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pserve que ATA e AAT sdo simétricas, como se esperava. ¢
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peste texto, nds obteremos condicBes gerais sobre

diante - T P
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especial em

que A € quadrada, nds temos o seguinte resultado.

Capitilo 1 - Sistemas de Equacdes Lineares ¢ Matrizes o ¢ §9

Se A & uma matriz invertivel, entdo AAT e ATA sdo também
invertiveis.

Prova. Como A € invertivel, também A7 & invertivel, pelo
Teorema 1.4.10. Assim, AATe ATA sfo invertiveis, pois sflo pro-
dutos de matrizes invertiveis. =

§. Determine se a matriz dada & invertivel; se for, encontre a inversa por inspegio.

S 400 1 0 0
@ |2 5} ® o oo @|o2o0
A 00 s 0o 4

2. Calcule, por inspegdio, o produto das matrizes dadas.

3 0 o[ 2 1 2 0 o[ 4
@0 -1 of[-4 1 o -t o |
0 0 2 25 0 o 41|-3
3. Encontre A%, A~? ¢ A™* por inspegao.
1 00
P b (2) : 0
@a=ly ,| ®a=j0 §
0 0
4. Quais das seguintes matrizes sio simétricas?
2 -1 3
@l ! yl® * 15 1 d
D L ®i ] ©]- (@
3 1 7

5. Determine, por inspecdo, se a dada maltriz triangular € invertivel.
0 I =2 5

3([-3 0 0O
0 0 5 0
-2 0 0 2
0 0 1
0 2 0
300

bz 01 5 6
@i o0 3 0 (b o o0 3 |
00 s B
0 0 0 5
6. Encontre todos os valores de a, & ¢ ¢ para os quais 4 € simétrica.
2 a—2b+2¢ 2a+b+c
A= |3 5 a+c
|0 -2 7
7 Encontre todos os valores de a e b para os quais A e B sdo ambas ndo-invertiveis.
fa+b-1 0 5 0
A a+b . P
0 3 0 2a-3b-17
8. Use 4 equagdo dada para determinar, por inspegio, se as matrizes do lado esquerdo comutam,
1 - 1 - 2 _ 9
(a) 34!= I -5 (b)_l3_:43
=3 20t 2 -10 1 -1 3i:2 1 31

[
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9. Mostre que A € B comutam se @ —d = 7b,

2 1 a
A=[1 —5}’ B=[b

10. Encontre uma matriz diagonal A tal que

b
d

1 0 0 9 0 0
(@ A°=|0 —1 0 by Art=|0 4 0
0 0 -1 0 0 1

11. (a) Fatore A na forma A = B D, onde 23 ¢ uma matriz diagonal.

_3(1” 51’1]2 7((|3
A= | Bay  San  Tan
_3(131 Sazz  Tayp

(b) A fatoragio encontrada & a vinica possivel? Explique.
12. Verifique o Teorema 1.7.14 para o produto A B, onde

-1 2 5 2 -8 0
A= 0 1 3|, B=|0o 2
0 0 —4 0o 0 3

13. Verifique o Teorema 1.7.1¢ para as matrizes do Exercicio 12.

14. Verifique o Teorema 1.7.3 para a matriz A dada.
1 -2 3
2 -1
{a) A= | 3 (b) A= |2 1 -7
3 -7 4

15. Seja A uma matriz simétrica.

(a) Mostre que A? & simétrica. (b) Mostre que 24% - 3A + [ ¢ simétrica.

16. Seja A uma matriz simétrica.
{(a) Mostre que A* € simétrica se k € qualguer inteiro nio-negativo.
(b) Se p(x) é um polindmio, é p(A) necessariamente simétrica:? Explique.
17. Sejam A uma matriz triangular superior ¢ p(x) um polindmio. E p(A) necessariamente triangular superior? Explique.
18. Prove: Se ATA = A entdo A € siméirica e A = A%
19. Encontre todas as matrizes diagonais 3 x 3 que satisfazem A% - 34 - 47 = (.
20. SejaAd= [a,-j] uma matriz » x n. Determine se A € simérica.

@a;=+7 Oa,=f-7 ©ay;=2+% (d)a;=27%+2°
21. Usando sua experiéncia com o Exercicio 20, projete um teste geral que pode ser aplicado a uma férmula para @;; para determinar se A = [a;]
é simétrica. )
Uma matriz quadrada A é chamada anfi-simétrica se AT = —A. Prove:
(a) Se A € uma matriz anti-simétrica invertivel, entfio A~! ¢ anti-simétrica.
(b) SeAe B'sio anti-simétricas, entiio também o sdo A”, A + B, A — B e kA, para qualquer escalar k.

22,

(¢) Toda matriz quadrada A pode ser expressa como a soma de uma matriz simétrica ¢ uma matriz anti-simétrica.
[Sugestdo. Observe a identidade A = (A + A"} + %(A — ATy ]

Nés mostramos no texto que o produto de matrizes simétricas ¢ uma matriz simétrica se, e somente se, as matrizes comutam. E o produto de
matrizes anti-simétricas que comutam uma matriz anti-simétrica? Explique. {Observagdo. Veja o Exercicio 22 para a terminoclogia. ]

: 24. Se a matriz A de tamanho n ¥ n pode ser expressa como A = LU, onde L € uma matriz triangular inferior e &/ € uma matriz triangular superi-
13 or, entdo o sistema Ax = b pode ser expresso como LUx = b e portanto pode ser resolvido em dois passos:

i e Passo 1. Seja Ux =y, de modo que LUX = b pode ser escrito como Ly = b. Resolva este sistema.

' Passo 2. Resolva o sistema Ux =y em x.

Em cada parte, use este método de dois passos para reselver o sistema dado.

23.

10 o2z =1t 3][x 1

@ =2 3 0o|llo 1 2||le|l=|-2

| L2 4 1]|0 0 4]|n 0
‘ f2 0o ol[3 -5 2][xn 4
® | 4 1 ollo 4 1f|lxl=]|-s5
-3 -2 3|0 o0 2f|xm 2
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Encontre kma matriz triangular superior gue satisfaz
s I 30
o -3

scussio e Descoberta

Qual € © ndmero miximo de entradas distintas que pode ter uma matriz simétrica de tamanho n x n? Explique seu racioeinio.

[nvente € prove um teorema que diz como multiplicar duas matrizes diagonais.

Suponha que A ¢ uma matriz quadrada e que D € wma matriz diagonal tal que AD=1. Q que vocé pode dizer sobre a matriz A? Explique seu

raciocinio.

(a) Construa um sistema linear consistente de cinco equagdies em cinco incégnitas que tem uma matriz de coeficientes triangular inferior
com nenhum zero na diagonal principal nem abaixo da diagonal principal.

(b) Projete um procedimento eficiente para resolver seu sistema & mio,

(¢) Invente um nome apropriado para o seu procedimento.

Decida se a afirmaglio dada € sempre verdadeira ou as vezes falsa. Justifique cada resposta.

(a) Se AAT é singular, entdio também A € singular,

(b) Se A + B € simétrica, entdo também A ¢ B siio simétricas.

{c) SeA € uma matriz 2 X 2 e Ax = 0 tem somente a solugfo trivial, entiio também A7x = 0 tem somente a solugio trivial,

(d) Se A? € simétrica, entiio também A ¢ simétrica.

o 3. 40
.\—g.\—g)’

y=3x'+ 1y

. Use etiminagfio de Gauss-Jordan para resolver x” e 3" em termos de x e y.

x=x'cosf — y'senf
y=x"sent + y' cosf
Encontre um sistermna linear homogéneo de duas equagdes que niio sio miltiplas uma da outra e tal que

n=Ln=-lxn=1,x=2

=2,x=05=3x=-1
sdo solugdes do sistema. .
Uma caixa contendo moedas de I, 5 ¢ 10 centavos centém 13 moedas com um valor total de 83 centavos. Quantas moedas de cada tipo hd
na caixa? '
Encontre inteiros positivos que satisfazem
X+ y+ z= 9
x+3y+ 10z =44
Para quais valores de « o sistema a seguir tem zero, uma ou infinitas solugdes?
A +.\'1 +.1‘3 =4
A3 = 2
(@ —Dxy=a—2

Seja
a 0 b 2
a a 4 4
0 a 2 b
a matriz aumentada de um sistema linear. Para quais valores de ¢ € b o sistema tem
(a) uma tnica solugiio, (b) uma solugio a um parfimetro,
(c) uma solugdo a dois parimetros, (d) nenhuma solugio?
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8. Resolvaemux.yez.
xy —2/y+3zy=8
2xy =3/ + 2y =7
—xy + ﬁ + 2:)! =4

9. Encontre uma matriz K tal que AKB = C, sendo

1 4 8 6 —6
2 0 0
A=1-=-2 3. B = . C = 6 -1 1

0 1 -1
1 =2 4 0 0

. Como devem ser escolhidos os coeficientes «. b € ¢ para que o sislema
ax + by —3z=-3
-2 —by+ecz=-1
ax + 3y —ez=-3
tenha a soligiox =1, y=-1ez =27
. Em cada parte resolva a equagfo matricial em X,

b0l 1 -1 2 -5 ~1 0
@x| t o= xS

3 -1

o2 P B

. (@) Expresse as equacdes

>

- —
W

= x— X+ 13
= 4y — »+¥

p= x4+ x —dx [
)2 I : ’ L=-3n+3n-wn

¥3 = =2x — 2x1 + 3x3

no formato matricial ¥ = AX ¢ Z = BY. Em seguida, use estas expressdes para obter uma relagio direta Z = CX entre Ze X,
(b) Use a equagiio Z= CX obtida em (a) para expressar z, € z, em termos de x;, x; € Xy
(c) Confira o resultado em (b) substituindo diretamenie as equagdes em ¥, ¥, € ¥, nas equagdes em z, ¢ z, ¢ simplificando,
. Se AémxneBénxXp, quantas operagdes de multiplicagfio e quantas de adigfio sfio necessdrias para calcular o produto matricial AB?
. Seja A uma matriz quadrada.
(a) Mostre que {-A)'=T+A+AT+ AP se AV =0,
(b) Mostre que (/ ~A) ' =7/+A+A*+ - +A"se A"+ 1 =0
. Encontre valorés de a, b, e ¢ tais que o grifico do polinémio p(x) = ax® + hx + ¢ passa pelos pontos (1, 2), (-1, 6) e (2, 3).
. (Para leitores que estudaram Cdlculo.) Encontre valores de a, b, e ¢ tais que o grifico do polindmio p{x) = ax® + bx + ¢ passa pelo ponto
(-1, 0) e tem uma tangente horizontal em (2, — 9).
. Seja.J, amatriz n x n tal que todas entradas sfo 1. Mostre que se # > 1, entiio

U—LJ”:I—ﬂimh
n—1
. Mostre que se uma matriz quadrada A satisfaz a equagio A% + 4A% - 24 + 7F = 0 entio AT tambdm satisfaz.
. Prove: Se B é invertivel, entiio AB™' = B~'A se, € somente se, AB = BA.
. Prove: Se A € invertivel, entdo A + B e / + BA™' sdo ambas invertiveis ou ambas nfo-invertiveis.
. Prove que se A e B siio matrizes n X 7, entio
(QuUA+B=ad)+u(B Ouriki)=ko@d) @©@uU@EAH=w@) ) rAB)=1r(BA)
. Use o Exercicio 21 para mostrar que nflo existem malrizes quadradas A e B (ais que

AB - BA =1

. Prove: Se A € uma matriz » X n e B ¢ a mairiz n X | com todas as entradas iguais a L/, entio

Ty
Ty

AB =

Y

onde r; € a média das entradas na i-ésima linha de A.
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ores que estudaram Cdlenlo.) Se as entradas da matriz

24, (Part 1eif

en(xy  ep(x) - en(x)
| e enly) - enl)
Cl (-x) Cm2 (“) o Crin (-‘:)

o funcdes diferenciaveis de x, entiio nos definimos
§i

ey )y - )
dC | )l e,
x| : :
C;?ll (“’) C:u'l (‘\-) T c:"mr (.\’)
Mostre que se as entradas de A e B siio fungdes diferencidveis de x & os tamanhos das matrizes sfo tais que as operagdes estio definidas, entdo
d dA d dA dB d dA dB
—(kA) =k— b) —{A+B)=—+— ¢) —(AB)=—B+A—
@ dx (kA) dx (b d.r{ +5) dx + dx © dx (AB) dx + dx

25, (Para leitores que estudaram Cdlenlo.) Use a parte (c) do Exercicio 24 para mostrar que

dA! dA
I
dx dx

Enuncie todas as hipdteses que siio necessdrias para obter esta férmula.
26. Encontre valores de A, B e C que tornam a equagio
Fry-2 A +B.\;+C
Gr—DEIT+D T 3x—1  xT41

uma identidade. [Sugestdo. Multiplique ambos os lados por (3x — 1) (x* + 1) e iguale os coeficientes correspondentes dos polindmios obti-
dos em ambos os lados da equacho resultante. ]

27. Se P ¢ uma matriz # x | tal que PTP = |, entlio H =/ — 2PPT é chamada a matriz de Householder correspondente a P (homenageando o
matemdtico norte-americano A. S. Householder).

(a) Verifiqueque PP =1sePT=[2114 % 5] e calcule a matriz de Householder correspondente,

(b) Prove que se H & qualquer matriz de Householder, entio H=HT e HTH =1.
(c) Verifique que a matriz de Householder encontrada na parte (a) satisfaz as condigdes provadas na parte (b).
28. Supondo que as inversas envolvidas existem, prove as seguintes igualdades.

@ [+ Y '=CclCc+D)y'D () (+CDY'C=C{ + DOy
() (C+DDPYy'p=C"'DU + D7 C"' D)

29. Mostre que se @ # b, entdao

- (l"+| _bu+|
[i” +[1"_].’) _l_an—_b_ - +abuv—] + b" =
a—b
(b) Use o resultado da parte (a) para encontrar A" se
a 0 0
A=|0 b 0
1 0 ¢

10bservacio. Este exercicio deriva de um problema submetido por John M, Johnson, em The Mathematics Teacher, Vol. 85, No. 9, 1992.]

Requisito: Recurso Computacional

Os seguintes exercicios foram elaborados para serem resolvidos utilizando um recurso computacional. Em geral, este recurso é o MATLAB,
Mathematica, Maple, Derive ou Mathcad, mas também pode ser um outro tipo de software de Algebra Linear ou uma calculadora cientifica com
funcionalidade de Algebra Linear, Para cada exercicio vocé deverd ler a documentagio pertinente do recurso que estiver utilizando. O objetivo
d_eskis exercicios € fornecer uma competéncia bdsica na utilizagiio do seu recurso computacional. Uma vez dominadas as técnicas nestes exerci-
€105, vocg deverd ser capaz de usar seu recurso cemputacional para resolver também muitos dos problemas nos conjuntos de exercicios regulares,



