64 o o o Algebra Linear com AplicacBes

{ Sejam A e B matrizes quadradas de mesmo tamanho. Se A B
i ¢ invertivel, entdio A e B também sdo invertiveis.

O seguinte problema fundamentai ocorrerd em vérios con-
textos no nosso trabalho adiante.

Um Problema Fundamental. Seja A uma matriz n X n fixada.
Encontre todas as matrizes b de tamanho m x 1 tais que o sis-
tema Ax = b € consistente.

Para matrizes A invertiveis, o Teorema 1.6.2 resolve este
problema completamente afirmando que, para qualguer matriz
b de tamanho m ¥ 1, o sistema AX = b tem a tnica solucgfio x =
A~'b. Se A nio for quadrada, ou se A for quadrada mas nio-
invertivel, entic o Teorema [.6.2 ndo aplica. Nestes casos, a
matriz b deve, em geral, satisfazer certas condices para garan-
tir gue Ax = b € consistente. O seguinte exemplo ilustra como
os métodos de eliminagiio da Secéio 1.2 podem ser usados para
determinar tais condigdes.

Quais condigées\devem satisfazer by, b, € b, para garantir que o
sistema de equacdes
X1+ 2=
Y + xa=b
26+ x2 + 3=y

& consistente?

Solugdo

A matriz aumentada €

11 2
10 1 b
2 1 3

gue pode ser reduzida & forma escalonada como segue.

1 1 2 by —1 vex a primeira linha foi
0 -1 -1 by — b ot somada & segundu e -2
0 1 1 / 3 vezes o primeira dinha foi
L - - 73— =l somada i terceira.
M 1 2 by §
0 1 1 by — by —gfoee. A segunda linha fot multi-
icada -1
0 -1 —=1 by — 20 plicada por

b

by — by A sezunda tinha foi somada

A terceirs.
IJ] - 4’13 - bl

Agora € evidente pela terceira linha da matriz que o sistema tem
uma soluglo se, e somente se, by, h, e by satisfazem a condigio
by—by—by=0 ou by=b +h,

Para expressar esta condigfio de uma outra maneira, Ax = b &
consistente se, e somente se, b € uma matriz da forma

f)(
b= bz
by + b

onde b, e b, sdo arbitrdrios. +

Quais condigdes devem satisfazer b, b, e b, para garantir que o
sistema de equagdes
20 +3n=h
2yp +5x 430 =0
X + 8xy = b3

€ consistente?

Solugdo.

A matriz aumentada é

—_— ) —
o o
(]
=
¥

Reduzindo esta matriz 4 forma escalonada reduzida por linhas
obtemos (verifique)

1 0 0 —40b; + 1652 + 955
a1 0 l3b| - 5!13 - 3b3
001 Sy — 2bx— by

@
Neste caso nfio hd restrigbes sobre 5. b, e b,; ou seja, o sistema
Ax =b tem a tinica solugio

Xy = —40D; + 1652 + 93, x2 = 136 — 501 — 33, X3 =5by — 26— Iy (3)

para qualquer b. Y

OBSERVACAO. Como o sistema Ax = b do exemplo precedente €
consistente para qualquer b, segue do Teorema [.6.4 que A €
invertivel. N6s deixamos a cargo do leitor verificar que as for-

mulas em (3) também podem ser usadas para calcular x = A~'b.

Nos Exercicios 1-8 resolva o sistema invertendo a matriz de coeficientes e usando o Teorema 1.6.2.

1. Xi+ X = 2
Sx; + 61229

2. 4_\.'] - 3.\'3 = -3 3.
2,\'| - 5.\'3 = 9

4+3ntan= 4

2% 4+ 2x a3y = —1
2.\'[ + 31‘2 + X3

i

3




Capitulo 1 - Sistemas de Equacdes Lineares e Matrizes © » ¢ §5

4 5,\‘1+3x3+2‘r3=4 5. x+y+ z= 5 6. ¥ - 2y~ 3z=0
da '3‘\_|+3x,_,-|-2_\’3=2 x+y—4z=10 w+ x+4y+4z2=7
; n+ n=3 —dx+yv+ z= 0 w+3x4+Ty+9%=4
—w—2x -4y — 6z =0
4 tem : 7. 3x 4 Sxa2 == b 8 i +2v 430 =8
ficio N+ 2a=bh 20+ 5x0 + Sy =bs

3.1’1 + 5):2 + 8).'3 = 1)3

=bhé 9, Resolva © seguinte sistema geral invertendo a matriz de coeficientes e usando o Teorema 1.6.2.
’ X+ 2.1‘3 4 Xy = b;
Xy — X1+ x3= b:n_
X+ x =/
: Use as formulas resultantes para encontrar a solugdo se
Y _:: (a) [)lz——l, b2=3, b3=4 (b) b1=5, bg=0, b3 =0 (C) bx=—1, b1=—13 b3=3
: Iva os trés sistemnas do Exercicio 9 simultaneamente usando o método do Exemplo 2.
10. Reso 1%
Nos Exercicios 11-14 use o método do Exemplo 2 para resolver simultaneamente todos os sistemas dados.
Sx, = b 12. ““.\'|+4).’?_“§“ .\’3=b|
11. 3.:x ;—_2,:2 : b] %14 9%y — 23 = Ba
He o Xy etz = 6x) + 4xa — 8xy = b3
(a) b|:-'[,7 b2b=i5 (& by =0, bh=1, b3=0
(b) by = =2 5= (b) by =3, by=4, by=-5
13. 4x, — Txz = b] 14. x + 3_\'3 + 5.\'3 = bl
X+ 2x, = b —x1 — 2x = b,
(a) f}l — 0’ bl =1 2.1’1 + SXZ + 4.1'3 = b3
(b) b1=—4, b3=6 (a) b;=1, b2=0, b3=—1
(C) b1=ﬁ*1,‘b2=3 (b) b|=0, b3=l, b3=1
(d) b=-5 bh=1 (C) by =—1, by=—1, b3=0
15. O método do Exemplo 2 pode ser usado em sistemas lineares com infinitas solu¢des. Use aquele método para resolver os sistemas de ambas
partes simultaneamente.
) (E!) X — 2).'2 + x31= -2 (b) Xy — 2&’3 + x= 1
nhas 2xp —5x+ x3= .1 2x; — S3xa 4+ xy=—1
3,\'1 — 7)."_] + 21’3 = -1 3).’1 - 7d\'3 =+ 2,\'3 = 0
Nos Exercicios 16-19 encontre condigdes que as constantes b devem satisfazer para o sistema ser consistente.
16. 6x; — dxy = b 17. Xy = 2x2 4+ Sx3 = by
30y — 2y = by 4x; — S5x2 + 8x3 = b
(2) ) —3X1 -+ 341‘2 - 3_\‘3 = f)g
tema
18. Xy — 2.\.'2 - X3 = b[ 19, X - X2+ 3)\'3 -+ 2.\’| = b|
(3) _4—"1 + 532 + 2x3 = by =2x+ 4+ Sk34+ xy=h
‘ _4-“1 + Ty + dxy = by —3x; +2x + 203 — x = b3
L) 41’1 - 3,(2 + X3 + 3,\.‘] =5 .b4
20. Considere as matrizes
nte €
A é 2 2 X
fé['- A=|2 2 =2 ] X =| Xy
1-1p. 3 1 I X3

(2) Mostre que a equagio Ax = x pode ser reescrita como {A — /)x = 0 e use este resultado para resoiver Ax = x em x.

(b) Resolva Ax = 4x.

2L Resolva a eguagio seguinte em X.

1
2
0

-1 [ 2 -1 5 7 8

3 0|X=1|4 0 -3 0 1
2 -1 3 5 =T 2 1

k-~




