54 000 Algebra Linear com Aplicagdes

invertibilidade de uma Transposta O teorema a
seguir estabelece uma relagfo entre a inversa de uma matriz
invertfvel e a inversa de sua transposta.

Se A é uma matriz invertivel, entdo A7 também ¢ invertivel

ATy t=(Ah7 4)

Prova. Nos podemos provar a invertibilidade de A ™ ¢ obter (4)
mostrando que

ATATNT = (A™)TAT

=]

1. Sejam
2 —1 3 8§ -3 -5 0 -2 3
A=1] 0 4 51, B=|0 1 21, c=|1 7 41, a=4, b=-7
-2 1 4 4 =7 6 3 5 9

Mostre que

(8) A+(B+C)=(A+B)+C (b) (AB)C = A(BC) () a+b)C =aC+bC

(d) a(B—-C)=aB —aC
2. Usando as matrizes e escalares do Exercicio |, verifique que

(a) a(BC) = (aB}C = B({aC) (b) A(B-C)=AB - AC () (B+C)A=BA+CA

(d) a(bC) = (ab)C
3. Usando as matrizes e escalares do Exercicio 1, verifique que

(@ (AT = A (b} (A+ B)Y = AT + BT © (aC) =aC” (d) (AB) = BTAT
4. Use o Teorema 1.4.5 para calcular as inversas das seguintes matrizes.

(@ 4 31 b) B 2 =3 © ¢ 6 4 @ C 2 0

a = = C = =
5 2 4 4 -2 -1 0 3

5. Use as matrizes A e B do Exercicio 4 para verificar que

@ @hH'=4 () B =B
6. Use as matrizes A, B ¢ C do Exercicio 4 para verificar que

(a) (AB)'=B"'a"! (t) ABCOY '=C'p 1A
7. Em cada parte use a informagio dada para encontrar A.

2 -1 -3 7
1 — “l =
() A = [3 5} () (74)"! = { : _2}
-3 -1 -1 2
ATy = I+24)" =

(e) (547) [5 2} (@) (7 +24) [45}

8. Seja A a matriz

-]

Calcule A> A~ *e A2-24 + 1. )

Mas lembrando da parte (d) do Teorema 1.4.9 e observando que
IT =, segue-se que

AT(A'I)T — (A_IA)T — [T =17

(A NWAT = (AA Y =T =]

0 que completa a prova.

Considere as matrizes

A=[‘

Aplicando o Teorema 1.4.5 obtemos
1

—_ 1 3 71':'_“_] -2 Tyl _
RN HE AR W

2
Como garante o Teorema 1.4.10, estas matrizes satisfazem (4). ¢

5

2 _?] AT:[:i T]

-2
-5
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g, SejaAd matriz

-]

Em cada parte encontre p (A).

) @ pLI =7 2 () plo) =20 —x +1 © pxy=x*-2x+4
) 3'5 10. Sejam py (X3 = F-9p=x+t3ep, (x)=x-3.
| ' (a) Mostre que 2, (A) = p,{A) p, (A) para a matriz do Exercicio 9.
(b) Mostre que py (4) = 2 {4) p3 () para qualquer matriz quadrada A.
11. Encontre & inversa de
cosf send
—senf cosf
12. Encontre a inversa de
&) Hetde™) et —e]
.

_;_(E.\‘ —e™) %(e.\' +e—.\')

13, Considere a matriz

ap 0 0

0 {a27 0
A= ,

6 0 Tt ﬂ-A'm_

onde a,,dy, - a,, ¥ 0. Mostre que A € invertivel e encontre sua inversa.
14. Mostre que se uma matsiz quadrada A satisfizer A-3A 4+ /=0, entio A1 =3/ - A,
15. (a) Mostre que uma matriz com uma linha de zeros nio pode ter uma inversa.
(b) Mostre que uma matriz com uma coluna de zeros ndo pode ter uma inversa.
16. Serd necessariamente invertivel a soma de duas matrizes invertiveis?
17. Sejam A e B matrizes quadradas tais que AB = 0. Mostre que se A € invertivel, entfio B = 0.
18. Sejam A, B e 0 matrizes 2 x 2. Supondo que A € invertivel, encontre uma matriz C tal que

Al o
c | AT
€ ainversa da matriz particionada
Al
Bl A

{Veja Exercicio 15 da segiio anterior.)
19. Use o resultado do Exercicio 18 para encontrar as inversas das seguintes matrizes.

1 1 0 0 1 1.0 0
-1 1 0 0 ¢ 1 0 0

a
@ I 1 1 1 ®) o 0 1 1
1 1 -1 1 0 0 0 1

20. (a) Encontre uma matriz nio-nula A de tamanho 3 x 3 tal que AT=A.

(b) Encontre uma matriz nio-nula A de tamanho 3 x 3 tal que AT=— A, .

Uma matriz quadrada A ¢ chamada simétrica se A7 = A e anti-simétrica se A7 = — A. Mostre que se B € uma matriz quadrada, entio
(a) BBTe B + BV sfio simétricas.  (b) B — BT & anti-simétrica.

Se A € uma matriz quadrada & n é um inteiro positivo, é verdade que (AMT = (AT)* 9

Seja A a matriz

2,
22,
23
1 0 1
11 0
0 1 1

Determine se A € invertivel e, se for, encontre sua inversa. {Sugestdo. Resolva AX = [ igualando entradas correspondentes de ambos o0s lados.]
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24. Prove:
(a) a parte (b) do Teorema 1.4.1
(b) a parte (/) do Teorema 1.4.1
(c) a parte (m) do Teorema 1.4.1

25. Apligue as partes {d) e () do Teorema L.4.1 &s matrizes A, B e (- 1) C para deduzir o resultado da parte {f).

26. Prove o Teorema 1.4.2.
27. Considere as leis de expoentes A”A =A"" e (A)" =4A""

(2) Mostre que se A € uma matriz quadrada, estas leis sio vilidas para quaisquer inteiros nio negativos r e 5.
(b) Mostre que sc A € invertivel, estas leis valem para quaisquer inteiros negativos re s.
28. Mostre que se A € invertivel e k& € wm esealar ndo-nulo qualquer, entdo (kA)" = k" A " para quatguer inteiro a.

29. (a) Mostre que se A € invertivel e AB = AC, entio B=C.

* (b) Explique por que a parte (2) e o Exemplo 3 nfio sfio contraditérios.

30. Prove a parte (¢) do Teorema [.4.1.

[Sugestiio. Suponha que A émxn, Bénxpe Cépxq. Aij-ésimaentrada do lado esquerdo é

nj

l=ay[BCl;+apBCh + - - - a;,,[BC)
Verifique que {, ;= r; .1

Discussao e Descoberta

31. Sejam A e B matrizes quadradas de mesmo tamanho.
{a) D& um exemplo em que (A + By’ = A*+2A B+ B~

¢ a i j-ésima entrada do lado direito € r;

= [AB]; ¢y + [AB]aeq; + - - - + [AB e,

ip

(b) Preencha a lacuna para criar uma identidade que ¢ vilida para quaisquer A e B. (A + B = A” + B+

32. Sejam A e B matrizes quadradas de mesmo tamanho.
{a) D& um exemplo em que (A + B) (B — A) # A% - B2

(b) Preencha a lacuna para criar uma identidade que € vilida para quaisquer A ¢ B. (A + B) (B-A) =
33. No sistema dos nimeros reais, a equagio a * = | tem exatamente duas solugbes. Encontre pelo menos oito matrizes 3 % 3 que satisfazem a
equaciio A2 = I ,. [Sugestdo. Procure solugdes entre as matrizes com entradas zero fora da diagonal principal.]

34. Uma afirmacio do tipo “Se p, entdo ¢ & logicamente equivalente 4 afirmacfio “Se ndo ¢, entdo nio p.”
q g o I

(A segunda afirmagio € chamada a

contraposigio légica da primeira.) Por exemplo, a contraposigo l6gica da afirmagiio “Se estd chovendo, entdo o chio estd molhado™ € “Se¢

o chio nfio estd molhado, entilo ndio estd chovendo.”

(a) Encontre a contraposiciio [gica da afirmagfio: Se AT & singular, entéio A € singular.

(b) A afirmacio € verdadeira ou falsa? Explique.

35, Sejam A e B matrizes n x ». Decida se cada aftrmagfio a seguir ¢ verdadeira ou falsa. Justifique cada resposta.

(a) (AB)?*=A? B? deve ser verdadeiro.

(b) (A — B)Z=(8~A)? deve ser verdadeiro.
(c) (AB""Y(BA~')=T, deve ser verdadeiro.
{d) Nunca € verdade que AB = BA.

}.5 MATRIZES ELEMENTARES E UM
METODO PARA ENCONTRAR A™!

Nesta segiic nds vamos desenvoluer um algoritmo para encontrar
a fnversa de wma matriz invertivel. Nos também discutiremos
algumas das propriedades bdsicas de matrizes invertiveis.

Nés comegamos com a definigiio de umn tipo especial de matriz
que pode ser usada para executar uma operagio elementar sobre
linhas por muitiplicacio matricial.

Uma maitriz i X n que pode ser obtida da matriz identidade
I, de tamanho n X n executando uma Unica operagic ele-
mentar sobre linhas é chamada uma matriz elementar.

EXEMP_I.O 1 O 'é;égﬁes

Abaixo listamo$ quatro matrizes elementares e as operagdes
sobre linhas que as produzem.

l 0

oo I 0 3 1 0 0

1 o] oo o 0 1 0 o 1o

0 -3l o1 00 1| |00 1
01 00

& 1 1 Y
'
! I

¢

Multiplique 2 Permute a segun.  Some 3 vezes a Multiplique a
segunda lisha  da tinha de £, terceira linhade  primeira linha
defypor—3  com  quarta. 1 & primeica. de i por 1.

Quando uma matriz A € multiplicada & esquerda por uma
matriz elementar E, o efeito € o de executar uma operagio ele-
mentar sobre linhas de A. Isto € enunciado no préximo teorema,
cuja prova deixamos para 0s exercicios.




