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A seguir, exemplos de mairizes e seus tracos.

ay ap o - 2 ! 0

A= |j11i cr-lr: a:it, A= 3 3 -8 ¢
N - 1 2 7 =3

T3y a3 Qs 4 -2 1 0

tr(A) =ay + a2+ a3

tr(B)=—~1+3+7+0=11

Suponha que A, B, C, D ¢ E sejamn matrizes dos seguintes tamanhos:
A B C D E
(dx5) (dx5 (5x2) @dx2) (x4
Determine quais dag seguintes expressoes matriciais estao definidas. Para as que estfo definidas, dé o tamanho da matriz resultante.
(a} BA (b) AC+D () AE+ B (d) AB+ B
(e) E(A+ B) (f) E{(AC) (g) E"A (hy (AT + E)D

Resolva a seguinte equagio matricial em termos de a, b, c e d.

a—b
3d+c¢

b+c _
2a—4d |

ER
7 6

Considere as matrizes
3
—1
1
Caicule os seguintes (quando possivel).
(a) D+ E by D~ E {c) S5A
(e) 2B—-C (f) 4E-2D (g) —3(D+2Ey (h)y A—-A
(1) w(D) (jy (D =3E)y (k) 4u(7B) (1) tr(A)
Usando as matrizes do Exercicio 3, calcule os seguinies (quando possivel}.
(@) 247+ C (b)) D' —ET (cy (D —EY (d) BT +5C7
() ic"~ta () B~ B (g) 2ET —3DT  (h) RET —3D")7
Usando as matrizes do Exercicio 3, calcule os seguintes (quando possivel).
(a) AB {b) BA (€) (BE)D
(&) A(BC) {f)y cc’ (gy (DAY
(i) tr(DDT) (j) r(4¢e™ — D) (k) tr(CTAT +2ET)
Usando as matrizes do Exercicio 3, calcule os seguintes (quando possivel).
(a) 2D7 - E)A (b)Y (4B)C + 2B (e} (—AO) +5D7
(dy (BAT —20)T  (e) BTCCT —ATA)  (f) DTET — (ED)T

Sejam

A= , B=

0
2
1

(dy —7¢

6 -2
i 3

7

-~ o

Use o método do Exemplo 7 para encontrar
(a) a primeira linha de AB (b} a terceira linha de AB
(d) a primeira coluna de BA (e) a terceira linha de AA

(c) a segunda coiuna de AB
(f) a terceira coluna de AA
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A e B as matrizes do Exercicio 7.

Sejam , o \
8. a) Bapresse cada matriz-coluna de AB como uma combinagio lincar das matrizes-coluna de A.
:

(b) Expresse cada matriz-coluna de BA como uma combinagfio linear das matrizes-coluna de B.
9, Sejam
g apy o iy
ay  axm o (n
y == [yl ¥2 . )’m] e A= :
(45 (1537 Ay

Moslre que © produto yA pode ser expressso conio uma combinagiio linear das matrizes-linha de A com coeficientes escalares vindo de y.
Sejam A e B as matrizes do Exercicio 7.
(n) Useo resuttado do Exercicio 9 para expressar cada matriz-linha de 4 B como uma combinagio linear das matrizes-linha de B.
(b) Use o resuttado do Exercicio 9 para expressar cada matriz-linha de B A como uma combinagio linear das matrizes-linha de A.
11. Sejam C, D e E as matrizes do Exercicio 3. Usando o minimo possivel de contas, determine a entrada na linha 2 e coluna 3 de C (D E).
12. (a) Mostre que se A B e B A estio ambas definidas, entiio A B e B A sio matrizes quadradas.
(b) Mostre que se A € uma matriz m X n e A (B A) estd definida, entio B ¢ uma matriz n X .
13. Em cada parte, encontre matrizes A, x e b que expressem o sistema de equagdes lineares dado como uma Gnica equagio matricial Ax = b.

10.

(2) 2x; — 3xy + Sxy e 7 {b) 4x, =3y =1
Ox; — N+ ma=-1 5x) 4+ x —8x;=3
X+ 51"1 + 4}1’3 = 0 2.\‘[ - 5.1‘1 -+ 9.!3 - Xy = 0

3}:2 - X3+ 7.\'4 =2

14. Em cada parte, expresse a equagfo matricial como um sistema de equagdes lineares.

s .1 2 , 3 -2 0 1[w 0

Y 3 e o] 30 x| ]e

(@) 2= 3 1 4 7|yl |0
-3 5 X3 4

2 5 1 6|le 0

15. "Se A e B silo particionadas em submatrizes, por exemplo,
A A B B
o 12 e B 1 12
Az | Ax By | Bxn
entiio A B pode ser expresso como

AB — AnBy + ApBy ! Apn B+ AjpBn
T An By + AnBa l Az By + An By

sempre que os tamanhos das snbmatrizes de A e B sfio tais gue as operagdes indicadas podem ser efetuadas. Este método de multiplicar
matrizes particionadas é chamado multiplicagdo em bloce. Em cada parte, calcule o produto usando multiplicagéio em bloco. Confira seus
resultados multiplicando diretamente.

-1 2] 1 5
@A=| 0 -3 | 4 2
1 5|6 1

B a=] 0 -3

H
n

=S
—

16. Adapte o método do Exercicio 15 para calcular os seguintes produtos usando multiplicacio em bloco.
2 —4 1 2 -3
3 -1 01 =313 0 2 1 312 -1 3 —4
@ (b)
2 1 4, 5|1 -3 5 0 3|0 1 5007
2 1 4 1 4
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17

18

19.
20.

21

22

23

D

24.
25.

26.

27.

{0 0] 0o O[3 3
o t ol o ofl-1 4
@lo o 1] 0o 0| t 5
o o ol 2 o|lf2 -2
0o o of-t 2JL1 6

. Bm cada parte, determine se pode ser usada multiplicagio em bloco para calcular A B a partir das partigdes dadas. Se puder, calcule o pro-
duto usande muitiplicagfio em bloco.

- 2 1] 4
-1 2 1] 51
@ 4 s -3 5| 2
a = — —
7 —11 5
| 0 3| -3
_ - 20 1] 47
~1 2 1 5 o 5|
A=| 0 - 4 21, B=
®) 3 71-1| 5
15 6 1
L - | o| 31-3]

. (a) Mostre que se A tem uma linha de zeros e B € uma mateiz qualquer para a qual o produto A B estd definido, entiio A B também tem uma
linha de zeros.

(b) Encontre um resultado similar valendo para uma coluna de zeros.

Seja A uma malriz m X 1 qualquer e seja 0 a matriz a1 X i com todas as entradas nulas. Mostre que se kA =0, entio k=0o0uA =0.

Seja 7 a matriz # X 1 cuja entrada na linha 7 e coluna f é

{ se i=/j
0 se i#j
Mostre que A [ = I A = A para qualquer matriz # X n A.
. Em cada parte, encontre uma matriz | «;;] de tamanho 6 x 6 que satisfaz a condi¢fio dada. D& respostas 10 gerais quanto possivel, usando
letras e nfio ndmeros para entradas ndo-nulas especificas.
@a;=0sei=j (Da;=0sei>] (©a;=0sei<j (d)(:,j=()se[i—j|>1
. Encontre a matriz [a;] de tamanho 4 x 4 cujas entradas satisfazem a condigio dada.
I se li—-jl=1

@a;=i+j O a=i" ©a;=y_| li—-ji=1

 Prove: Se A e B sio matrizes 11 X 71, entio tr (A + B) = tr (A} + tr (B).

iscussio e Descoberta

Descreva trés métodos distintos para caleular um produto de matrizes e ilustre os métodos calculando algum produto A B destas trés maneiras.
Quantas matrizes A de tamanho 3 x 3 vocg consegue encontrar tais que
X x-+y
Alyl=lx—¥
z 0

para todas as escothas de x, y e 2?7
Quantas matrizes A de tamanhio 3 X 3 voc€ consegue encontrar tais que

X Xy
Aly|=30
z 0

para todas as escolhas de v, v e z?
Dizemos que uma matriz B € uma raiz guadrada de uma matriz A se BB=A.

2 02
(2) Encontre duas rajzes quadradas de A = |:2 7]

50
(b) Quantas raizes quadradas distintas vocé consegue encontrar de A = [O 9 ?
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océ acha que qualquer matriz 2 > 2 tem pelo menos uma raiz quadrada? Explique seu raciocinio,

g Seia 0 a matriz 2 X 2 com todas as entradas nulas.
28.

a) Existe alguma matriz A de tamanho 2 X 2 tal que A # 0 ¢ A A = 07 Justifique sua resposta.
©®) Existe alguma matriz A de tamanho 2 x 2 tat que A 2 0 e A A = A? Justifique sua resposta.

jidaseaa
29. Deer®

firmagao dada € sempre verdadeira ou 4s vezes falsa. Justifique sua resposta dando um argumento légico ou um contra-exemplo.

(a) AsexXpr essoes tr (AAT) e tr (ATA) estdio sempre definidas, independentemente do tamanho de A,

(b) tr (AAT) = tr (ATA) para qualquer matriz A,

(c) Sea primeira coluna de A for toda constitufda de zeros, o mesmo ocorre com a primeira coluna de qualquer produto A 5.
() Sea primeira linha de A for toda constituida de zeros, 0 mesmo ocorre com a primeira linha de qualquer produto A B.

30.

Degida se & afirmagio dada & sempre verdadeira ou s vezes falsa. Justifique sua resposta dando um argumento 16gico ou um contra-exemplo.
(a) SeA ¢ uma matriz quadrada com duas linhas idénticas, entiio A A tem duas linhas idénticas.

(b) Se A € uma matriz quadrada € A A tem uma coluna toda constituida de zeros entdo necessariamente A ten uma coluna toda constitufda

de zeros

(c) SeB & uma matriz 2 X 1 cujas entradas s&o inteiros pares positivos e se A é uma matriz # X n cujas entradas s#o inteiros positivos, entio

as entradas de A B e de B A s@o inteiros pares positivos.

(c) Seasoma de matrizes A B + B A estiver definida, entdo A e B devem ser matrizes quadradas.

1.4 INVERSAS; REGRAS DA
ARITMETICA MATRICIAL

Nesta secdo nés vamos discutir algumas propriedades das ope-
ragdes aritméticas sobre matrizes. Nos veremos que muitas das
regras bdsicas da arifmética de mimeros reais também valem
para mairizes, mas que algumas poucas nédo valem.

Propriedades das Operacdes Matriciais Para
ndmeros reais a e b, nds sempre temos ab = ba, que € chamada
a lei da comutatividade para a multiplicagdo. Para matrizes,
contudo, AB e BA ndo precisam ser iguais; a igualdade pode fa-
thar por tr8s razbes. Pode acontecer que o produto AB estd
definido mas o produto BA n#o estd definido. Por exemplo, este
€ 0 caso se A € uma matriz 2 X 3 e B é uma matriz 3 X 4. Também
pode ocorrer gue os produtos AB e BA estio ambos definidos
mas tém tamanhos diferentes. Esta € a situagdo se A € uma
matriz 2 X 3 e B é uma matriz 3 x 2. Finalmente, como mostra
o Exemplo 1, € possivel ter AB = BA mesmo se ambos produtos
AB e BA estiverem definidos e tiverem o mesmo tamanho.

Maultiplicando, obtemos

AB_-; -2 BA = 3 6
“ i 4l “1-3 0

Assim, A B« B A. °

E}“_bora a lei da comutatividade para a multiplicagfio nfio seja

Valida ng aritmética matricial, muitas leis familiares da aritméti-

®a 580 v4lidas para matrizes. O teorema a seguir d4 um resumo
® algumas das mais importantes e seus nomes.

Propriedades da Aritmética
Matricial

Suponde que os tamanhos das matrizes sdo tais que as ope-
ragdes indicadas podem ser efetuadas, valem as seguintes
regras da aritmética matricial.

(a}A+B=B+A (Lei da Comutatividade para a AdicZo)
A+ (B+C=(A+B)+C (Lei da Associatividade da Adiclio)
ABCO=ABC (Lei da Associatividade da Mutltiplicacfio}
DHhAB+O=AB+AC (Let da Distributividade & Esquerda)

e A+BC=AC+BC (Lei da Distributividade & Direita)
NAB-C=AB-AC ) @+bh)C=alC+bC

@ (B-CYA=BA-CA k) @-6)C=aC-bC
WaB+C)=aB+ralC N apO=(@h)C

) a(B-C)y=aB-al M aBO=aBC=8B@@(’)

Para provar as igualdades neste teorema, ndés devemos
mostrar que a matriz do lado esquerde tem o mesmo tamanho
que a matriz do lado direito e que as entradas correspondentes
dos dois lados sio iguais. Exceto pela lei da associatividade na
parte (¢), todas as provas seguem o mesmo padriio geral. Para
ilustrar isto, iremos provar a parte (d). A prova da lei da asso-
ciatividade, que € mais complicada, € delineada nos exercicios.

Prova (d). NGs devemos mostrar que A(B+ C)e AB+ACtémo
mesmo tamanho e que as entradas correspondentes sdo iguais.
Para formar A(B + C), as matrizes B e C devem ter 0 mesmo
tamanho, digamos m X n, e entéio a matriz A deve ter m colunas,
de modo que sen tamanho € da forma r x m. Isto faz de
A(B + C) uma matriz r X #n. Segue que AB + AC também € uma
matriz r X n e, conseqlientemente, A(B + C) e AB + AC t€m o
mesmo tamanho.

Suponha que A = [a;], B=[b;] e C=[c;]. NGs queremos
mostrar que as entradas correspondentes de A(B + C) e de AB +
AC sio iguais, ou seja, que

[A{B 4+ C))i; = [AB + AC]y;




