ue 0 sistema de equagGes correspondente A forma escalonada
reduzida por linhas da matriz aumentada terd a forma

X +Z{)=0
- Ay +EZ()=0
. ; (3)
o +E() =0
onde X, X, .., X, $80 as varidveis lideres e X( ) denota as

somas (possivelmente todas distintas) que envolvem as n — r
varidveis livres [compare o sistema {3) com o sistema (2)
acima]. Resolvendo para as varidveis lideres, obtemos

4y ==Z0)
X ==E0)

"'-kr = —Z( )

Como no Exemplo 7, podemos atribuir valores arbitrdrios as
varidveis livres do lado direito e assim obter infinitas solugBes
do sisteina.

Resumindo, nés temos o importante teorema a seguir.

i Um sistema homogéneo de equacdes lineares com mais
incognitas que equagdes tem infinitas solugdes.

OBSERVACAO. Note que o Teorema 1.2.1 aplica somente a sis-
temas homogéneos. Um sistema nfo-homogéneo com mais
incdgnitas que equagdes ndo precisa ser consistente (Exercicio
28); contudo, se o sistema for consistente, terd infinitas
solugtes. Isto serd provade mais tarde.
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Solucbes Computacionais de Sistemas Line-
ares Em aplicagdes nfio € incormum encontrar sistemas linea-
res grandes que precisam ser resolvidos por computador. A
maioria dos algoritmos computacionais para resolver estes sis-
temas sdo baseados na eliminago gaussiana ou na eliminagio
de Gauss-Jordan, mas os procedimentos bésicos sdo muitas

" vezes medificados para comportar problemas tais como

¢ Reducfio de erros de arredondamento
e Minimiza¢do do uso de espago de meméria do computador
¢ Resolucio do sistema com rapidez mixima

Alguns desses assuntos serdo considerados no Capitulo 9.
Fazendo cdlculos & mio, as fragdes constituem um aborreci-
mento que muitas vezes ndo pode ser evitado. Contudo, em
alguns casos € possivel evitar as fracdes variando as operaces
elementares sobre linhas da maneira correta. Assim, uma vez
que as técnicas da eliminagiio gaussiana e da eliminacgio de
Gauss-Jordan tiverem sido dominadas, o leitor poderd querer
variar 0s passos em problemas especificos para evitar fragiies
(ver Exercicio 18).

OBSERVACAD. Como a eliminagio de Gauss-Jordan evita o uso de
substituicdo inversa, poderia parecer que este método € o mais
eficiente dos dois métodos que nés consideramos. Pode ser
argumentado que esta afirmagéio € verdadeira quando resolve-
mos manualmente sistemas pequenos, pois a eliminagio de
Gauss-Jordan na verdade envolve escrever menos. Contudo, fot
mostrado que para sistemas grandes de equagGes, o método de
eliminagdo de Gauss-Jordan requer cerca de 50% mais ope-
racbes que a eliminagio gaussiana. Esta € uma consideraciio
importante quando trabalhamos com computadores.

1 0 0] 1 0 o] 0 1 0O
@l o 1 0 mlo 10 [0 0 1 (d)
00 1] [0 0 0] [0 0 0]
[0 1 0] 1 1 o] "1 o 27
|1 0 0 |0 t 0 Mo 1 3 (i)
0 0 0] 0 0 0 0 0 0]

2. Quais das seguintes matrizes 3 X 3 estdo em forma escalonada?

1 0 0 1 2 0] I 00
(@0 1 0 |0 1 0 @l|o t o
[0 0 1] [0 0 0] 0 2 0
1 5 -3 't 2 3
@ o 1 1 ty|lo o
| 0 0 _()OIJ

0 0 1 (c}|0 0 O
00 0 0 0

0 0 000
00 0 ((|lo o o
0 0 0 00 0

1 3 4
(|0 0 1
0 0 0

0 0 1 00
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3. Em cada parte, determine se a matriz estd em forma escalonada, escatonada reduzida por linhas, ambas ou nenhuma das duas.
1 2 0 3 0 "L oo s
()00110 olo o 1 3 ()1031
[
Yo oo 01 010 4 01 2 4
10 0 0 0 O -
1 0 -
t -7 5 5 1 3 2 z 0 00
d 10 ©
()0132} @l o001 ©
L 00
: o o000 -~ v

4.. Em cada parte, suponha que a matriz aumentada de um sistema de equagdes lineares foi reduzida por operagdes sobre linhas & forma cscalo-

nada reduzida por linhas dada. Resolva o sistema.

M o 0 =3 i 0o 0 -7 8
@0 1 0o 0 mio 1 0 3 2
o o 1 7 o 0 1 1 =5
1 -6 0 © 3 =2 a0 o
© 0o o 1 0o 4 7 @lo o 1 o
o ¢ ©o 1 5 8 o o o 1
o 0 0o o o0 0 L

5. Em cada parte, suponha que a matriz aumentada de um sistema de equagGes lincares foi reduzida por operagges sobre linhas & forma escalo-

nada dada. Resolva o sistema.

1 -3 4 1 1 0 8 -5 6

@lo 1 2 2 wlo 1 4 -9 3
o 0o 1 5 e o 1 1 2 i 3
7 -2 0 -8 =3 ~

1 -3 7 i

© 0 0 1 t 6 5 @lo 1 4 o
o 0 0 1 3 9 o o o 1
o 0 0 0 0 0 L ]

6. Resolva cada um dos seguintes sistemas por eliminagio de Gauss-Jordan.

(a) x+ 3 +2x35= 8§
—X —2x1+3x3= I
3x; = Txy +4x3 =10

) x— y+2z-

2x+ y—20 —2w=-2 3a+6b—-3c=-2 :
—x+2y—4z+ w= | 6a+6h+3c= 3 !
3x —3w=-3

w=—1

(b) 2,‘(1 + Q,X2 -+ 213 = 0
'""2.1’1 + 512 + 2.\.'3 = 1
8x1 4+ x2+4x3=—1I

(d —2b+3=

7. Resolva cada um dos sistemnas do Exercicio 6 por eliminagio gaussiana.
8. Resolva cada um dos seguintes sistemas por eliminagio de Gauss-Jordan.

(a) 2,1'1 - 3X'_1 =-2 (b) 3X| + 2).'2 — Xy = —~15
2vp+ = 1 5x)+3xy 4+ 2= 0
3x) 4+ 2x = l 35 + X +3x:= 11
—6.1'1 el 4.1'2 + 2X3 = 30

{c) 4x; —8xx= 12 (d) 0y —4z4 w= 1

3x — 6= 9
—211 + 4.!72 = -6

x+ 4dy— z4+ w= 2
Jx4+ 2+ z4+2w= 5 C o
—2x— By+2z—-2w=-4
x— 6y+3z = 1
9. Resolva cada um dos sistemas do Exercicio 8 por eliminag@io gaussiana.
10. Resolva cada um dos seguintes sistemas por eliminagio de Gauss-Jordan.
(8 5x —2x46x;=0 ®) x; — 2xp+ xy— dxg=1 {c)
—2).'1 + x2+ 3):3 =1 X + 3,\'1.-}- 7.}33 + 2X4 =2
X — 12){1 - 11.\'3 - ]6,11; =5

w4+2x— y=4

x— y=3

w3y =2y =7

2u +4dv + w4+ 7x =1




11.
12

e

13.

14.

15.

16

17.

i#)

9.

" 20.

21.

2
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Resolva cada um dos sistemas do Exercicio 10 por eliminagiio gaussiana.

gem utilizar papel e kdpis, determine quais dos seguintes sistemas homogéneos t8m solugdes nflo-triviais.

(a) 2xp — 3%+ 4y — =0 B x) +3x2— x3=0

Txi+ x—8x3+ %, =0 X3 — 8x3=0
2x 48+ x3— x3=0 : dx; =0
(c) anXi +apxs +a3 =0 (d) 3x, — 26, =0
anXy + aniz + anxy =0 6x, —dx; =0
Reolva os seguinles sistemas homogéneos de equagdes lineares por qualquer método.
(@ 2x+ X+3x0=0 B 3+t xs+xy=0 {¢) 2x 4+ 2y + 4z =0
X+ 2-\'2 =0 5.\.'] — Xy + A3 — Xy = Q w - ¥y— 33 =1{

x4+ x3=0 2w+3x 4+ y4 z=
: 2w+ x+3y-2z=

Resolva os seguintes sistemas homogéncos de equagdes lineares por qualquer método.

(a) 2x— y—3z=0 (b v+3w—-2x=0 (¢} x; 4 3x +x4=0
—x+2y—3z=0 2u+ v—-4w+3x=0 xy + 4x: + 2x3 =0
x4+ y+4z=0 2u4+3v+2w—- x =0 —2x2 = 2x3 —xy =0

—4“—3U+5w—4.l’=0 2.\‘1—4_\"_3-1- X1+ Xy =0

.l‘|—2_\.'3—— 13+I4=0

Resolva os seguintes sistemas por quaiquer método.

(a) 2fy — L +3L4+45L,= 9 (b} Za+ Zi+Z5=0
1; —2]3-1-714:]1 —Z|“ Zg+2Z3—324+25=0
3][—3[3+ 11+5f4= 8 Z|+ Zg—223 —Z5=0
21|+ 12 +4I3+4[4=19 ZZ|+222*" 23 +Zq:0

Resolva os seguintes sistemas, onde ¢, b e ¢ sfio constantes.
(@) 2x+ y=a by xi+ o+ x=ua

3x+6y=1b 2x; +2x3 = b
3xy + 3x3 ="¢
O sisterna seguinte ndo tem solugdes para quais valores de ¢? Exatamente uma solugfo? Infinitas sobuges?
x4+ 2y — 3z=4
3Ix— ¥+ Sze=2
x4+ y+ (@ —-1dz=a+2
Reduza
2 1 3
0 -2 -29
3 4 5

& forma escalonada reduzida por linhas sem introduzir quaisquer fracdes.
Obtenha duas formas escalonadas por knha diferentes de

- 7]

Resolva o seguinte sistema de equages nio-lineares para os fingulos incdgnitos o, Be yonde 0 o< 27, 0 S B<2re (s y<

2sene — cosf+3tgy =3
4senw + 2cosf —2tgy =2
Gseno — 3cosf+ gy =9
Mastre que o seguinte sistema néio-linear tem 18 solugbes se 0= x<2m, 0 B<2me 0 y< 2.
sena + 2cosfB + 3tgy =0
2sene + Scosf 4+ 3tgy =0
—senx — Scos g+ Stgy =0
Para que valor(es) de A o sistermna de equagdes
(. —3)x + y=0
Y+ GA=Ny=0

tem solugdes ndo-triviais?
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23. Resolva o sistema
2){1 - X3 EFS
2vi— x4 =i
—'2.\'| -+ 2.’53 + X3 = )\.A‘j
parax,. X, e x;nos dois casos A= leh=2.
24. Resolva o seguinte sistema para x, ¥ € z.

1 2 4
-4+ —— - =
X ¥y oz
3 8
—+-4+-=0
x oy oz
I 9 10
——+ =+ —=5
x oy oz

25. Encontre coeficientes a. b, ¢ & d tais que a curva mostrada na figura € o grifico da equagiio y = ax* + B+ ex +d.
26. Encontre coeficientes a, b, ¢ e d tais que a curva mostrada na figura € dada pela equagfio a+ay +bx+cy+d=10.

¥
y (-2.7)

0 (-4.5)
}

1 /’-\l(<a7)t L f *

" (3,-11
20k ( ) {4.-14) \_//
(4,-3)

Figura Ex-25 Figura Ex-26

27. (a) Mostre que se ad — be = 0, entdo a forma escalonada reduzida por linhas de

a b 1 0
é s
¢ d 0 I
(b} Use a parte (a) para mostrar que o sistema
ax +bhy =k
ex+dy =1
tem exatamente uma solugfio quando ad — be 2 0.
28. Encontre um sistema linear inconsistente que tem mais incdgnitas do que equagdes.

Discussio e Descoberta

29. Discuta as formas escalonadas reduzidas por linhas possiveis de

a b ¢

d e f
g h i

30. Considere o sistema de equagdes
ax + by =0
cx +dy =0
ex + fy=0
Discuta as posicdes relativas das retas ax + by = 0, cx + dy = 0 e ex + f'¥ = 0 quando o sistema
(a) tem somente a solugho trivial e
(b) tem solugBes niio-triviais. )
31. Decida se a afirmacfio dada & sempre verdadeira ou &s vezes falsa. Justifique sua resposta dando um argumento 16gico ou um contra-exemplo.
{2} Se uma matriz for reduzida & forma escalonada reduzida por linhas por duas seqiiéncias distintas de operagoes elementares sobre linhas,
entfio as matrizes resultantes serdio diferentes, .
(b} Se uma mairiz for reduzida a forma escalonada por duas seqiiéncias distintas de operagGes elementares sobre linhas, entdio as matrizes
resultantes serfo diferentes.
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tc) Sea forma escalonada reduzida por linhas de uma matriz aumentada de vm sistema linear tiver uma linha de zeros, entdo o sistema deve
c

possuir uma infinidade de solugdes.

() Se trés retas do plano xy séo lados de um tridngulo, entdo o sistema de equagdes formado pelas suas equagdes tem trés solugdes, uma

correspondendo a cada vértice.

32.

Decidasea afirmagio dada € sempre _verdadelfa ou-ﬁs Yeze.:s falsa. Ju_stiﬁque sua resposta dando um argumento légico ou um contra-exemplo.
(a) Um sistema linear de trés equagdes em cinco incdgnitas € consistente.

)] Um sistema linear de cinco equm;g')es em .tres’ 1n<_:0gm_tas nfio pode ser consistente. ‘ - '
() Se um sistema linear de n equagfes em a incGgnitas tiver # entradas lider na forma escalonada reduzida por linhas de sua matriz aumen-

tada, entiio o sistema terd exatamente uma solucdo.

(dy Seumsistema linear de n equagles em » incégnitas tiver duas equagdes que sio miiltiplas uma da outra, ento o sisterna serd inconsis-

tente.

1.3 MATRIZES E OPERACOES
MATRICIAIS

Colegdes retangulares de nimeros reais aparecem em muitos
contextos. #do s6 como a matriz aumentada de um sistema de
equagdes lineares. Nesta secdo nds vamos comecar nosso estudo
da teoria das matrizes dando algumas das definicdes fundamen-
tais do assumto. Nos vamos ver como as matrizes podem ser com-
binadas através das operagdes aritméticas de adi¢do. subtracdo
e multiplicagfo.

Notacdo e Terminologia Matricial Na Segio 1.2
nés usamos agrupamentos retangulares de niimeros, denomina-
dos matrizes aumentadas, para abreviar a escrita de sistemas de
equagdes lineares. Contudo, agrupamentos retangulares de
mimeros ocorrem também em outros contextos. Por exemplo, a
seguinte colecfio retangular de trés linhas e sete colunas pode
descrever o nimero de horas que um estudante gastou estudan-
do trés matérias durante uma certa semana:

Seg. Ter. Quz.  Qui. Sex. Ssb. Dom.
Matemiitica 2 3 2 4 1 4 2
Historia 1] 3 1 4 3 2 2
Linguas 4 1 3 1 0 0 2

Se nés suprimirmos os titulos, ficaremos com a seguinte colegio
retangular de niimeros com trés linhas e sete colunas, denomi-
nada matriz:

(28]

a
4
1

= O

3
3
1

I g
oW —
S oD
(L I S 8 ]

Mais geralmente, fazemos a seguinte definigio.

Uma matriz ¢ um agrupamento retangular de nimeros. Os

. UMeros neste agrupamento sdo chamados enfradas da
¢ Matriz, -

'

17 e m =2 .

3 of. 2 1 0 -3 [V . H [4] &
7 3

-1 4 0 0 ¢

O tamanho de uma matriz € descrito em termos do ndmero
de linhas (fileiras horizontais) e de colunas (fileiras verticais)
que contém. Por exemplo, a primeira matriz do Exemplo 1 tem
trés linhas ¢ duas colunas, portanto seu tamanho € 3 por 2 (e
escrevemos 3 X 2). Numa descrigio de tamanho, o primeiro
niimero sempre denota o ndmero de linhas e o segundo o de co-
lunas. As outras matrizes do Exemplo 1 tm tamanhos 1 x 4, 3
x3,2x1e1x 1, respectivamente, Uma matriz com somente
uma coluna € chamada matriz-coluna (ou vetor-coluna) ¢ uma
matriz com somente uma linha € chamada matriz-linha (ou
vetor-linha). Assim, no Exemplo | a matriz 2 X | € uma matriz-
coluna, a matriz I X 4 € uma matriz-linha ¢ a matriz 1 % | é tanto
uma matriz-coluna quanto uma matriz-linha. {Q termo vetor tem
um outro significade que serd discutido em capitulos subse-
qiientes.)

OBSERVACAO. E pritica comum omitir os colchetes numa matriz
1 % 1. Assim, nés podemos escrever 4 ern vez de [ 4 ]. Embora
isto torne impessivel dizer se 4 denota o ndmero “quatro” ou a
matriz 1 X | cuja inica entrada € este ndmero “quatro,” isto rara-
mertte causa problemas, pois geralmente € possivel discernir a
que nos estamos referindo a partir do contexto no qual aparece
o simbolo.

Nds iremos usar letras maitisculas para denotar matrizes e
letras mintisculas para denotar quantidades numéricas; assim,
podemos escrever

A=[2 i 7} ou C:|:a b ci|
3402 d ¢ f
Quando discutimos matrizes, € usual chamar as quantidades
numéricas de escalares. A menos de mengdo explicita em con-
trdrio, escalares sdo nifmeros reais; escalares complexos serfio
considerados no Capitulo 0.

A entrada que ocotre na i-€sima linha e j-ésima coluna de

uma matriz A € denotada por Ay Assim, uma matriz arbitrdria
3 x 4 pode ser escrita como




