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EXEMPLO 9 Di

golugde %) primeiro reescrevelnos a equacio do plano na
el ]' .
ar | Os planos

Iy -3y a0+ 1 =0 A 2v—-2e=3 e 2w bdy—dr =7

?3['21 "’lpli
formd
sdo paralelos pois seus verores normais, (1, 2, =2) e (2, 4, —),

Eatdo =31 3 sido paralelos. Encontre a distncia entre estes planos.
> L »
7 7 i R
Solugdo.
ou bem eles se cortam, e entiio podemnos Para obter a distincia D entre os planos, podemos selecionar wm
Y | 3 ISR < * c [ e .

pados dots planos. de corte, como no Exemplo 6, ou bem ponto arbitrdric em um dos planos e caleular sua distincia ao
ar pela sua (eta ’ ) " outro plano, Colocando y = z = 0 na equagio x + 2y -2z = 3,

. ~ntao podemos perguntar pela distfincia entre . . . .
. ¢ entao p perguiiar peti CIsinct obtemos o ponto P, (3. 0, 0) neste plano. A partir de (9), a dis-

~mplo ilusira o segundo caso. . .
xempl : = ) tncia entre Pye o plano 2y + 4y ~dz =7 ¢

tes. O 9

[23) 4 3(0) + (=H 0 =7} |

D= i
/7 );l 6

NGRS

. Encontre a forma ponto-normat da equagéio do plano passando por £ ¢ tendoe normal n.

@ P(=1.3. =2x n=(-2.1 ~1) {(by P{L.1,4): n=(1.9,8)

(¢) P(2.0.0): n=(0,0.2) (d} £P€C.0.0) n= (1.2,

| Esereva as equacdes dos planos do Exercicio 1 na forma geral.

Encontre uma forma ponto-normal.

{a) —3x-+7y+2z=10 b) x —dz =90

neontre a cquacio do plano que passa pelos pontos dados.

(@) Pl-4.—1. =), Q(=2,0. 1), R(~1, =2, =3) (b) P(5.4.3), Q(4.3. 1), R(1.5.4)

Determine se os planos sdo paralelos.

: -Petermine se a reta e o plano sio paralelos.
@ =S ym - 2 =342 x4 2+ 32 -9=0

(b) .1'23!, ve= b2, gy 4_\_#“}:4"25:1

+ Deternmine se oy planos sdo perpendiculares. _ =
.. @ 3x— vz d =0, x4 2=~ (b) x = 2% +3z =4, —2x £5y+dr=—1
- Determine se o reta € o plano sfo perpendicutares. 4
@ =2 ~ i, vem3-2f, 2= 142 2vby—z=3
.(.b) TEIRL y= -t g=5430 6 b6y ~T=0
- Encontre 45 equagdes paramétricas pzu‘a'a reta passando por P e paratela a n.
EZ; i:i - n(: Din=@ L3 (0 P(=23.-3) 0= (6 6.2
’ Encontr::‘,: ,))‘ n-: . LD)} ] &) £0.0.0); n=(l.-2.3

43 equagdes paramétricas para a reta passando pelos pontos dados.

{ay 5 _-
VB2 (7,2, -4 () (0.0.0), (2 —1, ~3)

- Eng
SHCONLE 00 aeryranen et
€ 48 equaghes paramétricas para a reta de corte dos planos dados.

{(ay 7, _ -
. P T2y 3i==2 & “3x+y+22+5=0 by 2x +3y —3:=0 ¢ y=0
- obne o
( e & formg vetorial da equaciio do plano passando por P, ¢ tendo normal .
a) po
) P"(_ L2204y ms (2,410 (b) Po(2,0.-5) m=(—1 4 3
OB 220 = (=1.0,0) (d) P0.0.0% n=(a.b.o)

N
@
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13.

14

: 16.} Mostre gue a reta

19.

20.

21.
22,

23.
24,
25,
26.
27.
28,

29.
30.

31
32,

36.
37,

X+z+1=0.

Determine se os planos sdo paralelos.

(@) (L2 (=5 y+32-N=0 2. -4 -8 - (x+3.v+5:-9=0
(b) 30~ efx+ly—2z-3=0 —LO03Y-(x+1l.yv—z.2-3}=0

Determine se os planos sio perpendiculares,

(@ (=2, 18- x=-Ly:+3=0(-2D-0+3y—5=0

by G0 -2ye(x+dy—T o4+ D=0 (L1113 (r.v.2)=0 .
Encontre a forma vetorial da equaciio da reta passando por P, e parateia a v. Lo
(a) Fo(—1.2.3) v=(7.—1.5) (by Pp(2.0. 1y w= (1. 1. 1)

(¢) Po(2. 4. 1) v=(0.0.-2) (d} FPo(0.0.0); v = {a, b.o)

x =0, yv=1. z=1t (—o <1 < bo)
{a) estd noplano 6x + 4y 4z =0
(b) estd abaixo do plano 5y - 3y + 3z = | ¢ € paralela a este plano
{¢) estd acima do plano 6x -+ 2y - 2z = 3 ¢ ¢ paralela a este plano
Encontre uma equaciio para o plano passando por (-2, 1, 7) que ¢ perpendicular A reta x —~ 4 = 20, y + 2 = 3¢, £ = =51
Encontre uma equagiio do
(ay plano xy
{b) ptano xz
(c) plano ¥z
Encontre uma equagio para o plano passando pelo ponio (X, ¥y, 2,) que & _
(a) paralelo ao plano xy -
(b) paralelo a0 plano yz N
(c) paralelo ao plano xz ‘
Encontre uma equagiio para o planc passando pela origem e que € paralelo ao plano 7x + 4y — 2z + 3 = 0.
Encontre uma equagiio para o plano passando pelo ponto (3, -6, 7) que & paralelo ao plano 5x— 2y + z—5 = 0.
Encontre o ponto de corte da reta

X =0= =5 y+l=—1 -3=1

eoplano 2v -3y + 42+ 7=0. :
Encentre uma equagiio para o plane que contém aretax = ~1 + 31, y = 5+ 21, z = 2 — t e que & perpendicular ao plano 2x - dy +
Encontre uma equagio para o plane passando pelo ponto (2, 4, ~1) que contém a intersegfio dos planos x ~y—dz=2¢ —Ax 4y
Mostre que os pontos (=1, =2, =3), (-2, 0, 1), (-4, 1, ~1) ¢ (2, 0, 1) estfic num mesmo planoe. .
Encontre equagdes paraméuricas para a reta passando pelo ponto (-2, 5, 0) que ¢ paralela aos planos 2x + y -4z =0¢ - + 2y
Encontre uma equaciio para o plano passando pelo ponto (-2, 1, 5) gue € perpendicular aos planos 4x - 2y + 2z = -k e 3x + 3y _.;..
Encontre uma equaciio para o plano passando pelo ponto (2, 1, 4) que é perpendicular & reta de intersegio dos planos 4v+drh
3Ax+0v+ 3z =7, 9
Encontre uma equaghio para o plano que € perpendicular ao plano 8x — 2y + 6z = | e que passa pelos pontos P, (-1,2,5) ¢ Py (% P
Mostre que as retas

Xx=3-21, y=44¢, z=1—1 (—m < 1 < )

X =542 y=1l=—t z=T3¢ {—o <t < +20)
s8o paratelas e encontre uma equagfo para o plano que elas determinam.
Encentre uma equagiie para ¢ plano passando pelo ponto (L, -1, 2) que contém areta x =1, y =t + 1, z =3 + 2. -
Encontre uma equagiio para o plano que contém a reta x = | + ¢, v = 31, 2z = 2r e é paralelo a reta de corte dos planos —¥ + e
Encontre uma equagio para o plano cujos pontos sio todos eqiitdistantes de (-1, ~4, —2) e (0, ~2, 2}
Mostre gue @ reta

X ==, v+3=2t 241 — 35t (—w < =< o)

é paralela ao plano =3x + v+ £~ 9 = (.
Mostre que as retas

X—3=4 v—d=t z~1=0 (—% < < +x)

x4+ 1=12t, v—=T7T=06f, 7-—5z=23f (=% < ! < 4o

séo concorrenies ¢ encontre 0 ponto de corte.
Encontre uma equagio do plano que contém as retas do Exercicio 35.
Encontre as equagdes paramétricas para a reta de corte dos planos dados.
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3\_4_2};_}-1::#5 ET_Y-}':.”}?—ZZ:——Z
a) _7y+2e=0¢ y=0

> o plano que corta os eixos coordenados em v =g, y = b ¢ 7 = ¢ tem equagdo

f_}.:)_,{,::[
a b ¢

ue ¢, b e ¢ sejam ndo-nulos.

e d .
desd distAncia entre © ponto € o plano.

Obgenhﬂ a )
. (a) (3. L _r_?’); X +2y had 2;", = 4

) (-1 2.1 2x 43y —dz =1
() 0,32y =3

Obteniiz 2 distincia entre 0s planos paralelos dados.
: @ ay —dy+z=1 e bx—8y+2z=3
(b) 4% dby=3z=0 e 8x -2y +6z=0
©) p—y+z=l €2y —ytz=-—1
Mostre gue se b e ¢ 0 nfo-nulos, entdo a reta

x=xptat, y=y+bt, z=zy-+ct

ste de todos os ponrtos {x, v, z) que satisfazem
X—Xo _¥y—Yo _ I-Zo

a b ¢

consi

Essas s@0 as equagdes siméiricas da reta.
Encontre as equagbes simétricas das retas das partes (a) e (b} do Exercicio 9. [Observagdo. Veja o Exercicio 41 para « terminologia. |
: Em cada parte, encoatre equacBes de dois planos cuja intersegio ¢ a reta dada.
@ x=7-4, y==-5=22 =5+t (~»<t<-+tx)
by x=4t, y=2t, z=Tt (oo < t < 420)
[Sugestio. Cada igualdade das equagdes simétricas de uma reta representa um plano contendo a reta. Veja o Exercicio 41 para & terminoko-
gii]
“44. Dois planos que se cortam no espago tridimensional determinam dois dngulos de intersegfio, um agudo (0 £ 8 < 90°) ¢ seu suplemento 1807
T - @{veja figura). Se n, e m, sfio vetores nio-nulos normais-aos planos, entdo o dngulo catre n e n, € & ou 180° — 6, dependendo dos senti-
dos das normais (veja figura). Em cada parte, encontre o Angulo agudo de intersegio dos planos até o grau mais préximo.
@ x=0e2x-y+z-4=0 .
(b) x+2y-2z=5ebx-3y+2z=8
[Observagdo. E necessdria uma catculadora.]

. Figura Ex-44
45, g
+ B X & - - . . PN
SCOBUG O dngulo agudo entre o plano & ~ ¥y -~ 3z =S e arsta x = 2 - £ ¥y = 2, z = 3 -1 a o grau mais proxime.
Hgestd - .
8esido. Veja o Exercicio 44.]

..?ismssa@ e Descoberta
6,
47, gu{}:eéa; l‘etasmr =P, +ver =1y~ v itémem comum? Expligue. o o
48, S 1 refagio entre a reta x = Xo+al, ¥ =¥+ bt, 2=z + ¢t ¢ 0 plano ax + by + cz = 07 Explique seu ractocinio.

' 1€ Iy vetores da origemn aos pontos P (x,, ¥. ;) € P, (X, ¥y, Z5), respectivamente. O que a equagio

r=(l-0r,+m, 0= 1)

4 gepmetricamente? Expligue seu raciocinio. .
48 equactes paramdtricas para duas retas perpendiculares que passam pelo ponto (x,. ¥y, %)
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