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qente: @ ‘enticlo ¢ a terceira propriedade determina o compri-
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o SNL‘ definicio de u X v ¢ independente de coordenadas.
mos citl‘vucuado ¢ importante para fisicos ¢ engenheiros que,
{"si“t i";{,/(,s trabatham com vérios sistemas de coordenadas em (@) (#) (c)
uitd . }[Oblbnld
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e mesm Figura 3.4.10

No entanto, a partiv das Figuras 3.4.106 e 3.4.10¢ ¢ ¢claro que o
vetor (0, 0, 1) no sistema xvz coincide com o vetor (0, 1, 0) no
sistema x'y'7’. Assim, oblemnos o mesmo velor u X v, tanto usan-
do coordenadas do sistema xyz guanto usando coordenadas do
sistema x'yz7" %

EXEMPLO 6

'-_Consuie: dois vetores pelp{,ndlculmeq u ¢ v, cada um de com-
pﬂmmm | (Figura 3.4.10a), Se nds introduzirmos um sistema

ec:omdmadas xyz como indicado na Figura 3.4.10b. entdo
u={,0M=i ¢ v={0, LLO)y=}

Sejamu=(3,2, -0, v=(0,2. -3 e w = (2 6. 7). Calcule

@) v xw (b)Y ux(v=xw (cy (uxv)xw

_ d) (ux V) < (v X w) () ux(v-—-2w (FY {u x v) 2w

| Encontre um vetor gue ¢ ortogonal a ambos we v

N u=(-642), v=0.5L5 (5 u=(~2 1.3, v=1{30 -3

J Bacontre g drea do paralefogramo determinado poru e v.

D w= (1 -1,2), v= (0.3 1) (b) w=1(2.3.0) v=1{-1.2.-2)
© u= 0 -l g, =6 208
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W pes iy, Ol L 1), R4 6.2 (By Pl —1.2), (HD. 3. 4), R{(6.1.8)
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E, VC . . )
g Vﬁ”“‘luc 0 Teorema 3.4.1 para os betgres u= (4, 20 De v = (-3, 2, 7).

& n“fltlllb as partes (q), {b) (¢} do Teorema 3.4.2 para u = (i L2 v =60, -2 w2, -Dek=-3.
R ooRte um vetor v que ¢ ortogonal ao vetor u = (2, =3, 3),

SNCORL
Ontre o O produto misto u - {v X w).

&) U= (-], 2 A, v= (34 -2y, wo== (=L

o b '
@s) =3, —1.6), v (2.4.3), w=(5—1.2
{
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W= (20 26,2), voes (0.4, -2), w == (2.2, —d) (by w=1{3.0.2), vue (b, 5 13, w={(1.2,4d
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11, Determine se u, v & w estio aum mesmo plano quando seus ponios iniciais coincidem. hd
(@) u=(—1.-2.1, v=(3.0.-2), w= (5. -4.0)
by v=(5.-2.1), v::(4. —~1. ) w= (1, —1.0) .
() u=(4. -8, 1), v=(2.}. =2), w= (3. -4, 12) .

12, Encontre todos os vetores unitdrios paralelos ao plano vz que sio perpendiculares ao vetor (3, —1. 2),
13. Encontre todos os vetores unitérios do planc determinado poru = (3, 0. 13 e v = {1, -1, 1) quesfio perpendiculates ao vetor w = (| 2,
t4, Sejam a ={q,. a. a;), b= (b, by b}, e =(c, oy, i) e d = (d, d,, d3). Mosire que :

(at+diy-(bxegp=a-(bxey+d-(bxc}

Simplifique {u + v) % (u — V).
Use o produto vetorial para encontrar o sene do dngulo entre os vetores w = (2, 3. ~6) e v = {2, 3. 6). s
{a) Obtenha a drea do trifingulo de vértices A (1,0, 1), B(0. 2,3 e C (2. 0. 1.
.. (b} Use o resultado da parte (a) para encontrar a altura do vértice € ao lado A B,
18; Mostre que se u ¢ um vetor de um ponto qualquer de wima reta a um ponto £ fora da reta e se v é wmn vetor paralefo & reta. entdio a dig,
. entre P ¢ areta € dada por [[ux vl /|| v} -
% Use o resultado do Exercicio 18 para encontrar a distiincia entre o ponto P e a reta pelos pontos A ¢ Bt
{a) P(~3.1.2), A(L.1.0), B(—2.3, —4) {(by P(4.3.0), A2.1.-3), B(O.2, 1) :
20, Prove: Se @éofnguloenreue vew - v = 0, entdo tg O={lux v[i/ (u - v).
2%, Considere o paralelepipedo de lados w= (3,2, I}, v=(1, . 2) e w = (1, 3, 3},
b (a) Encontre a drea da face determinada por ne v.
(b) Encontre o &ngulo entre v e 0 plano contendo a face determinada por v e w,
[NObservacio. O dngulo entre wm vetor e um plaro € definido pelo complemento do dngulo 8 entre o vetor ¢ a normal do plana, to;
,_,__w,' fdo0<s O/
UBHCGDUG um vetor i perpendicular ao plano determinado pelos pontos A (0. -2, 1), B{1,-1. -2Ye C (-1, 1, 0). [Veja observagio no Exar
21.]
23. Scjam m e n os vetores cujos componentes no sistema xyz da Figura 3.4.10sdom = (0. 0, e n= (0, 1, 0).
(a) Encontre os compoenentes de m e n no sistema x'y'z’ da Figura 3.4.10.
(b) Calcuie m x 8 usando 0s componentes do sistema xyz.
(¢) Caleule m x n usando os componentes do sistema x'yz".
(dy Mostre que os vetores obtidos em (b) e (¢) sdo iguais.
24, Prove as seguintes identidades.

() MFhvixv=uxyv D) n-(vxz)=—-(uxzg)-v

23, Sejam u, v e w vetores nfio-nules com o mesmo ponto inicial no espago tridimensional mas tais que dois quaisquer deles nio sio colined
Mostre gue E
(2) n x (v xw)estd no mesmo plano determinado por ve w,
(b) (u>xv)xwestd no mesmo plano determinado por e v,
26. Prove a parte () do Teorema 3.4.1. {Sugestdo. Prove o resultado primeiro no caso w =i= (1.0, 0), depois o casow=j=(0, 1,0 e, pGl g
mao, 0 caso w =k = (0. 0, D). Finalmente, prove o caso geral w = (w;, w,, w;) escrevendo w = w i + w,j + wyk.]
27. Prove a parte (¢) do Teorema 3.4.1. {Sugestdo. Aplique a parte (a) do Teorema 3.4.2 ao resultado da parte () do Teorema 3.4.1.]
28. Sejamu={1,3,-1), v=(l.1,2)e w=(3, —1, 2). Calcule u x (v x w) usando a técnica do Exercicio 26; depois confira seu resuitado cal
fando o produto diretamente.
Prave: Se a, b, ¢ e d estdo num mesmo plano, entic (a x b} X (e xd) =0

/ E um teorema da geometria sélida que o volume de um tetraedro € dado por 3 (drea da base) - {altura). Use este resultado para provar ¢¢

volume de wm tetraedro cujos lados sfio os vetores a, be ¢ é %]a - (b x e)f (veja figura dada).

Figura Ex-30

31. Use o resuitado do Exercicio 30 para encontrar o velume do tetraedro de vértices P, O, Re §.
() P(~12.0), O2.1.-3) R(LO D, SG.-2,3)
(by PO, 0. Q1 2, —1), R(3,4.0). S(~1, -3.4)

32. Prove a patte (5) do Teorema 3.4.2.

33. Prove as partes {c) e {d) do Teorema 3.4.2.

34. Prove as partes {e) e {f) do Teorema 3.4.2.,
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3 5 RETAS E PLANOS NO ESPACO
TRIDIMENSIONAL

Nesta €640 nés utilizaremos vetores para deduziv equagdes de
setas e planos 0o espaco tridimensional. Depois usaremos estus
pquagdes pard resolver alguns problemas geométricos bdsicos.

planos no Espaco Tridimensional Na Geometiia
Analitica, wmna reta no espago bidimensional pode ser especifi-
dada dando-se sua inclinagfio ¢ um de seus pontos.
Similarmente, wm plano no espaco tridimensional pode ser
-especificado dando-se sua inclinagdo e um de seus pontos. Um
métocle conveniente para descrever a inclinagfio de um plano é
- gypeciticar um vetor nfo-nulo, chamado am vetor normal, que
¢ perpendicular ao plano. 3

.~ Suponha que queremos encontrar a equacio do plano que
passa pelo ponta Py (xg. ¥ Zo) € que tenha o vetor wormal n =

b, ¢). E evidente pela Figura 3.5.1 que o plano consiste pre-

L ¥ i °
~Csanente dos pontos P (x, ¥, z) para os quais o vetor Pyl @
#Mogonal a n, ou seja,

e ByP =0 {H

Figura 3.5.1 Plano com veior normal.

Qﬂg s

JATy)

g bob = (X —xp, ¥y — ¥0.2—20), 4 Equacio (1) pode ser
Ity COrmg

o aly — xp) -+ by - ,\) +e{z — o) =0 @

S ¢

A For ' =
: torma ponte-normal da equacdo de uma reta.

o
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Lqgue u e v sio vetores ndo-colineares com ponto inicial na origem do espaco tridimensional. Faga um esbogo que ilustra como
¢ vocd sabe dizer sobre os valores de u - w e v - w? Explique seu raciocinio.

correto cancelar w de ambos 0s lados da equagiio n x v = n x w ¢ concluir que v = w? Explique seu raciocinio.
i coisa errada com uma das seguintes expresstes. Qual delas € ¢ o que estd errado?

15 exerplos de regras algébricas que valem para a multiplicagiio de nimeros reais mas que nflo valem para o produto vetorial de

Encontre a equagiio do plano gue passa pelo ponto (3, ~1, 7 e é
perpendicular ao vetor n = (4, 2, -3).

Solugdo.

Por (2}, a forma ponto-normal &
Ay =2y + 1) =5z~ =0 &

Multipticando e agrupando os termos, (2) pode ser reescrita na
forma

ax+hbyterdd=20
onde a, b, ¢ e d sHo constantes, com a, £ ¢ ¢ nfo todas nulas. Por
exemplo, a equagfo no Exemplo | pode ser reescrita como

dy 42y — 5z 425 =0

Como o préximo teorema indica, 0s planos 1o espaco tridimen-
sional sfo representados por equacdes da formaax+ by + ¢z
+d=0

| Se a, b, ¢ e d sdo constantes ¢ a, b e ¢ ndo sdo todas nulas. z
% entdo o grdfico da equagdo ;
% ax+ by
:
!

A (3)
1 € wn plane com um vetor normal 0 = (a, b, ¢).

A equacfo (3) € uma equacfio linear em x, y ¢ z, denominada a

forma geral da equagio de um plano.

Prova. Por hipdtese, os coeficientes a, b e ¢ ndo sdo todos nulos.
Suponha, por enquanto, que ¢ # (0. Entio a equagiio a x + b v +
c.z+d =0 pode ser reescrita na forma a (x + (d/a)) + b v+ ¢
z = 0. Mas isto € uma forma ponto-normal do plano passando
pelo ponto (—d / a, 3, 0) e tendo 1 = (a, b, ¢) como normal,
Sea =0, entdo ou b # 0 ou ¢ # 0. Umna simples modificacio
do argumento acima da conta destes casos. B

Assim como as solugdes de um sistema de equagdes
tineares



