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Questao 1 (2 pts) Mostre que um tridngulo ndo pode possuir dois angulos retos.
Resolugao 1.

Seja um triangulo AABC. Suponha, por absurdo, que ZABC e /BAC sao retos. Portanto, tem-se que
/ABC = /BAC. Seja o ponto D tal que D * B * C. Entao, por definicao de angulos suplementares, ZABD é
suplementar de ZABC, que é reto. Disso segue, por defini¢do de dngulo reto, que ZABC = ZABD. Das duas
congruéncias descritas, por (C2) vem LZABD = Z/BAC. Como DC intercepta ﬁ em B, temos que C' e D
estao em lados opostos de jﬁ, logo ZABD e ZBAC sao alternos internos em relacao as retas fﬁ e @(: %)
com a transversal ﬁ Entao, aplicando o Teorema 9.11 vem que R e % sao paralelas, absurdo, pois C

estd nas duas. Logo, segue o desejado.



Questao 2) (2,5 pts) Seja AABC um triangulo equildtero. Mostre que seus trés angulos internos sao congru-

entes entre si. Sugest&o: Mostre que AABC = ABAC.
Resolucgao 2.

Por defini¢ao de triangulo equilatero, temos que

(i) AB = AC,
(i) AB = BC,
(iii) AC = BC.

Queremos mostrar que

(A) ZABC =~ /BAC,
(B) ZABC =~ /BCA,
(C) ZACB =~ /BAC.

Note que
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AB BA (L) por (C2)

BC =~ AC (L)  por (iii)

CA = (B (L)  por (iii)
AABC = ABAC (LLL)

¢

e, portanto, ZABC = /BAC (A). Note, também, que

AB BC (L)  por (ii)

BC = CA (L)  por (iii)

CA AB (L)  por (i)
AABC =~ ABCA (LLL)

IR
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e, portanto, ZABC = /BCA (B) e LZACB = /BAC (C), logo vale o desejado.



Questao 3) (2,5 pts) Sejam AABC e AABD triangulos equildteros tais que C e D estejam em lados opostos
de f@ . Mostre que C, A e D nao sao colineares.

Resolugao 3.

Suponha, por absurdo, que C, A, D sao colineares. Como por hipétese C' e D estao em lados opostos de ﬁ,
tem-se que C x A x D. Logo, por defini¢do, ZBAD é externo ao AABC e ZBAC é externo ao AABD, e entao
pelo Teorema 9.5 tem-se que (i) ZBAD > ZABC e (ii) ZBAC > ZABD. Usando o resultado da Questao 2
no AABC e no AABD, tem-se que (iii) ZBAC = ZABC e (iv) ZBAD =~ ZABD. Usando a compatibilidade
entre congruéncia e desigualdade de dngulos (Problema 8.3 proposto nas notas de aula), segue de (i), (iii) e (iv)
que LABD > /BAC. Mas isto, com (ii), é absurdo, pois a desigualdade de angulos é tricotdémica (Problema

8.2 proposto nas notas de aula). Logo, vale o desejado.



Questao 4) (3 pts) Sdo dados quatro pontos A, B, C e D. Quaisquer trés dentre os pontos dados sdo nao-
colineares, o ponto D estd no interior do angulo ZBAC' e C' esta no interior de ZABD. Além disso, suponha
que AC ¥ BD e AB=CD.

(a) Mostre que AABC = ADCB.

(b) Mostre que AB é paralelo a CD e que AC é paralelo a BD.

Resolucgao 4.

(a)

AB DC (L)  por hipétese

BC = (CB (L) por (C2)

CA = BD (L)  por hipdtese
AABC ADCB (LLL)
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(b)

O item (a) implica em (i) ZABC = ZDCB e (ii) LZACB = ZDBC.

Como C estd no interior de ZABD, o Teorema da Barra Transversal garante que AD intercepta ]ﬁ, portanto
também intercepta % e por definicdo segue que A e D estdo em lados opostos de @ Logo, os angulos em (i)
sao alternos internos em relacao as retas jﬁ, @ e a transversal %, e os angulos em (ii) sdo alternos internos
em relagao as retas ﬁ, @ e a transversal % Portanto, aplicando o Teorema 9.11 nessas duas situagoes

segue (da primeira) que ﬁ ¢é paralela a ﬁ e (da segunda) que ﬁ é paralela a ﬁ Logo, vale o desejado.



Use esta pagina como rascunho ou como espago para continuar as solugoes das questoes.
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Axiomas e teoremas que podem ser uteis.

Dados dois pontos P e @, existe uma tUnica reta r que passa por P e por Q.

Dada uma reta r, existem pelo menos dois pontos que estao em r.

Existem pelo menos trés pontos nao colineares.

Se Ax B« C, entao (i) A, B e C sao trés pontos colineares e (ii) C * B x A.

Dados dois pontos B e D, existem pontos A, C' e E tais que Ax Bx D, BxCxD e BxD x E.

Dados trés pontos colineares, um e apenas um deles esta entre os outros dois.

Seja r uma reta e sejam A, B e C trés pontos que nao estao em r. (i) Se os pontos A e B estao do
mesmo lado da reta r, e os pontos B e C estdo do mesmo lado da reta r, entdo os pontos A e C' estao
do mesmo lado da reta r. (ii) Se os pontos A e B estdo em lados opostos da reta r, e os pontos B e C
estao em lados opostos da reta r, entao os pontos A e C' estao do mesmo lado da reta 7.

Sejam A e B dois pontos. Dada qualquer semirreta H, existe um tnico ponto B’ € A’—>X, B # A,
tal que AB = A'B’.

Se AB=(CD e ABZX EF,entao CD = EF. Além disso, todo segmento é congruente a si préprio.

Se Ax BxC, A «xB' xC', AB= A'B" e BC = B'C’, entao AC = A'C".

Considere o angulo ZBAC. Dados uma semirreta ﬁ e um semiplano H delimitado pela reta W ,
existe uma tinica semirreta W com C’ € H tal que /ZBAC = /B'A'C".

Se /BAC =2 /EDF e /BAC = /HGI, entao ZEDF = /HGI. Além disso, todo angulo é congruente
a si proprio.

Se AB~= DE, AC=2 DF e /ZBAC =2 /EDF, entao AABC =2 ADEF.

Sejam I'; e 'y dois circulos. Se I'; possui pelo menos um ponto no interior de I's e pelo menos um

ponto no exterior de I's, entao I'; e I's possuem exatamente dois pontos de intersegao.

Teorema 9.5. Um angulo exterior de um tridngulo é maior do que qualquer dngulo interno que nao lhe seja

adjacente.

Teorema 9.11. Se duas retas interceptadas por uma transversal possuem um par de angulos alternos internos

congruentes, entao elas sao paralelas.



