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Os textos que mais influenciam estas notas sao [14, 8, 15].
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1. EsPACOS METRICOS, ESPACOS NORMADOS, E SEUS COMPLETAMENTOS

Recordemos que um espaco métrico (X,d) é um conjunto X munido de uma
métrica (ou distdncia) d. Com isso queremos dizer que d é uma fungéo d : X x X —
R satisfazendo, para todos z,y,z € X: (i) d(z,z) = 0, (ii) d(z,y) > 0 se z # y,
(iii) d(z,y) = d(y,x) e (iv) d(z,y) < d(z,z) +d(z,y). O axioma (iv) é chamado de
desigualdade triangular. Se (X, d) é um espago métrico, todo subconjunto ¥ C X
torna-se naturalmente um espago métrico se tomarmos como métrica a restricao de
daY xY.

Exemplo 1.1. A menos que se diga algo em contrario, sempre veremos R como um
espago métrico com a distancia d(z,y) = |z — y|.

PROBLEMA 1.1. Seja (X,d) um espago métrico. Mostre que |d(z,2) — d(z,y)| <
d(z,y), para todos z,y,z € X.

PROBLEMA 1.2. Sejam (X1,d1) e (X2,d2) espagos métricos. Defina
dS(X1XX2)X(X1XX2)4)R

por d((z1,22), (y1,y2)) = di(x1,y1) + da(x2,y2). Mostre que (X; x Xo,d) é um
espago métrico.

A métrica d do Problema 1.2 no produto cartesiano X; x X5 é chamada de
métrica do produto. A menos que se diga algo em contrario, suporemos sempre que
o produto cartesiano de dois espagos métricos estda munido da métrica do produto.

Recordemos também que uma norma em um espacgo vetorial real ou complexo
V é uma funcdo || - || : V — R satisfazendo, para todos u,v € V e para todo escalar
a: (i) ol > 0 se @ £ 0, (i) lavl| = [allo]l e (i) [lu+v] < |jull + o] Segue de
(ii) que ||0]] = 0. A propriedade (iii) é chamada de desigualdade triangular.

PROBLEMA 1.3. Seja V um espago vetorial e seja || - | uma norma em V. Mostre
que d(u,v) = ||lu — v|| define uma métrica em V.

Chama-se de métrica induzida pela norma a métrica definida no Problema 1.3.

Diz-se que uma sequéncia (z,)nen em um espago métrico X é convergente se
existe a € X tal que d(x,,a) — 0. O elemento a é entdo chamado de limite da
sequéncia, o que se denota por

T, — a ou limz, =a.
n
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PROBLEMA 1.4. Seja V um espago vetorial normado, sejam (x,,) e (y,) sequéncias
em V, sejam « e [§ numeros complexos.

(a) Mostre que z, — 0 se e somente se ||2,| — 0.

(b) Mostre que, se z, — z e Yy, — y, entdo ax, + By, — azx + Py.

Uma funcao entre dois espagos métricos f : X — Y é continua em a € X se,
para todo € > 0, existe & > 0 tal que d(f(x), f(y)) < € sempre que d(x,y) < d.
Diremos simplesmente que f € continua se f for continua em todo a € X.

PROBLEMA 1.5. Mostre que uma fungao entre dois espacgos métricos f: X — Y é
continua em a € X se e somente se f(z,) — f(a) sempre que x,, — a.

PROBLEMA 1.6. Seja (X, d) um espago métrico. Mostre que a distanciad : X x X —
R é uma fungao continua. Sugest&o: use a desigualdade do Problema 1.1.

PROBLEMA 1.7. Seja V um espacgo vetorial normado complexo.
(a) Mostre que || - || : V — R é uma fungao continua.
(b) Dados a € C e x € V, mostre que a funcao

Voyr— |lz+ay]| eR
é continua.

Diz-se que (2, )nen é uma sequéncia de Cauchy no espago métrico (X, d) se, para
todo € > 0, existe N € N tal que d(z,,z,,) < € sempre que n,m > N.

PROBLEMA 1.8. Mostre que toda sequéncia convergente é de Cauchy. Dé exemplo
de um espago métrico no qual exista uma sequéncia de Cauchy que nao converge.

Definigdo 1.2. Uma sequéncia (xy), em um espago métrico € limitada se existem
a€ X e R >0 tais que d(x,,a) < R para todo n.

PROBLEMA 1.9. Mostre que uma sequéncia (x, ), em um espago vetorial normado
é limitada se e somente se existe R > 0 tal que ||z, || < R para todo n.

PrROBLEMA 1.10. (a) Seja (x,)neny uma sequéncia de Cauchy no espago métrico
X. Mostre que (z,,)nen € limitada

PROBLEMA 1.11. Seja (X,d) um espago métrico, sejam (Z,)n € (yn)n sequéncias
de Cauchy em X. Mostre que existe o limite lim d(2, ¥y ).
n

Uma subsequéncia da sequéncia (x,, )nen € uma sequéncia da forma (2}, )nen, onde
T, = Ty(y) para alguma ¢ : N — N tal quet lim ¢(n) = +oo. A prépria sequéncia
n

é uma subsequéncia de si propria.

PROBLEMA 1.12. Seja (x,,), uma sequéncia em um espago métrico. (a) Mostre
que, se x, — a, entdo toda subsequéncia de (x,), também converge a a. (b)
Mostre que, se toda subsequéncia de (z,,), é convergente, entéo os limites de todas
as subsequéncias sao iguais entre si.

Dica: Dadas duas subsequéncias de uma sequéncia, uma terceira subsequéncia pode
ser obtida intercalando as duas subsequéncias dadas.

PROBLEMA 1.13. Mostre que, se uma sequéncia de Cauchy (z,) em um espago
métrico possui uma subsequéncia convergente, entao ela converge.

IE comum se exigir também que ¢ seja estritamente crescente. Nao é o que fazemos aqui.
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PROBLEMA 1.14. Seja (¥, )nen, T;, = T4(n), uma subsequéncia da sequéncia de
Cauchy (z,,)nen. Mostre que existe e é nulo o limite liTan d(zp, ).

PROBLEMA 1.15. Mostre que toda sequéncia de Cauchy (z,,) em um espago métrico
(M, d) possui uma subsequéncia (z},) tal que

d(z),xl,) < 1/n, se m > n.

Definigio 1.3. Um espag¢o métrico (X, d) é completo se toda sequéncia de Cauchy
em X € convergente.

Definig8o 1.4. Um espago de Banach é um espago vetorial (real ou complexo),
munido de uma norma || - ||, que se torna um espago métrico completo quando
munido da métrica induzida por || - ||.

Definigdo 1.5. Diz-se que duas normas ||-[|1 e |- [|2 em um espago vetorial V sdo
equivalentes se existirem constantes positivas ¢ e d tais que c||v||1 < ||[v|l2 < d|jv|
para todo v € V.

PROBLEMA 1.16. Sejam || -||1 e || - [|2 duas normas equivalentes no espago vetorial
X. Mostre que (X, || - ||1) é completo se e somente se (X, || - ||2) é completo.

Definic&o 1.6. Diz-se que um subconjunto S de um espaco métrico X € fechado
em X se, dada qualquer sequéncia (xp)n, Tn € S, que converge em X, x, — a,
entdo o limite da sequéncia pertence a S, a € S. Chama-se de fecho de um conjunto
S o menor fechado que contém S. O fecho de S é denotado por S.

PROBLEMA 1.17. Seja (X,d) um espago métrico, seja S um subconjunto de X,
seja dg a restricao de d a S x S. (a) Mostre que, se (S,d,) for completo, entdo S
é fechado em X. (b) Mostre que, se (X, d) for completo e se S for fechado em X,
entao (5,d,) é completo.

Exemplo 1.7. Todo espaco vetorial normado de dimensao finita é completo. De-
monstremos essa afirmacgao primeiro para C™ munido da “norma-oco”,

”Z”OC = maX{|Zl‘7'” 1|Zn‘}7 z = (Zla"' 7Zn) € Rn7

|Zj|= ,/x?+y]2», zj =x; +1y;, x5y, €ER, j=1,--- ,n.

Seja (z*);, uma sequéncia de Cauchy em (C", || - |), 25X = (2F,---,2F) € R™,

zf = mf + iy;?, zi,y; € R, j = 1,--- ,n. Segue do Problema 1.10 que (z*); é
limitada. Segue da definicio da norma ||-||oc que (%), (Y¥)x, -+ -, (2F)r e (yE)i sdo
sequéncias limitadas de nimeros reais. Segue do Teorema de Bolzano-Weierstrafl
(toda sequéncia real limitada tem subsequéncia convergente) que (z¥); possui uma
subsequéncia convergente (‘a¥), ‘z¥ = wf(k). A sequéncia ('zF)y, 'zF = 29 ¢
limitada e é tal que ("z¥);, converge. Aplicando mais uma vez o Teorema de Bolzano-
Weirstraf3, podemos passar para uma subsequéncia (”z*); tal que ("2%)x e ("y¥)x
sejam convergentes. Assim por diante, depois de aplicar o Teorema de Bolzano-
Weirtrass 2n-vezes, teremos obtido uma subsequéncia convergente da sequéncia
(z¥)r. Logo, a sequéncia de Cauchy (z*); possui uma subsequéncia convergente.
Segue do Problema 1.13 que (z*); converge, o que prova que (C", |- | «) é completo.

Seja agora (V|| - ||) um espago vetorial normado complexo de dimensao n. Esco-
lhendo uma base qualquer de V', a aplicagao que manda um elemento de V' em suas

coordenadas relativas & base escolhida define um isomorfismo linear T : V — C™.
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Podemos tomar o pushforward por T da norma || - || para obter uma nova norma
em C", ||z|| = ||T~'z|, z € C". Como todas as normas em C" sdo equivalentes a
norma-co (veja o Lema 1.8 a seguir), segue que existem constantes postivas ¢ e d
tais que

cllzll < llzll« < dllz|l, para todo z € C"

ou, equivalentemente, fazendo T~%(z) = v,
(1) cllvll < ITv]|leo < d]v||, paratodo v € V.

Desta tltima desigualdade decorre que, se uma dada e arbitraria sequéncia (vy,), é
de Cauchy em (V,||-||), entéo (T'vy,), é de Cauchy em (C", |- ||o), que é completo; a
sequéncia (T'vy,), possui portanto uma subsequéncia convergente (Tv),)n, TV, —
zg em (C™, || - ||oo). Aplicando novamente (1), concluimos que v,, — T~ 1(z). Isto
prova que (V, || -||) é completo. Para o caso de um espago vetorial normado real de
dimensao finita, a demonstragao de que ele é completo é completamente andloga,
até um pouco mais simples.

Lema 1.8. Seja || - || wma norma qualquer em C". Entdo existem constantes
positivas ¢ e d tais que
(2) clzll < llzlle < dlzl, para todoz € C".

Demonstragio: Denotemos por e!, ---, e”, os elementos da base candnica de

C™. Para todo z = (21, - ,2,) € C™, temos

n n n
Izl = D ze?|| < Y lzlllell < | Do lell | max{lal, - lzal},
j=1 j=1 j=1

—1

o0 que prova a primeira das desigualdades em (2) para ¢ = Z le? ||

Definamos ¢ = inf{||z||; ||z]lc = 1}. Existe entdo uma sequéncia (z*); em C"
tal que ||z¥||oo = 1 e ||zF|]| — J. A sequéncia (||z* || ) é constante, logo (z%) é
limitada em (C™, || - ||s), logo possui subsequéncia convergente (z*!);, z" — zg
relativamente & norma || - [|s. Segue da continuidade da norma (Problema 1.7a),
que ||2zo||oc =1 €, portanto, que zg # 0.

Decorre da primeira das desigualdades de (2), que j& estd demonstrada, e da
convergéncia de (z"); para z( relativamente & norma ||-||. que (z**); converge para
zo também relativamente & norma || - ||. Invocando mais uma vez a continuidade
das normas, segue que J = ||zg|| # 0 (j4 vimos que zo #0).

[ ||oo H lIzlloc ||oo H

logo ||z|| > 6||z||eo- Isto prova a segunda das desigualdades em (2) parad =1/6. O

Recordemos que um subconjunto D de um espaco métrico X é denso em X se
todo ponto de X é o limite de uma sequéncia em D. O principal objetivo desta
secdo é mostrar que todo espaco vetorial normado V' “é¢” (ou seja, em um certo
sentido pode ser visto como) um subespago denso de um espago de Banach. Esse
espaco completo é chamado de completamento de V. Vamos mostrar isso em duas
etapas. Primeiro vamos ver como se pode completar um espago métrico. Depois
veremos que, no caso em que esse espago métrico é um espago vetorial normado, o
completamento é um espago de Banach.

Dado z € C" arbitrario e nao-nulo, temos =1, logo
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Definig&o 1.9. Uma isometria entre dois espacos métricos € uma aplicacao I :
X — Y que preserva a distancia, isto €, d,(I(x),I(y)) = d,(x,y) para todos
x,y € X. Se existir uma bije¢ao isométrica de X em Y, diremos que X eY sdo

1SOmétricos.

Exemplo 1.10. No caso em que os espagos métricos sao espacos vetoriais normados
V e W, uma aplicacao linear I : V' — W ¢é uma isometria se e somente se ||Iv||,, =
[lvll,, para todo v e V.

Exemplo 1.11. Considere o intervalo aberto (—1,1) e a reta R como espagos
métricos, ambos munidos da métrica d(z,y) = |z —y|. A fungdo s : R — (0,1)
definida por s(x) = x/v1+ 22 é continua, bijetora, e a inversa de s também é
continua. Dizemos entao que s é um homeomorfismo. Mas s nao é uma isometria.
Uma sequéncia (z,), em R é convergente se e somente se s(x, ), é convergente em
(—=1,1). A sequéncia t, =1—1/n em (—1,1) é de Cauchy mas nao é convergente,
e s71(t,) nio é de Cauchy.

Os espagos métricos R e (—1,1) sdo homeomorfos mas néo séo isométricos, pois
R é completo e (0,1) nao é. Além disso, (—1,1) é limitado e R nao é. Essas sao
duas propriedades que sao preservadas por bijecoes isométricas.

Definig8o 1.12. Um completamento de um espago métrico X consiste de um
espago métrico completo X e de uma isometria v : X — X cuja imagem D = 1(X)
€ densa em X.

O exercicio seguinte mostra que o completamento de um espago métrico é inico
a menos de uma isometria.

PROBLEMA 1.18. Sejam (X,:) e (X,n) completamentos do espaco métrico X.
Mostre que existe uma bijecio isométrica I : X — X tal que n = I o ..

H& mais de uma maneira de construir um completamento de um dado espago
métrico X. A mais comum talvez seja considerar o conjunto das classes de equi-
valéncia de sequéncias de Cauchy em X. E o que faremos aqui. Quase nunca
serd necessario referir-se a natureza dos elementos do completamento de um espago
métrico, o que é realmente relevante é a existéncia de um completamento (X, ¢).

Seja (X, d) um espago métrico. Dadas duas sequéncias de Cauchy (z,)n € (2])n
em X, diremos que (xy,), ~ (z,) se e somente se d(z,,x]) — 0.

PROBLEMA 1.19. Mostre que a relagao que acabamos de definir no conjunto de
todas as sequéncias de Cauchy em X é uma relacao de equivaléncia.

Segue do Problema 1.14 que uma sequéncia de Cauchy é equivalente a qualquer
uma de suas subsequéncias.

PROBLEMA 1.20. Sejam (Zn)n, (2))n, (Yn)n € (¥),)n sequéncias de Cauchy em X
tais que (zn)n ~ (@))n € (Yn)n ~ (Y,)n. Mostre que limd(z,,,y,) = limd(x),y.,)
n n
(os dois limites existem pelo Problema 1.11).
Denotemos por X o conjunto de todas as classes de equivaléncia de sequéncias

de Cauchy em X. A classe de equivaléncia de uma sequéncia de Cauchy (), serd
denotada por [(xy,)s]. O Problema 1.20 nos permite definir

3) d:XxX — R
([(mn)nL[(yn)n]) —  lim, d(mmyn)
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PROBLEMA 1.21. Mostre que (X, d) é um espaco métrico.

Vamos enunciar como lemas alguns passos mais técnicos necessarios para de-
monstrar o teorema principal desta segdo (Teorema 1.15) .

Lema 1.13. Sejam (zF),,, k € N, sequéncias de Cauchy no espaco métrico X, e
seja (Yn)n uma sequéncia em X tal que

(4) li}gn (liﬁn d(yn,xﬁ)) = 0.
Entao (yn)n € uma sequéncia de Cauchy.

Demonstragdo: Para todos indices m,n, k, aplicando duas vezes a desigualdade
triangular, vem

(5) d(YnsYm) < d(ynaxﬁ) + d(xfb,xfn) + d(l‘fn,ym).

Como cada uma da parcelas do lado direito fica arbitrariamente pequena, é de
se esperar que o lado esquerdo desta desigualdade também fique arbitrariamente
pequeno. Para transformar esta ideia intuitiva em uma demonstracao, é preciso
argumentar cuidadosamente, usando as definigoes e hipdteses que nos foram dadas.

Tome arbitrariamente € > 0. Segue da hip6tese (4) que existe um kg € N tal que

lim d(y,, z%) < <.

n 3
Logo existe Ny, que depende de ky, tal que d(y,,, r%) < £ para todon > Ni. Como
(xF0),, é uma sequéncia da Cauchy, existe N», que também depende de kg, tal que
d(zko, zko) < £ sempre que m,n > N». Seja N = max{Ni, No}. Segue de (5) com
k = ko que d(yn, ym) < € sempre que n,m > N. O
A técnica que usamos na demonstracao do Lema 1.13 é conhecida como “o
truque do £7. E importante observar que o fato de N depender de kg néo invalida
o argumento, pois kg foi produzido a partir apenas das hipéteses e do € que foi

tomado e nao depende de m ou de n.

Lema 1.14. Seja X um espago métrico e considere o correspondente espago métrico
X definido pelos Problemas 1.20 e 1.21. Se [(x%),]r é uma sequéncia de Cauchy
em X, entao existe uma sequéncia de Cauchy (yn)n em X tal que

hin[(z];)n]k = [(Yn)nl-

Demonstragio: Para todos indices m,n, k, aplicando duas vezes a desigualdade
triangular, vem

(6) d(ay,ay) < d(zy,ay,) + (g, o) + da,, o).

n m m?

Como cada uma da parcelas do lado direito fica arbitrariamente pequena, é de
se esperar que o lado esquerdo desta desigualdade também fique arbitrariamente
pequeno. Mas o argumento aqui precisa ser mais engenhoso do que o do Lema 1.13.

O Problema 1.15 implica que a sequéncia de Cauchy [(xF),]; em X possui uma
subsequéncia que, por abuso de notacgdo, serd também denotada por [(xF),]x, tal
que

™) 12k = @) @) <
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Para cada k, apliquemos novamente o Problema 1.15 para a sequéncia de Cauchy

(z%),, em X. Segue que a sequéncia (x%), possui uma subsequéncia, que serd
também denotada por (z¥),,, satisfazendo

1
(8) m>n = d(zF,2*) < =,

n

Como uma sequéncia de Cauchy é equivalente a cada uma de suas subsequéncias
(Problema 1.14), podemos supor que, para cada k, o representante de [(z%),] sa-
tisfaz (8).

Note que podemos tomar k = n em (8), pois a desigualdade vale para todo k.
Segue de (6) e (8) que, para todos n, k, se m > n, temos:

1
Segue de (7) que limd(zF,, 27) < 7 sen > k. Dados k e n, escolha mg tal que

d(zk, ,x? ) < £. Substituindo m por mg em (9), vem

2 1

n>k = d=F ") < ﬁ—’— T
Dado € > 0, para todo k > % e para todo n > k, temos d(z¥,2") < €. Isto prova

que
tim (lim d(a}, 7)) = 0
k n

Segue do Lema 1.13 que a sequéncia (2"),, é de Cauchy em X. Definindo y,, = =7,
n € N, segue da definicdo da métrica em X que [(y,)n] ¢ 0 limite em X da sequéncia
(@5 li .
O leitor que se sentir incomodado com as mudancas de notagao que fizemos
ao longo da demonstracao do Lema 1.14 é convidado a reescrever a demonstagao
com uma notagao mais detalhada, de modo que se possa definir y, em termos
da sequéncia de Cauchy arbitraria [(z¥),]; inicialmente dada no enunciado. Uma
maneira de exibir mais explicitamente a dependéncia de y,, do dado inicial seria
dizer existe ¥ : N — N com limy ¢ (k) = oo e, para cada k, existe ¢ : N — N com
lim,, ¢r(n) = oo, tais que y, = xi(z)l) para todo n. Diz-se entao que a sequéncia

(yn)n € a diagonal da sequéncia de sequéncias ((IZ}EI(CB%))J g Este truque da diagonal

é muito usado para demonstrar teoremas sobre sequéncias de sequéncias.
Todo o trabalho duro para demonstrar o préximo teorema ja foi feito. Resta sé
concatenar as definigoes.

Teorema 1.15. Dado (X, d) um espaco métrico, considere o espago métrico (X, d)
do Problema 1.21 e defina ¢ : X — X atribuindo a cada v € X a classe de
equivaléncia da sequéncia constante, T, = x para todo n, ou seja, t(x) = [(x),].
Entao (f(, t) é um completamento de X.

Demonstragdo: Segue do Lema 1.14 que (X,J) é um espago métrico completo.
Que a aplicacao ¢ é uma isometria segue imediatamente da definicao de d. Resta
provar que a imagem de ¢ é densa em X. Dado x = [(z,),] € X, a sequéncia
(t(zy)),, converge a x em X. O

Mais importante do que conhecer a natureza dos elementos do completamento é
simplesmente saber que todo espaco métrico pode ser completado:
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Corolério 1.16. Todo espago métrico X possui um completamento (X, i) (que é
dnico a menos de isometria, pelo Problema 1.18).

Na prética, frequentemente identificaremos X com a imagem de ¢ e diremos que
todo espaco métrico “é” denso em seu completamento.

O objetivo principal desta se¢do é o teorema seguinte, que vamos demonstrar
usando apenas o enunciado do Corolario 1.16. Este teorema também pode ser obtido
usando a consequéncia do Teorema de Hahn-Banach enunciada na Proposicao 9.6.

Teorema 1.17. Seja V' um espago vetorial normado (real ou complexo). Existe
um espaco de Banach X e uma aplicacao linear isométrica com imagem densa
1V = X.

Demonstragio: Seja (X, d) um completamento do espago métrico (V,d), sendo
d a métrica induzida pela norma de V, seja ¢ : V — X a isometria com ima-
gem densa que vem junto com o completamento. Como ¢ é injetiva, sua ima-
gem automaticamente herda a estrutura de espago vetorial de V', bastando definir
at(v) + t(w) = t(aw + w) para todo escalar « e para todos v,w € V. Para sim-
plificar a notag@o, suporemos sem perda de generalidade que V C X e que ¢ é a
inclusdo. Temos portanto um espago métrico completo (X, J) possuindo um sub-
conjunto denso V' com estrutura de espago vetorial normado, e que em V' a métrica
d é induzida pela norma. Queremos mostrar que X inteiro pode ser munido de uma
estrutura de espago vetorial normado compativel com a métrica.

Dados z,y € X, tome sequéncias (), € (Yn)n em V tais que z,, — x e y,, —
y em X. Sendo convergentes, as duas sequéncias sao de Cauchy em X. Dai a
sequéncia (z, + Yn)n também é de Cauchy em X, pois, para todos m, n, temos

d(xm + Ym, Tn + yn) = ||(xm + Z/m) - (xn + yn)” = ||(xm - xn) + (ym - yn)” <

||xm - xn” + Hym - yn” = J(xmvxn) + d(yvna yn)

Seja s o limite de (z,, 4+ yn)n. Para definir  + y como sendo igual a s, precisamos
provar que s nao se modifica se aproximarmos z e y por outras sequéncias em V,
())n e (yl,)n. Chame de s’ o limite de (2!, + y/,). Considere agora as sequéncias
(zn)n € (wy)n em V definidas por

(10)

(21,22, 23,24, ) = (X1, @), 2, 2%, -+ ) € (w1, wo, ws, wa, - ) = (Y1,Y1, Y2, Yo, -+ )-

Temos z, — = e w, — y. Pelo argumento inicial, sabemos que (z;,, +w, ), converge
em X, chamemos de S seu limite. Ocorre que (T, + yn)n € (2}, + Yl )n s80 sub-
sequéncias convergentes de (2, + wy)n, sendo seus limites iguais a s e a s’. Logo
S = s =5 (veja o Problema 1.12) e portanto podemos definir, para z,y € X,

T4y = lirrln(afn +Yn)s TnYn €V, Ty = T, Yo — y.

Um argumento andlogo, mas menos trabalhoso, permite-nos definir, para x € X e
« um escalar,

(11) az = lim(az,), =, €V, x, — .

E bem direto mostrar que a soma e a multiplicacao por escalar que acabamos de
definir em X satisfazem os axiomas da definicdo de espaco vetorial.
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Estando X munido da estrutura de um espago vetorial, com respeito a qual V é
um subespacgo de X, verifiquemos que uma norma em X pode ser definida por

(12) lz|| = lim ||z,|, 2z, €V, , — 2z, v € X.

Em primeiro lugar, segue de |||z,| = |zm||| < [[2n —2m| = d(@n, zm) que (||2a]])n
é uma sequéncia de Cauchy em R, logo convergente. Pode-se provar que o limite
nao depende da sequéncia escolhida para aproximar x intercalando duas sequéncias
dadas e argumentando como logo apds (10). Logo vem (veja o Problema 1.6), se
Ty —xeyY, — Y, T,y X, Ty, yp €V,

da,y) = Tmd@a,ya) = lim o, —yall = 2 3.

Resta apenas verificar que || - || é uma norma em X. Segue imediatamente das
definigoes que, para todos z,y € X e « escalar, ||z| > 0, ||z + y|| < ||z]| + ||ly|l e
loaz|| = |a]||z||. Segue do item (a) do Problema 1.4 que || - || 86 se anula no vetor
nulo. O

PROBLEMA 1.22. Preencha os detalhes omitidos na definicao da multiplicagao por
escalar em X, equagao (11).

Definicdo 1.18. Seja V wm espago wetorial normado. Um completamento de
V é um par (X,t), em que X € um espagco de Banach, e v : V — X € uma
aplicagdo linear isométrica cuja imagem é densa em X (“isométrica” significa que
le(v)|lx = llv]|v para todo v € V).

O enunciado do Teorema 1.17 pode ser resumido portanto na afirmagao de que
todo espaco vetorial normado possui um completamento. A unicidade do comple-
tamento, a menos de isometria, é enunciada no problema seguinte.

PROBLEMA 1.23. Seja V um espaco vetorial normado e sejam (X7,¢1) e (Xa,12)
completamentos de V. Mostre que existe um tnico isomorfismo linear isométrico
IIXl —>X2 talqueIOL1 = l3.

2. EspAcos coM PRODUTO INTERNO

Nossos espacos vetoriais continuam sendo reais ou complexos. Quando nao fa-
larmos nada, subentende-se que o espaco é complexo.

Definic8o 2.1. Um produto interno em um espaco vetorial complero V € uma
fungao {, ) : V x V — C satisfazendo, para quaisquer z, y e z pertencentes a V e
para todos escalares Q:

(1) (2, ) =

(i) (z,z) = O somente se x = 0,

(i) <9U y+2z) =(z,y) +(z,2),

(v) (z,ay) = a(z,y),
(v) (@,y) = (y, x).

Diz-se que (V,(-,+)) é um espago vetorial com produto interno.

Segue de (444), (i) e (v) acima que

(13) (ax,y) = afz,y) e (x+y,2) = (r,2) + ({y,2).

No caso de espacos vetoriais reais, o produto interno toma valores em R e o
complexo conjugado em (v) e em (13) é dispensével.
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Se os axiomas (iii), (iv) e (v) forem satisfeitos, diz-se que (, ) é uma forma
sesquilinear hermitiana, no caso complexo. No caso real, que é uma forma bili-
near simétrica. Se os axiomas (i), (iii), (iv) e (v) forem satisfeitos, diz-se que (, )
é uma forma sesquilinear hermitiana positiva, no caso complexo, ou que é uma
forma bilinear simétrica positiva, no caso real. Um sinénimo de “produto interno”
é forma sesquilinear hermitiana positiva-definida, no caso complexo, ou forma bili-
near simétrica positiva-definida, no caso real.

Na literatura matemaética contemporanea, a convencao quase universal é reque-
rer-se que o produto interno satisfaca (ax,y) = a(z,y) e (z,ay) = a(z,y). Os
fisicos costumam seguir a convencao adotada aqui, que é usada também em [14].

Exemplo 2.2. C" = {(x1, -+ ,x,); x; € C}, munido do produto interno euclidiano
n
<($1, e 7.’En), (yh o 7yn)> = ijyj
j=1

Exemplo 2.3. O espaco de todas as sequéncias complexas (z;)jen com z; = 0
exceto para finitos valores de j, munido de

oo
<X7Y> = Z .’ijj7
j=1

X = (fj)jeN, y= (?Jj)jeN-

Exemplo 2.4. O espago C([a,b]) de todas as fungdes complexas continuas definidas
no intervalo fechado [a, b], munido de

b
(f.g) = / F@)g(a)dr.

Exemplo 2.5. Seja Q um aberto de R™. Denote por C.(2) o espago das fungoes
continuas de Q2 em C que se anulam fora de um compacto contido em 2. Defina
em C.(Q)

(f.g9) = /ng(w)cbc-

Exemplo 2.6. Seja Q um aberto de R™. Denote por C}(£2) o espaco das fungoes de
classe C' de 2 em C que se anulam fora de um compacto contido em 2. Defina em
Q)

(f9) = [ (VT oo
Q
onde V indica gradiente.

PROBLEMA 2.1. Verifique que os cinco exemplos precedentes sao de fato espagos
vetoriais com produto interno.

Definicg8o 2.7. Seja V um espaco vetorial com produto interno. Diremos que dois
elementos © e y de V sao ortogonais, e denotaremos isso por xly, se {x,y) = 0.
Um subconjunto S C V serd ortonormal se quaisquer dois elementos distintos de
S forem ortogonais e se, além disso, (x,x) =1 para todo x € S. Denotaremos por
-1l a fungao

(14) lzll = Vi{z,2), x €V

(bem definido como real nao-negativo devido ao item (i) na Defini¢ao 2.1).
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A equagdo (14) deve ser encarada, por enquanto, apenas como notagao. Logo
veremos que || - || é uma norma.

Teorema 2.8. Seja (V,(-,-)) um espaco vetorial com produto interno, seja || - ||
dada por (14) e seja S C V' um subconjunto ortonormal finito, S = {x1, - ,zN}.
Para cada x € V, vale:

(15) Il = ZI% IQJrIIOE—Z@j,@%jII2

j=1
Demonstragdo: Definindo
N
Y1 = Z@j»@%‘ € Y2=2—W
j=1
temos:
N N
(ro92) = O _(wj @)y, x =Y (wy, z)ay)
7j=1 k=1
N N
= > (aj, 2w, e =Y (wp,x)wr)
j=1 k=1
N N N
= j£:<IJ,I><IJ,$>‘*}E:jz:<$j,I><Ik,I><IJ7$k>
j=1 j=1k=1
N N
= lzpa)* =) [zja)> =0
j=1 j=1
Dai:

] = (z,2) = (y1 +y2. 91+ y2) = [ ll* + lly2]1*.

A segunda parcela do segundo membro de (15) é, por defini¢do, ||y2||?. Além
disso,

N N
lya]l? = ZZ Tj, T)Tj, (T, T)Tk)

j=1k=1
N N N
EE:EE: aﬁa Yok, x x]vmk §£:| m]a
j=1k=1 j=1
como queriamos. O
A aplicagdo x — y; definida na demonstracao acima é chamada de projecdo
ortogonal sobre o espago gerado por {x1,---,xy}. Boa parte do nosso esfor¢o nas

préximas aulas serd dirigido a dar um sentido & equagdo (15) no caso em que o
conjunto ortonormal S ¢ infinito e a construir projecoes ortogonais sobre certos
espacos de dimenséao infinita.

O corolario seguinte decorre imediatamente de (15).

Corolario 2.9. Sob as hipdteses do teorema anterior, temos

N
>l 2 < ).
j=1
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Corolério 2.10. (Desigualdade de Bessel) Seja {x1,22, -} um conjunto or-
tonormal. Temos

>l @) < ).

Jj=1

Demonstragdo: Aplique o Corolario 2.9 para cada N. Faca IV tender a infinito.
O

Corolario 2.11. (Desigualdade de Cauchy-Schwarz) Para quaisquer elementos
x ey de um espago vetorial com produto interno, temos:

(16) [zl < llzll - [lyll-

Demonstragdo: Se y = 0, entdao sdo nulos ambos os membros da desigualdade
que queremos demonstrar. Se y # 0, aplique o Corolério 2.9 ao conjunto ortonormal
unitario S = {y/||lyll}, e use que |{z,y)| = [{y, z)|. O

S6 na demonstragdo do Coroldrio 2.11, fizemos uso do do axioma (ii) da De-
finicdo 2.1. Mas ¢ possivel demonstrar também (16) sem fazer uso de (ii) (veja o
Problema 2.2). Ou seja, o Teorema 2.8 e seus dois corolarios valem também para
formas hermitianas sesquilineares (ou para formas bilineares simétricas) postivas
para as quais ||z|| := (z,z) se anule para algum z € V.

PROBLEMA 2.2. Seja V um espaco vetorial complexo (ou real) munido de uma
forma hermitiana sesquilinear (ou, respectivamente, de uma forma bilinear simétri-
ca). Dados 2,y € V, defina f, R — Rpor f, (t)=|z+ty|? t € R. (a) Escreva
.., como um polinémio de segundo grau em ¢. (b) Use que f,  (t) > 0 para todo
t para mostrar que vale (16).

Teorema 2.12. Seja (V,{-,-)) um espago vetorial com produto interno. A fung¢do
definida em (14) é uma norma em V.

Demonstragio: J4 sabemos que ||z|| > 0 para todo x € V. Segue do item (ii)
da Definigao 2.1 que ||z s6 se anula se z = 0. Segue de (iv) e (v) que |Jaz|]? =
(ax,az) = |a|*(z,x) e portanto ||ax| = |a|||x| para todo escalar a e para todo
x € V. A desigualdade triangular decorre da desigualdade de Cauchy-Schwarz:

oz +yl* = (&, @) + (v, 9) + (x,9) + (g, 2) = |z]|* + [|y]|* + 2Re(z,y)

<l + llyll* + 204z, »)] < lel® + lyl® + 20l -yl = (el + D,

como queriamos. O

Diz-se da norma definida em (14) que é induzida pelo produto interno (-,-), ou
ainda que provém de (-,-). Diz-se que um espago vetorial normado € um espago
com produto interno, se sua norma provém de um produto interno.

PROBLEMA 2.3. Seja (V (-, -)) um espago vetorial (complexo) com produto interno.
Mostre que a fungao (-,+) : V. x V — C é continua.

O espacgo das sequéncias de quadrado somavel.

Denotemos por % o espago de todas as sequéncias x = (z;)en, #; € C, tais que
>l |2 é finito. Denotemos a raiz quadrada desta soma por ||x||. Nesta sub-se¢ao
provamos que £? é um espago vetorial com produto interno e que || - || é a norma
induzida por esse produto interno.
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Dados x = (z)jen € y = (y;)jen em 2, para cada n € N, temos:
(17) > lziysl < O 22 O )2
=1 =1 =1

(esta é a desigualdade de Cauchy-Schwarz para o produto interno do Exemplo 2.2,
aplicada aos vetores (|x1], -+ ,|znl) € (ly1l, -+, |yn])). O segundo membro de (17)
¢ limitado por por ||x|| - ||y||. Logo temos, para todo n € N,
n
D lzgysl < x| - [yl
j=1

Donde segue que a série
oo
(18) >z
j=1

¢é absolutamente convergente.
Temos ainda, também para cada n € N:

(19) Ol + V2 < O )2+ O )2
j=1 j=1 =1

(esta é a desigualdade triangular para a norma induzida pelo produto interno do
Exemplo 2.2, aplicada aos vetores (21, -+ ,2n) € (Y1, ,Yn)). O segundo membro
de (17) é limitado por ||x|| + ||y||. Logo temos, para todo n € N,

n
(20) Sl + sl < (Il + iy

j=1

Segue de (20) que se X e y pertencem a /2, entdo a soma
oo
Dl + oyl
j=1

é finita. Logo ¢2 é invariante pela adicao de vetores, e portanto é um subespaco do
espaco vetorial de todas as sequéncias complexas (claro que £2 é invariante também
por multiplicagdo escalar). Usando que a série em (18) converge absolutamente
para todos x e y em ¢2, é facil verificar que ela define um produto interno em
?? e que || - || é a norma induzida por ele. Em particular, vale a desigualdade
Ix+yl <I|x|l + lyll, que também pode ser obtida diretamente de (20).

As normas || - ||, 1 <p < occ.
Exemplo 2.13. Para cada p > 1 real, define-se uma norma || - ||, : C* — [0, 00) por
n 1/p
lr e smn)llp = | 3 lsl”
j=1
Define-se ainda || - [|oo : €™ — [0, 00) por
(@1, s n)lloo = max{|za],-- -, [znl}.
E facil provar que || - |l ¢ uma norma se p =1 ouse p = oco. | -|2 é a norma

induzida pelo produto interno canoénico de C" (Exemplo 2.2). Para um p qualquer,
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1 < p < o0, a desigualdade triangular para || - ||, é conhecida como a Desigualdade
de Minkowski [8, Teorema I1.1.3]. A demonstragdo seguinte é uma simplificacdo
dos argumentos de [15, Segéo 3.1]

Lema 2.14. Seja ¢ : R — R derivdvel e suponha que ¢’ € nao-decrescente, isto
é ¢'(&) < ¢'(n) sempre que £ <n. Dados x £y e <\ <1, temos

Az + (1 = Ny) < Ap(x) + (1 = A)d(y).

Demonstragdo: Basta supor que x < y pois, se neste caso a desigualdade ja tiver
sido provada, o caso y < x segue trocando A por 1 — A. Fagamos t = Az + (1 — \)y.
Segue do Teorema do Valor Médio que existem £ e n, z < £ <t <n <y, tais que

o(t) —¢(x) _ / P(y) — (1)
g < =
— ¢'(§) < ¢'(n) 1
(usamos que ¢’ é nao-decrescente). Substituindo na desigualdade acima t — z =
(I1-XN(y—2z)ey—t=Ay—x), e cancelando y — x, que é positivo, vem:
o) — 0(x) _ blu) — o(1)
1-x = A ’
que é equivalente a desigualdade que queriamos demonstrar. 0.

1 1
Proposicao 2.15. (Desigualdade de Hélder) Sejam p,q > 1, — + — = 1. Para
P q

todos z,w € C", z = (21, ,2n), W= (w1, ,w,), vale entdo a desigualdade

D n q
lwllg = D7 fwyl?
j=1

Demonstragdo: Aplicando o Lema 2.14 a ¢(z) =e* e A = %, vem

n n
@) D lzwil < lzlpllwlle, zlp = | D12
j=1 j=1

+

SIE
Q ke

1 1
e < —e® 4+ —¢Y, para todos x,y € R.
p q

Dados A, B > 0, tome z,y € R tais que e* = AP e ¢V = BY. Da desigualdade
precendente, segue que

(22) ap < tarilpe
p q

A desigualdade acima é também verdadeira se A ou B se anulam. Para cada j,
substitua nela A = |z;| ¢ B = |w,|. Depois some em j. Obtemos que, para todos
z,w € C", vale:

(23) D 2wyl < 52|zj|’7+52|wj|q.
j=1 j=1 j=1

Substituindo na desigualdade acima Z; = z;/||z||, e W; = w;/||w]|p, vem

Sjalzwl 11
ERCI

como queriamos. O

:]_7

Proposicao 2.16. (Desigualdade de Minkowski) Dados p > 1 real e z,w € C",
[z +wll < [[zllp + llwllp
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Demonstrag&o: Considere as igualdades

Z 2]+ g )P = S (125] + lwil)(J25] + )P =

Jj=1
Z‘Zﬂ (2] + lw; )P~ 1+Z|wj (Iz5] + |w; )P~
j=1

1 1
Tome ¢ > 1 tal que — + — =1 e aplique a Proposigao 2.15 aos dois ultimos so-
p g

matorios. Dai vem

n n

Uzl + fwsl)? < (el + wll) D [(lz5] + oy @01

j=1 j=1

Q=

Seja S o somatodrio no lado esquerdo desta desigualdade. Temos portanto S <
(|12]l, + llw]|p)S* 4. Sem perda de generalidade, podemos supor que S > 0 (caso
contrario, z = w = 0 e a desigualdade que queremos mostrar é obviamente verda-
deira). Neste caso podemos multiplicar os dois membros de S < (||z||, + [|w][,) S/

por S~1/4 ¢ usando que 1 — % = % e (p—1)g=1, obter

n P

DUzl | < Nzl + llowlly

Jj=1

Como, para todo j, (|z;]| + |w;|)? > |z; + w;|P, o primeiro membro desta ultima
desigualdade é maior do que ou igual a ||z + w/|,. O

Coroldrio 2.17. |- ||, € uma norma em C", p > 1 real.

Demonstragdo: A desigualdade triangular é o conteido da Proposi¢ao 2.16. Os

demais axiomas da definicdo de norma sao faceis de demonstrar. O
Analogamente a como mostramos que o conjunto das sequéncias de quadrado
somdvel (¢2, ]| - ||2) é um espago vetorial normado, define-se (¢7, || - ||,), p > 1 real e

demonstra-se que se trata de um espaco vetorial normado:

PROBLEMA 2.4. Dado p > 1, seja ¢P os conjunto de todas as sequéncias complexas
X = (xn)nen tais que a soma

(o)

> leal”

=1

é finita. Denote por ||x||, o valor desta soma elevado & poténcia 1/p. Usando que
(C™, || llp) é um espago vetorial normado, mostre que (¢, ||-||,) é um espago vetorial
normado.

Exemplo 2.18. Para cada p > 1,

£l = ( / f(x)l”dr>

¢ uma norma em C([a,b]). O caso p = 1 é facil. Para p = 2, isso decorre de
| - |l2 provir de um produto interno (veja o Exemplo 2.4). E fcil ver que || f|leo =
sup{|f(z)|;z € [a,b]} também é uma norma em Cfa, b].

1/p
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Parap > 1 e p # 2, demonstra-se que || - ||, ¢ uma norma em C([a, b]) de maneira
analoga a como demonstramos que a norma-p é uma norma em C™. Para tanto,
precisamos primeiro obter uma versao da desigualdade de Hoélder para integrais,
que desempenhe o papel da desigualdade (21). Dadas f,g € C([a,b]), para cada
x € [a,b], substituimos em (22) A = |f(z)|? e B = |g(z)|? e integramos. Obtemos
assim

b 1 b . 1 b .
/a @@l de < / @I+ / l9(2)|¢ de

Substituindo F = f/||f||? e G = g/]|g]|? no lugar de f e g na desigualdade prece-
dente, obtemos a seguinte versao da desigualdade de Holder,

b
[ 1#@g(@ldz <11 71blgl,
a
O préximo passo € integrar a identidade

(1 @)+ lg@))” = [F@)I(f @) + (@)~ + [g(@)|(1f (@)] + ()~

e usar a desigualdade de Holder nas duas integrais do segundo membro para obter

1

q

b b
[ 15@1+ lot@)? de < (151, -+ lal) [ [ s+ |g<x>>p]

Divindindo esta desigualdade pela integral mais a direita, obtemos a segunda das
duas desigualdades seguintes

b »
If+glp < [/ (If (@) + g(w))pl < 1Fllp + ligllp-

que é a desigualdade triangular para a norma || - ||, em C([a, b])
Com os mesmos argumentos, demonstra-se que

I = ([ |f|P)'1’

define uma norma em C.(), Q um aberto de R™.
Paralelogramo e polarizagao.

PROBLEMA 2.5. (a) Seja (V,{-,-)) um espago vetorial complexo com produto in-
terno, e seja || - || a norma induzida. Demonstre a identidade de polarizagao:

(z,y) = i [Nl +yll* = llz = ylI*) = i(lz + iyl|* — o — iy[*)].

(b) Demonstre que um espago vetorial normado é um espaco com produto interno
se e somente se a norma satisfaz a lei do paralelogramo:

lz+yl? + llz = ylI* = 2(|=]1* + [ly]1?)-

(¢) O que muda nos itens (a) e (b) no caso de espagos reais?

(d) Decida se sao ou nao espagos com produto interno (C™, || - ||,), p # 2.

Dica: A parte dificil deste problema é o “se” do item (b). Os Problemas 1.7 e 3.1
podem ser tteis af.
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Espacgos de Hilbert e completamento de espagos com produto interno.

Espacos com produto interno sao casos especiais de espagos normados e portanto
0s conceitos e teoremas que vimos sobre espacos normados se aplicam também a
espagos com produto interno. Em particular, faz sentido definir:

Definig&o 2.19. Um espaco de Hilbert é um espago com produto interno completo

Seja V' um espago com produto interno (-, -),, e considere o seu completamento
X. Isto é (veja o Teorema 1.17), X é um espago de Banach e existe ¢ : V' — X linear
com imagem densa tal que ||c(v)|| = ||v|| para todo v € V. Como a norma de V
provém de um produto interno, ela satisfaz a identidade do paralelogramo. Dados
x,y € X, tome sequéncias (z,)n € (Yn)n em V tais que v(x,) — x € t(yn) — Y.
Usando o Problema 1.7 e o Problema 2.5-a, temos:

lz + yll* + lle = yI* = lm([le(an) + e(ya)I* + lu(za) = elya)II*) =
lim([len + yall* + lon = yall?) = 2 lm([lzn]* + llyal*) =

2 im(|[e(zn) 7 + ) I7) = 2(1l2[1* + llyll)-

Logo, a norma do espaco de Banach X satisfaz a lei do paralelogramo. Pelo Pro-
blema 2.5-b, a norma de X provém de um produto interno (-,-),. Segue do Pro-
blema 2.5-a que esse produto interno satisfaz, para u,v € V,

(w,0), = ((u),((v)x-

Em outras palavras, encarando a aplicacao ¢ como uma inclusao e V' como sub-
sespago de X, podemos dizer que o produto interno em V' se estende a um produto
interno em X que induz em X a norma do completamento.

Podemos resumir essa discussao no seguinte enunciado.

Teorema 2.20. O completamento de um espag¢o com produto interno é um espago
de Hilbert.

3. OPERADORES LIMITADOS

PROBLEMA 3.1. Seja V um espago vetorial normado (complexo) e sejaT : V — V
uma funcao continua tal que, para todos x e y em V', temos

Tx+y) =Tx)+T(y) e T(ix)=1iT(x).

Mostre que T é linear.
Sugestoes: Use que Q é denso em R. Use o Problema 1.5.

Teorema 3.1. Seja T : V — W wma transformacao linear entre espacos vetoriais
normados. Sao equivalentes:

(i) T € continua em todos os pontos de V.

(ii) T € continua em 0.

(iii) Existe C > 0 tal que ||Tz|| < C||lz|| para todo x € V.

(

. Tx
iv) ||T|| == sup |7z
a0 ]l

Demonstrag&o: Obviamente (i) implica (ii).

<0
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Suponha que T é continua em 0. Aplicando a definigdo de continuidade para
e = 1, podemos obter § > 0 tal que ||Tz|| < 1 sempre que ||z|| < §. Para qualquer
positivo 6’ menor do que J, temos
el ¢ = [Tzl <1.
/ o'x /
Dado 2 # 0, z € V, defina o’ = Tl Logo ||2'|| = 4, logo
x

] =l _ Nl
ol = | (5l ) | < nr bl < B2
logo vale (iii) com C = 4. Provamos que (i) implica (iii).
Suponha que vale (iii), seja a € V arbitrdrio, seja (x,), uma sequéncia em V
convergindo a a. Segue de

Tz, — Ta|| = ||T(x, —a)|| < C|lxz, —a|| e x,—a

que Tz, — Ta. Logo T é continua em a, pelo Problema 1.5. Isto prova que (iii)
implica (i).
Se vale (iii), o supremo em (iv) é menor do que ou igual a C. Se o supremo em
(iv), chamemo-lo de M, ¢é finito, entao vale (iii) com C = M. O
Em diversos contextos, pode ser 1til a seguinte observagao: ||T']| é a menor dentre
as constantes C' > 0 para a qual (iii) vale.

Definigio 3.2. Dados espagos vetoriais normados V e W denotamos por L(V, W)
o espago vetorial de todas as transformagoes lineares continuas T : V. — W (que
portanto satisfazem as quatro condi¢des equivalentes do Teorema 3.1).

Os elementos de £(V, W) sao também chamados de operadores limitados, pois
mandam subconjuntos limitados de V' em subconjuntos limitados de W.

PROBLEMA 3.2. Sejam V e W espagos vetoriais normados e T : V. — W uma
transformacao linear. Mostre que T' é continua se e somente se a imagem T'(B) de
qualquer subconjunto limitado B de V' é um subconjunto limitado de W.

Proposicao 3.3. A aplicagio T — ||T|| é uma norma em L(V,W).

Demonstragdo: Provemos a desigualdadade triangular. Dados T, S € L(V, W),
temos, para todo x € V nao-nulo,

(T + S)all _ T2+ Szf| _ [|Tz]| | [|Sz]

< + <7l + 1151l
[l [l [zl [l
logo
(T + S) (=)l
1T + S| = sup —————— < || + [|5].-
x#0 ||$H
Os demais axiomas da definicao de norma sao mais faceis de se verificar. O

No caso em que V = W, a composicao de operadores define um produto em
L(V) = L(V, V), munido do qual o espago L(V') torna-se uma dlgebra com unidade
(a unidade é o operador identidade). Dados T, .S € L(V), temos

Ve eV, [(TS) (@) = IT(Sx)[| < [[THISz] < [[TISHl=l,

logo || TS| < ||IT|||IS]l, ou seja, a norma de operadores é submultiplicativa em L(V).
Nos axiomas comumente usados para definir “algebra normada”, costuma-se exigir
que a norma seja submultiplicativa.
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Quando W é o corpo do espago vetorial V', denotamos £(V, W) por V*. Chama-
mos V* de o dualde V' e chamamos seus elementos de funcionais lineares continuos.
Para enfatizar que a definicdo de dual usada em Anadlise Funcional é distinta da
usada em Algebra Linear, podemos chamar V* de dual topoldgico de V' e chamar o
conjunto de todos os funcionais lineares (nao-necessariamente continuos) de V de
dual algébrico de V.

Definig8o 3.4. A norma-de-operador ||All., de A, uma matriz complexa n por m,
€ da transformagao linear de C™ em C™ (munidos da norma euclidiana) definida
por A da maneira candnica.

PROBLEMA 3.3. (a) Mostre que, se A é uma matriz real n por m, || A||,, também é
igual & norma-de-operador da transformacao linear de R™ em R"™ definida por A.

(b) Mostre que
IC52)

PROBLEMA 3.4. Dada (c¢,) uma sequéncia complexa limitada, mostre que

op

(zn) — (cnzn)

define um operador limitado em ¢P, para cada p tal que 1 < p < oo. Calcule a
norma deste operador.

PROBLEMA 3.5. Dada a : R — C uma funcao continua e limitada, mostre que a
multiplicacao das fungoes de suporte compacto por a ,

C.(R)> f +—— af € C.(R),

se estende a um operador linear continuo em LP(R), para todo p > 1 real, e a um
operador linear continuo em Cy(R). Mostre que a norma de todos esses operadores
é igual ao supremo de |al.

PROBLEMA 3.6. Seja V : C[0,1] — C[0, 1] o operador ? dado por

/ 7)

Mostre que ||[V*]| < 1/(n— 1! (V" = oV, n fatores)

Dicas: O caso n = 1 é facil. Para resolver 0 caso n = 2, troque a ordem de
integragdo numa integral dupla. O passo de indugao deve parecer natural, depois
de resolvido o caso n = 2.

PROBLEMA 3.7. Sejam X e Y espacos vetoriais normados, sendo X completo, e
seja T : X — Y uma transformacao linear continua. Mostre que, se existe C' > 0
tal que ||Tz| > C||z|| para todo x € X, entao a imagem de T é fechada.

Teorema 3.5. Sejam X e Y espacos vetoriais normados, sendo Y completo, e
seja D C X um subespaco denso de X. Dada uma transformacdo linear continua
T:D —Y (D wvisto como um espago vetorial normado com a norma herdada de

X), existe uma unica transformagao linear continua T:X — Y cuja restrigio a D
€ igual a T. Além disso, se C > 0 € tal que ||Tz|| < C|z|| para todo x € D, entdo
||T | < C|lz|| para todo = € X (donde segue que ||T| = ||T)|).

2Este ¢ o operador de Volterra. O problema implica que ele é quase-nilpotente: ||V"||1/" — 0.
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Demonstragdo: Como 7T é continua em D, segue do Teorema 3.1 que existe C' > 0
tal que

(24) [Tz| < Cl]|

para todo 2 € D. Dado a € X, seja (x,) uma sequéncia em D convergindo para a.
Segue de (24) que

1T (zn) = T(@m)l| = |T(xn — 2m)|| < Cllzn — 2m]|-

Usando que (z,,) é de Cauchy (pois converge), decorre entdo que (T'z,) também é
de Cauchy. Como Y é completo, (T'z,) é convergente, T'z,, — b.

Seja (y,) uma outra sequéncia em D convergindo para a, e chamemos de bo
limite de T'y,, (que existe, como acabamos de provar). Como a norma é continua,

b bll = tim [T,y — Ty, ]| < Clim |z, — yl| = Clla— af| = 0.

Isto mostra que b nao depende da sequéncia escolhida. Obtemos assim aplicagao
T:X Y, Ta=0b.

Dados z e y em X e a em C, sejam (z,) e (y,) sequéncias em D convergindo a
x e y, respectivamente. Segue do Problema 1.4 que z, + ay, — = + ay. Segue da
definigao de T e, de novo, do Problema 1.4 que

T(z+ oy) = lim T (z, + ay,) = im(Tz, + aTy,) = Tz + oTy,

o que prova que T é linear. Além disso, segue de (24) que

Tz = lim | T, || < Cllzall = Clal,

o que prova que T' é continua e que toda C' que faz o servigo em (24) para T serve
também para T'.

A unicidade é consequéncia imediata da densidade de D em X O

Os Teoremas 3.1 e 3.5 se estendem de maneira mais ou menos previsivel para o
caso de transformacgoes bilineares.

Dados dois espagos vetoriais normados X e Y, hd mais de uma maneira de definir
uma norma no produto cartesiano. Nos dois resultados seguintes, ou quando nao
dissermos nada em contrario, assumiremos que a norma em X X Y ¢é dada por

1@ o)l = [l=]l + [lyl-

Teorema 3.6. Sejam X, Y e Z e seja B: X XY — Z uma aplicagao bilinear.
Sao equivalentes as sequintes condigoes:

(i) B € continua em todos os pontos de X xX Y.

(ii) B € continua em (0,0).

(iii) Eziste C' > 0 tal que ||B(z,y)|| < C||z|/||y|| para todos z € X, y €Y.

Demonstragdo: Suponha que B é continua em (0,0). Tomando ¢ = 1 na defini¢ao
de continuidade, obtemos ¢ > 0 tal que | B(xz,y)| < 1 sempre que |lz|| + |ly| < 6.
Dai,

1 0
lel<Selyl < = IB@yl<L

Se x ou y se anulam, a desiguldade em (iii) é trivialmente satisfeita, qualquer que
seja o C.
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ox , oy

—_ ey’ =—2_. Como ||2/|| < ¢
o] Y 2l =l <2

Dados x e ¥y ambos nao-nulos, tomemos z’ =

e |ly'| <32, vem que | B(2/,y")|| <1 e portanto

2|l , 2l 4 4
5l = |5 (2 2| < Sisa i < ghellal
4
Isto prova (iii) com C = 52

Suponha agora que vale (iii). Dados (a,b) € X x Y e sequéncia (z,,¥y,) em
X x Y convergindo para (a,b), temos

1B(2n; yn) = B(a,b)|| < |[B(xn, yn) = B(wn, b)|| + |[B(xn,b) — Bla,b)|| =
[1B(@n,yn = O)|| + | B(zn — a,0)[| < C(llzallllyn — bll + l|2n — alll|b]])-

Como ||zp—al|| — 0, |lyn—b|| — 0 e ||zn|| — ||a||, vem que B(z, yn) — B(a,b),
o que prova que B é continua em (a, b). O

Exemplos de espagos de Banach.

PROBLEMA 3.8. Sejam X eY espacos vetoriais normados. Se'Y é completo, entdao
L(X,Y) é completo.

Exemplo 3.7. C[a,b] com a norma || - ||cc do Exemplo 2.18 é um espago de Banach.
Isso vale também se pusermos no lugar de [a,b] qualquer espago topoldgico de
Hausdorff compacto [3, Proposition 1.2].

Exemplo 3.8. Para cada p > 1 real, o espaco #P introduzido no Exemplo 2.4 é com-
pleto. Veja [8, Exemplo H.6 da Secao 1.5] para o caso p = 2. O caso p qualquer real
é andlogo. Essas afirmagoes podem ser obtidas, também, como casos particulares
de [15, Theorem 3.11] (aplicado a N com a medida da contagem).

E bem mais f4cil provar que o espago ¢>° de todas as sequéncias complexas
limitadas é um espago de Banach, se munido da norma ||(¢,)nen|loo = sSup,, |cnl-

PROBLEMA 3.9. (a) Mostre que ¢# C f?se 1 <p < g < 0.

(b) Mostre que ¢P é denso em (% se 1 < p < g < 0.

(c) Seja cq o espago de todas as sequéncias complexas (z,, )nen tais que z,, — 0, seja
c. 0 espago de todas as sequéncias complexas (2, )nen tais que x, s6 é diferente de
zero para finitos valores de n. Mostre que cg é um subespacgo fechado de > e que
c. denso em cy.

(d) Mostre que, se p < 00, o fecho de 7 em (> (com respeito & norma || - ||o) €
igual a cg.

(e) Conclua que ¢ nio é denso nem fechado em ¢ se p < co.

Dica: O item (a) decorre de [8, Exercicio II.1.8-¢], mas é mais facil que ele.

PROBLEMA 3.10. Mostre que (Cla, b, || - ||,) néo é completo se 1 < p < oo (veja o
Exemplo 2.18).

O fato de (Cla, ], || - ||p) néo ser completo se 1 < p < co (veja o Problema 3.10)
coloca naturalmente a pergunta: serd que se pode dar uma descri¢ao de seu com-
pletamento mais concreta do que a oferecida pela demonstragao do Teorema 1.177
A resposta é sim, mas para tanto precisamos da integral de Lebesgue.

Dado p > 1, denotemos por LP[a,b] o quociente do espago vetorial

b
{f :]a,b] = C; f é mensurdvel & Lebesgue e / |f(2)|Pde < oo}
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pela relagao de equivaléncia

f~g <= f(z)=g(x) atp.

Um abuso de notagao comum, que também vamos cometer, é nao distinguir entre
uma fungéo e sua classe de equivaléncia. A Desigualdade de Holder-Minkowski [15,

Theorem 3.5] nos diz que
b 1/17
171, = ( / f(fv)l”dIf)

é uma norma em LP[a,b]. O Teorema de Riesz-Fisher [15, Theorem 3.11] nos diz
que LP[a,b] é um espaco de Banach para todo p > 1 e que L?[a,b] é um espaco de
Hilbert com produto interno dado por

(fg) = / F@)g(a)dr.

Cla,b] é denso em LP[a,b] se 1 < p < oo (veja [14, Problem 1.18] ou [15, Theorem
3.14]). Isto é, LP[a, b] é uma possivel solucao para o problema de achar-se um espago
de Banach contendo (Cla,b], | - ||,) como subespaco denso. Segue da tdltima parte
do Teorema 1.17 que LP[a, b] é isometricamente isomorfo (isto é, é isomorfo por um
isomorfismo que preserva norma) ao espago (Cla, b, || - ||,) construido na demons-
tragao do Teorema 1.17. Falando livremente, podemos dizer que esse isomorfismo
“deixa fixo o subespago denso C[a, b]” (a afirmagao precisa é dada no enunciado do
teorema). Ou ainda mais livremente, L”[a, b] € o completamento de (Cla, b], || - ||,)-

Os Teoremas de [15] que usamos na discussao precedente, na verdade, sdo enun-
ciados e demonstrados para espagos muito mais gerais que [a,b]. Eles implicam
também que, para cada 1 < p < oo e para cada aberto {2 C R™, o completamento
de

Ce(Q) ={f:Q — C; f é continua

e se anula fora de um compacto K C Q}

i = ([ |f<x>|pdr)l/p

é igual ao espago LP(Q) das (classes de equivaléncia das) funcoes de 2 em C men-
surdveis a Lebesgue tais que || f||, < co. O suporte de uma f € C.(Q) é o me-
nor compacto fora do qual f se anula. Chama-se C.(2) de o espago das fungdes
continuas de suporte compacto.

Para algumas aplicagoes, esta descri¢ao de LP()), como sendo o completamento
de (C.(2), | - I|), é perfeitamente satisfatéria. Mas resultados * que envolvam algo
além da estrutura de espago de Banach de LP(Q)), ou da estrutura de espaco de
Hilbert de L?(f2), em geral ndo fazem sentido no completamento abstrato.

O completamento de C.(€2) com respeito & norma || - ||oc (€2 um aberto de R™
arbitrario) é o espago Cp(2) de todas as fungoes continuas f : @ — C tais que, para
todo € > 0, existe um compacto K C Q tal que |f(z)| < € para todo « ¢ K. Vejam
[15, Theorem 3.17] para uma demonstragao deste fato (enunciado e demonstrado

com respeito a norma

3Por exemplo, a afirmagdo de que toda sequéncia convergente em LP({) possui uma sub-
sequéncia convergente ponto-a-ponto em quase toda parte.
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para espagos topoldgicos de Hausdorff e localmente compactos, classe que inclui os
abertos de R™).

No caso de 2 ser um aberto limitado, Cy(2) coincide com o espago das fungoes
complexas continuas em {2 que admitem extensao continua ao fecho de  que se
anula na fronteira de 2. No caso de € nao ser limitado, requeremos ademais que
f(x) tenda a zero quando |z| — co. A demonstragio da equivaléncia dessas duas
defini¢oes de C.(£2) é um belo exercicio de topologia do R™, que vamos omitir.

PROBLEMA 3.11. Dado €2 um aberto limitado em R”, denote por C(Q2) o espaco
das fungoes complexas continuas definidas no fecho de €2. Mostre que a restrigao a
Q, f+— fla, define uma aplicagdo linear continua injetora de C() em L?().

PROBLEMA 3.12. (a) Mostre que o funcional linear
Cla,b] > f — f(a)eC

é continuo em Cf[a,b] munido da norma | - ||, mas ndo admite extensdo linear
continua a L'[a,b] nem a L?*[a,b].
(b) Mostre que o funcional linear

b
Cla,b] 5 f — / F@)ds € C
a
é continuo em C/[a, b] munido da norma |- ||, € admite extensoes lineares continuas
a L[a,b] e a L?[a,b].
PROBLEMA 3.13. (a) Mostre que o funcional linear
C.R)>f — f(0)eC

admite extensio linear continua a (Co(R), || - [|oo), mas ndo a L'(R) nem a L?(R).
(b) Mostre que o funcional linear

C.(R)> f — /Oo fx)dx € C

admite extensdo linear continua a L'(R), mas nio a L?(R) nem a Cy(R).
(¢) Fixada g € C(R) nao-nula, mostre que o funcional linear

C®)>f— [ T@f@kec
admite extensio linear continua a L2(R), a L*(R) e a Cy(R).

(d) Seja g a funcdo de R em R definida por

0 sex <0

glx) =4 7Y% se0<a<l1

x~ 1 sex>1

Mostre que o funcional linear
Ce(R)> f — / g9(x)f(x)dr € C
—o0

est4 bem definido, admite extensdo linear continua a L?(R), mas nao a L!(R), nem

a OO(R)

PROBLEMA 3.14. Calcule as normas dos funcionais lineares continuos que definimos
nos Problemas 3.12 e 3.13.



ANALISE FUNCIONAL - 1° SEMESTRE DE 2022 25

Os espagos H;(Q2) e H}(Q).

Dado © um aberto limitado de R™, diremos que f € C1(Q) se f: Q — C é a res-
tricdo de uma funcio de classe C! definida em um aberto contendo Q. Denotaremos
por Vf o gradiente de f.

Definamos H' () como sendo o completamento do espaco vetorial com produto
interno (CI(Q)v <'7 '>1)7

(f. )" :=/Q?gdx+/QVT-ngx,

(f 90 ::/QV7-ngx-

Se a € o raio de uma bola centrada na origem contendo Q, entao para toda
u € C}(Q) temos

(25) /\u(x)|2dtc < 2a%(u,u);.

Esta é a desigualdade de Poincaré, vejam [10, Segao 4.5] ou [16, Proposition 23.4].
Devo alerté-los, entretanto, de que este é um ponto bem delicado. A demonstracao
de Treves [16] é para uma u de classe C°° e com suporte compacto contido no
interior de Q. Aparentemente, John [10] afirma (o estilo do livro é provar teoremas
sem enuncig-los precisamente) que a desigualdade vale para toda u € C}(2). Mas
em um certo ponto da demonstracao, ele faz uma hipétese simplificadora sobre a
fronteira. Afirmo que as duas demonstragoes se aplicam também no caso mais geral,
tal como enunciei aqui. Isso serd eventualmente incluido em um apéndice, para nao
atrair demais a atencao de vocés para fora dos objetivos da disciplina.

Encarando a aplicagao restri¢ao como uma inclusao (veja o Problema 3.11), pode-
mos considerar C(Q), assim como seus subespacos Cg(Q) e C*(Q), como subespacos
de L3(9). Eo que fazemos no enunciado dos dois problemas seguintes.

PrROBLEMA 3.15. Usando (25), prove que:
(a) Existe uma tnica aplicagdo linear e continua

1 Hy(Q) — LA(Q)

cuja restricdo a C(f) seja igual & identidade.

(b) Existe uma tnica aplicagao linear e continua
1 HY(Q) — L*(Q)

cuja restricio a C''(Q) seja igual & identidade.

(c) Existe uma tnica aplicagao linear injetora, continua e de imagem fechada
130 HY(Q) — HY(Q)

cuja restricdo a C§ () seja igual a inclusdo de C3(Q) em C(Q).

(d) 21 é a composido de 12 com 23, 17 = 73 0 23.

Quando vale a injetividade de 11 e 25 (veja a Observacao 5.4), nem se menciona
a existéncia das aplicagoes 11, 22 e 123 construidas no Problema anterior. Diz-se
simplesmente que H}(2) é um subespago de H* (), que é um subespaco de L?(12).
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PROBLEMA 3.16. Dadas fungoes aq, - -+, a, e b, continuas de Q em C, defina, para
cada u € C} (),
- ou
(26) (Lu)(x) = Z%(w‘)%(w) + b(z)u(z).
=1 /

Prove que L : C}(Q) — C(Q) se estende a uma transformagio linear continua de
HE(2) em L2(0Q).

PROBLEMA 3.17. Seja H{ (a,b) o espaco que se obtém substituindo 2 pelo intervalo
aberto limitado (a,b) no espago definido no Problema 3.15. Mostre que Hg(a,b) é
um subespago de

Co(a,b) = {f € Cla,b]; f(0) = f(1) = O};
isto é, mostre 4 que existe uma injecdo continua de H}(a,b) em Cy(a,b) cuja res-
tricio a Cg[a,b] é a identidade.
Sugestao: Use o Teorema Fundamental do Céalculo para estimar o supremo de uma
u € C}la,b] em termos da norma de v em H{(a,b).

Operadores densamente definidos.

Definig&o 3.9. Um operador densamente definido entre os espacos de Banach X
eY € uma transformagao linear (ndo necessariamente continua) T : D —'Y, onde
D ¢ um subespaco denso de X. Quando X =Y, diz-se que T € um operador
densamente definido em X.

Um operador densamente definido que seja continuo é normalmente identificado
com sua Unica extensao continua a todo o espago X. Isso explica porque os opera-
dores densamente definidos sao frequentemente chamados de operadores ilimitados.
Vamos evitar essa nomenclatura. Para quem a usa, “ilimitado” nao significa “nao-
limitado”, mas apenas “nao necessariamente limitado”.

Exemplo 3.10. Se ) é um aberto limitado de R™, C3(Q) é denso em L2(f2). Na
verdade, mesmo sem se supor que §) é limitado, demonstra-se que o espago C2°(2)
de todas de todas fungoes de classe C'°° com suporte compacto contido em 2 é
denso ® em qualquer LP(Q2), 1 < p < co. E é ébvio que C(Q) contém C(1).

O operador L definido em (26) com dominio C&(Q) é portanto um exemplo de
um operador densamente definido no espaco de Hilbert L?((2).

PROBLEMA 3.18. Seja (X, | - ||) um espaco de Banach e seja T': D — X um
operador densamente definido em X satisfazendo © a seguinte condigdo: se (z,,) é
uma sequéncia em D tal que z,, — 0 e T'xz,, converge, entao Tz, — 0.

(a) Mostre que |||z]|| = ||Tz| + ||z| é uma norma em D.

(b) Mostre que T, visto como uma transformacao linear entre os espagos vetoriais
normados (D, ||| - |I]) e (X, || - |), é continua.

(¢) Seja D o completamento de D com respeito & norma ||| - |||. Mostre que existe

uma unica aplicagao linear injetora continua de D em X cuja restricao a D seja
igual a identidade.

4Este é um caso particular de um dos teoremas de imersao de Sobolev [6, Theorem 7.10].

5Tsto se prova usando convolugdo. O caso € = R™ é demonstrado em [5, Proposition 8.17]. O
caso geral decorre deste caso particular, usando-se também [5, Lemma 8.18].

61sto é, T é fechdvel, de acordo com a Definicdo 7.19. Esta hipdtese sé é necessaria para os
dois dltimos itens.
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(d) Mostre que, se T', visto como uma transformacao linear de (D, ||-||) em (X, |- 1),
é continua, entdo ” a injecio do item (c) é sobrejetora com inversa continua.

PROBLEMA 3.19. No Problema 3.18, faca X = L*[a,b], D = Cj[a,b], Tu = u' para
toda u € D. Verifique que D = H}(a,b).

PROBLEMA 3.20. Seja p real, p > 1. No Problema 3.18, faga X = /P, D igual ao
conjunto de todas as sequéncias complexas (z,) que se anulam exceto para finitos
valores de n, e defina em D o operador

Ds>x=(z,) — Tx=(nz,) € X.

(a) Mostre que 7' satisfaz a hip6tese do Problema 3.18.
(b) Dé uma descrigdo de D que néo faga mencao a D nem a T.

4. PROJEGOES EM ESPAGOS DE HILBERT

Teorema 4.1. Seja M um subespago fechado do espago de Hilbert H. Para cada
x € H, existe um unico z € M tal que

|z —z| < |ly—=|, paratodo y € M.
Demonstragdo: Dado x € H, seja

d = inf ||y —z].
inf [y - al

Queremos provar que existe um unico z € M tal que ||z — z| = d.
Seja (yn) uma sequéncia em M tal que ||y, — z|| = d. Usando a identidade do
paralelogramo (Problema 2.5), obtemos:
Y0 = Yl = [ (gn = 2) + (ym — 2)|?
= 2||yn - tz + 2||ym - x”? - ”yn + Ym — 2$||2
Yn + Ym

= 2llyn — @[ + 2llym — 2* — 4o — =77

Como (yn, + ym)/2 pertence a M, vem:
(27) 1yn = ymll* < 2llyn — 2|® + 2llym — |* - 4d*.

Dado € > 0, seja N € N tal que

2

R

Entao, se n e m forem maiores que N, a estimativa (27) implica que ||y, — ym|| < €.
Isto é, (y,) é de Cauchy. Como H é completo, existe z € H tal que y,, — z. Como
M é fechado, z € M. Como a norma é continua,

n>N = |y, —x|?> <d*+

Iz = zf| = lim [ly, —z[| = d,

0 que prova a existéncia.
Se Z € M é tal que ||Z — x| < ||y — z|| para todo y € M, entéao ||Z — z|| = d. Dai
vem, por argumentos analogos aos anteriores:

12— 22 = 2|17 — || + 2|z — z||* - 4||¥ —z|? < 24 + 2d% — 4d® = 0.

"Vale também a seguinte reciproca. Se a inje¢do do item (c) for sobrejetora, entdo sua in-
versa e T sdo automaticamente continuos. Veremos que esta é uma das muitas e surpreendentes
consequéncias do Teorema de Baire em Anélise Funcional
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Logo z = z. O

Notem que s6 usamos que M é subespago para provar que (x +y)/2 € M se x
e y estdo em M. Ou seja, a demonstragao acima mostra também que a distancia
de qualquer subconjunto convexo e fechado a um ponto em um espaco de Hilbert
é sempre assumida. A distancia de um fechado F' qualquer a um ponto fora dele
pode nao ser assumida, se I’ nao for convexo. Eo caso, por exemplo, da distancia
da origem ao gréfico da funcdo f(x) = cos(1/x), x # 0, visto como subconjunto de
R? ou de C.

Definic&do 4.2. Dado M um subespago qualquer de um espaco de Hilbert H, o
complemento ortogonal de M em H ¢é o subespaco M+ C H dado por:

M* = {z € H; (z,y) = 0 para todo y € M}.
E fécil ver que M N M+ = {0}, qualquer que seja o M.

Teorema 4.3. (Existéncia de projegdes) Seja M um subespaco fechado de
um espaco de Hilbert H. Para todo # € H, existem tinicos z € M e w € M~ tais
que r = z + w.

Demonstragdo: Dado x € H, use o Teorema 4.1 para obter z € M tal que

— 2| = inf |y—2| = d.
Iz =2l = inf lly -zl

Dados quaisquer y € M et € R, temos entao:
d® < ||z — (z + ty)lI* = llz — 2l + *[|y[|* + 2t - Re(z — z,y).

Isto é,
ly||*t* + 2t - Re(x — z,y) > 0, para todo t € R,

logo Re{x — z,y) = 0.
Trocando y por iy no que acabamos de provar, vem

0 = Re(x — z,iy) = Re(i(x — z,y)) = —Im{x — z,y),

logo (x — z,y) = 0.
Definindo-se w = = — z, tem-se a existéncia. A unicidade decorre imediatamente
de M N M+ = {0}. O

PROBLEMA 4.1. Seja M um subespaco de um espago de Hilbert H. Denotando
por M seu fecho (Defini¢io 1.6), mostre que:

(a) M+ ¢é fechado.

(b) (W)* = M-

(c) (MH)* =M.

(d) M é denso em H se e somente se M+ = {0}.

Sugestoes: No (a) e no (b), use Cauchy-Schwarz. Para provar que (M*1)1 estd
contido em M, use o Teorema 4.3.

Projecgoes.

Dado M um subespago fechado de um espaco de Hilbert H, para cada x € H,
defina Pz como sendo o dnico elemento de M tal que z — Pz pertence a M+ (Px é
0 z do Teorema 4.3). Segue do Teorema 4.3 que P : H — H é uma transformacgao
linear, que P2 = P, que x = Pz se e somente se * € M, e que a imagem de P ¢
igual a M.
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Como Pz e x — Px sao ortogonais,
| Pz||* = ||=||* + ||= — Pz||?, para todo x € H,

logo ||Pz|| < ||z|| para todo x € H, logo |P|| < 1. Como ||[Pz| = ||z|| para todo
x € M, vem que ||P|| > 1 (logo |P]| = 1) se M # {0}.

Definig&o 4.4. Seja M um subespaco fechado de um espago de Banach X. Uma
projecao sobre M é uma transformacédo linear continua P : X — X tal que P2 = P
e a tmagem de P € igual a M.

Acabamos de ver que, dado qualquer subespaco fechado de um espaco de Hilbert,
existe uma projecao sobre ele de norma igual a um. Espagos de Banach mais gerais
podem ter subespacos fechados sem projecoes. No caso de um subespacgo fechado
M de um espaco de Hilbert, a projegao construida acima é chamada de projecdo
ortogonal sobre M (pois x — Px e Px sao ortogonais para todo = € M).

PROBLEMA 4.2. Mostre que, se M é um subespaco fechado de um espago de Banach
X tal que existe uma projecao sobre M, entao X possui um subespago fechado NV
tal que X = M & N.

Adiante, como mais uma consequéncia do Teorema de Baire, veremos que vale
a reciproca da afirmacgao precedente: dado M subespago fechado de um espago de
Banach X, existe um subespago fechado IV tal que X = M @ N se e somente se
existe uma projecao sobre M.

PROBLEMA 4.3. Mostre que
($1,$2,$37 o ) — (.’1727.'1,'3,£C4, o )

é um operador linear continuo em ¢2. Mostre que o ntcleo deste operador é um
subespaco fechado de £2 e descreva a projecio ortogonal sobre ele.

O dual de um espago de Hilbert.

Seja H um espago de Hilbert. Para cada = € H, definamos um funcional linear
(| + H — C por (z|(y) = (x,y) para todo y € H. Segue da desigualdade de
Cauchy-Schwarz que

(@) = [{z, y) < Il - 1y
e, portanto, (x| é continuo, de norma menor ou igual a ||z||. Vale também a igual-

dade, ||{z||| = ||z||. Para provar isto, basta provar que existe y de norma unitéria

tal que (z,y) = ||z||. Se x =0, qualquer y serve. Se x # 0, tome y = z/||z|.
Temos portanto uma aplicagao

(|:H — H*

(28) x —  (z

que preserva a norma, preserva a soma, e satisfaz (az| = a(z| para todo z € H e
para todo « € C. O préximo teorema afirma que (| é sobrejetora.

5. O LEMA DE RIESz

O teorema seguinte, conhecido como Lema de Riesz, foi demonstrado indepen-
dentemente por Fréchet e Riesz. Os dois artigos apareceram num mesmo exemplar
do Comptes Rendus da Academia de Ciéncias de Paris, em 1907, bem antes de
os espagos de Hilbert terem sido definidos (vejam as notas bibliogréficas de [14,
Capitulo II]).
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Teorema 5.1. Seja H um espaco de Hilbert. Para todo funcional linear continuo
T:H — C, existe um unicoy € H tal que T = (y|.

Demonstragdo: Se T = 0, podemos tomar y = 0. Basta, portanto, supor 7" # 0.
Seja N o nucleo de T, N = {z € H;Tx = 0}. Como T é continuo, N é fechado
(pois, se (z,) é uma sequéncia em N e x,, — x, entdo 0 = T'z,, — Tx, logo x € N).
Como T é nao nulo, existe z € H que nao pertence a N. Seja z € N tal que
w=2—2z € Nt (z existe, pelo Teorema 4.3). w nao é nulo pois, se fosse nulo, =
pertenceria a N. Tome

T(w)

Y= ——w.
[[w][?
Se #’ € N, entdo (y,2’) = 0 = Ta’. Se 2’ é um multiplo de w, 2’ = aw para
algum a € C, entao
T(w)

() = (g, 0m) = {0 T, o) = T (w) = T(+').

Isto prova que T e (y| coincidem no subespago gerado por w e N. Isso d& o espago
inteiro, pois todo ' € H pode ser escrito como a soma de um vetor em N com um

multiplo de w,
T(x' T(x'
I (x’— (x)w>—|— (x)w

T (w) T (w)
(note que Tw # 0, pois 0 #w € Nt e NN N+ = {0}). Isto prova a existéncia.
A unicidade decorre de (-] ser injetora, pois preserva norma. O

Uma consequéncia do Teorema 5.1 é que o dual de um espaco de Hilbert é um
espaco de Hilbert. Torno esta afirmagao mais precisa no enunciado do problema
seguinte. Depois veremos que o dual de qualquer espago vetorial normado, munido
da norma-de-operador, também é um espaco de Banach.

PROBLEMA 5.1. Seja H um espago de Hilbert. Mostre que [(z|, (y|]| = (y, z) define
um produto interno [-,-] em H* e que a norma induzida por este produto interno
coincide com a norma-de-operador em H*. Conclua entao que H* é completo.

O Problema de Dirichlet.
Nesta subsegao, mostramos como o Lema de Riesz implica a existéncia e a uni-
cidade da solucao fraca do problema de Dirichlet

Au=f emQ
(29) { u=0 em9JN) ’
onde 2 é um aberto de R™, 92 sua fronteira, e A denota o laplaceano,
n_ g2
Ay = %
j=1 T;

Esta é uma importante aplicacao, tanto do ponto de vista histérico, quanto pelo
amplo uso que se tem feito desta técnica no estudo de outros problemas de valor
de fronteira para equagoes diferenciais parciais.

Seja 2 um aberto de R™ com fecho contido na bola de centro na origem e raio a.
Dadas f € C(Q) e ¢ € CL(Q) (espagos definidos nos Problemas 3.11 e 2.6, respecti-
vamente), a desigualdade de Cauchy-Schwarz para L?(§2), seguida da desigualdade
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de Poincaré (25), implicam que

(30) \ / msa(x)dx\ <vaa ([ f(w)|2civ);~( / w<x>|2dr)é,

onde denotamos por | - | tanto o valor absoluto em C quanto a norma euclideana
em C™, e por Vg o gradiente de ¢.

Lembrem que definimos H}(2) como sendo o completamento de CZ () munido
do produto interno (-,-); do Problema 2.6. A estimativa (30) significa, precisa-
mente, que o funcional linear ¢ — A(p)

/ e

a principio definido apenas no subespacgo denso C3 (), se estende a um funcional
linear continuo A : H3(Q) — C de norma menor ou igual a v/2a vezes a norma de
f em L?(2). Pelo Teorema 5.1, existe uma tnica u € Hg (£2) tal que

(u, )1 = M) para toda ¢ € HL(Q).

Isto da, em particular:
(31) (o = = [ Falola)ds, para toda i € CF(@)
Q

Definigdo 5.2. Dada f € C(Q), dizemos que u € H}(Q) é uma solucio fraca para
o problema (29) se vale (31). Uma solugao cléssica de (29) é uma fungdo u de
classe C? em Q, satisfazendo Au = f em €, possuindo extensdo continua a Q0 que
se anula na frontezm,

Sob certas condigoes, toda solucao fraca é classica, e vice-versa. Falaremos um
pouco disso apds demonstrarmos a existéncia e a unicidade da solugao fraca.

Teorema 5.3. Seja Q um aberto limitado de R"™. Para toda f € C(Q), existe uma
tnica solugdo fraca uw € HE(Q) do problema de Dirichlet (29).

Demonstragdo: A discussao que precede a Defini¢do 5.2 demonstra a existéncia.

Se u; e uy sdo solugdes fracas de (29), (uy — ug, )1 = 0 para toda ¢ € C3Q).
Isto é, u; — up pertence ao complemento ortogonal de C}(Q2) em H}(2). Como
C3(Q) é denso em H{ (), segue entdo do Problema 4.1-d que u; — uz = 0. O

Se a fronteira 99 for uma superficie (de dimensido n — 1) de classe C*, entdo é
possivel demonstrar que uma solucao fraca de (29) é necessariamente uma solugao
classica. O passo mais dificil ® é provar que toda solucdo fraca de (29), da qual se
sabe a principio apenas que estd em H{(€2), na verdade pertence a C2(f2) e tem
extensao continua que se anula na fronteira.

Vamos aqui apenas dar condigbes suficientes para que uma solugao fraca seja
solucdo classica. Suponhamos que a fronteira de Q é de classe C', e que u é uma
solucdo fraca de (29) que pertenca a CZ2(€2), isto é, u é a rebtrl(;ao a Q de uma
funcdo de classe C? definida em um aberto contendo Q que se anula na fronteira
de Q. Provemos que u é uma solucdo classica de (29).

81sto é bem mais complicado do que aplicar o Lema de Riesz. Os resultados de [16, Secao 29|
implicam mais do que afirmamos aqui. Um tratamento mais elementar, mas incompleto, é dado
em [10, Secdo 4.5].
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A hipétese sobre a fronteira nos permite aplicar o teorema da divergéncia, isto
é, o teorema de Stokes para abertos de R™, que enunciamos a seguir. Se F' =

(F1,... F™) é um campo vetorial com componentes F7 € C*(Q), entdo
(32) F.ads = / divF dr,
Gl) Q
onde divF = > OF7/9z;, i é o vetor normal & fronteira e “” denota o produto

interno canonico de R"™.

Para cada ¢ € CL(Q), apliquemos (32) ao campo F' = ¢Vu. Como ¢ se anula
na fronteira, a integral do lado esquerdo de (32) se anula para este F'. Derivando o
produto e usando que divVu = Awu, obtemos entao:

(33) <u,so>1:/ﬂﬁ-vm=—/ﬂ<ﬂ>wdm.

Juntas, (31) e (33) implicam que
(34) /(Au — f)pdr =0, para toda ¢ € G5 ().

Ou seja, Au— f (que estd em_Lz(Q) pelo Problema 3.11) pertence ao complemento
ortogonal em L%(Q) de C}(Q), que é denso em L?(Q) (veja nota de rodapé na
pégina 26). O Problema 4.1-d entdo implica que Au — f = 0, como queriamos.

Observagio 5.4. (---)

Adjuntos.

Nesta subsecao tratamos de uma consequéncia tedrica do Lema de Riesz. E
usando o Teorema 5.1 que se define o adjunto de um operador limitado entre espacos
de Hilbert, ou de um operador densamente definido em um espaco de Hilbert,
generalizando-se assim a operacao de tomar o transposto-conjugado de matrizes
complexas. Este é o ponto de partida de uma longa caminhada (da qual s6 per-
correremos o comego) em dire¢do a diversas generalizacgoes do teorema espectral da
Algebra Linear.

Teorema 5.5. Dada uma transformacao linear continua T : Hy — Hy entre os
espacos de Hilbert Hy e Ho, existe uma unica uma transformacao linear continua
T* : Hy — H; tal que

(35) (T*z,y) = (z,Ty) para todos v € Hy ey € Hy
(denotamos ambos por (-,-), o produto interno de Hy e o de Hs). Além disso, as

normas de operador deT' e T™ sao iguais.

Demonstrag8o: Para cada x € Ho, seja A, : H1 — C o funcional linear definido
por A\ (y) = (x,Ty). A desigualdade de Cauchy-Schwarz e a definicao de |||
implicam, para todo y € Hy, que

e (@)l = [{&, Ty)| < [l - [Tyl < AT - 1)) - [lyll-
Ou seja, A, é limitado e || Az]| < ||T] - ||z||. Segue do Teorema 5.1 que existe um
Unico z € H; tal que
<$,Ty> = <Zay>
Segue de a aplicagao definida em (28) preservar norma que ||z|| = || Az]], logo ||z|| <
1|l
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Como existe um tnico z tal que z = A;, se existir a tal T do enunciado, ela
terd de satisfazer T*x = z. Tome entao esta equagao como a definicao de T*. Ja
provamos que vale (35) e que | T™*z|| < ||T|| - ||z|| para todo = € Hs.

Para provarmos que T ¢ linear, notem que temos, para todos x; e xo em Ho,
para todo y em H; e para todo complexo a:

(21 + axe, Ty) = (x1, Ty) + alxs, Ty) =

(T*21,y) + &I 25, ) = ("1 + aT"w2, 2).

Segue agora da unicidade da escolha do z que T*(x1 + axg) = T*x1 + oT*xs.

Isto prova o teorema, a menos da igualdade ||T*|| = ||T||. Até aqui, provamos
apenas que ||[T*|] < ||T||. Mas notem que, tomando o complexo conjugado em
ambos os lados de (35), obtemos

(Ty,z) = (y, T*z), para todosy € Hy e x € Ho.

Isto é, (T*)* =T. Logo ||T|| = ||(T*)*|| < ||T*||, como querfamos. O

Verifique que, de fato, se A é uma matriz complexa n por m, entdo o adjunto do
operador limitado T4 € £L(C™,C") definido por A da maneira canonica é igual ao
operador definido pelo transposto conjugado de A.

PROBLEMA 5.2. Fazendo p = 2, ache o adjunto dos operadores limitados definidos
nos Problemas 3.4 e 3.5.

PROBLEMA 5.3. (a) Ache o adjunto da transformacio linear continua L?[a,b] — C
definida no Problema 3.12-b.

(a) Ache o adjunto da transformagao linear continua L?(R) — C definida no Pro-
blema 3.13-c.

PROBLEMA 5.4. Sejam H,, Hs e Hj espagos de Hilbert. Mostre que, se T €
L(Hy,Hy) e S € L(Hy, H3), entdao a composigao S o T pertence a L(H;, Hs) e
satisfaz

(36) ISoT| < S| -IT] e (SoT)" =T"oS".

Definig&o 5.6. Uma dlgebra sobre C é um conjunto A munido de aplicagdes + :
AxA— A o:AxA—Ae-:CxA— A tais que (A, +,0) € um anel, (A,+,-)
€ um espaco vetorial sobre C e

a-(roy)=(a-rjoy=zo(a-y)

para todos x ey em A e para todo a € C. Define-se dlgebra sobre R trocando-se C
por R no que acabamos de falar.

Normalmente omitiremos os sinais que indicam as “multiplicagdes” (o e -). Es-
creveremos, por exemplo, apenas a(xy) = (ax)y = z(ay).

Exemplo 5.7. Os quatérnios [7, Se¢ao I11.1] sdo uma algebra sobre R, mas néo sobre
C, pois (ij)k = k? = =1 # 1 = —j2 = j(ik).

Definig&o 5.8. Uma involucao numa dlgebra complexa A € uma aplica¢do * : A —
A tal que, para todos T ey em A e para todo a em C, temos

(37) (z+ay) =a"+ay’, (@) =z e (zy)" =y
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Exemplo 5.9. A demonstragdo do Teorema 5.5 mostra que (T*)* = T, para todo
T € L(H;, Hy). Isso, junto com o Problema 5.4, implicam entdo que, se H é um
espago de Hilbert, entdo L£(H) é uma algebra com involugao (a involugao sendo a
operacao de tomar o adjunto de um operador).

Seja agora T' é um operador densamente definido em um espaco de Hilbert H,
e seja D seu dominio. Defina D* como sendo igual ao conjunto de todos os x € H
tais que o funcional linear

D>y — (x,Ty) eC

é continuo. Sendo este o caso, este funcional linear admite uma tnica extensao a
um funcional linear continuo de H em C. Logo existe, pelo Lema de Riesz, um
Unico z € H tal que

(x,Ty) = (z,y) paratodo y € D.

E facil ver que a aplicagdo D* 3 x — z € H é linear. Se D* for denso, diz-se
entao que T é adjuntdvel. Define-se T, o adjunto de T, como sendo o operador
densamente definido

D>z —— TFrx=2z¢€ H.

Em outras palavras o dominio de T* é o conjunto de todos os x tais que existe
z (igual entdo a T*x) tal que, para todo y no dominio de T vale a igualdade

(T*z,y) = (z,Ty).

Note que, no caso em que T': D — H se estende a um elemento de L(H), as
duas defini¢oes de adjunto coincidem.

PROBLEMA 5.5. Seja 2 um aberto de R” e sejam ay, - - -, a,, pertencentes a C ().
Seja L o operador densamente definido em L?(Q) de dominio C¢(€2), com Lu dado
por (26) para cada v do dominio. Mostre que L é adjuntével.

Sugestao: Use que C2°(£2) é denso em L?((2) e integre por partes. Para nio se com-
plicar demais com questoes de Célculo Integral, pode supor que 2 é um retangulo
(mas esta hipGtese é desnecessaria).

Definic&o 5.10. Um operador densamente definido T € simétrico se o dominio de
T* contém o dominio de T e se a restricio de T* ao dominio de T € igual a T.
Um operador simétrico T € autoadjunto se o dominio de T* € igual ao de T.

PROBLEMA 5.6. Seja T o operador densamente definido em L?(R) com dominio
C*(R) dado por T'f = —if".

(a) Mostre que T' é simétrico.

(b) Mostre ? que f(x) = (14 22)~! pertence ao domfnio de T* e conclua entdo que
T nao é autoadjunto.

PROBLEMA 5.7. Seja D o subespaco de /2 que consiste de todas as sequéncias
x = (z;)jen tais que (jz;)jen pertence a 2. Defina T : D — ¢? por Tx = (jz;) en.
Mostre que T é autoadjunto.

9Neste item, é preciso usar a descricao de L2(R) como o conjunto das (classes de equivaléncia
das) fungdes cujo médulo ao quadrado tem integral (de Lebesgue) finita.
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6. BASES HILBERTIANAS

O que se costuma chamar de base de um espago de Hilbert ndo é uma base no
sentido da Algebra Linear. Para evitar confusao, tentaremos sempre usar os termos
base hilbertiana ou conjunto ortonormal completo para designar os tais conjuntos,
que serao definidos e terao suas principais propriedades expostas nesta secao.

Antes de tratarmos de bases hilbertianas, estudaremos o significado de soma
infinita em espagos vetoriais normados

Somas infinitas em espagos normados.

Definigdo 6.1. Uma familia {x,;o € I} de elementos de um espago vetorial
normado X € somavel se existe um x € X (chamado de soma da familia) tal que,
para todo € > 0, existe F' C I finito tal que, para todo F' finito, F C F' C I, temos

I Z zo — x| < €. Neste caso, escreve-se: Zxa =z.
aEF a€l

As vezes, apenas para enfatizar a diferenca entre esta e outras nogdes de soma
infinita, chamaremos uma familia soméavel de incondicionalmente somdvel. A razao
para o uso do advérbio “incondicionalmente” deve ficar clara depois das proposicoes
seguintes.

Proposicao 6.2. Seja I infinito e enumerdvel. Uma familia {xq;a € I} em um
espaco normado € somdvel, e sua soma € x, se e somente se, para toda bijecdo
p:N—=1T,

(38) lim wa(j) = z.
Jj=1

m—00 4

Demonstrag&o: Suponha que Zma =z e seja ¢ : N = I uma bijecao. Dado
a€el
€ > 0, seja F' um subconjunto finito de I fornecido pela Defini¢ao 6.1. Seja mg € N

tal que F C {¢(1), -+ ,(mg)}. Se m > mg, entdo F C {p(1),---,¢o(m)}, entdo

m
1Y " ap) —2ll < e
j=1

o que prova (38).
Provemos agora que, se é falso que Zxa = x, entao existe bijecao ¢ : N — I
acl
tal que (38) ¢ falsa. Pela Defini¢ao 6.1,  nao ser a soma da familia {z,;« € I}
significa que

(39) Je > 0; tal que VF C I, F finito; 3 F’ finito, F C F’ C I; tal que

(40) IS 2a—al>e
aeF’

Enumere I, ou seja, escreva-o como I = {1, as,ag,- - }.

Aplicando (39) com {3} no lugar de F, vemos que I possui um subconjunto
finito F, o F’ produzido por (39), tal que a; € F} e vale (40) para F}. Por inducao,
suponha que existem subconjuntos finitos de I, F; C --- C F),, tais que, para todo
jdelan, a; € Fj evale (40) se substituirmos F; no lugar de F’. Aplicando entao
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(39) com F,, U {ay} no lugar de F, obtemos F,,11 finito, F,, C F,,11 C I, tal que
Qpt1 € Fry1 e vale (40) se substituirmos F' = Fj,11.

A unido de todos os F,, n € N, é igual a I, pois a,, € F,, para todo n. Pode-
mos entdo enumerar cada F,, e usar essas enumeragoes para definir uma sequéncia
(mp)nen € uma bijegao ¢ : N — I tal que, para cada n € N,

F, = {W(l)’ T 790(mn)}'
m
Claro que m,, — oo, pois I é infinito. A sequéncia s,, = Zm¢(j) nao converge
j=1

para x, pois a subsequéncia s/, = s, satisfaz ||s/, — z|| > € para todo n. O.

Proposicao 6.3. Se a familia {xq;a € I} € somdvel em um espago normado,
entio I' = {a € I; o, # 0} € enumerdvel.

Demonstragdo: Dado € > 0, seja F' C I finito tal que, para todo F’ finito com
F CF'C1I, temos || Z To — || < €. Se ap € F, entdo

acF’
ool = &= Y )~ (@ = S )l
a€F aceFU{ap}
<le-Szl+le— 3zl < 2,
a€EF aceFU{ap}

pois F' e FU{ap} contém F.

Para cada n € N, aplique o que fizemos no pardgrafo anterior a € = (2n)~!, cha-
mando de F}, o finito F' assim obtido. Concluimos entao que I possui subconjuntos
finitos Fy, Fy,- - tais que ||zo|| < 1/n se a € F,,. Logo,

(41) I, = {a € Ii|za| = 1/n}

é finito para todo n, pois esta contido em Fj,.
Isto prova que o conjunto I’ definido no enunciado é enumerdvel, pois é uniao
enumeravel de finitos, I’ = U, I,,. O

Proposicao 6.4. Seja {zy;a € I} uma familia em um espago normado X, seja
I'={ae€l;z, #0} esejax € X. Temos:

Zxazx = Zwazx.

acl acl’

Demonstragdo: Dado € > 0, se F' é um finito que faz o servigo exigido pela
Defini¢ao 6.1 para a soma da esquerda no enunciado desta proposicao, entao F'N I’
faz o servigo para a soma da direita. E se F' faz o servico para a da direita, faz
também para a da esquerda. O

Observagdo 6.5. O conteido das trés proposigoes precedentes pode ser resumido
na seguinte afirmagao. Uma familia em um espaco normado é somével se e somente
se (i) ela s6 é diferente de zero para um conjunto enumerédvel de indices e (ii)
enumerando esse conjunto de indices de qualquer maneira, as somas parciais dessa
familia formam uma sequéncia convergente, e o valor do limite nao depende de
como os indices sao enumerados.
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PROBLEMA 6.1. (a) Sejam X e Y espagos vetoriais normados e seja T : X — Y
uma aplicagao linear continua. Mostre que, se {z,;a € I'} é uma familia somével
em X, entdo {T'zy; 0 € I} é uma familia somdvel em Y e temos

ZTxa = T(Z Ta)-

acl acl

(b) Mostre que, se {zq;a € I} e {yo; @ € I} sdo familias soméveis em X, entdo,
para todo A € C, {4 + A\yo; @ € I} é somdvel e

Z(xa+)\ya) = Z To + /\Z Y-

acl acl acl

Provaremos em seguida que toda familia absolutamente somdvel em um espaco
de Banach é incondicionalmente somavel e que, em um espaco de Hilbert, toda
familia ortogonal cujas normas ao quadrado formem uma familia absolutamente
somavel é incondicionalmente somavel. Mais adiante, usaremos o segundo desses
resultados para provar que a primeira das equagoes em (49) define uma bijegao
entre H e as familias de niimeros complexos {c,;a € I} tais que a soma Z cal?

acl
seja finita.
Definigdo 6.6. Uma familia {x,;a € I} de elementos de um espago vetorial
normado X ¢é absolutamente somavel se

(42) sup{z |zall, F C I finito} < oo
acF

Proposigao 6.7. Toda familia absolutamente somdvel em um espaco de Banach é
somdvel (veja a Defini¢ao 6.1).

Demonstragio: Seja X um espago de Banach, e seja {z,;a € I} uma familia
absolutamente somdvel em X. Denotemos por a o supremo em (42). A hipdtese
a < oo implica que, para cada n, I, = {« € I;||z4|| > 1/n} é finito. Defina

Yn = § Lo
acl,

Provaremos em seguida que (¥, )nen é uma sequéncia de Cauchy e que seu limite é
a soma da familia dada.

Segue da definicao de supremo que, para cada € > 0, existe F. C I finito, tal
que, para todo F’ C I finito que contenha F., temos

a—e < Z lza]l < a.
acF’

E claro que podemos supor que F. C I’, onde I’ = {a € I;2, # 0} (jogue fora
os elementos de I, que nao pertencam a I’, que o que sobrar ainda fard o mesmo
servigo). Como I’ é a unido de todos os I,,’s, existe ng € N tal que F, C I,,,. Dali,
se m > n > ng, temos:

lyn —yml =1 > wall< D llzal

a€ln\In, a€l\In,

= Jzal = Y el <a—(a—e) =

acl,, a€l,



38 S. T. MELO

Isto prova que (y,) é de Cauchy. Como X é completo, existe y € X tal que
Yn — y. Provemos que
)= S

acl
Dado € > 0, seja ng o natural escolhido acima. Escolha entao N > ng tal que
llyn —y|| <e. Se F' C I é finito e contém Iy, entdo temos:

ly= > zall <lly—ynll+1I Y zall <et Y aall

aEF’ a€F\Ix a€F\Iy
=€+ Z lzall — Z |zl < €e+a—(a—e)=2e
aEF’ aEln
Isto prova o que querfamos (Iy é o finito F' requerido pela Defini¢cao 6.1 para o
positivo 2e). O

O supremo que aparece em (42) é também igual & soma da familia de reais
{||za|; @ € I}. E 0 que pego que provem no préximo problema.

PROBLEMA 6.2. Seja {t,;« € I} uma familia de reais nao negativos.
(a) Mostre que, se
sup{z to, F C I finito } < oo,
a€EF
entao a familia é somédvel e a soma é igual a esse supremo.
(b) Sejam {tn; @ € I} e {sq; a0 € I'} familias de reais tais que 0 < t,, < s, para todo
a € I. Mostre que, se {sq; @ € I} é somével, entdo {t,;« € I} também é somével

e temos
Z ta < Z Sa-

acl acl

Seja (an)neny uma sequéncia de nimeros reais. Um resultado muito conhecido,
devido a Riemann, afirma que, se

n
lirrln Z ay
k=1
existe e é finito e se
oo
(43) 3 o] = o
n=1

entdo [11, Teorema IV.23], para todo t € R, existe bijecio ¢ : N — N tal que

hyrln ’;aw(k) = t.

Pelo Problema 6.2-a, a condigao (43) é equivalente a dizer que a familia {a,;n €
N} néo é absolutamente somével. Ou seja, a condi¢ao necessiria para a somabili-
dade de familias enumerdveis dada na Proposigao 6.2 falha (de maneira surpreen-
dentemente dréstica) para séries convergentes reais que nao sejam absolutamente
convergentes. Isto é, uma familia enumeravel (logo, pelas Proposicoes 6.3 e 6.4,
qualquer familia) de nimeros reais é incondicionalmente somével (isto é, somével
no sentido da Defini¢do 6.1) se e somente se é absolutamente somével. E f4cil ver,
entdo, que o mesmo vale para familias em R™ ou C™ com as normas usuais (ou com
qualquer norma, mas isso depende da Proposicdo 7.3). Em espacos de dimensao
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infinita, entretanto, somabilidade incondicional nao é equivalente a somabilidade
absoluta — é o que peco que vocés mostrem no Problema 6.4. Isto explica o apa-
recimento do conceito, desnecessario em espacgos de dimensao finita, de familia
incondicionalmente soméavel em espagos vetoriais normados de dimensao infinita.

PROBLEMA 6.3. Mostre que, se um espago vetorial normado X é tal que, nele,
toda familia absolutamente somavel é soméavel, entao X é completo.

Sugestdes: Mostre que a afirmacdo do Problema 1.15 ainda vale se trocarmos 1/n
por 27™. Use o Problema 1.13. Use o truque da série telescépica:

n—1
Tp =21+ Z((Ej+1 — (Ej).
j=1

Nao é por coincidéncia que a proposigao anterior e a préxima tém demonstragoes
tao parecidas. Sao ambas casos particulares do Teorema 1.1 de [8, Segao 1.1.B], que
afirma que uma familia em um espaco de Banach é somavel se e somente se satisfaz
uma certa condicdo de Cauchy.

Proposicao 6.8. Seja H um espago de Hilbert e seja {xq;a € I} uma familia de
elementos de H, dois-a-dois ortogonais. Se

(44) sup{» _ ||zall*, F C I finito} < oo,
acF

entdo a familia dada é somdvel.

Demonstragdo: Denotemos por a o supremo em (44). A hipétese a < oo implica
que, para cada n, I,, = {a € I;||za||* > 1/n} é finito. Defina

Yn = Zmow

acl,

Provaremos em seguida que (¥, )nen ¢ uma sequéncia de Cauchy e que seu limite é
a soma da familia dada.

Segue da definicao de supremo que, para cada € > 0, existe F, C I finito, tal
que, para todo F” C I finito que contenha F,, temos

a—e< Y |lzal® < a

a€eF’

E claro que podemos supor que F, C I', onde I' = {a € I;24 # 0} (jogue fora
os elementos de F, que nao pertencam a I’, que o que sobrar ainda fard o mesmo
servigo). Como I” é a uniao de todos os I,,’s, existe ng € N tal que F, C I,,,. Dali,
se m > n > ng, usando que o0s x,’s sao dois-a-dois ortogonais, temos:

lyn —wml? =1 > zal®= 3 lzal’

aEIm\In ae]vn\ln
=D aal? =Y llzal® <a—(a—e) =«
aEIm 056171

Isto prova que (y,) é de Cauchy. Como H é completo, existe y € X tal que
Yn — y. Provemos que

(45) )= ra

acl
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Dado € > 0, seja ng o natural escolhido acima. Escolha entao N > ng tal que
lyn —y|| < e. Se F’ C I é finito e contém Iy, entdo temos:

ly = > wall® < (ly—ynll+ 1 D wal)?

acF’ a€F\In
<2y —ynlP 20 D wallP=2ly—wnlP+2 D Jal?
a€F\Iy a€F'\Iy
<242 Y fwal?P=2+2> [zal? =2 ) Jzal?
a€F'\In a€F’ a€lyn

<2 +a—(a—e)]=2(+¢).
Na segunda das desigualdades acima, usamos que
(46) (a+b)* <2(a® +b?)

para todos a e b reais ( (46) é verdadeira, pois equivale a (a — b)? > 0).
Provamos que, para todo € > 0, existe finito F = Iy C I tal que, se F/ C I é
finito e contém F', entao

(47) ly = > wall < V2( +o).
acF’
V2(€? + €) — 0, quando € — 0. Logo (47) prova (45), como querfamos. O

k

PROBLEMA 6.4. Para cada k € N, denote por e* a sequéncia e* = (6F),,en, 65 =0

sen#k, oF =1.
(a) Mostre que, para todo x = (2, )nen € £2,

X = E zkek.

{llﬂek; kGN}

é uma familia somével de 2 que ndo é absolutamente soméavel.

(b) Mostre que

Existéncia de conjunto ortonormal completo.

Definig8o 6.9. Um conjunto ortonormal completo ou maximal de um espago
vetorial com produto interno V' é um subconjunto ortonormal de V (veja a De-
fini¢ao 2.7), que nao estd contido em nenhum outro subconjunto ortonormal. Con-
juntos ortonormais mazximais sao também chamados bases hilbertianas.

Observagdo 6.10. Um subconjunto ortonormal 8 C V' é completo se e somente se
(48) (z,y) = 0 para todo = € ‘B — y = 0.

De fato, se um y ortogonal a todo elemento de 9B for diferente de zero, BU{y/||y||}
serd um conjunto ortonormal completo contendo B propriamente, e portanto B
nao serd maximal. Reciprocamente, se 8 nao for maximal, entdo qualquer y ¢ B
que pertenca a um conjunto ortonormal completo que contenha propriamente B
satisfard a afirmagao no lado esquerdo de (48), mas nao a do lado direito.

Vamos provar que todo espago vetorial com produto interno possui um subcon-
junto ortonormal completo usando o Lema de Zorn. Para chegarmos ao enunciado
desse lema, diversas definicbes sao necessérias.
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Definig&o 6.11. Seja X um conjunto. Uma ordem parcial em X € um subconjunto
R C X x X tal que
(1) (z,x) € R para todo © € X,
(i7) Se (z,y) € R e (y,2) € R, entdo (z,z) € R,
(i7i) Se (z,y) € R e (y,x) € R, entdo x =y.

Denota-se (x,y) € R por x < y. Um abuso de notagao muito conveniente
€ chamar-se o proprio simbolo < de ordem parcial. Um conjunto parcialmente
ordenado (X, <) € um conjunto munido de uma ordem parcial <.

Exemplo 6.12. (R, <) e (R,>) s@o conjuntos parcialmente ordenados. Se S é um
conjunto e P(S) é o conjunto dos subconjuntos de S, entao (P(S5),C) e (P(5),2D)
sao conjuntos parcialmente ordenados.

Se (X, <) é um conjunto parcialmente ordenado, entdo todo subconjunto Y de
X pode ser parcialmente ordenado simplesmente decretando-se que £ < y em Y se
e somente se x e y pertencem a Y e x < y em X. Esta é chamada a ordem parcial
induzida em Y. Mais precisamente, se R C X x X é uma ordem parcial em X e
Y C X, a ordem parcial induzida em Y por Ré RN (Y xY).

Definigdo 6.13. Um conjunto totalmente ordenado é um conjunto parcialmente
ordenado (X, <) tal que, se x ey pertencem a X, entdo ou z <y ouy < x. Um
subconjunto de um conjunto parcialmente ordenado € totalmente ordenado se torna-
se um congunto totalmente ordenado quando munido da ordem parcial induzida.

Exemplo 6.14. (R, <) e (R,>) sdo totalmente ordenados. Se S tem pelo menos
dois elementos, (P(5),C) e (P(S), D) nao sdo totalmente ordenados. {[0,a);a > 0}

y =

¢ um subconjunto totalmente ordenado de P(R) munido de C ou de D.

Definig8o 6.15. Seja (X, <) um conjunto parcialmente ordenado. Um elemento
m € X € maximal se m < x implica que x = m.

Definig8o 6.16. Sejam (X, <) um conjunto parcialmente ordenado e Y C X. Um
elemento m € X € uma cota superior de' Y em X se x < m para todo x € Y.

Segue imediatamente das definicbes que, se m é uma cota superior do espaco
todo, entao m é maximal.

Exemplo 6.17. (R, <) e (R, >) néo possuem elementos maximais. S é um elemento
maximal em (P(S),C). @ é maximal em (P(S),2). {0} é uma cota superior de
{[0,a);a > 0} em (P(R),D) que nao pertence a {[0,a);a > 0}. {[0,a);a > 0} nao
possui cota superior em (P(R), C).

O seguinte teorema decorre de e implica o axioma da escolha [4, Theorem I1.2.1].

Teorema 6.18. (Lema de Zorn) Seja (X, <) um conjunto parcialmente ordenado.
Se todo subconjunto totalmente ordenado de X possui cota superior em X, entdo
X possui um elemento maximal.

Corolario 6.19. Seja (X, <) um conjunto parcialmente ordenado. Se todo subcon-
junto totalmente ordenado de X possui cota superior em X, entao todo subconjunto
totalmente ordenado de X possui uma cota superior em X que € um elemento ma-
zimal de X.

Demonstragdo: Dado Y C X um subconjunto totalmente ordenado de X, apli-
que o Teorema 6.18 ao conjunto Z = {x € X;x é cota superior de Y} munido da
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ordem parcial induzida. E fécil ver que um elemento maximal de Z é também um
elemento maximal de X que, por definicao de Z, é cota superior de Y. O

Teorema 6.20. (Existéncia de bases hilbertianas) Seja V um espacgo veto-
rial com produto interno. Para todo subconjunto ortonormal B C V, existe um
conjunto ortonormal completo B que contém B.

Demonstragdo: Seja X o conjunto de todos os conjuntos ortonormais de V'
ordenado pela inclusao. Qualquer subconjunto totalmente ordenado de X possui
cota superior (a unido de todos membros do tal subconjunto). A afirmacdo que
queremos provar decorre entdo do Corolario 6.19. O

Bases hilbertianas sao “bases”.

A razao pela qual conjuntos ortonormais completos em espagos de Hilbert sao
chamados de bases hilbertianas é dada pelo teorema seguinte, que, a propdsito, nao
implica que todo conjunto ortonormal completo seja uma base algébrica no sentido
da Algebra Linear.

Teorema 6.21. Seja H um espago de Hilbert e seja {xq;a0 € I} um conjunto
ortonormal completo. Para todo y € H, temos

(49) y=> (Ta:m)ra e |yl> = [{@a, )]

acl acl

Demonstragdo: Dado y € H, segue da desigualdade de Bessel (Corolario 2.9)
que, para todo F' C [ finito,

(50) > Kz < llyl>.
ack

Logo, F,, = {a € I} |{xa,y)| > 1/n} é finito para todo n. Logo

I'=|J Fp={a€Ii(za,y) # 0}

n=1
é enumerdvel. Seja ¢ : N — I’ uma bijecao. Provemos que

m

(51) Jim y, =y, para yp = Z}Wu)’ Y)Te(s)-
pm

A sequéncia de numeros reais

tn = Z |<Itp(j)7 y>|2

j=1
é ndo decrescente (6bvio) e limitada (gragas a (50)). Logo é de Cauchy. Como os
Zo's s80 mutuamente ortogonais (veja a demonstragao do Teorema 2.8) temos
n
lyn = ymll® = 1| Y (@oy Wi
Jj=m+1
n
= Z |<xcp(j)»y>|2 =tn —tm = [tn — tml,

j=m+1

para todo n > m. Logo (Ym)men é uma sequéncia de Cauchy.
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Como H é completo, existe y € H tal que y,,, — y. Provemos que y = y. Para
tanto, como {x,;« € I} é completo, basta provar que (z,,9) = (zq,y) para todo
a € 1 (dai, (z4,5 —y) = 0 para todo « € I, logo y = g, pela Observagao 6.10).

Segue da continuidade do produto interno (veja o Problema 2.3-a ou aplique a
desigualdade de Cauchy-Schwarz), que, para todo a € I, (z4,9) = 1i7¥)n<xa, Ym)- Se
a & I', segue direto das definigoes que (24, ym) = 0 = (z4,y) para todo m, logo
(Ta, ) = (Ta, ).

Se aw € I, seja entdo mg € N tal que a = ¢(my). Usando a ortonormalidade de
{Zq; @ € T}, obtemos que

(T (mo)s ¥), se m < mg
<xa7 Yy — ym> =
<xg0(m0)a y> - <xcp(mo)7y> =0, se m > mg
Logo, lim,,(za,y — Yym) = 0 e, portanto, (z4,q) = lim,, (T, Ym) = (Ta,y). Isto
prova (51). A primeira das duas igualdades no enunciado do teorema segue entao
das trés proposi¢oes do comego desta aula (veja a Observagao 6.5).

PROBLEMA 6.5. Generalize (15) para conjuntos ortonormais infinitos em espagos
completos. Ou seja, mostre que, dados S = {z4;a € I} um conjunto ortonormal
em um espago de Hilbert H e x € H, temos:

2] = D Hea, @) + lle = D (zas 2)zall®.

acl acl

PROBLEMA 6.6. Seja S = {xy;a € I} um conjunto ortonormal em um espaco de
Hilbert H. Seja M o menor subespaco fechado de H contendo S, seja P a projecao
ortogonal de H em M. Mostre que, para todo y € H,

Py = Z<xaay>xa © ||Py||2 = Z |<xa,y>|2.
ael ael

A reciproca abaixo do Teorema 6.21 é consequéncia da Proposigao 6.8.

Teorema 6.22. Sejam H um espaco de Hilbert e {zy;a € I} um conjunto orto-
normal completo de H. Para cada familia de nimeros complexos {cqo;a € T} tal
que

(52) Z lcal® < oo,
acl
existe um unico y € H tal que (Tq,y) = co para todo a € I. Consequentemente,

(53) y= cata ¢ [yl = leal

acl acl

Demonstragdo: A hipétese (52) e [|zq| = 1 para todo a € I implicam que a
familia {cozq; @ € I} satisfaz a hipdtese da Proposigao 6.8. Logo, existe y € H
satisfazendo a primeira das igualdades em (53).

Para cada § € I, segue do Problema 6.1 (aplicado a T' = (x| ) que

<$ﬂ7y> = <x,6’7 anxa> = an<mﬁyxa> = CB-
acl ael

Logo, este é o y cuja existéncia querfamos demonstrar. A unicidade decorre da
completude de {z,;a € I}. A segunda igualdade em (53) decorre da segunda
igualdade em (49). O
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Se V' é um espago vetorial de dimensao finita n e se {vy, - ,v,} é uma base
de V, entao V' é igual ao conjunto de todas as combinacoes lineares dos v;’s. Se o
espago for munido de um produto interno (-,-) e a base for ortonormal, entao

(54) lvl* = ZI(%UHQ-

Os Teoremas 6.21 e 6.22 sao generalizagoes destas afirmagoes para espagos de Hil-
bert de dimensao infinita. Mas para podermos generalizar (54), tivemos de mudar
as defini¢oes: no lugar de uma base, pusemos um conjunto ortonormal completo e,
no lugar de combinagoes lineares (que sdo sempre finitas, por defini¢do), pusemos
somas de familias incondicionalmente soméveis. As novas definigoes sao equivalen-
tes as antigas no caso de espagos de dimensao finita.

A definicao de base da Algebra Linear se aplica também para espacos de dimensao
infinita: uma base é um conjunto linearmente independente tal que todo elemento
do espago seja combinagao linear de membros desse conjunto. E prudente chamar
essas bases de bases algébricas, para evitar confusao com as bases hilbertianas.
Pode-se demonstrar que todo espaco vetorial tem uma base algébrica usando o
Lema de Zorn. Isso é muito parecido com o Teorema 6.20, vale a pena pensar nisso
se vocé nunca viu antes. Entretanto, diferentemente do caso de dimensao finita,
se o espago é munido de produto interno, nem sempre existe uma base (algébrica)
ortonormal. Se a base (algébrica) for enumerdvel, o processo de ortonormalizacao de
Gram-Schmidt (veja o Exemplo 6.32) garante a existéncia de uma base (algébrica)
ortonormal. Mas um espaco de Hilbert nunca tem uma base algébrica infinita
enumeravel, veremos isso na préxima segao.

Essa estratégia, de mudar as definigoes para permitir a generalizagao dos teo-
remas da Algebra Linear para espacos de dimensao infinita, é usada também em
teoria espectral. Em dimensao infinita, ndo s6 nao é verdade que todo operador
autoadjunto sempre possua uma base (algébrica) ortonormal de autovetores: nem
sequer uma base hilbertiana de autovetores eles possuem, em geral (os autoadjun-
tos compactos possuem, vamos ver isso mais tarde). Uma outra afirmacao, em que
se trocam as combinacoes lineares de projecoes da Algebra Linear por integrais
de familias de projecbes, é verdadeira para quaisquer operadores auto-adjuntos
em espagos de Hilbert complexos, até mesmo para os densamente definidos nao-
limitados. No caso de espagos de dimensao finita o novo “teorema espectral” é
equivalente a afirmacao de que todo operador autoadjunto possui uma base orto-
normal de autovetores.

Definig8o 6.23. Seja X um espago vetorial e seja {xq;a € I} uma familia de
elementos de X. Denotamos por [xq;a € I] o subespago gerado por esta famdlia.
Isto €, x € [x4; a0 € I] se e somente se existem F C T finito e {c, € C;ax € F} tais
que

T = E Calq.

aEF

Teorema 6.24. Sejam H um espago de Hilbert e {xy;a € I} um conjunto orto-
normal em H. [zq; 0 € I] € denso em H se e somente se {xqo;a € I} é completo.
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Demonstragdo: Se {x,;a € I} é completo, segue do Teorema 6.21 que todo
y € H se escreve como

y = anxa, onde ¢o = (Ta,Y).
ael

Segue das Proposigoes 6.2, 6.3 e 6.4 que
{O[ S I;Ca 7& 0} = {04170427"'}

m—r oo

m
y = lim y,, onde y, = Z Co; Ty -
j=1

Isto prova que todo elemento de H é limite de uma sequéncia (y,,) em [zq;a € I].
Prova até mais que isso: a sequéncia ¢é tal que o escalar que multiplica cada x, nao
depende de m.

Reciprocamente, suponha que [z,;a € I] é denso em H. Se y € H é tal

que (xa,y> = 0 para todo a € I, entao y pertence ao complemento ortogonal
de [z4;a € I], que é nulo, pelo Problema 4.1-d. Logo, {z4; a € I} é completo, pela
Observagao 6.10. O

Para um espaco vetorial com produto interno que nao seja necessariamente com-
pleto, vale o “somente se” do Teorema 6.24, mas pode nao valer o o “se”. Veja o
Problema e a Observagao seguintes.

PROBLEMA 6.7. (a) Sejam X um espago vetorial normado, D um subespago denso
de X, e Dy um subespago de D. Mostre que Dy é denso em D se e somente se Dy
é denso em X

(b) Seja V' um espaco vetorial com produto interno e seja {x4;a € I} um conjunto
ortonormal em V tal que [z,;a € I] é denso em V. Mostre que {z4;a € I} é
completo

Observagdo 6.25. E possivel dar um exemplo [1] de um espago vetorial com pro-
duto interno (ndo-completo) onde existe um conjunto ortonormal completo que nao
gera um subespago denso.

PROBLEMA 6.8. Seja {ef;k € N} o conjunto ortonormal de ¢? introduzido no
Problema 6.4. Dado x = (2 )nen € 2, defina, para cada m € N, x™ = (27),,¢n,
onde ™ =z, se n < m e ™ =0 se n > m. Mostre que x™ — x em {.

Exemplo 6.26. Usando a notagao e a afirmacao do Problema 6.8, vemos que x™ €
[e*;k € N] e, logo, que [e*;k € N] é denso em ¢2. Se a gente usa que £2 é completo
(foi o que afirmamos sem provar no Exemplo 3.8), segue entdo do Teorema 6.24 que
{e*:;k € N} é um conjunto ortonormal completo de £2.

Mas néo é preciso sabermos de antemao que ¢2 é completo para podermos usar
o Teorema 6.24. Mostramos logo em seguida que os Teoremas 6.21, 6.22 e 6.24 na
verdade implicam que ¢2 é completo, se a gente usar que todo espaco vetorial com
produto interno possui um completamento. Esta, com certeza, nao é a maneira
mais fécil de se provar que £ é completo, ou que o espago £2(S) introduzido no
Exemplo 6.27 é completo. Um argumento mais simples e direto é dado no Exemplo
H.6 de [8, Secao 1.5]. Incluo aqui esta discussdo com o propésito de realcar o
significado dos Teoremas 6.21 e 6.22.
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Seja £2 o completamento de 2 (que a principio poderia ser maior que £2). Vimos
acima que [e¥;k € N] é denso em (2. Logo, pelo Problema 6.7-a, [e*;k € N|
6 também denso em ¢2. Logo, pelo Teorema 6.24, {eF;k € N} é um conjunto
ortonormal completo de ¢2. Isto prova que existe um espaco de Hilbert possuindo
um conjunto ortonormal completo infinito e enumeravel.

Seja entdao H um espaco de Hilbert possuindo um conjunto ortonormal completo

{vi;k € N}. Para cada x = (z,)nen € €2, seja
Tx = Z TLVE.
keN

Pelo Teorema 6.22, a equacio acima define uma aplicacdo T : /2 — H. A segunda
das igualdades em (53) mostra que T preserva a norma (e portanto é injetora).
Segue do Teorema 6.21 que T é sobrejetora. Dados A € C, x = (z,)nen € %
Y = (Yn)nen € €2, segue do Problema 6.1-b que

T(x+Ay) = D (x + Ayp) Vi

keN
= Zl’kvk + AZ yrve = Tx+ ATy.
keN keN

Logo T é uma bijecao linear que preserva norma. Em particular, £2 é completo, ja
que H o é.

Exemplo 6.27. Dado um conjunto S, seja £2(S) o conjunto de todas as fungoes de
S em C, denotadas por (z4)acs, tais que {|z,]%; o € S} é somdvel. Assim, o que
antes haviamos chamado de £? pode agora ser denotado por £2(N).

Para todo o € I, e para todo A € C, temos (veja (46)) que |z, + Aya|? <
2(|za|? + |M?|yal?). Segue entdo do Problema 6.2-b (aplicado a to = |4 + AYa|?
e 5o = 2(|7al? + [M?|yal?) e do Problema 6.1-b que, para todos A € C e (24)acs
e (Ya)acs pertencentes a £2(S), (o + A\Ja)acs também pertence a £2(S). Isto é
£2(S), munido das operagdes ébvias, é um espago vetorial.

Usando que |74 [ya] < (|7a]? + |yal?)/2 (veja (46)), segue do Problema 6.2-b
que, para todos (T4)acs € (Ya)acs Pertencentes a £2(S), {ZTaya; € I} é uma
familia de niimeros complexos absolutamente somével. Dai é facil verificar, usando
diversas de nossas afirmagoes anteriores sobre somas infinitas, que

< (1:()1)(!657 (y(x)oz65> = Z TalYa

a€esS

é um produto interno em £2(9).
Para cada 3 € 9, seja e’ € ¢2(S) dado por

e’ = (02)aes, 00=0 se a#p, 6? =1.

E fécil ver que {€?;3 € S} é um conjunto ortonormal de ¢2(S). Defina ¢2(S) =
[e?; B € 9], isto é, um elemento (z4)acs de £2(S) pertence a £2(S) se e somente se
{a € Iz, # 0} é finito.

Segue do Problema 6.7-a e do Teorema 6.24 que {e”;3 € S} é um conjunto
ortonormal completo do completamento de £2(S). Isto prova que, dado qualquer
conjunto S, existe um espago de Hilbert Hg que possui um conjunto ortonormal
completo indexado por S. Argumentando tal como fizemos para o caso S = N,
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pode-se usar os Teoremas 6.21 e 6.22 para construir uma bijecao linear isométrica
T : ¢?(S) — Hg. Isto prova que £?(S) é um espaco de Hilbert.

Acabamos de provar, em particular, que, dado qualquer conjunto S, existe um
espago de Hilbert possuindo um conjunto ortonormal completo com a cardinalidade
de S. Vemos a seguir que todos os conjuntos ortonormais completos de um dado
espaco de Hilbert tém a mesma cardinalidade e que esse cardinal classifica todos os
espacos de Hilbert a menos de isomorfismos. Nas aplicagoes a problemas de andlise
classica, especialmente os de equacgoes diferenciais parciais, sé se usam espacos de
Hilbert que possuem conjuntos ortonormais completos enumeraveis, os chamados
espacos de Hilbert separaveis. Espacgos de Hilbert possuindo conjuntos ortonormais
nao enumeraveis aparecem em aplicacoes mais abstratas da Analise Funcional, como
por exemplo na teoria de C*-dlgebras. Apesar disso, hd quem argumente que nao se
perderia muita coisa se esses espacos de Hilbert grandes demais (0s ndo separdveis)
fossem totalmente ignorados.

PROBLEMA 6.9. Seja S um conjunto e, para cada o € 5, seja H, um espaco de
Hilbert. Usando os mesmos simbolos || - || e (-, ) para denotar a norma e o produto
interno de cada H,, defina

H = {(za)aecs; Ta € Hy e Z ||$a||2 < 00}
a€es
Mostre que
(@), 1)) = 3 (@asva)
a€EsS
é um produto interno em H e que, munido dele, H é um espacgo de Hilbert.

O espago H construido no Problema 6.9 é chamado de soma direta da familia
{Hq;a € S}. Isto se denota por

H = @Ha.

a€eS

Esta construcao é importante para se demonstrar que toda C*-dlgebra é isomorfa 19
a uma subdlgebra (fechada e invariante pela involuc¢ao) de L(H) para algum espago
de Hilbert H. Esse H é construido como uma soma direta infinita, possivelmente
nao enumeravel, de espagos de Hilbert.

Pode-se também definir soma direta infinita de espacos de Banach. Mas ai,
diferentemente do caso da soma direta de espacos de Hilbert, nao ha uma ma-
neira canénica de se definir uma norma. Uma dessas maneiras é descrita no Pro-
blema 6.10. Outra diferenga para o caso de espagos de Hilbert é que nao se pode
usar “bases” para ajudar na demonstragao de que o espago é completo.

PROBLEMA 6.10. Seja S um conjunto e, para cada a € 5, seja X, um espago de
Banach. Defina

X ={(Ta)acs; Ta € Xo € Z [zall < oo}
aEsS

Il = D llzal

acsS

Mostre que

10Este ¢ 0 Teorema de Gelfand-Naimark-Segal, dado na disciplina Algebra de Operadores.
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é uma norma em X, e que X munido dela é um espaco de Banach.
Sugestao: Resolva primeiro o caso S = N e X, = C para todo a.

Vamos usar sem demonstrar uma versao do Teorema de Stone-Weierstrass. Antes
de enuncia-lo, talvez convenha introduzir alguns conceitos mais gerais.

Definig&o 6.28. Uma dlgebra de Banach é um espago de Banach A munido de
uma multiplicagdo que o torna também uma dlgebra (veja a Defini¢do 5.6). Além
disso, a multiplicacao da dlgebra e a norma estao relacionados pela desigualdade

l[adl| < [lall{|b]l,
vdlida para todos a e b em A.

Exemplo 6.29. O espago de Banach (Cla,b], || - |leo) (veja os Exemplos 2.4, 2.18
e 3.7), munido da multiplicacdo ponto-a-ponto, é uma algebra de Banach. Se X é
um espaco de Banach, £(X) é um dlgebra de Banach (veja (36) e o Problema 3.8).

O Teorema de Stone Weierstrass dd uma condicao suficiente para que subdalgebras
de Cla,b], ou de outras dlgebras de Banach, sejam densas. O Teorema 6.30, que
apenas enunciamos, decorre de [14, Theorem IV.10], que trata do caso de C'(X), X
um espago topoldgico de Hausdorff compacto. Generalizagdes para certas classes
dlgebras de Banach (que contém C(X)) se encontram em [2, Chapter 11].

Teorema 6.30. Seja A uma subdlgebra de Cla,b] (isto é, A é um subespago de
Cla,b] tal que, se f e g pertencem a A, entio fg € A) tal que:

(i) A contém as fungdes constantes.

(ii) Se f € A, entio f € A.

(i9i) A separa pontos (isto é, dados pontos distintos x e y em [a,b], existe f € A
tal que f(z) £ f(1))-

Entao A é densa em Cla,b], munido da norma || - ||eo

Exemplo 6.31. (Séries de Fourier) Para cada k € Z, defina

L ke
er(9) Wer e,
E facil ver que {ey; k € Z} é um conjunto ortonormal de L?[—,7].

De e - e; = exq; € € = e_y, decorre que A = [eg; k € Z] é uma subdlgebra de
C[—m,n] invariante pelo complexo conjugado. A contém as constantes, pois ey é
uma fungdo constante diferente de zero. A separa pontos pois {e; } separa pontos.
Logo A é densa em (C[—m,+7],]| - |loo), pelo Teorema 6.30.

Dada f € C[—m,+7], seja f, uma sequéncia em A que convirja para f com

a norma | - [loc. Como [|fll2 < V2| fllsc para toda f € Cl-m,+n], vem que
If = fall2 < V27| f — fulloo Para todo n, e dai f,, — f também com respeito &
norma || - ||2. Isto é, A é denso também em (C[—m,+7],| - [|2)-

Mas C[—m,+n] é denso em L2[—m, +7] (veja a pdgina 23). Segue entdo do
Problema 6.7-a que A = [ex; k € Z] é denso em L*[—m,+7|. Segue entdao do

Teorema 6.24 que {ex; k € Z} é um conjunto ortonormal completo de L%[—7, +].
Daf segue do Teorema 6.21 que, se f € C[—m,+n], entdo sua série de Fourier
converge para f na norma || - ||z, isto é,

4+

= o

Jim [|f — Z fiesla=0, f;=

j=—N
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Este é um resultado cujo enunciado nao depende de conceitos abstratos de andlise
funcional, mas apenas do calculo diferencial e integral cldssico. Ilustra portanto a
forca da técnica. A busca de teoremas demonstrando a convergéncia, em diversos
sentidos, das séries de Fourier tiveram uma importancia central no desenvolvimento
da andlise, e de suas aplicagoes, nos ultimos dois séculos.

Exemplo 6.32. Defina f,, € C[-1,1], n = 0,1,---, por f,(z) = ™. Para cada n
aplique o processo de ortonormalizacao de Gram-Schmidt, com respeito ao produto
interno usual de L?[—1,+1], ao conjunto linearmente independente {fo, -, fn}.
Chame a sequéncia assim obtida de pg,p1,--- (estes sdo os polindmios de Legendre,
lteis na solucao de certos problemas de valor de fronteira da fisica-matematica
cldssica).

[fo, f1,-++] é o conjunto de todos os polinémios com coeficientes complexos.
Pelo Teorema 6.30, entdo, [fo, f1, -] é denso em (C[—1,+1],| - ||co) (este caso
particular do Teorema 6.30 é conhecido como o Teorema de Weierstrass). O pro-
cesso de Gram-Schimdt é tal que, para todo n, [po,- - ,pn] = [fo, -+, fn]. Logo
[P, D1, -] = [fo, f1,- -], que é denso em (C[—1,+1],] - [loo). Argumentando como
no Exemplo 6.31, segue que [pg, p1,- -] é denso em (C[—1,+1], ] - ||2), logo é denso
também em L?[—1,+1]. Segue entdo do Teorema 6.21 que {pg, p1,---} é um con-
junto ortonormal completo de L?[—1, +1].

PROBLEMA 6.11. (a) Para cadan € N, defina g,, € C[0, 1] por g,,(z) = v/2sin(n7z).
Mostre que {gm;n € N} é um conjunto ortonormal completo de L?[0, 1].
(b) Para cada n € N e para cada k € Z, defina g, € C.(R) por
sin(nmz), sex € [k, k+1]
Ink =
0, se x & [k, k+ 1]
Mostre que {gnx; n € N,k € Z} é um conjunto ortonormal completo de L?(R).

Operadores Unitarios. Dimensao Hilbertiana.

Definig&o 6.33. Sejam Hy e Hs espacos de Hilbert. Um operador unitario de H;
em Hs é uma bijecao linear U : Hy — Hsy tal que (Uzx,Uy) = (x,y), para todos x
ey em Hyi. Dois espacos de Hilbert sao isomorfos se existe um operador unitdrio
entre eles.

E facil ver que um operador unitario é automaticamente continuo e preserva a
norma.

Proposicao 6.34. Uma bijecao linear entre espagos de Hilbert é um operador u-
nitdrio se e somente se U é continua e U~! = U*.

Demonstragdo: Valendo qualquer uma das duas afirmagoes que queremos provar
que sao equivalentes, U é uma bijecao linear continua inversivel. Faz sentido entao
a seguinte série de afirmagoes, que ademais sao claramente verdadeiras:

(Va, Yy, (Uz,Uy) = (z,y)) < (Va,Yy, (U Uz,y) = (z,y))

— (V2,U Uz =2) < U'U=1 «— U '=U"

como queriamos. O
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Observagio 6.35. Sé supusemos que U era continua, no enunciado da Proposigao
anterior, para que fizesse sentido falar em U*. A 5% questdo da primeira prova
mostra que a mera existéncia de uma aplicagdo (ndo necessariamente linear, a
principio) que faca o papel do adjunto de U implica que U é continua e seu adjunto
é linear (isto decorre do teorema do grafico fechado). Esta afirmacao vale também
em uma categoria mais geral que os espagos de Hilbert, os chamados mddulos de
Hilbert [17, Lemma 15.2.3].

Exemplo 6.36. Seja U : £2 — (2 definido por U(xy, w2, 23,+-) = (0,21, 72, -+ ).
Embora U*U seja igual a identidade, U nao é um operador unitario, pois nao é
inversivel. U preserva o produto interno, isto é, satisfaz (Ux,Uy) = (x,y), para
todos x e y em 2. A demonstracio da Proposicdo 6.34 mostra entao que U*U = I.
Este exemplo mostra que nem sempre a igualdade U*U = I equivale a U ser
unitario. Isso vale se soubermos de antemao que U é inversivel, como foi o caso na
demonstracao da Proposicao 6.34.

Segue da identidade de polarizagao que um operador linear entre espagos de
Hilbert U preserva o produto interno se e somente se preserva a norma. Um tal
operador é chamado de isometria. Atencao: esta definicdo nao é universal. Ha
quem s6 chame de isometria as aplicagoes sobrejetoras que preservam a norma,
vejam por exemplo [12]. Mais geralmente, temos:

Definic&o 6.37. Sejam Hy e Hs espacos de Hilbert. Um operador linear continuo
U : Hy — Hy é uma isometria parcial se ||Uz|| = ||z|| para todo x no complemento
ortogonal do nicleo de U.

O objetivo dos quatro problemas seguintes é dar uma caracterizagao algébrica
das isometrias parciais.

PROBLEMA 6.12. Seja H um espaco de Hilbert e seja T' um operador linear continuo
de H em si préprio. Mostre que o complemento ortogonal da imagem de T' é igual
ao nucleo de T*.

PROBLEMA 6.13. Seja X um espago vetorial normado e seja P um operador linear
continuo de X em si préprio tal que P? = P.

(a) Mostre que todo y na imagem de P satisfaz Py = y.

(b) Mostre que a imagem de P é fechada.

Dica: Calcule P dos dois lados de 1171111 Pz, =1y

PROBLEMA 6.14. Seja H um espaco de Hilbert e seja P : H — H uma trans-
formacao linear continua.

(a) Mostre que, se P é uma projegio ortogonal (este termo foi definido na pagina 29)
sobre algum subespaco fechado de H, entdo P = P2 = P*.

(b) Mostre que, se P = P2 = P*, entdo P é a projecao ortogonal sobre sua imagem.
Dica: Use os Problemas 6.12 e 6.13.

PROBLEMA 6.15. Seja U uma transformagao linear continua entre espacos de Hil-
bert. Mostre que as seguintes condicoes sao equivalentes:

(i) U é uma isometria parcial.

(if) U*U é uma projecao ortogonal.

(iil) U = UU*U.
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Se o espago de Hilbert for complexo, as trés condigdes acima sao também equi-
valentes a UU™* ser uma projecao ortogonal [13, Theorem 2.3.3]. Isso usa o cdlculo
funcional continuo.

Proposigao 6.38. Secjam Hi e Hs espagos de Hilbert e seja U : Hy — Hs uma
transformagao linear continua. Sdo equivalentes:

(i) U € um operador unitdrio.

(#9) Hy possui um conjunto ortonormal completo {xqy;c € I} tal que {Uxq;a € I}
€ um conjunto ortonormal completo de H.

(#i1) Para todo conjunto ortonormal completo {xy;a € I} de Hy, {Uxy;0 € I} €
um conjunto ortonormal completo de Hs.

Além disso, se Hy e Hy possuem conjuntos ortonormais completos indexados por
um mesmo conjunto de indices, {xqo; 0 € I} e {ya;a € I}, respectivamente, entdo
existe um unico operador continuo U : Hy — Hy tal que U(xy) = yo para todo
a €, eeste U € unitdrio.

Demonstracédo:

1 ((i)=(ii)): Seja U : Hy — Hy um operador unitario e seja {xo;a € I}
um conjunto ortonormal completo de H;. E fécil ver que {Uzq;a € T} é um
conjunto ortonormal de Hs. Provemos que é completo. Seja y € Hy tal que
(y,Uzy) para todo oo € I. Como U é sobrejetora, existe € Hy tal que y = Ux.
Logo, (Uz,Uxy) = (x,24) = 0 para todo a € I. Como {z,;a € I} é completo,
x =0, logo y = 0, como queriamos.

2 ((ii))=(@1)): Sejam U : H; — Hy uma aplicacdo linear continua e {x,;a € I'}
um conjunto ortonormal completo de H; tal que {Uz,;a € I} é um conjunto
ortonormal completo de Hy. Pelo Teorema 6.21, todo x € H; se escreve como

T = anxm Co = (Tqa, ).
ael
Segue da continuidade de U e do Problema 6.1-a que
Ux = Z caUzqy.
acl
Dai decorre, usando os Teoremas 6.21 e 6.22, que

Wzl = [ leal? = ll].

acl

Isto é, U preserva a norma, logo o produto interno, pela identidade de polarizacao.
U preservar a norma também implica que tem imagem fechada. Por outro lado, a
imagem de U contém [Uz,; « € I], que é denso. Logo U é uma bije¢do que preserva
o produto interno, isto é, U é um operador unitario.

3 ( (iii)=(ii) ): Obvio.

Por fim, se {xq;a € I} e {ya; € I} s80 conjuntos ortonormais completos de
Hy e Hs, respectivamente, os Teoremas 6.21 e 6.22 implicam que

U(Z Caxa) = anym Z |Ca‘2 < o0,
ael acl acl

define uma bijegao linear U : H; — Hs que preserva a norma, logo um operador
unitério tal que U(zy) = yo para todo « € I. A unicidade de uma tal transformacgao
linear continua decorre da densidade de [z4;a € I] em Hj. O
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A hipétese de U ser continua é indispensédvel para que (ii) implique (i) na Pro-
posicao 6.38, veja o Problema 7.1.

Definic&o 6.39. Um espagco métrico € separavel se possui subconjunto enumerdvel
denso.

Proposicao 6.40. Um espago de Hilbert é separdvel se e somente se possui um
conjunto ortonormal completo enumerdvel.

Demonstragdo: Vamos usar que, se S é um subconjunto enumerédvel de um
espago vetorial V, e se S contém algum elemento ndo-nulo, entdo S possui um
subconjunto linearmente independente S’ que gera o mesmo subespago que S, isto é,
[S] = [S']. Esta é uma afirmagao puramente algébrica, que se demonstra facilmente
por indugao.

Seja H um espago de Hilbert separavel e seja D um subconjunto enumeravel
denso de H. Extraia de D um subconjunto linearmente independente B tal que
[B] = [D]. Como B C D, B é enumerdvel. Aplicando o processo de ortonor-
malizagdo de Gram-Schmidt a B (veja o Exemplo 6.32), obtemos um conjunto
ortonormal (enumerédvel) B’ tal que [B’] = [B]. Como D C [D]=[B]=[B']e D é
denso em H, vem que B’ é um conjunto ortonormal e¢ [B’] é denso. Logo, B’ é um
conjunto ortonormal completo (enumerdvel), pelo Teorema 6.24.

Seja agora H um espago de Hilbert que possua um conjunto ortonormal completo
enumeravel. Se a dimensao de H for finita e, digamos, igual a n, entao o conjunto de
todas as combinagoes lineares de de uma base com coeficientes em Q+iQ é denso em
H, e este é um conjunto com a cardinalidade de Q2", logo enumerdvel. Suponha,
por fim, que H possua um sistema ortonormal completo infinito e enumeravel,
B = {vy,vq,---}. Entéo

18] = Jlor,--- vl

é denso em H, pelo Teorema 6.24. Para cadan € N, [v, -+, v,] possui um subcon-
junto enumerédvel denso D,,: o conjunto das combinagdes lineares de {vq, - ,v,}
com coeficientes em Q+4Q. A unido de todos os D,,’s é, portanto, um subconjunto
enumerdvel denso de H (pois é denso em [B], que é denso em H). o

A Proposi¢ao anterior, no caso em que o espago tem dimensao infinita, é um
caso particular do seguinte teorema, que implica que a dimensdao hilbertiana esta
bem definida (veja a Defini¢ao 6.43).

Teorema 6.41. Seja H um espago de Hilbert de dimensdo infinita. H possui um
congunto ortonormal completo indexado por um conjunto S se e somente se

(1) H possui um subconjunto denso com a mesma cardinalidade de S e

(#4) Nenhum subconjunto de H com cardinalidade menor que a de S é denso.

Demonstragdo: Suponha que H possui um conjunto ortonormal completo infinito
indexado por S, B = {z,;a € S}. Podemos escrever o espago gerado por B como

[za;a € S] = U D,,
neN
onde

Dy = {) coTo; ¢ : {1, ,n} = 8, co € C}
j=1
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Pelo Teorema, 6.24, U D,, é denso em H. Para cada n € N, o conjunto
neN

Dy = Y oo i {L--- i} = S cp( € Q+iQ).
j=1

é denso em D,,, logo U D! ¢é denso em H. Para cada n € N, D/, tem a car-
neN

dinalidade de Q%" x S™. O produto cartesiano de dois conjuntos infinitos tem
cardinalidade igual & do conjunto de maior cardinalidade [4, Corollary 8.6]. Logo,
para cada n € N, a cardinalidade de D], é igual & de S. A unido de uma familia
enumeravel de conjuntos infinitos de mesma cardinalidade também tem essa cardi-
nalidade. Isto decorre de [4, Corollary 8.6], junto com [4, 8.3(a)]. Logo, a unido de
todos os D)’s é um subconjunto denso de H que tem a cardinalidade de S, o que
prova (i).

Seja agora D um subconjunto denso arbitrdrio de H e seja {zq4;a € S} um
conjunto ortonormal completo. Segue da densidade de D que, para cada o € 5,
existe um y, € D tal que ||y, — o] < 1/2. Dados distintos « e 8 em S, temos

lya —ysll = (za — 28) + (Yo — ) + (25 — yp)|
2 za = zpll = 1(¥a — za) + (x5 — ys)|
> ||z = apll = (19a = @all + llzs — ysl)) > V2 =1 >0.
Isto mostra que a aplicacio S 3 « + yo € D é injetora. Isto é, a cardinalidade
de S é menor ou igual & de D, o que prova (ii).

Reciprocamente, seja S um conjunto tal que vale (i) e (ii) e seja {x, € I} um
conjunto ortonormal completo. Podemos aplicar o “somente se” do enunciado do
teorema para o conjunto ortonormal completo dado. Logo, valem (i) e (ii) também
se substituirmos I no lugar de S.

Por (i)-1, temos que H possui um subconjunto denso com a cardinalidade de I.
Por (ii)-S, vem entdo que a cardinalidade de S é menor ou igual que a de I. Por
outro lado, segue de (i)-S que H possui um subconjunto denso com a cardinalidade
de S. Segue entdo de (ii)-I que a cardinalidade de I é menor ou igual a de S. Como
a classe dos nimeros cardinais é totalmente ordenada, concluimos entao que S e I
tém a mesma cardinalidade. O

Corolario 6.42. Todas os conjuntos ortonormais completos de um espaco de Hil-
bert tém a mesma cardinalidade.

Demonstracfo: Sejam {z.;a € I} e {yg; 8 € S} conjuntos ortonormais com-
pletos de H. Valem entao as afirmagoes (i) e (ii) do enunciado do Teorema 6.41,
para S e com I no lugar de S. O mesmo argumento usado no ultimo paragrafo da
demonstracao do Teorema 6.41 mostra que S e I tém a mesma cardinalidade. O

Definig8o 6.43. A dimensdo de um espago de Hilbert (também chamada dimensao
hilbertiana, se quisermos explicitar a diferenga com a dimensdo algébrica) é a car-
dinalidade de suas bases hilbertianas.

11Aqui7 como também ja no enunciado do Teorema 6.41, estamos implicitamente usando que a
classe de todos os nimeros cardinais é totalmente ordenada, com ordem ordem assim definida: a
cardinalidade de um conjunto X é menor ou igual que a de um conjunto Y se e somente se existe
uma aplicac¢@o injetora de X em Y. Isto é o que se afirma em [4, Theorem 7.8(1)], e decorre do
Teorema de Bernstein-Schréder [4, Corollary 7.7].
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Podemos agora obter o seguinte corolario da Proposicao 6.38.

Corolario 6.44. Dois espacos de Hilbert sao isomorfos se e somente se tém a
mesma dimensao.

Demonstragdo: Sejam H; e Hs espacos de Hilbert com a mesma dimensao.
Entéo eles possuem conjuntos ortonormais completos com o mesmo conjunto de
indices, logo existe um operador unitario U : H; — Hs que aplica um conjunto
ortonormal completo no outro. Reciprocamente, se U : H; — Hy é um operador
unitdrio entre os espagos de Hilbert H; e Ha, e {z4; @ € I} é um conjunto ortonor-
mal completo de Hy, entdo {Ux,;a € I} é um conjunto ortonormal completo de
H, com cardinalidade igual a dimensao de Hj. O

Vemos assim que a dimensao hilbertiana classifica os espacos de Hilbert, isto é,
dois espagos de Hilbert sao isomorfos se e somente se tém a mesma dimensao. Isto
nao significa que sé haja um espaco de Hilbert separdvel, por exemplo, mas apenas
que tudo que se diga sobre um espago de Hilbert separavel usando apenas sua
estrutura de espago de Hilbert (ou seja, suas operagoes algébricas, sua norma, seu
produto interno, suas sequéncias convergentes, seus subconjuntos abertos, etc) vale
também para qualquer outro espaco de Hilbert separdvel. Mas para as aplicacoes,
faz muita diferenca se o espaco de Hilbert que se estd usando é mesmo o £2, ou se
é algum espaco de Sobolev numa variedade.

Nao ha um teorema que classifique os espagos de Banach a menos de isomorfismo.
Por isso a geometria dos espacos de Banach é uma drea tao vasta da Anélise Fun-
cional, enquanto que ninguém fala da geometria dos espacos de Hilbert como uma
area de pesquisa. Afinal, talvez seja justo afirmar que, “geometria de espagos de
Hilbert” resume-se a dois fatos: a existéncia de projecoes ortogonais e a existéncia
de bases (cuja cardinalidade classifica o espaco).

Devo aqui alertar que o que se costuma definir como isomorfismo de espagos
de Banach é apenas uma bijecao linear continua com inversa continua, que nao
necessariamente preserva a norma (o Coroldrio 7.13 de certa forma justifica essa
convengao). Isso causa uma pequena confusdo de nomenclatura: pode acontecer
de dois espagos de Hilbert serem isomorfos como espagos de Banach, mas nao
como espacgos de Hilbert. Por exemplo, se ) é um aberto limitado de R™ (veja o
Problema 2.6), os completamentos de Cg(£) com respeito aos produtos internos
{(-,-)1 e (-,-)} sdo isomorfos como espacos de Banach (por causa da desigualdade
de Poincaré), mas ndo como espagos de Hilbert. Outro exemplo importante é o
espaco L? de uma variedade compacta X, isto é, L?(X) para alguma escolha de
medida em X que seja localmente dada por uma fungao nao-nula de classe C'*°
multiplicada pela medida de Lebesgue. Diferentes medidas, levam a espagos de
Hilbert nao-isomorfos, mas que sao isomorfos como espagos de Banach.

Resultados de Teoria dos Conjuntos usados na subsegao.
Sejam A, B e S conjuntos.

Definig8o 6.45. Se existe f : A — B bijetora, escrevemos #A = #B.

Definig&o 6.46. Se existe f : A — B injetora, escrevemos #A < #B.

Proposicao 6.47. (Teorema de Bernstein-Schrioder) Se #A < #B e #B < #A,
entdo #A = #B.

Proposicao 6.48. Vale #A < #B ou #B < #A (ou ambas afirmagdes).
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Proposicao 6.49. Se #A < #B, entao #(A x B) = #B.
Corolario 6.50. Se A for infinito, entdo #(A x N) = #A.

Coroldrio 6.51. Se #A, = #S para todo n € N, entdao # (U An> = #85.

neN

Corolério 6.52. Defina S = {(x1,-- ,2p); xi # xj se i # j}. Se S for infinito,
entdo #S = #S.

7. O TEOREMA DE BAIRE E SUAS CONSEQUENCIAS

Teorema 7.1. (Baire) Um espaco métrico completo nao pode ser escrito como
unido enumerdvel de fechados com interior vazio.

Definicg8o 7.2. Fquivaléncia de normas.
Proposigcao 7.3. Todas as normas de C™ sdo equivalentes.

Proposigao 7.4. Todo subespaco de dimensdo finita de um espaco vetorial nor-
mado € fechado.

Proposigao 7.5. Todo subespago proprio de um espaco vetorial normado tem in-
terior vazio.

Proposicao 7.6. Se a dimensdo (algébrica) de um espago de Banach for infinita,
ela é ndo-enumerdvel. Isto é, ou uma base (algébrica) do espago € finita ou €
nao-enumerduvel.

PROBLEMA 7.1. (a) Mostre que todo conjunto ortonormal completo de um espago
de Hilbert separavel de dimensao infinita estd estritamente contido em uma base
algébrica.

(b) Mostre que todo espaco de Hilbert separdvel de dimenséo infinita possui um
subespago denso de codimensao finita e nao-nula (veja a Defini¢ao 8.6).

(c) Sejam Hy e Hs espagos de Hilbert separdveis de dimenséao infinita. Mostre que,
dados conjuntos ortonormais completos {x1,x2,- -} e {y1,y2, -} de Hy e de Ha,
respectivamente, existe uma aplicacao linear descontinua U : H; — H; tal que
U(xj) = y; para todo j € N.

(d) Decida se valem as afirmagoes dos dois primeiros itens se ndo se supuser que o
espagco ¢é separavel.

Limitagao Uniforme.

Teorema 7.7. (Banach-Steinhaus) Sejam X e Y espagos vetoriais normados,
sendo X completo, e seja F uma familia de aplicagdes lineares continuas de X em
Y. Se

sup |Tz|| < oo, paratodo z € X,
TeF

entao existe C € R tal que |T|| < C para todo T € F.

PROBLEMA 7.2. Sejam X um espago de Banach e D um subespago denso de X.
Sejam T;,, n € N, transformagoes lineares continuas de X em um espago vetorial
normado Y tais que T, — 0 para todo = € D. Mostre que T, — 0 para todo
x € X se e somente se existe C' > 0 tal que || T, || < C para todo n € N.
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PROBLEMA 7.3. Sejam X um espago de Banach, seja Y um espacgo vetorial nor-
mado, sejam T}, : X — Y, n € N, transformacoes lineares continuas. Mostre que,
se existe

liﬁn T,x, paratodo x € X,

entao existe um tnico 7' : X — Y linear e continuo tal que

Tx = lim T,x, para todo z € X,
n

Aplicacao Aberta.

Definig&o 7.8. Seja X um espago métrico. A bola aberta de centro a € X e raio
r > 0 € o conjunto de todos os pontos de X cuja distancia a a é menor do que
r. No caso em que X € um espaco normado, denotaremos por B, a bola aberta de
raio v centrada na origem. Considere um subconjunto S de X. O interior de S,
denotado intS € o conjunto dos pontos a € S tais que alguma bola aberta centrada
em a estd contida em S. Diz-se que S € aberto se S = intS.

O complementar do fecho de S C X é igual ao interior do complementar de S,
(S)¢ = int(S°).
PROBLEMA 7.4. Mostre que
(a) Um subconjunto de um espago métrico é aberto se e somente se seu comple-
mentar € fechado (veja a Defini¢io 1.6).

(b) Uma aplicagao f: M — N entre espagcos métricos € continua se e somente se,
para todo A aberto em N, f~1(A) é aberto em M.

Sejam X um espago vetorial, S C X, a € X, A € C. Definimos
a+S={a+z;2€8} e AS={\z;zeS}

PROBLEMA 7.5. Sejam X um espaco vetorial, S C X, a € X, A € C, A # 0.
Mostre que

(a) int (a+ S) = a+intS, int (AS) = Aint(S),

b)a+S =a+5, AS=)\S.

Teorema 7.9. (Teorema da Aplicagio Aberta) Sejam X eY espagos de Banach
e sejaT : X — Y uma aplicagao linear continua. Se T € sobrejetora, entao, para
todo A aberto em X, T(A) é aberto em Y.

Uma aplicacao que manda abertos em abertos é chamada de aplicacao aberta,
por isso o nome do teorema.
Vamos quebrar a demonstracao do Teorema 7.9 em trés proposicoes.

Proposicao 7.10. Sejam X e Y espagos normados e seja T : X — Y wuma
aplicagao linear. Sao equivalentes as sequintes afirmacoes: (1) T € uma aplicagdo
aberta, (2) 0 € intT(B,) para todo r >0, (3) 0 € intT(By).

Proposigao 7.11. Sejam X e Y espacos normados, sendo Y completo. Se T €
L(X,Y) é sobrejetor, entdo existe € > 0 tal que B, C T(B1) e, consequentemente,
B;. C T(By) para todo t > 0.

Demonstrag&do: Como T é sobrejetora, podemos escrever

oo

Y = |JT(Bn) C DT(Bn)

n=1 n=1
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Segue do Teorema de Baire que int T'(B,,) é ndo-vazio, para algum ng. Ou seja,

existe b € T(By,) e r > 0 tal que

ly—bl<r = yeT(By,)
Como T é sobrejetora, podemos escrever b = T'a. Usando a definicao de fecho e
fazendo vy’ = y — b, vem

Y| <r = 3F(zr)ren, vk € X, |2kl < no, ¥ = lillcrnT(;ck —a).

Para cada k, temos ||z — al| < ||no|| + ||a||. Provamos que

Iyl <r =y €T(Bs), s:=no+|al,

ou seja, B, C T(Bs). Tomando € = %, segue da linearidade de T' e do Problema

7.5 que By C T'(B;) para todo t > 0. O

Proposigao 7.12. Sejam X e Y espacos normados, sendo X completo, seja T €
L(X,Y). Suponha que existe € > 0 tal que B. C T(B1). Entio T(B;1) C Bs.

Teorema 7.13. Se T : X — Y € uma bijecao continua entre espacos de Banach,
entdo T~ é continua.

Demonstragdo: Segue do Teorema 7.9 e do Problema 7.4-b. O

PROBLEMA 7.6. Seja (X, || -||) um espaco de Banach e sejam M e N subespagos
fechados de X tais que M NN = {0} e X = M + N. Mostre que ||(m,n)|1 =
lm| + ||n|| e ||(m,n)|lo = ||m + n|| sdo normas equivalentes em M x N.

PROBLEMA 7.7. Seja X um espago de Banach e sejam M e N subespacos fecha-
dos de X tais que X = M & N. Mostre que existem projecoes (no sentido da
Definicao 4.4) sobre M e sobre N.

Grafico Fechado.

Proposicao 7.14. Se M e N sdo espagos métricos,

di((v1,91), (22,92)) = d(w1,22) + d(y1,92)

€ uma métrica no produto cartesiano M x N tal que, para toda funcdo continua
f:M — N, o gréfico de f

grf = {(z f(z); 2 € M}
€ um subconjunto fechado de M x N.

No caso em que os espagos métricos sao espagos vetoriais normados, a métrica
definida na Proposi¢do 7.14 é induzida pela norma

(55) (@9l = Nzl + llyll-

PROBLEMA 7.8. Sejam H; e Hs espagos de Hilbert.
(a) Mostre que

Iyl = Vizl* +[lyl?
é uma norma em Hy x Hs, equivalente & norma | - ||; definida em (55).
(b) Mostre que a norma || - |2 provém de um produto interno, munido do qual

H, x Hs torna-se também um espaco de Hilbert.
(¢) Mostre que J(z,y) = (—y,z) define um operador unitario de Hy x Hy em
H2 X Hl.
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(d) Seja T': Hy — Hy uma aplicacao linear continua. Mostre que
J(gr 7)) = [J(gxr )" = grT",
onde 1 denota o complemento ortogonal tanto em H; x Hs quanto em Hy X Hj.

Teorema 7.15. (Teorema do Grafico Fechado) Sejam X e Y espacos de Ba-
nach e T : X =Y uma aplicagao linear. Se o grafico de T € um subespago fechado
de X xY (com respeito a norma || - ||1), entdo T é continua.

Corolario 7.16. Sejam X e Y espacos de Banach e sejaT : D —'Y um operador
densamente definido, D C X. Se T for uma bijecao e se o grifico de T for um
subespaco fechado de X x Y, entdo T~' € continuo.

Teorema 7.17. (Hellinger-Toeplitz) Sejam H um espaco de Hilbert e A : H —
H uma aplicagdo linear. Se (Ax,y) = (x, Ay) para todos x ey em H, entdo A é
continua

Proposicao 7.18. Sejam X, Y e Z espacos vetoriais normados, sendo os dois pri-
meiros completos, e seja B : X XY — Z uma aplicagao bilinear. B € separadamente
continua se e somente se B € continua.

Definig&o 7.19. Sejam X e Y espacos de Banach e seja T : D — Y um operador
densamente definido, D C X. T ¢€ fechado se o grdfico de T' € fechado em X X Y.
T ¢ fechavel se o fecho do grdfico de T em X XY € o grdfico de um operador
densamente definido. Quando existe esse operador cujo grdfico € o fecho do grdfico
de T, ele é chamado entdo de fecho de T e € denotado por T.

Definig8o 7.20. SejaT : D — Y, D CY wum operador fechado entre os espacos
de Banach X eY (D pode ser igual a X e, neste caso, T € L(X,Y) pelo Teo-
rema 7.15). O espectro de T € o conjunto dos A € C tais que (T —A): D =Y
nao € uma bijecao. O espectro de um operador fechdvel € o espectro de seu fecho.

Segue do Corolério 7.16 que, se A nao pertence ao espectro do operador fechado
T, entdao (T — AI)~! é continuo.

Proposigao 7.21. Um operador densamente definido T : D — Y € fechdvel se e
somente se, para toda sequéncia (xy)ren em D,

(zp =0 e Tap,—y) = y=0.

Exemplo 7.22. Sejam a1,--- ,a, funcoes complexas de classe C*>° definidas em R™,
seja H = L2(R"), e seja D = C2°(R™). Entdo o operador L : D — H dado por
- Ju
Lu(w) = 3 a;(a) 5 (@)
i=1 i

é fechavel. Quase o mesmo argumento prova que qualquer operador diferencial par-
cial com coeficientes de classe C*° em um aberto 2 C R”, visto como um operador
densamente definido em L?((2), é fechével. O espectro de um operador diferencial
é entao, por defini¢do, o espectro desse fecho. O mesmo vale para variedades.

8. QUOCIENTES

Lema 8.1. Seja S C [0,00) e suponha que existem t, < s,, n € N, tais que t, € S
and s, — L. Entao inf S < L.
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Demonstracgdo: Sendo convergente, (s,), ¢ limitada, logo (¢,), ¢ limitada, logo
possui subsequéncia convergente (t,,);, cujo limite ¢ menor do que ou igual a L.
Logo L > inf S. O

Proposicao 8.2. Seja X wum espaco vetorial normado, e seja M um subespaco
fechado de X. Denotando por [x] a classe de x € X no quociente X/M,

= 1 f —
(56) Ifalll = inf_ e —m|
é uma norma em X /M.

Demonstrago: Se [z] = 0, isto é, se x € M, entéo inf,,cps [|[x—m| < [[m—m| =
0, logo ||[0]]] = 0. Se = € X é tal que ||[z]|| = 0, ent@o existe sequéncia (my); em
M tal que ||z — mg|| — 0. Logo x € M = M, logo [z] = 0.
Dados z,y € X, tome sequéncias (mg) e (ng)r em M tais que ||z—mg| — ||[2]]|
e lly = nel — ll[¥]ll- Segue de
Iz +y) = (mi +n)|| <z —ma| + lly = nell — 2]l + 1]l

e do Lema 8.1 que |[|[z + y]|| < [|[=]]| + [[[4]]-
Dados A e C, A #0 e xz € X, temos

inf Az —m| = [A inf |z — —| = |\ inf [z —n],
meM meM A neM
logo |[[Az]|| = |Alll[z]]|]. Claro que esta igualdade é vélida também quando A = 0.0

Proposicao 8.3. A projecio canonica de X em X/M, w(z) = [z], x € X, é um
operador limitado, m € L(X, X/M), e ||| < 1.

Demonstragio: Para todo z € X, ||n(z)| = inf\/{ le —m| < |lz—0| =|z|. O
me

Proposigao 8.4. Sejam X eY espagos vetoriais normados, e sejalT : X — Y uma

aplicagao linear continua. Denotando por m: X — X/kerT a projecao canonica,

eziste uma tnica aplicacdo linear continua T X/kerT — Y tal que Tor=T.
Além, disso, temos a igualdade das normas ||T|| = || T

Demonstragdo: Segue de
m(z)=7(y) <= z-yeckaT <= T(z)=T(y)

e da sobreJet1v1dade de 7 que existe uma tnica aplicacdo T : X /kerT — Y tal que
Torn="T. Que T ¢ linear decorre da linearidade de T' e de 7 e da sobrejetividade
de 7. Para todo z € X e w € ker T, temos

[Tzl = Tz —w)ll < [Tz —wl]|
e, portanto,
1T (@)l = [T < ||| inf o —w] = [T},
para todo = € X. Como 7 ¢ sobrejetiva, segue que T ¢ limitada, || T < ||T.
Por outro lado, como ||7|| < 1, temos também ||T|| = ||T o« || < ||T||||=]| < ||T|-
Logo [T = [|IT']- o

Proposicao 8.5. Seja X um espaco vetorial normado, e seja M wm subespaco
fechado de X. Se X é completo, entdo o quociente X/M , munido da norma definida
m (56), também é completo.
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Demonstragdo: Para provar que X/M é completo basta provar (veja o Problema
6.3) que

oo oo
xr € X, Z l[zk]| <o == existe x € X tal que Z[:ﬂk] =
k=1 k=1

Sejam pois z; € X tais que Z mf lzx —m|| < co. Para cada k € N, existe

my € M tal que ||z — my] < 2 1nf |z — mg|| (pois, se |[[zx]]| > 0, 2||[zg]] é
maior do que 1115’\4”3:;C —m||, e se ||[xk]|| = 0, basta tomar m; = —z). Sejam
me

Yk = T — My. Entdo [zx] = [yx] e
> llell < 2 3 lwalll < oo,
k=1 k=0

Como X é completo, existe z € X tal que x = Zyk (vimos na Proposic¢ao 6.7

k=1
que toda familia absolutamente somével de elementos de um espago de Banach é

somdvel). Como a proje¢ao canonica 7 : X — X/M é continua (Proposigao 8.3),
o0

e}

[z] = Z[yk] = Y [zx] (veja o Problema 6.1). O
k=1 k=1

PROBLEMA 8.1. Mostre que o quociente de (C[a,b], || - ||« ) pelo subespaco Cy(a,b)

de todas as fungoes de Cla, b] que se anulam em a e em b é isomorfo a C2.

PROBLEMA 8.2. Seja H um espaco de Hilbert e seja M um subespago fechado
de H. Seja P : H — H a projegdo ortogonal sobre M+ (como definimos pouco
antes do Problema 4.2) e seja P o operador associado a P da maneira descrita no
enunciado da Proposigao 8.4.

(a) Mostre que P preserva a norma e que a imagem de Pé igual a M.

(b) Mostre que H/M é um espago de Hilbert.

Definig&o 8.6. Seja X um espago vetorial e seja Y um subespago de X. A codi-
mensdo (ou codimensao algébrica) deY em X € a dimensao algébrica do quociente

X/Y.

Teorema 8.7. Sejam X e Y espacos de Banach, sejaT : X — Y wuma aplicag¢do
linear continua. Denotemos a itmagem de T por ImT. Se ImT tem codimensdo
finita, entdo ImT € fechada.

Demonstragdo: Tome vy, - , v, tais que {[v1],- -+ , [un]} é uma base de Y/(Im T)
(n é a codimensao de T'). Entao {vy,vs, - ,v,} é linearmente independente e, para
todo y € Y, existem tnicos A1, Ag,--- , A, € C ez € X tais que

y=Tz+ (Mo 4+ Ava + -+ Ayvp).
Considere agora o espago de Banach X & C™ (o produto cartesiano X x C™ munido
da norma ||(x, \)|| = |||l + (A1 + -+ [An])s A= (A1,- -+, An)) e a aplicagdo linear
T": XoCt — Y
(x,\) — Tz Ao+ + Aog),
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Entao T* é sobrejetora e satisfaz, para todo (z, \),
1T, M| < 1T ]|+ [Avr+- - Apon || < Cll(2, VI, € = max{|[T]|, o1, - [loall},

logo T% € L(X @ C",Y). Uma aplicacdo linear continua e sobrejetora entre dois
espagos de Banach é necessariamente uma aplicagao aberta (Teorema 7.9). Logo
T* leva fechados em X @ C" em fechados em Y. Logo T#(X @ {0}) = ImT é um
fechado em Y. O

Observagio 8.8. E possivel, a partir do fato de que T% é continua e sobreje-
tora, concluir a demonstragao do Teorema 8.7 invocando, no lugar do Teorema da
Aplicagdo Aberta, sua consequéncia o Teorema 7.13 e o “Teorema do Isomorfismo
para Espacos de Banach”, o Teorema 8.4. Para tanto, determinemos o nicleo de
T%. Se T*(x,\) = 0, segue da independéncia linear de {vy,--- ,v,} e da unicidade
da representacao de 0 € Y como

0=Tz+ (Mv1+ -+ Ayvy)

que Tr=0e )\ =--- =)\, =0. Ou seja ker T* = ker T @ {0} C X © C". Logo,
se impusermos a T a hipdtese adicional ker T' = {0}, teremos, como consequéncia
do Teorema 7.13 que T* é um homeomorfismo, ¢ portanto manda fechados em
fechados. Como X @ {0} é fechado em X @& C" e T*(X @ {0}) = Im T, temos que
Im T é um fechado em Y. No caso geral, em que 1" nao é necessariamente injetora,
podemos tomar a fatoragao dada pelo Teorema 8.4, T = Tor, e aplicar a parte
j4 demonstrada do teorema para T (que é injetiva e tem imagem igual & de T), e
assim concluir que Im T é fechada.

9. HAHN-BANACH

Teorema 9.1. Seja X um espago vetorial real e seja p : X — R uma funcao tal
que, para todos x ey em X e para todo a € [0, 1], tem-se

(57) plaz+ (1 —a)y) < ap(z) + (1 - a)p(y).
Seja Y um subespago de X e suponha que existe uma aplicacdo linear X\ : Y — R

tal que A(z) < p(x) para todo x € Y. Entdo existe uma aplicagdo linear A : X — R
cuja restricao a'Y € igual a A e que satisfaz A(z) < p(x) para todo x € X.

Demonstragdo: O primeiro passo é estender A a um subespago da forma Y @ [2],
em que [z] denota o subespago gerado por algum z € X \ Y. Qualquer extensao A
de A aY @ [2] é da forma A(y + tz) = A(y) + tL, em que L = A\(z) € R. Queremos
mostrar que existe L € R tal que A(y) +¢tL < p(y + tz), para todos y € Y, t € R.
Temos

AMy) +tL <p(y+tz), paratodosy €Y, teR <=
Ay) — ply — s2) p(y +1t2) — Ay)

<L< ; , paratodos y €Y, t,s >0 <=
s
Ay) —ply — tz) — A
qp WP =s2) g Py —AW)
ye€Y,5>0 S yeY,t>0 t

Existe um tal L se e somente se

Ar) —p(yr = 52) _ ply2 +12) = Ay2)
s - t

Esta tltima afirmacao, por sua vez é equivalente a

tA(y1) + sA(y2) < tp(y1 — sz) + sp(y2 + tz), para todos y1,y2 €Y, t,s > 0.

(58) , para todos y1,y2 €Y, t,5 > 0.
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Temos, para todos y1,y2 € Y, s,t > 0:

tA(y1) +sM(y2) = (s +1) A(t(yl ) (ya + tz)) .

s+t s+t
Mas & + ;5 = 1. Logo podemos aplicar (57) ao segundo membro da igualdade
e obter

tA(y1) + sA(y2) < tp(yr — s2) + sp(y2 + t2),

o que prova (58).

Assim mostramos que, para todo z € Y, A possui uma extensao AaY ® [2] tal
que \(z) < p(z), para todo z € Y @ [2].

Considere o conjunto & = {(Z,p); Z é um subespago de X contendo Y, p :
Z — R é linear, p estende X e satisfaz p(z) < p(x), para todo z € Z}, munido da
seguinte ordem parcial: (Z,p) < (W,n) se somente se Z C W e 7 é uma extensao
de p. Agora o leitor deve perceber que segue do lema de Zorn que & possui um
elemento maximal. Se um elemento (Z, p) de & é tal que Z # X, entao (Z, p) nao
é maximal, pela primeira parte da demonstragao. Logo existe um elemento de &
da forma (X, A), que é o que desejdvamos mostrar. O

Teorema 9.2. (Hahn-Banach) Seja X um espaco vetorial complexo e sejap : X —
R uma fungdo tal que, para todos x ey em X e para todos complexos o e (B tais
que |a| + 8] =1, tem-se

(59) plaz + By) < |alp(x) + [Blp(y)-

Seja Y um subespaco de X e suponha que existe uma aplicacao linear A :' Y — C tal
que |A(z)|] < p(x) para todo x € Y. Entao existe uma aplica¢ao linear A : X — R
cuja restri¢ao a'Y € igual a A e que satisfaz |A(x)| < p(z) para todo x € X.

Demonstragdo: Restringindo a multiplicacao por escalar aos reais, X torna-se
um espaco vetorial real, e [(z) = Re A(z), € Y, é um funcional linear real sobre Y’
satisfazendo [(x) < p(z) para todo x € Y. A hipétese (59) implica que p também
satisfaz a hipotese sobre do Teorema 9.1. Segue entao que existe um funcional
linear real L : X — R cuja restrigdo a Y é igual a [ e satisfaz L(x) < p(z) para
todo x € X. Definindo A(z) = L(z) —iL(ix), € X, temos que A é um funcional
linear complexo sobre X cuja restricao a Y é igual a .

Resta provar que, para todo z € X, |A(z)| < p(z). Tome 6 € R tal que A(z) =
e®|A(z)|. Temos entdo

A@)] = Ale ) = Lle™x) < ple™’x) < plx)

(na segunda igualdade, usamos que |A(x)| é real; na tdltima desigualdade, usamos
(59) com a = e~ e B =0). O

Extensoes de funcionais lineares.

Corolario 9.3. Sejam X um espago vetorial normado complexo, Y C X um sub-
espaco e A 'Y — C uma aplicagdo linear continua. Eziste uma aplicacdo linear
continua A : X — C cuga restricao a'Y € igual a X e tal que ||A]lx+ = || Ay~

Demonstragdo: Considere p(z) = [[A||[|lz]|, € X. Segue do Teorema 9.2 que
existe um funcional linear A : X — C satisfazendo |A(z)| < ||A||||x]| para todo
x € X. Dai, A é continuo e |A]| < ||A||. Por outro lado,

A A

yeY,y#0 Iyl — z€X,x#£0 [|]]
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e, portanto, [|A[ = [[A]] o

PROBLEMA 9.1. Enuncie e demonstre uma versao do Corolério (9.3) para espagos
vetoriais normados reais.

PROBLEMA 9.2. Seja X um espaco vetorial complexo e seja p : X — R uma fungao
tal que, para todos = e y em X e para todos complexos « e f§ tais que |a|+|5] = 1,
tem-se

plaz + By) < |alp(x) + [Blp(y).

Seja Y um subespago de X e suponha que existe uma aplicagao linear A : Y — C tal
que [A(z)| < p(x) para todo z € Y. Mostre que p necessariamente satisfaz p(z) > 0
para todo xz € X.

Coroléario 9.4. Sejam X um espago vetorial normado e x um elemento ndo-nulo
de X. Eziste A € X* tal que ||A]| =1 e A(x) = ||z||.

Demonstragio: Seja Y o subespaco gerado por z, Y = {az; a € C}. Defina
A:Y — C por Maz) = ofz||. Entdo ||A]|] = ||z||. Pelo Teorema 9.2, existe
A X — C que estende X (em particular, A(x) = ||z||) e satisfaz |A|| = || Al = ||yl
a

Corolario 9.5. Sejam X um espacgo vetorial normado e Z C X wm subespaco.
Seja y € X tal que

inf ||y — =d>0

inf iy — 2| >0,

entdo existe A € X* que é nulo em Z e tal que ||A]| =1 e Aly) =d.

Demonstrago: Em Y = {z + ay; z € Z, a € C}, defina o funcional linear
A:Y — C por A\(z + ay) = ad. Entéo, para todo z + ay € Y, temos
z
AGz+ay)| = lald < Jol | = +y| = llz+ayl

e, portanto, |A\| < 1. Agora tome sequéncia z, € Z tal que ||y — z,|| — d. Dai

A= A

[A(=z0 +y)) — 1 e, portanto, [|A]| = sup A@)I >1

| = zn +yll vevazo ||Z]

Provamos que ||A|| = 1. Pelo Teorema 9.2, existe A : X — C linear e continuo que
estende A e satisfaz |A]| = [|A] = 1. O

PROBLEMA 9.3. Mostre que os funcionais lineares A, cuja existéncia é garantida
pelos Coroldrios 9.3, 9.4, e 9.5, sdo unicos, no caso em que X é um espago de
Hilbert.

Mergulho no bidual.

Proposigao 9.6. Seja X um espago vetorial normado. Para cada v € X, a
aplicagao & : X* — C definida por (\) = A(x) € uma aplicagdo linear continua de
norma igual a ||z||.

Demonstragdo: Segue da definicdo da norma em X* que, para todo A € X*,
[Z(A)] = [A@)| < [Alllz]l = [lz[[IAll e, portanto, [|Z]| < [lz[|. Tome A € X*, [[A]l =
1, tal que A(x) = ||z|| (a existéncia de um tal A é garantida pelo Corolério 9.4).
Entao [[2(A)]| = [lz|[|A]l e, portanto, [|Z]| > [|]]. D
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Dado X um espago normado, considere a aplicagao

. *k
(60) A X — {( ’
r — z

onde X** denota o bidual de X, isto é, o dual de X*. A Proposicao 9.6 afirma
que A é uma isometria. Se X for completo, a imagem de A, ImA = {Z; x € X},
é um subespago fechado de X** isométrico a X. Se X for um espago vetorial
normado qualquer, entdo o fecho da imagem de A é um espago de Banach (mais
especificamente, um subespaco fechado de X**) que contém uma cépia isométrica
de X, isto é, (Im A, A) é um completamento de X. Ou seja, usando-se o Teorema de
Hahn-Banach, pode-se demonstrar o Teorema 1.17 sem se fazer aquela construgao
explicita com classes de equivaléncia de sequéncias de Cauchy.

Espagos reflexivos.

Definig&o 9.7. Um espago de Banach é reflexivo se a aplicagio N definida em
(60) for sobrejetora.

A Proposigao 9.6 implica que, se X é reflexivo, entao X é isometricamente iso-
morfo a X**. Entretanto, X ser isometricamente isomorfo a seu bidual nao implica
que X é reflexivo. Em 1951 foi dado um contraexemplo [9].

Exemplo 9.8. Todo espaco normado de dimensao finita é reflexivo.
Exemplo 9.9. Todo espaco de Hilbert é reflexivo.

Teorema de Liouville para funcoes de C em um espago de Banach.

O Teorema de Hanh-Banach pode ser usado para generalizar os resultados basicos
da teoria das fungoes complexas de uma varidvel complexa para o caso mais geral
de fungoes de C tomando valores em um espaco de Banach X. Para exemplificar
essa importante aplicacao, nesta subsecao generalizamos o Teorema de Liouville.

Definig&o 9.10. Seja X um espago de Banach. Uma fungao f:C — X € inteira
se, para todo z € C, existe o limite

i JEHR) —f(2)

h—0 h
f élimitada se sup, || f(2)|| € finito.

No caso em que X = C, o teorema seguinte é o Teorema de Liouville, da andlise
complexa. O caso geral decorre do caso X = C e do Corolario 9.4.

Teorema 9.11. Seja X um espago de Banach. Se f: C — X € inteira e limitada,
entdo f € constante.

Demonstrag8o: Para cada A € X*, segue da continuidade de A que ¢of: C - C
é inteira. Além disso, cada ¢ o f é uma fungao limitada, pois,

[po f(2) < lllllf R < ||¢||Slég||f(2)|| < oo, para todo z € C.

Segue do Teorema de Liouville que, para todo ¢ € X*, ¢ o f é constante.
Suponhamos por contradigao que f nao é constante. Logo existem z1,29 €
C tais que f(z1) # f(22). Segue do Coroldrio 9.4 que existe ¢ € X* tal que
d(f(z1) — f(22)) # 0. Logo ¢ o f nao é constante, contradizendo o que acabamos
de demonstrar. O
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A dualidade X x X* — C.
Se X é um espaco vetorial normado,
(): X*xX — C
Nz) —  (Az)=A2)
é uma aplicagao bilinear. Pelo Corolario 9.4, esta é uma aplicacao bilinear nao-
degenerada, no seguinte sentido: se (A,z) = 0 para todo z, entdo A = 0; e se
(A, z) = 0 para todo A, entao xz = 0.

Definig8o 9.12. Seja X um espaco de Banach. Dado M um subespaco de X,
M~+ = {\ € X*; para todo x € M, (\,x) = 0}. Dado N um subespaco de X*,
LN ={r € X; paratodo A € N, {)\,z) = 0}

PROBLEMA 9.4. Seja M um subespago de um espaco de Banach X, seja N um
subespago do dual X*. Mostre que:

(a) M+ é um subespaco fechado de X*.

(b) + N é um subespaco fechado de X.

(©) (A1) = 2™

(@) L) = .

() (ML) = TT.

(f) M é denso em X se e somente se M+ = {0}.

(g) Se X for reflexivo, entdo N é denso em X* se e somente se - N = {0}.
Sugestao: No (e) e no (f), use o Coroldrio 9.5.

Proposicao 9.13. Sejam X e Y espagos de Banach. Dado T € L(X,Y), existe
um unico T' € L(Y™*, X*) tal que (T'\,z) = (A, Tx) para todo A\ € Y* e para todo
x € X. Além disso, |T'|| = ||T]|.

PROBLEMA 9.5. Seja Ty € L(C™, C™) a transformagao linear induzida da maneira
usual por A, uma matriz complexa m X n. Mostre que a matriz de (T4)’, com
respeito as bases candnicas duais, é igual a matriz transposta de A.

Definig&o 9.14. O operador T' definido na Proposi¢ao 9.13 € o transposto de T.

O Problema 9.4 (compare-o com o Problema 4.1), o Problema 9.3 e a Proposi-
G20 9.13 (compare-a com o Teorema 5.5) justificam a seguinte afirmagao (imprecisa):
o Teorema de Hahn-Banach é, para espagos de Banach, em diversas situacoes, um
substituto para a existéncia de projecoes ortogonais em espacos de Hilbert.

Miscelanea.

Definic8o 9.15. Um espago métrico é separavel se possui um subconjunto enu-
merdvel denso.

Proposicao 9.16. Seja X um espago de Banach. Se X* € separdvel, entao X ¢é
separdvel.

Proposigao 9.17. Seja X um espago de Banach. X € reflexivo se e somente se
X* ¢ reflexivo.

PROBLEMA 9.6. (a) Mostre que ¢ = {(zn)nen; Tn € C,3lim, 400 pn } € Co =
{(@p)nen; Tn € C,limy, o0 T, = 0} s@o subespagos fechados de £*°.

(b) Mostre que existe x € ¢ tal que ¢ = ¢, ® Cx.

(c) Mostre que [e¥; k € N] é denso em c,, com e* denotando as sequéncias definidas
no Problema 6.4.
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PROBLEMA 9.7. Consideremos os subespagos de £°: ¢ = {(x, )nen; Flimy, o0 21},
p = {(xn)nen; Flimy, oo z2n} € m = {(zn)nen; Ilimy, o0 “JFWA} Claro que
c C p. E possivel mostrar que ¢ C m, sendo satisfeita a igualdade

_wta,
hmi

=limz, se (z,), €c.
n n n

(a) Mostre que existem funcionais lineares continuos A, e A,, em (£°°)* tais que
[Apll = [[Acll = 1, Ap((zn)n) = 117?15'3271 se (Tn)n € p, €

A ((0)n) = lim T2 T T

1 - se  (Tp)n € M.

(b) Exiba um elemento x de (pNm) \ c tal que Ap(x) # Ap,(%).

PROBLEMA 9.8. Sejam X um espago normado e M C X um subespago fechado e
préprio (isto é, M # X).

(a) Mostre que existe A € X* que se anula em M e tal que ||A|| = 1.

(b) Mostre que, para todo € > 0, existe x € X, tal que ||z]| =1le |z —y|]| >1—¢
para todo y € M. Dica: Obtenha = € X tal que ||z|| =1 e |A(z)| > 1 — € para o A
do item (a).

(¢) Suponha que X tem dimensdo infinita. Mostre que existe sequéncia (x,), em
X tal que [|z,]| = 1 para todo n e |z, — 2| > 1/2 se n # m. Sugestdo: Para
escolher x, 1, aplique o item (b) para M = [zq, - ,z,] e e = 1/2.

PROBLEMA 9.9. Seja X um espaco de Banach e seja M C X um subespago de
dimensao finita.

(a) Mostre que, se {1, ,z,} é uma base de M, entdo existem Ay, -+, \, € X*
tais que Aj(z;) = 1 para todo j, e A\j(zi) =0se j # k.

(b) Mostre que existe uma proje¢ao sobre M, no sentido da Defini¢ao 4.4.

10. DuAIls

Proposicao 10.1. Seja X um espago de Banach e {xy;« € I} uma familia abso-
lutamente somdvel em X. Entao

1D zall <) llaal

acl acl

({xa;a € I} € somdvel em X pela Proposi¢io 6.7, e {||xq|l; € I} € somdvel em
R pelo Problema 6.2).

Proposicao 10.2. Para cada A\ = (\,)nen € €4, a aplicagdo
Co DX = (Tp)nen — A(x) = Z Ay, € C
n=1

€ linear e continua. Isto define aplicagcdo linear continua
o)X — Ti(\) =A€ (co)".

Teorema 10.3. A aplicacio linear Ty : £* — (co)*, definida na Proposicio 10.2, é
uma bijecao isométrica.
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PROBLEMA 10.1. Seja X um espaco de Banach, sejam M e N subespacos fechados

de X taisque X =M & N.

(a) Dados funcionais lineares continuos A; : M — C e Az : N — C, mostre que
A(m +n) = A (m) + Aa(n), me M, n € N,

é um funcional linear continuo A : X — C. Denote isto por A = A1  Ao.

Sugestao: Use o Problema 7.6.

(b) Mostre que todo A € X* é da forma A = \; & Ay, para algum A\; € M* e algum
Ay € N*.

PROBLEMA 10.2. (a) Usando o Problema 9.6-b e o Problema 10.1, mostre que
existe uma bijecdo linear continua T : 1 — c*.
(b) Dé uma férmula explicita para a transformacio linear T : ¢! — ¢! definida
assim: T(\) = (T1)"Y(p), onde p é a restricio a c, de T(\).
Dica: E possivel definir 7° de modo que
T()\07 >\la )\27 e ) = ()\17 )‘27 )‘37 e )
Se preciso, use esta informagao como uma dica também para construir 7°¢.
(c) Decida se o T que vocé construiu é uma isometria.

Proposicao 10.4. Para cada X\ = (A\p)nen € £°°, a aplicagdo
5 x = (Tn)nen — AX) =D Azn €C
n=1

€ linear e continua. Isto define aplicacao linear continua
(° 3N — Too(\) =Ac (H.
Teorema 10.5. A aplicacio linear Ty, : £°° — (£1)*, definida na Proposicao 10.4,
€ uma bijecao isométrica.
Corolario 10.6. c, nao € reflexivo.

Demonstragdo: Use os Teoremas 10.3 e 10.5, juntamente com as trés observagoes
seguintes: (i) (co)** 2 n +— noTy € (£1)* é uma bijegao linear isométrica (isto
decorre de T; ser uma bijecdo linear isométrica), (ii) para todo x € co, X 0Ty =
Too(x) e (iil) co # £°°. O
PROBLEMA 10.3. Mostre que c nao é reflexivo.

Os argumentos da demonstracdo dada em sala para a Proposi¢gdo 10.2 mostram
também o seguinte:

Proposigao 10.7. Para cada X = (A\n)nen € £, a aplicagdo

(5 x = (Tn)nen — AX) =D Apzn €C

n=1

€ linear e continua. Isto define aplicacao linear continua
o)X — S (\) =A € ()"

Tal como no Teorema 10.3, demonstra-se que a aplicacao S; definida na Pro-
posicao 10.7 preserva norma, isto é, satisfaz ||S1(A)]| (=) = [| A para todo A € £1.
Vejamos em seguida porque S; nao é sobrejetora.
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Tal como na demonstracao do Corolario 10.6, vé-se que, a menos da identificagao
de (£*)* com ¢ dada pelo Teorema 10.5, a aplicagdo S; é a mesma coisa que
a aplicagao " : #1 — (£1)** (definida em (60) para um espaco vetorial normado
qualquer). Assim, S; ndo ser sobrejetora é equivalente a ¢! nao ser reflexivo.

Podemos concluir que ¢' nao é reflexivo de duas maneiras, usando argumentos
abstratos. Primeiro, porque se ¢! fosse reflexivo, (c,)* também seria (pelo Teo-
rema 10.3). Logo, ¢, seria reflexivo (pela Proposigdo 9.17); o que é falso, pelo
Corolério 10.6. Segundo porque, se £ fosse reflexivo, entdo S seria sobrejetora, e
daf o dual de £ seria isomorfo a ¢!, logo separdvel pelo Problema 10.5-a. Logo,
pela Proposicao 9.16, £°° seria separavel; o que é falso, pelo Problema 10.5-b.

Uma maneira “concreta” de se provar que £! nio é reflexivo é mostrando dire-
tamente que S7 nao é sobrejetora. Isto é o que pego que vocés provem no Pro-
blema 10.4

PROBLEMA 10.4. Dé exemplo de um funcional linear continuo A : £*° — C que nao
pertenca a imagem de Si.

PROBLEMA 10.5. (a) Mostre que ¢! é separdvel. (b) Mostre que > nio é separavel.

Exemplo 10.8. Seja p real, p > 1, e seja ¢ tal que p~* + ¢! = 1. Para cada
A = (An)nen € ¢4, a aplicagao

P 3% = (Tp)ney — A(x) = Z Ay € C
n=1

é linear e continua. Isto define aplicacgao linear continua
s — T,(N)=Ae(P).

Demonstra-se que T, é uma bije¢ao isométrica entre £7 e (¢7)*. Trocando os papéis
de p e g, vemos que (P é isometricamente isomorfo a (¢7)**. O isomorfismo assim
obtido é a aplicagao " para fP. Logo, /P é reflexivo.

Se 2 é um aberto de R™, o dual de LP(Q), p e ¢ como no pardgrafo anterior, é
isometricamente isomorfo a L9(£2), e portanto LP(£2) é reflexivo.

11. OPERADORES COMPACTOS

Definig&do 11.1. Um operador linear T : X — Y entre os espac¢os normados X
e Y é um operador compacto se o fecho em'Y de {Tx; ||z|| < 1} € um conjunto
compacto. Denotamos por K(X,Y) o conjunto de todos os operadores compactos
de X emY. Quando X =Y, denotamos K(X,X) por K(X).

A seguinte proposigdo segue facilmente do fato de que um subconjunto S de
um espago métrico é compacto se e somente se toda sequéncia em S possui uma
subsequéncia convergente, com limite pertencente a S.

Proposigao 11.2. Sejam X eY espacos normados. Um operador linear T : X —
Y ¢é compacto se e somente se, para toda sequéncia limitada (xp), em X, (Txp)n
possui uma subsequéncia convergente.

Dali segue:

Proposicao 11.3. Sejam X, Y, U, V espacos normados. Entao K(X,Y) € um
subespaco de L(X,Y). Além disso, se T € K(X,Y), Re€ L(Y,V), S € L(U,X),
entGo RoT oS € K(U,V).



ANALISE FUNCIONAL - 1° SEMESTRE DE 2022 69

Corolério 11.4. Seja X um espago normado. Entio K(X) € um ideal bilateral da
dlgebra L(X).

s

Teorema 11.5. Sejam X e Y espacos normados. Se X for completo, K(X,Y) ¢é
fechado em L(X,Y).

Exemplo 11.6. Sejam X e Y espagos normados e seja T € L(X,Y) um operador
limitado cuja imagem tem dimensao finita, dim T = n (dizemos entdo que T tem
posto finito). Entdo T é compacto, porque o espago normado Im7T é isomorfo
a C" para algum n, e em C™ toda sequéncia limitada possui uma subsequéncia
convergente. Se Y é completo e se T' € L£(X,Y) é limite de operadores limitados,
entao T é compacto.

Em espacgos de Hilbert, vale a propriedade da aprorimagdo, expressa no seguinte
teorema.

Teorema 11.7. Sejam H um espaco de Hilbert ¢ T € K(H). Entdo, para todo
e >0, exite T, limitado e de posto finito tal que |T — T¢|| < e.

Teorema 11.8. Seja X um espag¢o normado. Se a identidade Ix em X for um
operador compacto em X, entdo a dimensdo de X € finita.

Demonstragdo: Se a dimensao de X for infinita, segue do Problema 9.8-c que

existe sequéncia (z,), em X tal que |z, = 1 para todo n e ||z, — x| > 1
se n # m. Logo (z,), é uma sequéncia limitada tal que (Ixx,), ndo possui
subsequéncia convergente. O

Proposicao 11.9. Sejam X um espago normado, T € K(X) e M C X um subes-
pago fechado, invariante por T (i.e., Tx € M para todo x € M ). Entdo a restri¢do
deT a M, Ty : M — M, pertence a K(M).

Demonstragdo: Seja (x,), uma sequéncia limitada em M. Segue da compaci-
dade de T': X — X que (T'xy), possui uma subsequéncia (T'z,,); em X. Como
Tx,, € M para todo j e M ¢é fechado, entao lim; T'w,, € M. Logo (T|nn,);
possui subsequéncia convergente (em M), o que prova que T'|p; € K(M). O

Proposicao 11.10. Sejam X um espago normado, T € K(X). Se A € C, A # 0,
for um autovalor, entdo o autoespago Ey = ker(T — X\I) tem dimensao finita.

Demonstragdo: Se v € F), entao Tv = Av € E). A restricao % é o operador

indentidade de F e é compacto pela Proposicao 11.9. Segue do Teorema 11.8 que
a dimensao de FE) ¢é finita.

Teorema Espectral para Operadores Compactos Autoadjuntos.

Todo operador autoadjunto em um espago vetorial com produto interno de di-
mensao finita possui uma base ortonormal de autovetores. Nosso objetivo nesta
subsecao ¢é generalizar esse resultado para espagos de Hilbert arbitrarios, no caso
em que o operador autoadjunto é compacto.

Nao é verdade que todo operador limitado autoadjunto em um espaco de Hil-
bert possui uma base ortonormal de autovetores (por exemplo, o operador M :
L2([0,1]) — L2([0,1]), (M f)(xz) = xf(x), é autoadjunto e nio possui autoveto-
res). E possivel, entretanto, generalizar uma reformulagdo (que ndo menciona au-
tovetores) do teorema espectral da Algebra Linear para operadores autoadjuntos
nao-compactos em espagos de Hilbert de dimensao infinita. [14]
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Vamos supor que o espago é complexo, mas uma anélise cuidadosa da demons-
tracao do Teorema 11.14 revela que o teorema vale também para espagos de Hilbert
reais.

Seja H um espago de Hilbert. Um operador limitado T" € L(H) é autoadjunto

se T =T".
Proposicao 11.11. Seja T € L(H) um operador autoadjunto, seja M C H um
subespaco fechado invariante por T. Entdo o complemento ortogonal M* também
¢ invariante por T. Além disso, as restrigoes Thy € L(M) e Tpro € L(M*) sdo
operadores autoadjuntos.

Proposicao 11.12. Todo autovalor de um operador autoadjunto T € L(H) € real.
Autovetores associados a autovalores distintos sdo ortogonais.

Lema 11.13. Seja T € K(H) um operador autoadjunto. T possui um autovalor
w1 satisfazendo |pi| = ||T.

Teorema 11.14. Sejam H um espago de Hilbert e T =T* € K(H), T # 0. Exis-
tem um conjunto de indices I, que pode ser I = {1,2,3,---} ou I ={1,2,--- ,N}
para algum inteiro positivo N, e sequéncias (xj)jcr e (1j)jer, x; € H e p; € R\{0}

para todo j € I, tais que {x1, 22,23, -} € um conjunto ortonormal, limpu; =0, e
J
temos
(61) Tx = Z,uj (xj,x)xj, paratodo x € H.
JeI

No caso em que o conjunto I € infinito, para todo x € H, a soma em (61) é
incondicionalmente convergente em H (no sentido da Defini¢ao 6.1). Além disso, o
nicleo de T' coincide com o complemento ortogonal do subespago gerado por {z;, j €
I}.

Exemplos. Problemas.

ProBLEMA 11.1. (a) Dados «,, € C, n € N, tais que sup,, |, | ¢ finito, mostre que
existe um tinico S € £(¢?) tal que Se™ = a,e" L.

(b) Mostre que ||S|| = sup,, |an]-

(¢) Mostre que, se lima, = 0, entdo S é compacto. Sugestdo: Truncando a
sequéncia e usando o item (b), mostre que S é limite de operadores de posto finito.
(d) Mostre que S sé é compacto se lim a;, = 0. Sugestao: Negue que o limite é nulo
e obtenha entao uma sequéncia na bola unitaria cuja imagem nao tem subsequéncia
convergente.

PROBLEMA 11.2. Dados aj; € C, (j,k) € N?, tais que
> ail?
(4,k)EN?

¢ finito, mostre que
o]
A((5)jen) = (O ajuwn)jen
k=1

define um operador compacto em £2.

Sugestao: Para provar que A é limitado e estimar sua norma, tente imitar o que
fizemos em sala para o operador integral com nucleo em C([0, 1] x [0, 1]) agindo em
L?[0,1]. Feito isso, provar que A é limite de operadores de posto finito é mais facil
aqui, no caso discreto.
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PROBLEMA 11.3. (a) Dados a; € C, (j, k) € N?, tais que

> lajrl e sup Y lajl
keN

(62) sup
JEN pen jEN

sao finitos, mostre que

A( (ffj)jeN ) = ( Z ATk )jEN
k=1

define um operador limitado A € L£(¢?) satisfazendo || A|| < /C1C%, onde C; e Cy
denotam, nesta ordem, os dois supremos que aparecem em (62).
Dica: Para cada j, aplique Cauchy-Schwarz as sequéncias

(lashren e (yflasel o] e

Depois, eleve ao quadrado, use a hipdtese, some em j, use de novo a hipotese, e
tome a raiz quadrada (se ndo nesta, talvez noutra ordem).

(b) Mostre que o adjunto de A também é dado por uma matriz infinita satisfazendo
a mesma hipotese.

(c) Mostre que, se

lim sup Zlajk| = 0,

IZM peN

entao A é compacto. Dica: Esta hipdtese implica que A pode ser aproximado por
operadores de posto finito, dados por finitas linhas da matriz.
(d) Mostre que, se

lim sup Z|aj;€\ =0,
eN

m—o0 k>m

entdo A é compacto. Sugestdao: Use os itens (b) e (c¢) e que A* é compacto se A o
for.

PROBLEMA 11.4. Dado K € C([0,1] x [0, 1]), mostre que

1
Tue) = [ Ky
define um operador compacto em (C[0,1], || - ||oo)-

Sugestao: Use o Teorema de Arzeld-Ascoli [11, Teorema X-22].

PROBLEMA 11.5. Decida se o operador de Volterra (definido no Problema 3.6) é
compacto.

PROBLEMA 11.6. Seja H um espaco de Hilbert. Mostre que, se T = T* € L(H),
entao

1T = { Tz, 2)|; [l=f =1}

Dica: Polarizacao e paralelogramo, veja [14, Problema VI-9a).
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12. MA1s PROBLEMAS

12 Questao. Calcule a norma dos seguintes operadores.
xr

(a) V1 (C[0,2],||[lsc) — (C[0,2], ]| ]|oo) definido por Vf(:c):/o ft)ydt, z €0,2].
(b) T:(C[0,2], [| - [l2) = (€C[0,2]; ]| - [[2) definido por T f(z) = zf(z), = € [0,2].

22 Questao. (a) Seja H um espaco de Hilbert com produto interno {-,-) e sejam
u e v pertencentes a H. Calcule a norma e ache o adjunto do operador T': H — H
definido por T'(x) = (u, x)v

(b) Mostre que o operador identidade de (C.(R),|| - |l1) em (C.(R),]|| - ||2) nao é
continuo, nem tem inversa continua.

32 Questao. Sejam X e Y espacos vetoriais normados, sendo X completo. Para
cada a > 0, denote por B, a bola aberta em X ou em Y de centro na origem e raio
a. Seja T : X — Y uma aplicacdo linear continua.

(a) Mostre que, se € e § sdo reais positivos tais que By C T'(B.), entao Bis C T'(Bte)
para todo ¢t > 0.

(b) Assuma que T satisfaz: para todo € > 0, existe 6 > 0 tal que Bs C T(B,).
Mostre que, para todo € > 0, existe § > 0 tal que By C T(B.). Sugest&o: Dado

k

y € Bs, construa sequéncia x; € X tal que (y — Zij) tenda a zero e ||zx|| <
j=1
€/2k1,

42 Questao. (a) Seja (x*)ren, x*¥ = (2¥),en, uma sequéncia convergente em £2,
o espago das sequéncias complexas de quadrado somével. Mostre que, para cada
n € N, a sequéncia (2%),en converge em C.

(b) Seja D = {(zn)nen € £?; (nTp)nen € €2} e seja T : D — (2 definido por
T(z,) = (nx,). Mostre que o grafico de T é fechado em £2 x (? e que T nao é
continuo.

k

52 Questao. Seja H um espaco de Hilbert com produto interno (-,-) e seja T :
H — H uma aplicagao linear. Suponha que existe uma aplicagao S : H — H tal
que (Sz,y) = (x,Ty) para todos = e y em H. Mostre entdo que S ¢ linear e que
S e T sao continuas. Sugest&o: Dada sequéncia xj tal que zp e T'xy convergem,
calcule limy, (z, Txy) para cada z € H.

62 Questdao. Seja X um espaco de Banach e seja M C X um subespaco de
dimensao finita.
(a) Mostre que, se {z1,--- ,x,} é uma base de M, entdo existem A1, -+, A, € X*
tais que Aj(z;) = 1 para todo j, e A\j(zi) =0se j # k.

n

(b) Mostre que T(z) = ij/\j (x) define um operador continuo em X, T? =T,
j=1

e a imagem de T é igual a M.
72 Questao. Seja c = { (zn)nen; Tn € C,3 lim z, }.
n—roo

(a) Mostre que existe pelo menos um funcional linear continuo A € (£>°)* tal que,

para todo x = (2 )nen € €, A(X) = ”11_>H(;lo T

(b) Mostre que existe mais de um funcional como pedido no item (a).
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82 Questao. (a) Mostre que existe um conjunto ortonormal { f,,;; n € N} em L*(R)
tal que, para todo n € N, temos: (i) f, € C.(R), (ii) fn(x) > 0 para todo z € R, e
(iii) fo(z) =0sex & [27™,2177].

(b) Seja a : R — R uma funcado continua e limitada satisfazendo a(z) > 1 para
todo z € [0,1]. Mostre que Af(z) = a(z)f(x) define um operador linear continuo
nao-compacto em L?(R).

(c) Seja a : R — R uma func¢ao continua, limitada e nao-nula. Mostre que Af(z) =
a(z)f(r) define um operador linear continuo nao-compacto em L?(R).
Observagao: No item (c), basta esbogar os argumentos que forem muito parecidos
com os usados antes.

92 Questao. Seja H um espaco de Hilbert e seja T' um operador compacto auto-
adjunto em H.

(a) Mostre que, se T'— A é inversivel para todo C 3 XA # 0, entdo T = 0.

(b) Mostre que, se H nao for separdvel, entao o nicleo de T' tem dimenséao hilber-
tiana nao enumeravel.

Sugestao: Use o teorema espectral.

102 Questao. Sejam X e Y espacos de Banach e seja T : X — Y linear e continua.
Mostre que:

(a) Se existe C' > 0 tal que ||Tz|| > C||z| para todo z € X, entdo a imagem de T
é fechada em Y.

(b) Se T é injetora e se sua imagem ¢é fechada em Y, entdo existe C' > 0 tal que
|ITz|| > C||lz| para todo z € X.

Sugestao: No item (b), use o Teorema da Aplicagdo Aberta.

112 Questao. Seja (A,)neny um dado elemento de /1.

(a) Mostre que A((2n)nen) = Z)\na:n define um funcional linear continuo em
n=1
¢o = {(zn)nen; xn € C, lim z,, = 0} munido da norma || - ||ec-
n—00
(b) Para cada n € N, seja a,, € C tal que |ay| =1 e |\,| = Apa,. Para cada k € N,
seja x* a sequéncia x* = (zF),cn, 28 = a, se n <k, e 2% = 0 se n > k. Para cada

k € N, calcule o valor absoluto de A(x*).
(c) Calcule a norma em ¢’ do funcional A definido no item (a).

122 Questao. (a) Seja H um espago de Hilbert e sejam x e y elementos de H tais
que y # 0, [lzf| =1 e (z,y) = [|y|. Mostre que z = y/||y|.

Sugestao: Escreva y como a soma de dois vetores, um paralelo e outro perpendicular
ax.

(b) Seja H um espago de Hilbert e seja M um subespaco fechado de H. Mostre
que, para cada y &€ M, existe um unico A € H* tal que: (i) A se anula em M, (ii)

IA]l = e (i) A(y) = inffly— =]

132 Questao. Seja X o espaco vetorial de todas as funcdes complexas continuas

e limitadas definidas em R, munido da norma do supremo.

(a) Mostre que existe pelo menos um funcional linear continuo A : X — C de

norma igual a 1 satisfazendo: se f € X é tal que existem e sdo iguais os limites
lim f(z)=L= xll)r_noof(x), entdo A(f) = L.

r—+00
(b) Mostre que existem pelo menos dois funcionais lineares como no item (a).



74 S. T. MELO

Dica: Use sem provar que lim |f(z)| <sup|f(z)] e lim |f(x)| <sup|f(z)l,
xT—-+00 z€R T——00 z€R
desde que existam os limites.

142 Questao. (a) Sejam X e Y espacos de Banach e sejam T, : X — Y, n € N,
aplicagoes lineares e continuas. Supondo que, para cada x € X, existe em Y o
limite lim T,x, mostre que existe uma aplicagao linear continua 7" : X — Y tal

n—oo
que lim T,z =Tz.
n— oo
Sugestao: Use o Principio da Limitagao Uniforme.
(b) Seja H um espago de Hilbert e sejam T,, : H — H, n € N, aplicagoes li-
neares continuas. Supondo que, para cada x € H e para cada y € H, existe o

limite lim (T,,z,y), mostre que existe uma aplicagdo linear T : H — H tal que
n—oo

lim (T,z,t) = (T'z,y, para todo z € H e todo y € H.
n—oo

Sugestao: Para cada x € H, aplique o item (a), junto com o Lema de Riesz, a
(Thz,) : H— C.
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