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Resumo

Discorremos sobre como calcular o indice de Fredholm de uma classe de Operadores.
O presente documento é um registro de duas aulas apresentadas por Severino T. Melo
na disciplina de Panorama de Matematica do Instituto de Matematica e Estatistica da
Universidade de Sao Paulo (IME-USP). Tais notas foram registradas por Gustavo Pauzner
Mezzovilla Gongalves.

1 Resultados da Algebra Linear

Exemplo 1.1 (A alternativa de Fredholm). Denote por C|[a,b] o conjunto das func¢des con-
tinuas definidas no intervalo [a, b] e considere um operador T": C[a, b] — Ca,b] dado por

b
(Tu)(w) = u(a) + [ wo,y)uly) dy

onde k € C([a,b] x [a, b]). Em determinado contexto, tem-se interesse em estudar as equagoes
do tipo Tu = f, para uma dada f € Cla,b].

Um resultado obtido por Fredholm é que existe um subespago Y C Cla, b] de modo que
o quociente C[a,b]/Y tenha dimensao finita. Além disso, para qualquer f € Y, existe uma
solucdo u, tal que Tu = f. Na verdade, ele ainda provou que dim Cla,b]/Y = dimker 7T

Ou seja, para toda f em um subespago de codimensao finita, a equagdo Tu = f admite
solucdo, e a diferenca de duas dessas solugdes pertencem a um subespago de dimensao finita.
Tal propriedade de uma equacéo linear é classicamente conhecida como solvabilidade normal,
que poderia ser descrita como uma espécie de “existéncia e unicidade a menos de subespacos
de dimensao finita”.

1.1 Introducgao

Definicdo 1.2. Sejam X e Y espacos vetoriais complexos'. Uma aplicacio T : X — Y

linear é um operador de Fredholm se kerT e Y/T(X) tiverem dimensao finita. Definimos o
indice de T como sendo a diferenca das dimensoes:

ind7T = dimker T' — dim Y/T(X).

! Assim como todos os demais espacos aqui abordados.



Exemplo 1.3. Se X e Y tem dimensdes finitas, ndo tem graga nenhuma porque todo ope-
rador linear é de Fredholm. De fato, como X tem dimensédo finita e kerT" é um subespaco,
dimker T < oo. O quociente Y/T'(X) também tem dimensao finita. Segue do teorema do
niucleo e da imagem que:

dim X = dimker T + dim 7'(X) = dim ker T+ (dimY — dim Y/T(X))

e portanto, dimY/T'(X) < oo.

Exemplo 1.4. Considere C[z] o conjunto dos polinémios com coeficientes complexos na
varidvel z. Dado p € Clz], Tp(x) = zp(x) e Sp(x) := p/(x) sdo operadores de Fredholm com
indT=—-1eindS =1.

Exercicio 1.5. Suponha que V = Vi @ V5 seja uma soma direta de espacos vetoriais e
consideremos operadores de Fredholm T; : V; — V;, com i € {1,2}. Defina a soma direta
T =T, & T5 por

T(vy + vy) = Thvy + Tovy,

onde v; € V; para cada i. Prove que T é de Fredholm e ind T = ind 77 + ind T5.

Exercicio 1.6. Se X é um espago vetorial de dimensao infinita, mostre que para todo n € Z,
existe um T}, : X — X de Fredholm tal que ind T}, = n.

Note que todo operador X — X inversivel é de Fredholm com indice O.

1.2 Sequéncias Exatas de Espacos Vetoriais

Definicao 1.7. Considere uma familia de espagos vetoriais V,, com transformacoes lineares
da forma T; : V; — V;41 para todo ¢. Dizemos que a sequéncia

T[) T1 Tn —1 Tn

Vo %1

Vn+1
é uma sequéncia exata se ker T; = T;_1(V;_1) para todo i. Inclusive, T; o T;_1 = 0 para todo
natural ¢ < n.

s o T S , A . . ~
Proposicao 1.8. Se U — V — W é uma sequéncia exata com U e W espagos de dimensao
finita, entdo necessariamente V' também tem dimensao finita.

Demonstragio. Note que dim U = dimker T'+dim T'(U) por U ser de dimensao finita. Como
ker T C U, segue que dimT(U) < dim U. Entdo?,
dimU +dimW > dimT(U) + dim W/g(v)
= dimker S + dim W/S(V)
= dimV.
Como U e W tem dimensoes finitas, terminamos. O

Proposicao 1.9. Seja (V;,) _, uma colecdo de espagos de dimensao finita. Se

neN

OH%L---@%HO

2Aqui tem um teorema dual ao teorema do nicleo e da imagem.


https://pt.wikipedia.org/wiki/Teorema_do_n%C3%BAcleo_e_da_imagem
https://pt.wikipedia.org/wiki/Teorema_do_n%C3%BAcleo_e_da_imagem

¢ uma sequéncia exata, entao:
n

> (1) dimV; = 0.
=1

Demonstragdo. Seguimos por inducdo sobre n. Se 0 — V3 — 0 é exata, entdo dim V; =

0. Agora, se 0 — Vi AT Vo — 0 é exata, entdo T} é necessariamente um isomorfismo e
portanto, dim V; — dim Vo = 0.

Para o passo indutivo, suponha que para algum n, qualquer sequéncia exata da forma
0— Uy — -+ — U, — 0 satisfaz a identidade desejada:

dim Uy —dimUs + - - + (=1)""' dim U, = 0.
Considere a sequéncia

Ty Tn -2 Tn -1 Tn

0 Vi an 1 Vn

Vn+1 —0

supondo que ela seja exata (note que esta exigéncia faz com que T, seja sobrejetora). Res-
trinja tal sequéncia até a imagem do pentultimo espacgo nao nulo:

Ty Th—2

0 V1 Vn—l b Ian_l — 0

Por hipétese de inducgao, segue que

n—2
> (=) dim V; + (=1)"*(dim V1 — dimIm T;,_1) = 0. (1)
=1

Pelo Teorema do Nucleo e da Imagem sobre T), (e por sua sobrejetividade),
dimV,, =dimkerT, + dimIm7,, = dimIm 7,1 + dim V1.

Isolando dim Im 7,,_; na relagao acima, basta substituir tal expressdo na equagao (1) e con-
cluir o a demonstracao do teorema pelo principio da inducgao finita. O

Teorema 1.10. Sejam T : U — V e S : V — W operadores de Fredholm. Entao ST é
um operador de Fredholm e além disso ind(ST) =ind S +ind T

Demonstragio. Vamos montar uma sequéncia exata especial. O inicio dela serd a inclu-
sao kerT' —— ker(ST). Como ST(U) C S(V) C W, entdao temos W/ST(U) — W/S(V)
definida naturalmente. Formamos a seguinte sequéncias:

0 ker T’ ker(ST) —~— ker S U

™

L V/T(U) 3 W/ST(U) — W/s(v) —0

onde 7 : V — V/T(U) é a projecio natural e S : 2 + T(U) — Sz 4+ ST(U) (que de fato
estd bem definida).
Afirmamos que a sequéncia acima é exata. Mostremos algumas inclusoes:



kerm C T'(ker(ST))] Seja z € kerm, ou seja: z € ker SNT(U). Se y € U é tal que z = Ty, segue que
0 =Sz = (ST)y. Dessa forma, y € ker(ST') e portanto x € T'(ker(ST)).

[ker S C m(ker S)] Seja z € V tal que S(z + T(U)) = 0. Dessa forma, Sz + ST(U) = 0, i.e., Sz € ST(U).
Se y € U é tal que STy = Sz, defina 2’ :== x — Ty € ker S. Logo:

P+ TU)=x+TU)=n(z)
e portanto x + T'(U) € w(ker S).

As demais inclusoes ficam como exercicio. Da proposicdo 1.8 segue que todos os espagos
da sequéncia exata sdo de dimensao finita. E pela proposi¢ao 1.9, segue que:

dim ker T' — dim ker(ST') + dim ker S

— dim V/ )y + dim W/s ) — dim W/s vy 0-

Ou seja: ind T + ind S = ind(ST). O

Teorema 1.11. Um operador 7' : X — Y ¢é de Fredholm se, e somente se, existe um
aplicagdo S : Y — X tal que ST — Iy e T'S — I, tem a dimensao da imagem finita.
Corolario 1.12. Dado X um espago vetorial, definimos €(X) o conjunto dos automorfismos
X — X de posto finito. Entdao: €(X) é um ideal da dlgebra £(X).

Se m: L(X) — L(X)/E(X) é a projegao usual, podemos reformular este enunciado da
seguinte maneira: T' € £(X) é Fredholm se, e somente se, m(T") é inversivel.
Teorema 1.13. Se T: X — Y é Fredholm e F': X — Y tem posto finito, entdo T+ F' é
Fredholm e ind(7T'+ F) = ind T

Para uma referéncia sobre estes teoremas, consulte a secdo “Algebraic theory of Fredholm
operators” do apéndice 2 de Cordes (1979).

2 Operadores de Toeplitz

2.1 Preliminares da Analise Funcional

Definicao 2.1 (Espagos de Hilbert). Um espago de Hilbert é um espago vetorial (complexo)
H com produto interno (-, -) que se torna completo® quando munido da norma induzida,
pelo produto interno:

2] = (z,2)"/%, (v € H)

Defini¢do 2.2. Um subconjunto {z1,zs,---} de um espago de Hilbert H é um conjunto
ortonormal completo se
0 sej#k.
(zj,mp) = .
1 sej=k.

esex € H é tal que (x,z,) = 0 para todo k, entdo z = 0.

3No sentindo de sequéncias de Cauchy.



Esta definicdo acima substitui a no¢do de uma base ortonormal em espacos de dimensao
finita, mas nao sendo uma base no sentido de algebra linear.

Neste contexto, trabalhamos apenas com os espacgos Hilbert com conjuntos ortonormais
completos enumerdveis. Estes sdo chamados separdveis (existe um subconjunto denso e
enumeravel - alvo da préxima proposic¢ao).

Proposigao 2.3. O conjunto () das combinagdes lineares de um conjunto ortonormal com-
pleto 8 = {x,,x,, -} C H de um espaco de Hilbert é denso em H. Reciprocamente, se 3 é
um conjunto ortonormal e () é denso em H, entdo  é completo.

Proposigio 2.4. Dado M um subespaco de H (de Hilbert), definimos o M~ como a colecio
dos vetores x € H tais que (z,y) = 0 para qualquer y € M. Dado = € H e um subespago M
fechado, existe um tnico x,, € M tal que z — x,, € M.

xT

"

/4

X

Figura 1: Ilustracao da proposicao 2.4

Tal proposicao induz a aplicagao Py,: H — H definida por Pyx = x,;, que ¢é linear e
satizfaz || Pyz| < ||z|| para todo x € H. Além disso, P} = Py, Py(H) = M e ker Py, = M*.

Ela é chamada de projecdo ortogonal sobre M.
Proposicao 2.5. Seja H um espago de Hilbert e T': H — H um operador linear. As
afirmacoes a seguir sdo equivalentes:
(i) T é continua.
(it) T é continua em 0.
(#ii) Existe C' > 0 tal que || Tz| < C|jz|| para todo x € H.
(i) Se S C H é limitado (isto é, contido em uma bola), entdo 7'(S) também é.

Define-se uma norma no espaco vetorial B(H) de todas as transformacoes lineares satis-
fazendo uma das quatro (e portanto todas) condi¢oes da proposigao 2.5 por
Tx
I = sup L2l
z#£0 ||.TH
Inclusive, ||T'|| é a menor constante C' tal que | Tz|| < C||z|| para todo z, e B(H) é completo
nesta norma, mas niao vem ao caso.

Proposigao 2.6. Dado T' € B(H), existe um tnico T* € B(H) tal que (Tz,y) = (z,T*y)
para todos =,y € H.
Defini¢ao 2.7. Um operador compacto em H é uma transformacao linear K : H — H tal

que, para toda bola B contida em H, o fecho de T'(B) é compacto. Denotamos por X(H) o
conjunto de todos os operadores compactos em H.



Note que todo operador compacto manda conjuntos limitados em limitados e portanto,
¢ limitado e continuo.

Proposicao 2.8. KX(H) é um ideal fechado da &lgebra B(H). Um operador T' € B(H) é
compacto se e somente se existem 7,, € B(H), a imagem 7T,,(H) tem dimensao finita, tais
que lim,, . |7, — T'|| = 0.

Vale comentar que a segunda parte dessa proposicdo ficou por meio século como um
problema em aberto para de espagos de Banach em geral (um espago de Banach é um espago
vetorial normado completo). Em 1972, Enflo encontrou um contraexemplo.

Teorema 2.9. Se K € X(H), entao I + K é um operador de Fredholm de indice zero.

Este resultado, conhecido como a Alternativa de Fredholm, deu origem a teoria do indice.
Denote por F(H) o espago dos operadores limitados T' € B(H) tal que T' é um operador
de Fredholm.

Teorema 2.10 (Atkinson). Um operador limitado 7" € B(H) em um espago de Hilbert é de
Fredholm se, e somente se, ele é invertivel modulo pertubacdo compacta. Ou seja: Se existe
um S € B(H) tal que I — TS e I — ST sao operadores compactos, entdo 7' é um operador
de Fredholm.

Teorema 2.11. O conjunto dos operadores de Fredholm limitados F(H) é um aberto em
B(H). Além disso, o indice de Fredholm ind : F(H) — Z é uma aplicagdo continua (local-
mente constante). Além disso, existe uma curva continua contida em F(H) conectando dois
operadores de Fredholm 71,75 € F(H) se e somente se ind 71 = ind Tb.

IJ(H
ind indTy = ind(tTh + (1 —t)T3)
—>
= indTr e€Z

Figura 2: Caracterizagdo das componentes conexas

2.2 Operadores de Toeplitz

Os operadores de Toeplitz surgem num contexto de andlise classica (principalmente dentro
dos estudos de fungoes analiticas de uma varidvel complexa), fora do dominio da Algebra de
Operadores.

Seja S' C C a circunferéncia unitdria centrada na origem do plano complexo e defina em
C (S') o seguinte produto interno:

2

1 ———

(f.9) = 5= [ £ () o, @
0

Para cada k € Z, seja ¢, € C (S') definida por e,(2) = z¥, 2 € S1. O conjunto {e, | k € Z}

é ortonormal. As combinacbes lineares dos elementos deste conjunto sdo chamadas de po-



linomios trigonométricos. Tal nome surge da andlise das partes reais e imaginarias destes
polindémios que moram em C[sen(#), cos(0)].

Teorema 2.12. (Rudin, 1987, Theorem 4.25) Dados f € C (S1) e e > 0, existe um polindomio
trigonométrico p tal que |f(2) — p(2)| < € para todo z € S*.

Ou seja, toda funcdo continua em S pode ser uniformemente aproximada por polindmios
trigonométricos. Tal sequéncia que pode ser obtida nao diz nada a respeito da convergéncia
da série de Fourier de f. O teorema de Férjet (veja Figueiredo (1987)) afirma que a média das
somas parciais simétricas da série de Fourier da funcdo de fato convergem uniformemente.

Corolario 2.13. O conjunto dos polinomios trigonométricos ¢ denso em C' (S 1) munido da
métrica induzida pelo produto interno (2).

Demonstragdo. Dadas f,g € C (S') quaisquer, note que
) 2
If = gl* < (sup |£(2) = g(2)])
z€S81

como gostariamos. O

O espago com produto interno (C' (S'), (-, -)) ndo é completo e seu completamento (via
sequéncias de Cauchy) é L? (S1). Segue do coroldrio 2.13 que {ey | k € Z} é um conjunto
ortonormal completo de L? (S1).

Definigdo 2.14. O espago de Hardy H?(S') é o menor subespago fechado de L? (S') que
contém o conjunto ortonormal {ey, e, e, - }. Denotamos por P = Py a projegao orto-
gonal de L? (S') em H?(S).

Equivalentemente, dada uma funciao f € L?(S'), f € H?(S') se e somente se, os coefici-
entes (f,e,) da série de Fourier de f sdo todos nulos para k < 0. Em particular,

f(z) = Z anz",
n=0

com a, = (f,e,), define uma funcdo analitica no disco aberto delimitado por S*. Ou seja, as
fungdes de S* pertencentes a H?(S!) podem ser estendidos analiticamente ao disco aberto.
Pode-se provar, indo um pouco mais além, que o espaco de Hardy H?(S') consiste preci-
samente do conjunto das fungdes de L?(S!) que sdo valores de fronteira em S! de funcdes
holomorfas definidas no disco aberto.

Segue que {eg, €1, €y, -+ } é um sistema ortonormal completo de H?(S?t).

Definigcao 2.15. Dada p € C (Sl), o operador de Toeplitz com simbolo ¢, é definido por

T,: H*(S') — H3(SH
[ Plef)

Escrevendo T}, em termos de e, ey, . . ., a “matrix infinita” de T, possui diagonais constan-
tes paralelas a diagonal principal. Estas sao chamadas de matrizes de Toeplitz. Foi estudando
propriedades dessas matrizes que Toeplitz deu origem a teoria dos que viriam a ser chamado
de operadores de Toeplitz.



Definindo ||¢]lcc = sup,cg1 |¢(2)], temos que

1T (DI = 1PN < llefll2 < /!<pr2 < llepllooll 12 3)

para qualquer ¢ € C (S!) e portanto, T,, ¢ limitado. Inclusive, vale na verdade que ||T,| =
|¢llco (isso se pode provar com técnicas de C*-algebras, como veremos ao final da segdo).

E facil ver que Te, (er) = e, para todo k inteiro nao negativo, T, (e)) =0e T, (e;) =
ex—1 com k um inteiro positivo. Além disso, vemos também que

T.,=TF e T., =TF,

para todo inteiro positivo k.

Proposigdo 2.16. Para quaisquer f,g € C(S'), Tty — 1T, ¢ um operador compacto no
espaco de Hardy H?(S1).

Demonstrag¢io. Qualquer elemento x num espago de Hilbert com base ortonormal {eq, €1, €2, - - -
pode ser escrito como x = Yo% (e,, z)e,. Assim, podemos encarar um espaco de Hilbert
como um espago de sequéncias, e em alguns casos, é melhor estudar o operador atuando nas
sequéncias do mesmo.

Seja f € HZ2(S') visto como uma sequéncia (f,)neny com f, = (f,e,). Note que a
sequéncia e, f é a sequéncia “shifitada”:

fg(anfl?fQ"'):elfg(oafb?fla'“)

. Para k inteiro positivo qualquer, e, f € H?(S') e T, (f) = e.f. Além disso, se

fg(fOJfl?fQ..‘):Tek(f)g(fkafk‘i’l?”')

Vamos provar a proposi¢ao entao:

e Sejam k,¢ € Z inteiros de mesmo sinal. Entao T, T, = T,

er., evidentemente. Além
disso, se k é positivo,

T. Te, =1 e 1TgT. =1-F

onde P é a projecao das primeiras k-componentes. De fato,

TekTe,k(f) = Tek(fkafk-&-lafk-‘er'”) = (0705' t 707fk)fk+15‘ : )

k casas

Portanto, se ¢ tem o mesmo sinal de k, T, (T., T._,) = Te, — Te, Py €, ja que T¢, P, tem
posto finito e portanto é compacto, o operador

T., — T,

€kt

T, ., € K(H*(SY))

também é compacto. Assim se prova o resultado para os mondmios e,, n € Z.



e Como ¢ +— T, é uma aplicacao linear, se p e ¢ sao polindmios trigonométricos, entao
Tpq — 1,1, é um operador compacto (pelo passo anterior). Segue da desigualdade (3)
que a aplicacao ¢ + T, definida de C(S') em B ¢ limitada e portanto continua.
Veremos em seguida que segue da densidade dos polindémios trigonométricos em C(S*)
(corolario 2.13) o resultado geral.

De fato, sejam (pn)nen € (¢m)men sequéncias de polindmios trigonométricos tais
que p, — f e qm — g, com f,g € C(S'). Dado ¢ > 0, sejam n.,m. € N tais que
€

&€

onde Ly e Ly sdo constantes a determinar, para quaisquer n = n. € m > m,. Suponha
sem perda de generalidade que n. > m.. Das desigualdades triangular e (3), temos

”Tpnqn - TngH < lpngn — f9ll
= Hann_an+an_ng
1o = fII - llanll + 11£1 - llgn — gl

N

Como g pode ser aproximado por g,, a sequéncia |/g,| é limitada. Podemos tomar
portanto um Ly > 0 tal que L1 > ||gy|| para todo n > n.. Tomando Ly = ||f]|, vem

1 Tpngn = TrToll < llpn = fII - lanll + [ £1 - llan = gl

13 e
< _ . PR
ors lanll 151 57
< S+
2 2 7

para todo n > ne. Provamos que Ty,.q. — TfT, — Tt, — TfT,. Como K(H?(S'))
¢ fechado, Tty — TyTy ¢ o limite de de operadores compactos e portanto, também ¢
compacto.

O]

Decorre agora o seguinte critério de “Fredholmness”. Se ¢ € C(S') onde ¢(z) # 0 para
todo z € S', entdo existe um operador compacto K no espaco de Hardy H?(S') tal que

ToThyp =Toa)p) + K =1+ K.

Segue do Teorema de Atkinson 2.10 de que T}, ¢ um operador de Fredholm se ¢ nunca se
anula.

Exercicio 2.17. Prove que se k é inteiro, entdo ind 7., = —k.

Dada uma fungdo v : S* — C\{0} continuamente derivdvel, definimos o nimero de
rotacao de 7y por
1 1
=— ¢ —d
") = 5 2

(v pode ser vista como uma curva fechada no plano complexo). E possivel estender a defini¢ao
de nimero de rotagdo supondo apenas que v seja continua (veja Lima (1977)) de modo que
valha o seguinte teorema:



Teorema 2.18. Sejam f,g € C(S!,C—{0}). Existe uma homotopia entre f e g se, e somente
se, n(f) = n(g).

Dessa forma, dada f € C(S!) que nunca se anula, sabemos que f é homotdpica ao
monomio e, ;. Denote por

P [0,1] — F(H(SY)
h — In

a homotopia entre f e e,(;. Sabemos que se hy — hy, entdo || fr, — fa,|| — 0. Pela estimativa

(3),
hi—hs
1T, = T, I < I fny = frall "—70.
Portanto, a funcio ¢(h) = Ty, € F(H) é continua, e indot) também é continua, logo
constante. Em particular, ind(¢)(1) = ind(¢(0). Isto prova a seguinte férmula para o indice
de Fredholm de um operador de Toeplitz T;,, quando ¢ é continua e nunca se anula:

indTy =ind Ty, =ind T, , = —n(f).

En(f)

E interessante observar que vale a volta do critério de Fredholmness que usamos acima.
Com a realizacdo concreta da 4lgebra de Toeplitz (definicdo A.2), temos K(S') c T C
B(H2(S1)), além de que

TJac(sry = €(Sh)
[Ttp] — ¥
é um isomorfismo, e pela teoria geral de C*-dlgebras, todo isomorfismo é uma isometria.
Segue que se T, ¢ € C(S'), é um operador de Fredholm, entdo ¢ nunca se anula, de modo
que a férmula para o indice de T}, que obtivemos cobre todos os casos em que T, ¢ € C(S b,
é um operador de Fredholm.
Também segue deste isomorfismo de C*-dlgebras que

®) _
1Tl < llelloo = lI[Te] inf

= <
||7/9<(sl) KeX(s1) 1T, + K| < [T,

melhorando a estimativa (3) para uma igualdade.

A A Algebra de Toeplitz Abstrata

Seja H um espago de Hilbert com um sistema ortonormal completo {ey, e, s, - }.

Proposigcao A.l. Existe um tnico S € B(H) tal que Se; = e;,,, para todo j inteiro nao
negativo. Além disso, S satisfaz ||Sz| = ||z|| para todo x € H e S* é dado por S*e, =0 e
S*e; = e; ; para todo inteiro j positivo.

Um exemplo de tal espaco é o espaco de Hardy dada na defini¢do 2.14 com os monomios
e,(z) = 2", e S é o operador de Toeplitz com simbolo e;.

Definicao A.2. A dlgebra de Toeplitz gerada por S é a menor subélgebra fechada T de B(H )
que contém S, S* e a identidade 1.

A menos de isomorfismos, T ndo depende da escolha de H e do conjunto ortonormal
completo.

10



Teorema A.3. (Douglas, 2012, Theorem 7.23) X(H) C T e existe um *isomorfismo de
algebras

Y% (H) — C(S")
que leva [S] na funcdo identidade z — z.

Uma demonstracao deste teorema sem precisar desbravar os 7 capitulos da referéncia ori-
ginal pode ser consultada em https://www.ime.usp.br/~toscano/disc/2017/toeplitz.
pdf.
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