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EXERCÍCIOS SOBRE OPERADORES DE FREDHOLM

SEVERINO TOSCANO DO REGO MELO

Definição: Sejam X e Y espaços vetoriais complexos e seja T : X → Y uma transformação linear. Dizemos que T é um

operador de Fredholm se kerT e
Y

ImT
têm dimensão finita. Definimos então

indT = dim kerT − dim
Y

ImT
.

1) Seja X um espaço vetorial de dimensão infinita enumerável, seja {x0, x1, x2, · · · } uma base de

X. Sejam T, S operadores lineares em X, S(x0) = 0, S(xi+1) = xi, T (xi) = xi+1, i = 0, 1, 2, · · · .
(a) Mostre que, para todo j > 0 inteiro, T j e Sj são operadores de Fredholm e calcule seus ı́ndices.

(b) Mostre que, para todos j, k inteiros positivos, T jSk − SkT j é um operador de posto finito.

2) Seja X = V1 ⊕ V2 uma decomposição em soma direta de subespaços do espaço vetorial de

dimensão infinita X, sejam Ti : Vi → Vi, i = 1, 2, operadores de Fredholm. Defina T : X → X

por T (v1 + v2) = T1(v1) + T2(v2), vi ∈ Vi, i = 1, 2. Mostre que T é um operador de Fredholm e

indT = indT1 + indT2.

3) Seja X um espaço vetorial de dimensão infinita. Mostre que para todo n ∈ Z existe um operador

de Fredholm Tn : X → X tal que indTn = n.

4) Seja X um espaço vetorial de dimensão infinita, seja F : X → X um operador linear de posto

finito. Mostre que I + F é um operador de Fredholm e ind (I + F ) = 0.

Sugestão: siga, integral ou parcialmente, o roteiro indicado nos itens seguintes.

(a) Seja {w1, · · · , wn} uma base de ImF , sejam z1, · · · , zn ∈ X tais que Fzj = wj , j = 1, · · · , n.

Mostre que {[z1], · · · , [zn]} é uma base de
X

kerF
.

(b) Mostre que existem funcionais lineares lj : X → C, j = 1, · · · , n, tais que

F (x) =

n∑
j=1

lj(x)wj , para todo x ∈ X.
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(c) Considere l : X → Cn, l(x) = (l1(x), · · · , ln(x)), x ∈ X. Mostre que l é sobrejetora e que

ker l = kerF .

(d) Considere A = ((lj(wk)))1≤j,k≤n ∈ Mn(C). Mostre que, se x, f ∈ X e (I + F )(x) = f então

l(x) +A l(x) = l(f).

(e) Dados f ∈ X e ξ = (ξ1, · · · , ξn) ∈ Cn tais que (I +A)ξ = l(f), seja x = f −
n∑

k=1

ξkwk. Mostre que

l(x) = ξ e (I + F )x = f .

(f) Mostre que ker(I + F ) 3 x 7−→ l(x) ∈ ker(I + A) := {ξ ∈ Cn; (I + A)ξ = 0} é um isomorfismo

linear com inversa dada por ξ 7−→ −
n∑

j=1

ξjwj

(g) Seja π : Cn −→ Cn

Im (I +A)
a projeção canônica, Im (I +A) := {(I +A)ξ; ξ ∈ Cn}.

Mostre que kerπ ◦ l = Im (I + F ).

Observação: No caso em que X = H é um espaço de Hilbert, usando que o ı́ndice define uma aplicação cont́ınua de

F(H) = {operadores de Fredholm cont́ınuos} em Z, e que todo operador compacto é limite de operadores de posto finito, segue do

Problema 4 que, se K é um operador compacto, então I + K é um operador de Fredholm de ı́ndice zero.

5) Seja T : X → Y um operador de Fredholm; sejam M ⊆ X e N ⊆ Y tais que X = kerT ⊕M e

Y = ImT ⊕N ; sejam p : X →M e q : Y → ImT as projeções associadas a essas duas decomposições

em soma direta de subespaços.

(a) Mostre que a restrição de T a M define um isomorfismo T0 : M → ImT .

(b) Considere S = ι ◦ T−1
0 ◦ q : Y → X, em que ι : M → X é a inclusão. Mostre que IX − ST e

IY − TS são operadores de posto finito.

(c) Mostre que S é um operador de Fredholm e indS = −indT (use um resultado demonstrado na

primeira aula).

Observação: No caso em que X e Y são espaços de Banach e T é cont́ınuo, ImT é necessariamente um subespaço fechado e

é posśıvel tomar M e N fechados e p e q cont́ınuas. Segue então (esta é uma consequência do Teorema de Baire) que S também é

cont́ınuo. Ou seja, todo operador de Fredholm cont́ınuo possui uma inversa-modulo-compactos linear e cont́ınua. A rećıproca desta

afirmação é o Teorema de Atkinson.


