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EXERCICIOS SOBRE OPERADORES DE FREDHOLM

SEVERINO TOSCANO DO REGO MELO

Definigao: Sejam X e Y espacgos vetoriais complexos e seja T : X — Y uma transformagao linear. Dizemos que 7' é um

tém dimensao finita. Definimos entao

Y
operador de Fredholm se kerT" e I
m

indT = dimkerT — dimL.
ImT

1) Seja X um espago vetorial de dimensao infinita enumerével, seja {zg, z1, 22, -} uma base de
X. Sejam T, S operadores lineares em X, S(zg) =0, S(x;y1) = zi, T(x;) = 241, 1 =0,1,2,---.
(a) Mostre que, para todo j > 0 inteiro, T7 e S7 sdo operadores de Fredholm e calcule seus indices.

(b) Mostre que, para todos j, k inteiros positivos, 77 Sk — SkT3 ¢ um operador de posto finito.

2) Seja X = V; @ V5 uma decomposigao em soma direta de subespagos do espaco vetorial de
dimensao infinita X, sejam T; : V; — V;, ¢ = 1,2, operadores de Fredholm. Defina T : X — X
por T(vy + v2) = Ti(v1) + Ta(va), v; € Vi, i = 1,2. Mostre que T' é um operador de Fredholm e
indT = ind 77 + ind T5.

3) Seja X um espago vetorial de dimensao infinita. Mostre que para todo n € Z existe um operador

de Fredholm 7;, : X — X tal que ind 7}, = n.

4) Seja X um espago vetorial de dimensao infinita, seja F': X — X um operador linear de posto

finito. Mostre que I + F' é um operador de Fredholm e ind (I + F') = 0.

Sugestao: siga, integral ou parcialmente, o roteiro indicado nos itens seguintes.

(a) Seja {wi, - ,wy} uma base de Im F, sejam z,---,z, € X tais que Fz; = w;, j =1, ,n.
Mostre que S é a base de .

re que {[z1], -+ 2]} é wm —
(b) Mostre que existem funcionais lineares [; : X — C, j =1,--- ,n, tais que

F(z) = le(x) wj, para todo xz € X.
j=1
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(c) Considere | : X — C", l(x) = (li(x), - ,l,(x)), = € X. Mostre que [ é sobrejetora e que
ker! = ker F'.

(d) Considere A = (([;(wg))i<jr<n € Mn(C). Mostre que, se z,f € X e (I + F)(z) = f entao
l(x)+ Al(z) = U(f).

(e) Dados f e X e & = (&1, -+ ,&) € C™ tais que (I + A), =1(f),sejax = f — Zﬁkwk. Mostre que
(&) =€ e (I+F)=f =

(f) Mostre que ker(I + F) 3 z +— [l(x) € ker(I + A) :== {{ € C™; (I + A){ = 0} é um isomorfismo

n
linear com inversa dada por £ — — E §w;
Jj=1

n

Im (I + A)
Mostre que kerm ol = Im (I + F).

(g) Seja 7 : C" — a projegao canonica, Im (I + A) == {(I + A)§; £ € C™}.

Observagao: No caso em que X = H é um espaco de Hilbert, usando que o indice define uma aplicacdo continua de
F(H) = {operadores de Fredholm continuos} em Z, e que todo operador compacto é limite de operadores de posto finito, segue do

Problema 4 que, se K é um operador compacto, entdao I + K é um operador de Fredholm de indice zero.

5) Seja T': X — Y um operador de Fredholm; sejam M C X e N CY tais que X =kerT ® M e
Y=ImT®&N;sejamp: X > Meq:Y — ImT as projecoes associadas a essas duas decomposicoes
em soma direta de subespacos.

(a) Mostre que a restrigdo de T'a M define um isomorfismo Ty : M — Im T

(b) Considere S = LOTo_l oq:Y — X,em que t: M — X é a inclusdo. Mostre que Ix — ST e
Iy — T'S sado operadores de posto finito.

(c) Mostre que S é um operador de Fredholm e ind S = —ind 7" (use um resultado demonstrado na

primeira aula).

Observagao: No caso em que X e Y sdo espagos de Banach e T' é continuo, Im T é necessariamente um subespaco fechado e
é possivel tomar M e N fechados e p e g continuas. Segue entdo (esta é uma consequéncia do Teorema de Baire) que S também é
continuo. Ou seja, todo operador de Fredholm continuo possui uma inversa-modulo-compactos linear e continua. A reciproca desta

afirmacao é o Teorema de Atkinson.



