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Os resultados apresentados nestas notas sao muito conhecidos. A presente exposigao é inspi-

rada principalmente em [1, 2, 5].

A ALGEBRA DE TOEPLITZ ABSTRATA

Sejam H um espago de Hilbert separdvel e {ej, e, -} um conjunto ortonormal completo.
Denotemos por B(H) e K(H), respectivamente, a algebra dos operadores limitados em H e o ideal

dos operadores compactos.

Dados inteiros positivos n e m, definamos E,,,(§) = (e, &)em, & € H. Sendo de posto finito,

B € K(H). E facil ver que E*,, = Eyp,.

Proposicao 1. O subespago gerado por todos 0s Epp,, n e m inteiros positivos, é denso em K(H).

Demonstragao: Dados z,y € H, denotemos por (z,-)y o operador H > & — (x,&)y € H. Se

xp — x e yp — y em H, entao (xy,)yr converge a (z, )y em B(H), pois

1z, &)y — (x, Oyl < (2, )y — (xr, Qull+ [[{zr, )y — (2r, Huill < (lz—zrl[llyll+ l[zlllly =y DI,

para todo £ € H. Segue da densidade do subespago gerado por {ej,es,- -} e da identidade

N M N M
<z e, > S e = 575" B
n=1 m=1

n=1m=1

J
que todo operador de posto finito Z(:cj, Yy, ¢j,y; € H, é limite de combinagoes lineares de Ej,p,s.
j=1
A proposigao decorre agora da densidade dos operadores de posto finito em K(H). O
Seja S : H — H o operador limitado que satisfaz Se, = e,11, n=1,2,---. E simples verificar
que S é uma isometria e que S*e,, = e,_1 se n > 2, S*e; = 0. Além disso, se m e n sdo inteiros,

m > n > 0, entao

0 se k<m-mn ou k>m

—€k—min S€e Mm—nm<k<m
1

[S™(S%)™ = (57)™5"] (er) = {
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e, portanto,
(1) SSY = (58 == S (e dermin=— Y Eimonst
l=m—n+1 l=m—n+1
Se n > m,
(2) Sn(S*)m - (S*)msn — [Sm(s*)n o (S*)nsm]* - _ Z (El,n—m—l—l)* - _ Z E’n—m—l—l,l-
l=n—m+1 l=n—m+1

Seja T a menor C*subdlgebra de B(H) contendo S, ou seja, T é o fecho do conjunto, que
denotamos por 7y, de todas as combinagoes lineares de produtos (com nimero arbitrario de termos)

de S e S*. Note que 7y é uma *subdlgebra de B(H) e I = S*S € Ty.

Usando (1) e (2), observando que combinagoes lineares de E,,,,s sdo operadores de posto finito,
e que o conjunto dos operadores de posto finito é um ideal em B(H), vemos que todo T € Ty pode
ser escrito como T' = Tj + Ty, sendo 7 uma combinagao linear de operadores da forma S™(S*)™,
m e n inteiros nao negativos, e 7o um operador de posto finito. Novamente usando (1) e (2), vemos
que o comutador [17,S1] = 1151 — S171 de duas combinagoes lineares de S™(S*)™s é um operador
de posto finito. Logo, usando de novo que os operadores de posto finito formam um ideal, todos os

comutadores [T, S| =TS — ST, T, S € Ty, sao operadores de posto finito.

Consideremos agora um comutador [T, S] de dois elementos arbitrarios 7" e S de 7. Tomemos
sequéncias T), e Sy, em Ty tais que T, - T e S, — S. Como [T}, S,] — [T, 5] e K(H) é o fecho do

conjunto dos operadores de posto finito, segue que [T, S] € K(H). Provamos:

Teorema 1. Todos os comutadores de T sao operadores compactos.

Além disso, temos:

Teorema 2. O ideal dos compactos, K(H), estd contido em T .

Demonstragao: Dados z,y,§ € H e Th,To € B(H), temos T1((z,T28)y) = (Tyx, )Ty e,
portanto,
Tyo(x,)yoTy = (Tsx, - )T1y.
Fazendo m =n =1 em (1), vemos que F1; € Ty e, portanto,
SPE11(S*)' = 8% o (e1,)er o (81)* = (S'er, ) SFer = (ers1, )ers1 = Erpre1 € To,
para todos inteiros nao negativos k e [. Segue da Proposigao 1 que K(H) C T. O

Segue do Teorema 2 que K(H) é um ideal de 7. Denotemos por Qr o quociente 7 /K(H).
Segue do Teorema 1 que a C*4lgebra unital Q é comutativa. Denotemos por M o espectro de Qr,
por k : Qr — C(M) a transformada de Gelfand, por 7 : T — Or a projegao canonica w(1") = [T,

e por 7 : T — C(M) o *homomorphismo 7 = k o 7.



A ALGEBRA DE TOEPLITZ 3

Teorema 3. Dado um T € T arbitrdrio, temos que T' é um operador de Fredholm se, e somente se,

[7(T)](m) # 0 para todo m € M.

Demonstragdgo: O Teorema de Atkinson nos diz que T é de Fredholm se, e somente se, a
classe de T' no quociente B(H)/K(H) é inversivel. Como a C*algebra Qr pode ser canonicamente
identificada com uma C*subalgebra de B(H)/K(H), segue que T é de Fredholm se, e somente se,

7(T) é inversivel em Qp. O teorema segue, agora, de x ser um isomorfismo de C*algebras. O

Nossa meta é dar descrigdes mais concretas de T e de M, que tornem mais explicito e aplicavel

o Teorema 3.

Proposigao 2. A aplicacdo 7(S) € C(M) € injetora e [7(S)](m) € S, para todo m € M.

Demonstragao: Segue de S*S =1 que

para todo m € M.

Sejam m,m’ € M e suponha que [7(S)](m) = [7(S)](m). Segue de 7 ser um *homomorfismo
que [7(T)](m) = [7(T)](m’) para todo T € Ty. Segue da continuidade de T que, para todo T' € T,
[7(T)](m) = [7(T)](m) e, portanto, x([T])(m) = x([T])(m’), para todo [T] € Qr. Segue da defini¢ao

da transformada de Gelfand que os homomorfismos m,m’ : Qr — C sao iguais. O

Seja L C S' a imagem da aplicacdo injetora 7(S) : M — S'. Sendo 7(S) continua e S*

compacto, L é compacto e 7(5) : S' — L é um homeomorfismo.

Teorema 4. L = S,

Demonstragdo: Dado w € S, seja U, € B(H) o operator unitario definido por Uy (ex) = w”ey,
k=1,2,---. Seguede U;;SU,, = wS que a aplicacao T' — U, TU,, deixa T invariante. Como também
K(H) é invariante por conjugacao por U, (na verdade, por conjugagao por qualquer unitario), dado
m : Qpr — C pertencente a M, podemos definir m,, : Qpr — C, m,([T]) = m([UsTU,)), T € T.
Segue de [T] — [UiTU,] ser um *isomorfismo de Qr que m,, € M. Segue de U} SU,, = WS que
T(UxSU, ) = wt(S).

Dado A € L, seja m € M tal que 7(S) = A. Entao 7(U}SU,) = wr(S) = wA € L, para todo
w € S'. Sendo homeomorfo ao espectro de Qp, L é ndo vazio. Seja A9 € L. Dado um ponto A € S!

arbitrario, tome w = A\g. Entdo A = wW\g € L. O
Corolario 1. 7(5) : M — St ¢ um homeomorfismo.

Corolario 2. A aplicacio que leva f € C(M) em fo7(S)~! € C(S') é um *-isomorfismo.
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Definimos o : T — C(SY), o(T) = 7(T) o 7(S)~!. Claro entdo que
(3) [0(S)](\) =\, paratodo e S

Segue do Coroléario 2 que, dado T' € T, 7(T') nunca se anula se, e somente se, o(7T") nunca se anula.

Obtemos assim a seguinte reformulagao do Teorema 3.

Teorema 5. Dado um T € T arbitrdrio, temos que T é um operador de Fredholm se, e somente se,
[0(T)](\) # 0 para todo X € S*.

OS OPERADORES DE TOEPLITZ

A algebra T foi definida na se¢ao anterior a partir de um espago de Hilbert separavel arbitrario
H e de um conjunto ortonormal completo de H. As C*4lgebras que se obtém a partir de diferentes
escolhas do espaco de Hilbert e da base sao canonicamente isomorfas e todos os resultados que
obtivemos até agora independem dessas escolhas. Nesta seg@o, faremos uma escolha particular do
espaco de Hilbert H e de um conjunto ortonormal completo de H, de modo a poder descrever T
como sendo a C*dlgebra gerada pelos classicos operadores de Toeplitz com simbolos continuos no

circulo.

Em L2(SY), S' = {z € C; |z| = 1}, consideramos o produto interno

1 [T — .
(f.9) = 5 | F(e)g(e?)do, f.g € L2(S),
e denotamos por || - |2 a norma por ele induzida. Para cada k € Z, seja ep(z) = 2¥, z € S*. E bem

sabido que, munido deste produto interno, L%(S') é¢ um espaco de Hilbert e que {ex; k € Z} é um

conjunto ortonormal completo.

Definimos H como o subespaco fechado de L?(S') gerado por {ex; k > 0}. O espaco H é
classicamente denotado por H?(S') e é um dos chamados espacos de Hardy no circulo. Num certo
sentido que necessita de uma definicio precisa, H2(S!) consiste [6, Theorem 17.10] das funcdes de

L?(S') que sdo valores de fronteira de funcdes holomorfas no disco aberto {z € C; |z| < 1}.

Seja P a projecao ortogonal de L%(S!) sobre H. Para cada f € C(S'), define-se o operador
de Toeplitz com simbolo f, Ty : H — H, por Tf(p) = P(f¢). Denotando por | - ||s & norma do
supremo em C(S%), segue de || foll2 < || fllllll2 € [|P] <1 que Ty € B(H) e

(4) 1T ]l < 11.f lloc-

Tal como no caso geral, seja S : H — H o operador definido por S(e;) = exy1, k > 0 e seja
T a C*subdlgebra de B(H) gerada por S (claro que nao faz diferenca indexarmos a sequéncia por

{1,2,3---} oupor {0,1,2,---}).

Chamamos de polinomio trigonométrico uma combinagao linear de elementos de {ex, k € Z}.
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Teorema 6. A C*subdlgebra de B(H) gerada por {Ty; f € C(S')} coincide com T.

Demonstragio: Segue de S = T, que a C*subélgebra de B(H) gerada por {Ty; f € C(S')}

contém 7T .

E fécil verificar que S™ = T, , para todo inteiro n > 0, e (S*)™ = T.__, para todo inteiro
m > 0. Assim, se f é um polindmio trigonométrico, entao Ty € T. E bem sabido que, dada
f € C(SY), existe uma sequéncia f, polindomios trigonométricos tal que ||f — fnlloo — 0. Dai,

Ty — T4, || < ||f — falloo = 0 e, portanto, Ty € T (pois T é fechada). 0.

Lema 1. Dada f € C(SY), [o(T)](\) = f(\), para todo X € S.

Demonstragdo: Dada f € C(S') existe uma sequéncia f, de polinémios trigonométricos tal que
| f — frlloo — 0. Segue da continuidade de 7 que basta supor que f é um polinémio trigonométrico.
Temos: S* = T.,, (%) = T._,, 0(S¥) = o(S)* e o[(5*)] = o(S)! = o(S)~!, para k,| inteiros
positivos. Segue agora de (3) que, para

-1

N
f= Z cker, ¢ €C, N €N, temos Ty = Z ek (S™)™ chS

k=—N k=—N
—1 -N
o(Ty) = Z cro[(S™)” —I— cha (SF) = Z cro(S)k
k=—N k=—N
e
N N
(TN = > ao(9)F ) = D aX =10
k=—N k=—N

para todo A\ € L. O

Usando o Teorema 6 ¢ o Lema 1, o Teorema 5 aplicado a Ty, f € C(S 1), resulta no seguinte
teorema, cujo enunciado pode ser apreciado de um ponto de vista de “Teoria de Operadores pura”,
isto é, seu enunciado pode ser compreendido sem que seja preciso invocar conceito algum da teoria
das Algebras de Banach.

Teorema 7. Dada f € C(S'), o operador de Toeplitz Ty : H*(S') — H?(S') é um operador de
Fredholm se, e somente se, f(\) # 0 para todo \ € S*.

Uma outra aplicagao do Corolério 2 e do Lema 1 é que vale a igualdade em (4):
Teorema 8. Dada f € C(S'), o operador de Toeplitz Ty : H*(S') — H?(S') satisfaz

T¢|| = inf ||Ty+ K| = .
Tyl = inf 1Ty + K = 1
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Demonstragao: Segue da definigdo de 7 na pagina 2 que o ntcleo de 7 é igual a K(H), pois
é um isomorfismo. O homomorfismo o : 7 — C(S!) foi definido como a composi¢ao do isomorfismo

do Corolério 2 com 7. Logo, o nicleo de o também ¢ igual a K(H).

Dado um homomorfismo de C*&lgebras, a bijegao canonicamente induzida entre o quociente

de seu dominio pelo niucleo e sua imagem é uma isometria. Logo, para todo T € T,

inf ||T+ K| = YN
Ké%u{)” | Asgg\a( YN

Em particular, tomando 7" = T e aplicando o Lema 1 e (4), segue que
T¢|| > inf ||Ty+ K| = > || T,
Tyl > int Ty + K] = o 2 1751
como queriamos. O

Este resultado tem aplicacGes ao estudo de problemas de valor de fronteira: o Lemma 3.1.5 de

[3], por exemplo, pode ser obtido a partir do Teorema 8, veja [4, Section 3.1 e Lemma 2].

Dado qualquer T' € T, seja f = o(T). Como o(T —Ty) =0ekero =K(H), T - Ty € K(H).
Logo todo T" € T pode ser escrito como a soma de um operador de Toeplitz T, f € C(S1), com um
operador compacto. Essa decomposicao é unica pois, se Ty + K = T, + K', entao Ty_, é compacto,
logo 0 = o(Ty —1T,) = f —g. Ou seja, o subespaco fechado 7 de B(H) pode ser escrito como a soma

direta de dois outros subespacos fechados,
T ={Ty; f € C(SH)} & K(H),

sendo C(S') 5 f + Ty uma isometria de C(S*) em {T}; f € C(S*)}. O Teorema 8 nos diz portanto
que a projecao

T — {Iy; feC(SYH}

A — Ty

tem norma 1.
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