17.

18.

19.

20.
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(a) Se A for uma matriz 3 X 5, entéo o niimero de pivds na
forma escalonada reduzida por linhas de A €, no méximo,
. Por qué?
(b) Se A for uma matriz 3 X 5, entfio o niimero de pardme-
tros na solugio geral de Ax = 0 &, no méximo,
Por qué?
(c) Se A for uma matriz 3 X 5, entfio o niimero de pivOs na
forma escalonada reduzida por linhas de A €, no maximo,
. Por qué?
(d) Se A for uma matriz 5 X 3, entdo o nimero de pardme-
tros na solugio geral de Ax = 0 &, no méximo,
Por qué?
(a) Se A for uma matriz 3 X 5, entdio o posto de A €, no mé-
Ximo, . Por qué?
(b) Se A for uma matriz 3 X 5, entdo a nulidade de A €, no
méximo, . Por qué?
(c) Se A for uma matriz 3 X 5, entdio o posto de A" &, no m4-
Ximo, . Por qué?

(d) Se A for uma matriz 3 X 5, entdo a nulidade de ATé, 1o
méximo, . Por qué?

Encontre matrizes A e B tais que pos(A) = pos(B), mas

pos(Az) #* pos(Bz).

Prove: se uma matriz A néo for quadrada, entfio ou os vetores

linha ou os vetores coluna de A sdo linearmente dependentes.

Exercicios verdadeiro/falso

Nas partes (a)-(j), determine se a afirmagfo é verdadeira ou falsa,
justificando sua resposta.

(2)

®)

©
(d)

(e)

®

@

()

®

G

Ou os vetores linha ou os vetores coluna de uma matriz qua-
drada sdo linearmente independentes.

Uma matriz com os vetores linha linearmente independentes
e os vetores coluna linearmente independentes € quadrada.

A nulidade de uma matriz ndo nula m X n é, no maximo, m.

Adicionar uma coluna a mais a uma matriz aumenta seu pos-
to por um.

A nulidade de uma matriz quadrada com linhas linearmente
independentes é, no minimo, um.

Se A for uma matriz quadrada e Ax = b for inconsistente com
algum vetor b, entdo a nulidade de A € zero.

Se uma matriz A tiver mais linhas do que colunas, entfo a di-
mensio do espaco linha € maior do que a dimensdo do espago
coluna.

Se pos(AT) = pos(A), entdo A € quadrada.

Nio existe matriz 3 X 3 alguma cujos espagos linha e nulo
sdo retas no espaco tridimensional.

Se V for um subespago de R" e W for um subespago de V, en-
tdo W" & um subespago de V*.

4.9 Transformagdes matriciais de R" em R”

Nesta segfio, estudamos fungdes da forma w = F(x), em que a varidve] independente x € um
vetor em R”, e a varidvel dependente w é um vetor em R"”. Vamos nos concentrar numa classe
especial dessas fungdes, denominada “transformagdes matriciais”. Essas transformagdes

sdo fundamentais no estudo da Algebra Linear e tém aplicagdes importantes na Fisica, nas
Engenharias, nas Ciéncias Sociais e em virias areas da Matemaética.

Lembre que uma fungdo € uma regra que associa a cada elemento de um conjunto A um,

Func¢ées e transformagdes

e exatamente um, elemento de um conjunto B. Se f associa o elemento b ao elemento a,
entdo escrevemos

e dizemos que b € a imagem de a por f ou que fla) € o valor de fem a. O conjunto A €
denominado dominio de f ¢ o conjunto B, contradominio de f (Figura 4.9.1). A imagem

b = fla)

de ' é o subconjunto do contradominio consistindo em todas as imagens de pontos no
dominio.

O dominio e o contradominio de muitas fungdes comuns sdo conjuntos de niimeros
reais, mas, neste texto, estamos interessados em fung¢des cujo dominio e contradominio

sdo espagos vetoriais.

f
a o/_\.
b=f(a)
Dominio Contradominio
A B
A Figura 4.9.1
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Transformagbes matriciais

DEFINICAO 1 Se Ve W forem espacos vetoriais e se f for uma fungo de dominio Ve
contradominio W, dizemos que f ¢ uma transformacdo de V em W, ou uma aplicacéo
de Vem W, que denotamos por

fiVo>W

No caso especial em que V = W, também dizermos que uma transformacZo € um ope-
rador de V.

Nesta se¢fo, tratamos exclusivamente de transformagdes de R" em R”, sendo que as
transformagdes de espacos vetoriais arbitrrios serdo consideradas em se¢des posteriores.
Para ilustrar uma maneira pela qual podem surgir essas transformagdes, suponha que f,, f,,
..., [, sejam fungoes reais de n varidveis, digamos,

w, = fi(x,%,...,x,)
w, = f,(x,%,...,x,)
; 1)
w, = f,&x,%,...,x,)
Essas m equagdes associam um ponto (w w,, . . ., w,) Gnico em R" a cada ponto
n . ~ ] il
(x, Xy ..., x,) em R" e, assim, definem uma transformagio de R" em R". Denotando essa

transformagio por 7, temos 7: R" — R" e

Tx,x,...,x)= W, W, ...,w,)

No caso especial em que as equagdes em (1) forem lineares, elas poderdo ser expressas
na forma

Wy = auXy + apX, +-+ a,x,
W, = ayx, + aux, +---+ a,x,
. . . . (2)
wm = aml‘xl it am2x2 + . + anmxn
que, entdo, poderemos escrever em formato matricial como
w, ay  ap coq, X
w a a seeooa X
2 12 22 n 2
= Al 3)
wm aml aml e Ia:mll xﬂ'
ou, mais concisamente, como
w = Ax @

Embora possamos ver isso como um sistema linear, vamos interpretar (4) como uma
transformagio que associa o vetor coluna x em R" ao vetor coluna w em R" pela multipli-
cagio a esquerda de x por A, obtendo o que se denomina uma transformacdo matricial
(ou operador matricial se m = n), que denotamos por T, : R" — R". Com essa notacio, a
Equacio (4) pode ser expressa por

w = T,(x) )

Dizemos que a transformagio matricial T, € a multiplicagdo por A e que a matriz A é a
matriz candnica dessa transformago.
As vezes, também € conveniente denotar (5) de maneira esquematica por

X 2w (©6)

ue lemos “T, aplica x em w”.
A
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» EXEMPLO 1 Uma transformagéo matricial de R* em R’
A transformagio matricial T': R* > R’ definida pelas equagdes
w,=2x, —3x, + x; — 5x,
Wy, =4x + X% —2x + x, @)

wsy=5x, — x, +4x,

pode ser expressa em forma matricial como

X

w, 2 =3 1 =5,
wy|=[4 1 =2 1||] ®)

w 5 -1 4 of]|]

3 x,

A imagem de um ponto (x,, X,, X5, X,) pode ser calculada diretamente das equagdes defini-
doras (7) ou de (8) por multiplicagdo matricial. Por exemplo, se

(xla -xza X3, x4) = (1$ -39 Os 2)

ento, substituindo em (7), temos w, = 1, w, =3, w, = 8 (verifique) ou, alternativamen-
te, por (8),

1
w, B 1
wy| =4 1 -2 1| |=13| «
W, 5 -1 4 of| 8

As vezes, queremos denotar uma transformago matricial sem dar algum nome 2 prépria
matriz. Nesses casos, denotamos a matriz canbnica de T : R* — R" pelo simbolo [T]. As-
sim, a equag@o

T(x) = [Tlx ®)
simplesmente afirma que T € a transformagéo matricial de matriz canénica [7T] e que a
imagem de x por essa transformag@o € o produto da matriz [T] pelo vetor coluna x.

O préximo teorema lista quatro propriedades basicas de transformagGes matriciais que
decorrem de propriedades da multiplicagéo matricial.

TEOREMA 4.9.1 Dada qualquer matriz A, a transformagdo matricial T, : R' > R"
tem as propriedades seguintes, com quaisquer vetores u e vV em R® e escalar k.

@ T =0

@) T,(kv) = kT,(v) [Homogeneidade]

(&) T(u+ v) = T,(w) + T,(v) [Aditividade]

@ T -v)=T,m - L)

Algumas questbes de
notagdo

Propriedades de
transformacées matriciais
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Prova As quatro partes sio reformulages das propriedades conhecidas da multiplica-
¢do matricial, a saber, ’

A0 =0, A(kv)=k(Av), A@+v)=Au+Av, Au—v)=Au—Av <«

Segue do Teorema 4.9.1 que uma transformagdo matricial faz correspoder a com-
binagGes lineares de vetores em R" as combinagdes lineares correspondentes em R”, no
sentido de que

Tk, + kv, oot H k) = KEG) HRL,O) + -+ KT, (10)

Dependendo da interpretagio de énuplas como vetores ou pontos, o efeito geométrico

de uma transformag@o matricial 7, : R" — R" é o de aplicar cada vetor (ponto) em R" num
vetor (ponto) em R" (Figura 4.9.2).

R R" R R
/xd e
0 0 0 0
> Figura 4.9.2 I T aplica vetores em vetore:] 1 T aplica pontos em pontos. I

O préximo teorema afirma que se duas transformagGes matriciais de R” em R” tive-
rem a mesma imagem em cada ponto de R”, entdo as préprias matrizes devem ser iguais.

TEOREMA4.9.2 SeT,:R"— R"eT,: R"— R" forem transformagaes matriciais e se
T\(x) = Ty(x) com qualquer vetor x em R", entdo A = B,

Prova Dizer que T,(x) = T,(x) com qualquer vetor em R" € 0 mesmo que dizer que
AXx = Bx
com cada vetor x em R". Isso vale, em particular, se x for um dos vetores €,e,...,e,da
base candnica em R", ou seja,
Aej=Bej G=12,...,n (11)

Como cada entrada de e, € nula, exceto a j-ésima, que € 1, segue do Teorema 1.3.1 que Ae,
€ aj-ésima colunade A e Be; € a j-ésima coluna de B. Assim, segue de (11) que as colunas
correspondentes de A e B sdo iguais, ou seja,queA =B, <

» EXEMPLO 2 Astransformagdes nulas
Se 0 for a matriz zero m X n, entfo

T,(x) = 0x = 0

de modo que a multiplicagéo por zero transforma cada vetor em R" no vetor nulo de R™.
Dizemos que T, € a transformac@o nula, ou transformaciio zero, de R" em R".
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» EXEMPLO 3 Osoperadores identidade
Se I for a matriz identidade n X n, entdo

T,(x)=Ix=x

de modo que a multiplicagdo por I transforma cada vetor em R" em si mesmo. Dizemos
que T, é o operador identidade de R'. <«

Existe uma maneira de encontrar a matriz candnica de uma transformacio matricial de
R'em R", considerando o efeito dessa transformagdo nos vetores da base candnica de R".
Para explicar essa ideia, suponha que A seja desconhecida e que

e, €, ..., €

sejam os vetores da base candnica de R'. Suponha, também, que as imagens desses veto-
res pela transformacéo 7, sejam
T(e)=Ae, T,(e)=Ae,..., T,(e)=Ae,

Segue do Teorema 1.3.1 que Ae; € uma combinagio linear das colunas de A, em que os
coeficientes sucessivos sao as entradas de e Como todas as entradas de € sdo nulas,
exceto a j-ésima, segue que o produto Ae; € exatamente a j-€sima coluna da matriz A.
Assim, '

A=[Te) | Ty(e) |---| Ty(e)] (12)

Resumindo, temos o seguinte procedimento para encontrar a matriz candnica de uma
transformagio matricial.

Encontrando a matriz candnica de uma transformacédo matricial

Passo 1. Encontre as imagens dos vetores e, €,, . . . , €, da base candnica de R'em
formato de coluna.

Passo 2. Construa a matriz que tem as imagens obtidas no Passo 1 como colunas
sucessivas. Essa € a matriz candnica da transformagéo.

Entre os operadores matriciais mais importantes de R e R’, estdo os que aplicam cada
ponto na sua imagem simétrica em rela¢@o a alguma reta ou plano fixados, que sdo de-
nominados operadores de reflexdo, ou reflexdes, simplesmente. A Tabela 1 mostra as
matrizes candnicas das reflexdes nos eixos coordenados em Rz, e a Tabela 2 mostra as
matrizes candnicas das reflexdes nos planos coordenados de R’. Em cada caso, a matriz
candnica foi obtida encontrando as imagens dos vetores da base candnica, convertendo
essas imagens em vetores coluna e, entdo, usando esses vetores coluna como colunas
sucessivas da matriz candnica.

Os operadores matriciais de R® ¢ R’ que aplicam cada ponto em sua projegéo ortogonal
numa reta ou plano fixados sdo denominados operadores de projecdo (ou, mais precisa-
mente, de operadores de projecdo ortogonal) ou, simplesmente, projecdes (ortogonais).
A Tabela 3 mostra as matrizes candnicas das projegdes ortogonais sobre os eixos coorde-
nados em R, e a Tabela 4 mostra as matrizes candnicas das proje¢des ortogonais sobre os
planos coordenados em R

Um procedimento para
encontrar matrizes canénicas

Operadores de reflexdo

Operadores de projecdo
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Tabela 1

Operador

llustragéo

Imagens de e, ee,

Matriz canénica

Reflexdo no eixo y

Tx, y) = (—x, y)

Reflexdo no eixo x

T(xy) = (x, —)

Reflexdo naretay = x

T(e,) =T7(1,0)= (—1,0)
T(e,) =T(0, 1) = (0, 1)

T(e,) = T(1,0) = (1, 0)
T(e,)) = T(0, 1) = (0, - 1)

[ ]

b ]

T(e,) =T(1,0)= (0, 1) [0 1]
Txy) =@y T(e,) = T(0, 1) = (1, 0) 10
Tabela 2
Operador llustragéo Imagensdee,, e, e, Matriz canénica

Reflexdo no plano xy

T(x,y,2)=(x,y, —2)

Reflexido no plano xz

Ty 2= ~y2)

Reflexdo na plano yz

T(xy,2=(-xy7)

& -3 2)

v

T(e,)=T(1,0,0)=(1,0,0)
T(e,)=T(,1,0)=(0,1,0)
T(e,)=T(0,0,1)= (0,0, —1)

T(e)=7(1,0,0)=(1,0,0)
T(e,) =T(0,1,0)=(0, -1, 0)
T(e;)=7T(0,0,1)=(0,0,1)

T(e)=7(1,0,0)=(-1,0,0)
T(e,)=T(0,1,0)=(0,1,0)
T(e,)=T7(0,0,1)=(0,0,1)

1 0 0
0 1 0
0 0 -1
1 0 0
0 -1 0
0 0 1
-1 0 0
01 0
0 0 1
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Tabela 3

Operador llustragéo Imagensdee, ee, Matriz candnica

Projegio ortogonal sobre o ei s )
rojegio ortogonal sobre o eixo x ] T(e,) = T(1,0) = (1,0) [1 0]
_ = = 0
T(xy) = (x,0) | i) x T(e,)=T(0,1)=1(0,0) 0
Projegdo ortogonal sobre o €ixo y ©. ——r—g (x,) T(e,) = T(1,0) = (0,0) [O 0]
TGy =0, T®) . Te)=TOD=00 01
Tabela 4
Operador llustragdo Imagens de e, e,, €, Matriz candnica
T z
Projegdo ortogonal sobre o plano xy N % 2) T(e)=T7(1,0,0)=(1,0,0 100
i " T(e,)=7(0,1,00=(0,1,0) 010
T,y 2)=(xy0 T(e,)=T(0,0,1)=(0,0,0) 0 0 0
X
Projegdio ortogonal sobre o planoxz ~ (x, 0, z) r-— = 2 T(e)=T(1,0,00=(1,0,0) 100
1 T(e,)=T(0,1,00=(0,0,0) 000
T(xy2)=x0,2 Y T(e,)=T(0,0,1)=(0,0,1) 0 0 1
x
0,2
Projegdo ortogonal sobre o plano yz J/& w5 T(e,)=T(1,0,00=(0,0,0) 000
"3 y T(e,)=T(0,1,0)=(0,1,0) 010
T y2=0.52 — % T(e)=T(0,0,)=(0,0,1 00 1

Os operadores matriciais de R’ e R’ que movem pontos ao longo de arcos circulares sio  Operadores de rotagéo
denominados operadores de rotag@o ou, simplesmente, rotagdes. Vejamos como € possi-

vel encontrar a matriz candnica de uma rotagao T : R* - R? que move 0s pontos no sen-

tido anti-horério em torno da origem por um angulo 8 (Figura 4.9.3). Conforme ilustrado

na Figura 4.9.3, as imagens dos vetores da base can6nica s&o

T(e)=T(,0)=(cosf,senf) e T(e,) =T(0,1) = (—sen 8, cos 6)
de modo que a matriz candnica de T €

cos® —senf
sen 6 cosf

[T(e) | T(e)] = [
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No plano, os angulos anti-hor4-
rios sdo positivos e os Angulos
hor4rios sdo negativos. A matriz
de rotagdo de uma rotagfo ho-
rdria de —0 radianos pode ser
obtida substituindo 6 por — em
(13). Simplificando, obtemos

R — cosf senfd
7| —sen® coso

Rotagées em R’

(-sen 6, cos ) “—
_ (cos 0, sen 6)

| i

11 ¢ ! | \

| 1

(7] X

€

» Figura 4.9.3

Mantendo a notag&o usual, denotamos esse operador por R, e dizemos que
cosé —senéf
Ry = (13)
sen 0 cosf
¢ a matriz de rotagdo de R*. Se x = (x, y) for um vetor em R* e se w = (w,, w,) for sua

imagem por essa rotag#o, entdo a relagio w = R,x pode ser dada em termos de compo-
nentes por
w, =xcosf —ysend

14
w, =xsenf + ycosd (14

~ ~ . ~ - 2 . . P .
Essas relagbes sdo denominadas equacdes de rotacdo em R°. Essas ideias estdo resumidas
na Tabela 5.

Tabela 5

Operador llustracéo Equagées de rotagdo  Matriz candnica

Rotagdo pelo 4ngulo 8 W), wy)

w, =xcosY — ysen o [cosé) —senﬂ]

w,=xsend + ycos 0 senf  cosf

> EXEMPLO 4 Um operador de rotacao

Encontre a imagem de x = (1, 1) pela rotagfio de /6 radianos (= 30°) em torno da origem.

Solugao  Segue de (13) com 8 = /6 que

R A T e T L
Ty ] T s 137
p) 2 2
ou, em notagéo de virgulas, R_.(1, 1) = (0,37; 1,37). «

Em geral, descrevemos uma rotagio de vetores em R’ em relagiio a um raio partindo da
origem, denominado eixo de rotagdo. A medida que um vetor gira em torno do eixo de
rotagdo, ele varre alguma porgdo de um cone (Figura 4.9.4a). O dangulo de rotagédo, que é
medido na base do cone, € descrito como sendo no sentido “horério” ou “anti-horario” em
relagio a um ponto de vista ao longo do eixo de rotagdo olhando para a origem. Por exem-
plo, na Figura 4.9.44, o vetor w resulta da rotago no sentido anti-horério do vetor x em
torno do eixo / por um dngulo de 6. Assim como em R, os dngulos s3o positivos se gerados
por rotacdes no sentido anti-hordrio e negativos se gerados por rotages no sentido horario.




49 TransformacBes matriciais de R” em R" 255

A maneira mais comum de descrever um eixo de rotagfio arbitrdrio € especificando
um vetor ndo nulo u com ponto inicial na origem e apontando ao longo do eixo de rota-
¢éo. O sentido anti-hordrio para a rotagdo em torno do eixo pode, entéo, ser determinado
pela “regra da mdo direita” (Figura 4.9.4b). Se o polegar da méo direita apontar na dire¢do
e sentido do vetor u, os dedos da mdo fechada apontam num sentido anti-horério.

z 4 Rotagdo
Eixo de rotagio anti-hor4ria

» Figura 4.9.4 (a) Angulo de rotagiio (b) Regra da méo direita

Um operador de rotagio em R’, ou simplesmente uma rotagdo, € um operador matri-
cial que gira cada vetor em R’ em torno de algum eixo de rotagiio por um angulo 6 fixado.
Na Tabela 6, descrevemos as rotagdes em R’ cujos eixos de rotagfio sio os eixos coordena-
dos positivos. Para cada uma dessas rotagdes, um dos componentes permanece inalterado,
e a relagio entre os dois outros componentes pode ser deduzida da mesma maneira que
deduzimos (14). Por exemplo, na rotagio em torno do eixo z, os componentes z de x e de
w = T(x) sd0 0s mesmos, ¢ 0s componentes x e y estdo relacionados como em (14). Isso
fornece as equagdes de rotagdo mostradas na Gltima linha da Tabela 6.

Tabela 6
Operador llustragao Equacdes de rotacéo Matriz candnica
&
w, =x 1 0 0
. . . y
Rotag#o anti-horéria em torno do .. R w, = ycos 6 — zsen 0 cosf —sen 8

eixo x positivo pelo dngulo 6

w,=ysenf + zcos b 0 sen# cosf
w,=xcosf + zsen o cosf# O senf

Rotagéo anti-hordria em torno do w. = 0 1 0

eixo y positivo pelo angulo 6 277
w,= —xsenf + zcos @ —senf®@ 0 cosé
z
R w, =xcosf —ysend cosf —senf O
otaca i-horari

¢80 anti-horaria em torno do w, = x sen 8 + y cos 8 sen 0 cosf 0

eixo z positivo pelo 4ngulo 6
w, =1z 0 0 1
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Observamos, para completar, que a matriz candnica de uma rotacio anti-horéria por
A . 3 . . S
um &ngulo # em torno de um eixo em R determinado por um vetor arbitrdrio u = (a, b, 0),
mas unitdrio, com ponto inicial na origem, é

a_z“ —c080) +cos@  ab(l —cosf) —csen@ ac(l —cosh) + bsen
ab(l —cosf) +csen@ b*(1 —cosh) +cos®  be(l — c0s6) —asen @
ac(l —cos@) —bsen @ be(l —cosf) +asen (1 —cos0) 4 cos

(15)

A dedugfo dessa matriz pode ser encontrada no livro intitulado Principles of Interactive
Computer Graphics, de W. M. Newmann e R, F. Sproull, editado em 1979 pela McGraw-
-Hill, de Nova York. Pode ser instrutivo para o leitor deduzir os resultados da Tabela 6
como casos especiais desse resultado mais geral.

Se k for um escalar nio negativo, entdo o operador 7(x) = kx de R ou R® tem o efeito de
aumentar ou diminuir o comprimento de cada vetor pelo fator k. Se 0 < k < 1, 0 operador
¢ denominado contragdo de fator k e, se k > 1, dilatagdo de fator k (Figura 4.9.5). Se k
=1, entdo T € o operador identidade, que pode ser considerado uma contracio ou uma
dilatagfo. As Tabelas 7 e 8 ilustram esses operadores.

Dilatagées e contracées

X T(x) = kx
X
T(x) = kx
> Figura 4.9.5 @ 0=k<1 ®) k>1
Tabela 7
llustragéo Matriz
Operador T (x, ) = (kx, ky) Efeito na base canénica candnica
Contragdo ©, 1)
de fator k em R® ) i
O=k<]
X

(1,0) r 0
Dilatagio 0 0, k), [O k]
de fator k em R? ©.n tt
(k>1) =

(1,0) *k0)

Guinada, arfagem e rolagem

Muitas vezes, na Aerondutica e Astrondutica, a orientagdo de um
avido ou de um 8nibus espacial em relagio a um sistema de coor-
denadas xyz é descrita em termos de dngulos denominados gui-
nada, arfagem e rolagem. Por exemplo, se o plano xy definir a
horizontal e um 6nibus espacial estiver voando ao longo do eixo
Y positivo, entilo a guinada ¢ o angulo de rotacdo do avido em
torno do eixo z positivo, a arfagem é o angulo de rotag@io em torno
do eixo x positivo, e a rolagem é o dngulo de rotagiio em torno
do eixo y positivo. Uma combinagio de guinada, arfagem e rola-
gem pode ser obtida com uma tinica rotagio em torno de algum
eixo pela origem. Essa é a maneira pela qual um Gnibus espacial
efetivamente faz seus ajustes de voo, nio corrigindo cada rota-
¢éo separadamente, mas sim calculando um eixo'e efetuando uma

linica rotagio em torno desse eixo para obter a orientagiio correta.
Tais manobras rotacionais sdo utilizadas para alinhar uma antena,
apontar a nave em dire¢io a um objeto celeste ou posicionar um
compartimento para carga ¢ descarga.

!

Rolagem
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Tabela 8
Operador llustragéo Matriz canénica
z
Contrago de fator k em R Lt 02
Tix) g™ (kx, ky, kz)
O=k<1) y
. k 0 0
0 k 0
0 0 k
Az (kx, ky, kz)
T(x)
g -~ 3
Dilatagdo de fator kem R x B
*k>1) ¥

Numa dilatag@o ou contragdo de R* ou R’, todas as coordenadas sdo multiplicadas pelo fa-

Expansées e compressoes

tor k. Se somente uma das coordenadas for multiplicada por k, entdo o operador resultante
& denominado expansdo ou compressao de fator k. Isso € ilustrado na Tabela 9 em R.O

. ~ . . 3
leitor ndo deveria encontrar dificuldades para estender esses resultados ao R”.

Tabela 9
Operador llustragéo Efeito na base candnica Matriz canénica
0, 1 0, 1)
Compressio de R’ na ) ¢
direcdo x de fator k =
O<k<l) —_— J
(1,0 (%, 0)

\ kx, ©, D
Expansdo de R’na *) __(.u, Y ]

direg#o x de fator k

x A A
o
(k> 1) / Y s

] (1,0)

Operador llustracdo Efeito na base candnica Matriz candnica
1 o, 1)
Compressio de R na () ©, k)
diregdo y de fator k hd
G<k<l / x, ky)
' T (1 0) (1 0)
1 0
0 k
1 (x, ky) ©, 1)
Expansio de R® na T(x) / (x ) 7
diregdo y de fator k
k>1
(1,0
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Cisalhamentos

Um operador matricial da forma 7 (x, y) = (x + ky, y) translada um ponto (x, y) do plano
xy paralelamente ao eixo x por uma quantia ky proporcional a coordenada y do ponto. Esse
operador deixa fixados os pontos do eixo x (pois y = 0), mas & medida que nos afastamos
do eixo x, aumenta a distancia transladada. Dizemos que esse operador € um cisalha-
mento de fator k na dire¢cdo x. Analogamente, um operador matricial da forma T (x, y) =
(x, y + kx) € um cisalhamento de fator k na direcdo y. A Tabela 10 ilustra a informagio
bdsica sobre cisalhamentos em R’

Tabela 10

Operador Efeito na base canénica Matriz candnica

k, 1 k, 1

Cisalhamento de R® de ©, 1), &2 gl

fator k na dire¢do x Y 1 %k
Ty =G&+ky,y) [ = . 0 1

Cisalhamento de R? de ©, 1)
fator & na diregfo y

T,y =y + ko)

(1,0

(k>0) (k<0)

OPCIONAL
Projecées ortogonais sobre
retas pela origem

> EXEMPLO 5 Alguns operadores matriciais basicos de R?

Em cada parte, descreva o operador matricial correspondente a A e mostre seu efeito no
quadrado unitirio.

1 2 20 2 0
(a) Al:[() 1:' (b)Azzl:o 2:| (©) Aaz[o l:l

Solugde Comparando os formatos dessas matrizes com os das Tabelas 7, 9 e 10, vemos
que a matriz A, corresponde a um cisalhamento de fator 2 na dire¢éio x, a matriz A, corres-
ponde na uma dilatagdo de fator 2, e A, corresponde a uma expansio na dire¢do x de fator
2. Os efeitos desses operadores no quadrado unitdrio sdo mostrados na Figura4.9.6. <

LY AY AY

» Figura4.9.6 123 1273 i L2 3

Na Tabela 3, listamos as matrizes candnicas das projegdes ortogonais sobre os eixos coor-
denados de R’. Esses operadores sdo casos especiais do operador 7': R> — R* mais geral
que aplica cada ponto em sua projegdo ortogonal sobre uma rela L pela origem que faz
um dngulo # com o eixo x positivo (Figura 4.9.7). No Exemplo 4 da Segiio 3.3, usamos
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a Férmula (1) daquela sec¢fio para encontrar as projegdes ortogonais dos vetores da base AY

nls 2 L . s ~
canoOnica de R” sobre aquela reta. Em termos matriciais, vimos que essas projegoes sdo
L

) cos? 6 Te) sen @ cos 9 5 >;)/
= € —
! sen 6 cos O ¢ . sen’ 6 V T(x)

Assim, a matriz canOnica de T € ]

¥

A Figura 4.9.7

cos? 6 sen @ cos 6 _ cos® 9 % sen 20
sen 6 cos @ sen’

[T1=I[T(e) | T(e)] = [

2
%sen 26 sen” 0

Mantendo a notagdo usual, denotamos esse operador por

cos’ @ sen 6 cos 6 cos’ @ L gen 20 Incluimos duas versdes da For-
s = [ o 0 2g ] =1, 29 22 0 (16) mula (16) porque ambas sdo
RelvIcos K0 7 o e muito usadas. Enquanto a pri-

meira versio envolve somente
o dngulo 6, a segunda envolve
tanto 6 quanto 26.

» EXEMPLO 6 Projecdo ortogonal sobre uma reta pela origem

Use a Férmula (16) para encontrar a projegéo ortogonal do vetor x = (1, 5) sobre a reta
pela origem que faz um dngulo de /6 (= 30°) com o eixo x positivo.

Solugdo Como sen(7/6) = 1/2 e cos(/6) = +/3/2, segue de (16) que a matriz candnica
dessa projecdo €

w6 T

(%)

sen(7/6) cos (7/6) sen’*(1r/6)

[ cos? (7 /6) sen(1/6) cos(w/6)] B [ 3 é}
- 1
4 4

Assim,

(%)

b _|i % 17 [337] 201
”’G_L% 5“¢§4+s”1,68

4

ou, em notagdo com virgulas, P_,(1, 5) = (2,91; 1,68). <«

Na Tabela 1, listamos as reflexdes pelos eixos coordenados em R’. Esses operadores sdo  Reflexdes em retas pela
casos especiais do operador H,; : R* — R’ mais geral que aplica cada ponto em sua refle- origem
x80 na reta L pela origem que faz um &ngulo § com o eixo x positivo (Figura 4.9.8). Po-
derfamos encontrar a matriz candnica de H, encontrando as imagens dos vetores da base
candnica, mas, em vez disso, vamos aproveitar nosso trabalho com proje¢des ortogonais
e usar a Férmula (16) com P, para encontrar uma férmula para H,.

O leitor pode ver da Figura 4.9.9 que, com qualquer vetor x em R”,

Px—x= %(ng —X) ou,equivalentemente, Hyx = 2P, — I)x

Assim, segue do Teorema 4.9.2 que

HO =2P0 —1 an

y

€, portanto, segue de (16) que

_ [cos 20 sen 29]

= 1
9 sen20 —cos20 (18)

A Figura 4.9.9
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> EXEMPLO 7 Reflexdo numa reta pela origem

Encontre a reflexdo do vetor x = (1, 5) nareta pela bﬁgem que faz um angulo de /6 (= 30°)

€om o €ixo x positivo,

Solugdo Como sen(m/3) = /3 /2ecos(m/3) = 1/2, segue de (18) que a matriz candnica

sen(r/3)7 % 3?
—cos(n/3)]ﬁ 3 _

deixae como estd reflexdo &

w6

[cos(n/3)

sen(m/3) 4

1
2

Assim,

Observe que as matrizes candni-
cas nas Tabelas 1 e 3 s3o casos
especiais de (18) e (16).

H

/6X=[

Ou, em notag¢io com virgulas, H,_ (1, 5) ~ (4,83; — 1,63). «

Nl&l\)lv—‘
RSN
| S |
o
| I— |
Il
i
+
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Revisdo de conceitos

¢ Funcio

e Imagem

¢ Valor

® Dominio

e Contradominio

* Transformacio

¢ Operador

* Transformagéo matricial
e Operador matricial

* Matriz candnica

* Propriedades de transformagdes matriciais
* Transformagdo nula

* Operador identidade

» Reflexdo

e Projecio

® Rotacdo

Conjunto de exercicios 4.9

Nos Exercicios 1-2, em cada parte, encontre o dominio ¢ o
contradominio da transformacdo T,(x) = Ax.

1. (a) Atemtamanho 3 X 2. (b) A tem tamanho 2 X 3.
(c) Atem tamanho 3 X 3, (d) A tem tamanho 1 X 6.
2. (a) Atem tamanho 4 X 5. (b) A tem tamanho 5 X 4.
(c) Atem tamanho 4 X 4, (d) A tem tamanho 3 X 1.

3. SeT(x,x) = (x, + x,, —X,, 3x,), entdio o dominio de T &
, 0 contradominio de T & € a imagem de
X=(1,-2)porTé¢

4. SeT(x,x,x) = (x, + 2xy, x, — 2x,), entdo o dominio de T &

, 0 contradominio de T &
x=(0,-1,4) porTé

e a imagem de

® Matriz de rotagio

* Equagoes de rotagio

* Eixo de rotagdo no espago

* Angulo de rotagdo no espaco
¢ Expansio

e Compressio

e Cisalhamento

¢ Dilatacio

¢ Contragdo

Aptidées desenvoividas

* Encontrar o dominio e o contradominio de uma
transformagfo e determinar se a transformaco € linear.

* Encontrar a matriz canénica de uma transformacdo
matricial.

¢ Descrever o efeito de um operador matricial na base
candnica de R".

5. Em cada parte, encontre o dominio € o contradominio da
transformagio definida pelas equacdes e determine se a
transformacio ¢ linear,

(@) w, =3x, —2x, + 4x,
W, =5x —8x, + x,

®) wy=2xx, — i,
Wy, = x +3xzx
Wy= x, + x,

© w=5x - %+ x
Wy =—x, + x, +7x,

Wy= 2x; —4x, — x,

D w, = x —3x, + x, — 2%,

W, = 3x; — 4x, —x32 + x,




6.

10.

11.

12.
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Em cada parte, determine se T € uma transformacdo matricial.
(@ T(xy) = (2xy) ®) Ty =(—yx)

© Ty)=2x+y,x—Y)

@ TE» =64y @ TEeN=Ey+D)

Em cada parte, determine se T é uma transformaco matricial.
(@ Tky2=00 ® Tkxyd=>01

© T(x,y,2)=Bx— 4y, 2x — 52)

@ TExy»d=02 © Txynd=0-1%

Em cada parte, encontre a matriz candnica da transformagéo
definida pelas equag6es.

(@ w,=2x, —3x, + x,
w, =3x, + 5x, — x,

(b) w, =T7x, + 2x, — 8x,
w, = — x,+ 5x,
wy=4x,+7x,— x,

© w=—x+ x @ w,=x
w,= 3x, — 2x, w, =X, +x,
w,= 5x —7Tx, Wy =X, + X, + X,

Wy=x +Xx,+ X3+ x,
Encontre a matriz candnica do operador T': R® > R’ definido
por
w,=3x, +5x, — x;
w,=4x, — x, + x,
wy=3x, +2x, — X,

e depois calcule T(—1, 2, 4) por substitui¢do direta nas equa-

¢Oes e também por multiplicagdo matricial.

Em cada parte, encontre a matriz candnica do operador T
definido pela férmula.

@ T0x,x) = (2% —x,% +x)

) T(x,x)=(x,x)

©) T (xp 2y x3) = (x; + 2x, + 23, X, + 5x5, X3)
d) T(xp,x,x,) = (4x,, Tx,, —8xy)

Em cada parte, encontre a matriz candnica da transformagio T
definida pela férmula.

@ T(x,x) =0y —x, %, + 35,0, — X,)

(b) T (x}, Xy X5, x) = (Txy + 2%, — X3 + x4, X, + X5, — X))
(© T(x,xyx,)=1(0,0,0,0,0)

@A) T (x), xp x5 x) = (x4, X[, X3 X5 X — X3)

Em cada parte, encontre T(x) e expresse a resposta em forma
matricial.

2 3
(@ [T]= 3 4]; X=[_2]

. =]
-1 2 0
(b) [T] ER 5], X
(2 1 4] x
© [T]=| 3 5 7 x=1|x
i 6 —1_ X3
-1 1 _
@ = 2 4|, x= x‘]
7 8 %2

13.

14.

15.

16.

17,

18.

19.

20.

21.

22.

Em cada parte, use a matriz can6nica de T para encontrar 7(x)
e depois confira o resultado calculando T(x) diretamente.

@ T(r,x)=(—x +x,%):x=(—1,4)

(b) T (x, x5 x3) = 2x; — x, + x5, x, + x5, 0);
x=(2,1,-3)

Use multiplicagdo matricial para encontrar a reflexfio de
(-1,2)

(a) noeixox

(b) noeixoy

(c) naretay =x

Use multiplicagfo matricial para encontrar a reflex@o de
(2, —5,3)no

(a) plano xy

(b) plano xz

(c) planoyz

Use multiplica¢do matricial para encontrar a projegao ortogo-
nal de (2, —5) sobre o

(a) eixox

(b) eixoy

Use multiplica¢do matricial para encontrar a proje¢ao ortogo-
nal de (—2, 1, 3) sobre o

(a) plano xy

(b) plano xz

(c) planoyz

Use multiplicagio matricial para encontrar a imagem do vetor
(3, —4) se for girado por um angulo de ~

(a) 6 =730° (b) 6 =—60°.

(c) 6=45° (d) 6=90°.

Use multiplica¢do matricial para encontrar a imagem do vetor
(—2, 1, 2) se for girado por

(a) 30° em torno do eixo x

(b) 45° em torno do eixo y

(c) 90° em torno do eixo z

Encontre a matriz candnica do operador que efetua a rotagédo
3 A
de um vetor em R por um angulo de —60° em torno do

(a) eixox
(b) eixoy
(c) eixoz

Use multiplicagfio matricial para encontrar a imagem do vetor
(=2, 1, 2) se for girado por

(a) —30° em torno do eixo x
(b) —45° em torno do eixo y
(¢) —90° em torno do eixo z

. IS . 3 :
Definimos as proje¢des ortogonais de R’ sobre 0s eixos x, y
Z, respectivamente, por

T(x,y,2) = x0,0), T,x,y,2)=(0,y0),
T,(x,y,2) =(0,0,2)

(a) Mostre que as projegdes ortogonais sobre os eixos coor-
denados sdo operadores matriciais e encontre suas matri-
zes candnicas.
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23.

24.

25.

26.

27.

28.

(b) Mostre que se T: R> — R for uma projecao ortogonal
sobre um dos eixos coordenados, entfio, dado qualquer
vetor em R, os vetores T (x) e x — T (x) siio ortogonais.

(¢) Fagaum esbogo indicando x e x — 7(x) no caso em que T

€ a projeg¢o ortogonal sobre o eixo x.

A partir da Férmula (15), obtenha as matrizes candnicas das
rotagGes em torno dos eixos x, y € z de R

Use a Férmula (15) para encontrar a matriz candnica de uma
rotagdo de 7/2 radianos em torno do eixo determinado pelo
vetor v = (1, 1, 1). [Observa¢do: a Férmula (15) exige que o
vetor que define o eixo de rotagdo tenha comprimento 1.]
Use a Férmula (15) para encontrar a matriz canénica de uma
rotagdo de 180° em torno do eixo determinado pelo vetor v =
(2,2, 1). [Observagdo: a Férmula (15) exige que o vetor que
define o eixo de rotagéo tenha comprimento 1.]

Pode ser provado que se A for uma matriz 2 X 2 de vetores
coluna ortonormais e com det(4) = 1, entdo a multiplicacio
por A ¢ uma rotagdo por algum angulo 6. Verifique que

=1 _ 1
Azl: 7 f]
2

satisfaz as condigBes enunciadas, e encontre o angulo de rotag3o.

O resultado enunciado no Exercicio 26 pode ser estendido ao
R, isto é, pode ser provado que se A for uma matriz 3 X 3 de
vetores coluna ortonormais e se det(A) = 1, entdo a multipli-
cagio por A € uma rotagdo em torno de algum eixo por algum
angulo 6. Use a Férmula (15) para mostrar que esse angulo de
rotagdo satisfaz a equagio

tr(A) — 1
o=——"~
COs 5

Seja A uma matriz 3 X 3 (diferente da matriz identidade) que
satisfaca as condi¢des enunciadas no Exercicio 27. Pode ser
mostrado que se x for um vetor ndo nulo qualquer em R’, en-
tdo o vetoru = Ax + A" x + [1 — tr(A)]x determina um eixo
de rotagéo quando u for posicionado com seu ponto inicial na
origem. [Ver o artigo The Axis of Rotation: Analysis, Algebra,
Geometry, por Dan Kalman, em Mathematics Magazine,

Vol. 62, N® 4, outubro de 1989.]

(a) Mostre que a multiplicagdo por

WVl eld ols
s Oi=— Dl

=
Il
Cia Ol Wwi—

€ uma rotacgo.
(b)

Encontre um vetor de comprimento 1 que define um eixo
da rotagéo.

(c) Encontre todas as solugdes da equacio do Exercicio 27
que pertencam ao intervalo [0, 277] e, substituindo essas
solugdes na férmula (15), encontre um angulo de rotagdo
em torno do eixo da parte (b) que resulta da multiplica-

¢ao pela matriz A da parte (a).

29.

30.

31.

33.

3.

35.

Em cada caso, descreva em palavras o efeito geométrico de
multiplicar um vetor x pela matriz A.

2 0 2 0
@ Az[o 0} ®) A=[o —2]

Em cada caso, descreva em palavras o efeito geométrico de
multiplicar um vetor x pela matriz A.

V3 1

2 0 Z T2
wasfp ] wa-[t ]
2 2

Descreva em palavras o efeito geométrico de multiplicar um
vetor X pela matriz

- l:cos2 6 —sen’d —2sen@ cose:l

2sen @ cos 9 cos’ 6 —sen’ @

. Se a multiplica¢@o por A gira um vetor x do plano xy por um

ingulo 6, qual € o efeito de multiplicar x por A™? Explique seu
raciocinio.

Seja Xo um vetor coluna niio nulo em R e suponha que

T:R >R seja a transformagao definida pela férmula T(x)

X, T Ryx, em que R, € a matriz candnica da rotagio de R” em tor-
no da origem pelo dngulo 6. D& uma descrigio geométrica dessa
transformacfo. Serd uma transformagio matricial? Explique.

E costume dizer que uma fungdo da forma f(x) = mx + b &
uma “fungdo linear” porque o grafico de y = mx + b é uma
reta. f serd uma transformagao matricial em R?

Sejam x = x, + tvumaretaem R"e T: R' — R" um operador
matricial de R". Que tipo de objeto geométrico € a imagem
dessa reta pelo operador T? Explique seu raciocinio.

Exercicios verdadeiro/falso

Nas partes (a)-(i), determine se a afirmacio € verdadeira ou falsa,
justificando sua resposta.

(a)
(b)
©

()

()
®

(&

(h)

®

Se A for uma matriz 2 X 3, entfio o dominio da transformacio
T,é R.

Se A for uma matriz m X n, entdo o contradominio da trans-
formagdo T, § R".

SeT:R'—> R"e T(0) = 0, entiio T € uma transformac@o ma-
tricial.

SeT:R'5R"eT(cx+cy)=c¢T(x) + ¢,T(y) com
quaisquer escalares c, e ¢, e quaisquer vetores x e y em R”,
entdo T € uma transformago matricial.

S6 existe uma Gnica transformagéo matricial T: R" — R” tal

que T (—x) = —T (x) com qualquer vetor X em R".
S6 existe uma tnica transformagfo matricial 7: R" — R™ tal
que T (x +y) = T (x — y) com quaisquer vetores X ¢ y em K.

Se b for um vetor ndo nulo em R", entéo T (x) = x + b define
um operador matricial de R".

A matriz l: :l € a matriz candnica de alguma rotagfo.

N = N
N—= N |—

As matrizes candnicas das reflexdes nos eixos coordenados do

a 0
espago bidimensional t8m o formato [0 —a]’ coma = *1.




4,10 Propriedades das transformagdes matriciais 263

4.10 Propriedades das transformag6es matriciais

Nesta secdio, discutimos propriedades de transformacdes matriciais. Mostramos, por
exemplo, que se aplicarmos vérias transformagdes matriciais em sucessdo, entdo o mesmo
resultado pode ser obtido por uma tnica transformagao matricial apropriadamente escolhida.
Também exploramos a relagdo entre a invertibilidade de uma matriz ¢ as propriedades da
transformagdo correspondente.

Suponha que T, seja uma transformagdo matricial de R'emR'e T, uma transformagio
matricial de Rfem R™. Se x for um vetor em R”, entdio T, aplica esse vetor num vetor T,(x)
em R, e T,, por sua vez, aplica esse vetor no vetor T,(7,(x)) em R". Esse processo cria
uma transformacio de R" em R" que denominamos a composic@o ou a composta de T,
com T, que denotamos pelo simbolo

TgoT,

que se 1& “T, bola T, ”. Conforme ilustrado na Figura 4.10.1, a transformagéo T, na fér-
mula € aplicada antes, ou seja,

(TB o TA)(X) T TB(TA(X)) 1

Essa composigio também € uma transformagio matricial, pois
(T o TY(x) = Ty(T,(x)) = B(T,(x)) = B(Ax) = (BA)x

mostrando que é a multiplicag@o por BA. Isso pode ser resumido na férmula
TyoT, =Ty, @

As composi¢des podem ser definidas com qualquer sucessdo finita de transformagoes
matriciais cujos dominios e contradominios tenham as dimensdes aproptiadas. Por exem-
plo, para estender a Férmula (2) para trés fatores, considere as transformag3es matriciais

T,:R'->R, T,:R*>R, T.,:R—>R"
Definimos a composigio (T.0 Tz0T,) : R — R" por
(TeoTyoT)X) = TATH(T,(x)))

Como antes, pode ser mostrado que essa transformagao € matricial, com matriz candnica
CBA e que

TooTyoT, = Tep 3)

/’.—‘-_'—\_\__\_

—
/ HEP)
R L]

Rﬂ

» Figura 4.10.1

Composicao de
transformacgées matriciais

ADVERTENCIA Assim como
ndo é verdade, em geral, que

AB =BA

também ndo € verdade, em ge-
ral, que

TyoT,=T,0Ty

Ou seja, a ordem importa na
composi¢do de transformagoes
matriciais.
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Como na Férmula (9) da Segdo 4.9, podemos usar colchetes para denotar uma trans-
formag@o matricial sem referéncia a uma matriz especifica. Assim, por exemplo, a férmula

[Tz o T1] = [Tz] [T1] (4)

€ uma reformulagéo da Férmula (2), afirmando que a matriz candnica da composta € o
produto das matrizes candnicas na ordem apropriada. Analogamente,

[T30 T, 0 T) = [TLIIT,)(T}] ©)

€ uma reformulagio da Férmula (3).

> EXEMPLO 1 Composicdo de duas rotagbes
Sejam T : R ->Re T, : R* — R’ os operadores matriciais que giram os vetores pelos
angulos 0, e 8,, respectivamente. Assim, o operador

(Ty0 T)®) = T(T(x)

primeiro gira x por um angulo 6§ e entdio gira T,(x) por um &ngulo 6,. Segue que o efeito
liquido de T, o T, € girar cada vetor em R’ por um angulo 0, + 0, (Figura 4.10.2). Assim,
as matrizes candnicas desses operadores matriciais sdo

(7] = |:00501 —sen01:| (7] = [00502 —senoz]
11— ’ 21 — ’

sen 6, cosf, senf, cosf,

cos(8, +6,) —sen(6, + 02)]

[T2oTi] = |:sen((91 +9,) cos(f, +96,)

Essas matrizes deveriam satisfazer (4). Com a ajuda de algumas identidades trigonométri-
cas bdsicas, podemos confirmar isso como segue.

[ cos 0, —sen 02:| l:cos 6, —sen 01]

T][T,] =
[LIT] send, cosf, | | senb, cosf,

[ cos 0,cos6, —senf, send, —(cos6,send, + send, cosé,)
"~ | sen, cos 0, +cosf0,send;, —send,send,; + cosb, cosb,

_ _cos(0| +0,) —sen(d,+6,)
~ |sen(8,+8,)  cos(8, + 6,)

=[T,0T]

> EXEMPLO 2 A composigdo ndo é comutativa

Sejam T, : R* > R areflexionaretay = x e T,: R’ — R’ a projegio ortogonal sobre 0
eixo y. A Figura 4.10.3 ilustra graficamente que T, o T, e T, o T, tém efeitos diferentes
sobre um vetor X. Essa mesma conclus#io pode ser alcangada mostrando que as matrizes
candnicas de T, e T, ndo comutam.

[T10T2]=[T1][T2]=|:(1) (1)] [g (1)]=[8 (1>]

[Ton1]=[T2][Tl1=[g ‘1’] [‘1’ (1)]=[<1> g]

de modo que [T, o T|] # [T, 0 T}].
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y L Y

T(T\(x))

g
T T, &

Y =

A EY

A Figura4.10.3

A Figura4.10.2

» EXEMPLO 3 A composi¢do de duas reflexdes
Sejam T, : R* > R areflexdonoeixoye T, : R* > R a reflexiio no eixo x. Nesse caso,
T, o T, e T, o T, sio idénticas, ambas aplicando cada vetor x = (x, y) em seu negativo
—x = (—x, —y) (Figura 4.10.4), como segue.

(T, 0 T)(x,y) = Ty(x, —y) = (=%, —))

(T, 0 T))(x,y) = Tp(—x,y) = (—x, =)

A igualdade de T, o T, e T, o T, também pode ser deduzida mostrando que as matrizes

candnicas de T, e T, comutam, como segue.

(T, 0 T,] = [T)][T2] = [—(1) (1)] [(1) _(1)] - [—(1] —(1)]

[T,0 T,] = [T,)[T,] = [(1) _(1)] [_(1) (1]] - [_tl) —(1)]

O operador T (x) = —xde R’ ou R® é denominado reflex@o na origem. Como mostram as
g . As v
contas acima, a matriz candnica desse operador de R™ €

n[1 ©
m=[% -

T,(T,(x)

T,°T,

A7 AY
(6A)] (—x, ) e o (x, y)
X 1 } T(x)
|z | :
= | 4
T,
T,(T,x) - i
TAT,(x)
(- T T T T x-»  x-)
T, T, T,o T,

» Figura4.10.4

> EXEMPLO 4 Composicdo de trés transformacdes

Encontre a matriz candnica do operador T': R —> R’ que primeiro gira um vetor no sentido
anti-horério em torno do eixo z por um 4ngulo 8, depois reflete o vetor resultante no plano
¥z €, finalmente, projeta esse vetor ortogonalmente sobre o plano xy.
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Solugdo O operador T pode ser expresso como a composicio
T=T,0T,0T,

em que T € a rotagdo em torno do eixo z, T, € a reflexdo no plano yz, e T, € a projegao or-
togonal sobre o plano xy. Pelas Tabelas 6, 2 e 4 da Seciio 4.9, as matrizes canonicas dessas
transformacdes lineares sdo

cosf —senf 0 -1 0 0 1 0 0
[T,] = | sen® cosb 0|, [ILJ=]| 0 1 Of, [TL]=]0 1 O
0 0 1 0 0 1 0 0 0
Assim, segue de (5) que a matriz candnica de T é
1 0 o][=1 0 o cos —senf 0
[T]=1]0 1 0 0 1 O]|send cos 6 0
0 0 O 0 0 1 0 0 1
— COo$ senf) 0
= senfl cos@ 0| <
i 0 0 0

Nosso préximo objetivo € estabelecer uma relagio entre a invertibilidade de uma matriz A
e as propriedades da transformag@o matricial T, correspondente.

DEFINICAO 1  Dizemos que uma transformago matricial T, : R" — R" é injetora se
T, aplica vetores (pontos) distintos em R" em vetores (pontos) distintos em R".

(Ver Figura 4.10.5.) Essa ideia pode ser expressa de vdrias maneiras. Por exemplo, o
leitor deve reconhecer que as afirmagdes seguintes s3o simplesmente reformulagoes da
Definigdo 1.

1. T, € injetora se para cada vetor b na imagem de 7, existir exatamente um vetor X em
R'talque T,x = b.

2. T, ¢ injetora se a igualdade 7,(u) = T,(v) implicaru = v.

Injetora Nao injetora

» Figura 4.10.5

As rotagdes de R’ sdo injetoras porque vetores distintos que sio girados pelo mesmo
angulo tém imagens distintas (Figura 4.10.6). Em contrapartida, a projecio ortogonal de
R’ sobre o plano xy ndo € injetora porque transforma pontos distintos da mesma reta ver-
tical num mesmo ponto (Figura 4.10.7).

O teorema seguinte estabelece uma relagfio fundamental entre a invertibilidade de
uma matriz e as propriedades da transformagZo matricial correspondente.
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TEOREMA 4.10.1 Se A for uma matrizn X ne T, : R' —> R’ 0 operador matricial
correspondente, entdo as afirmagées seguintes sao equivalentes.

(a) A éinvertivel,
(b) Aimagemde T, éR".
(¢c) T, éinjetor.

- . A Fi .10.6 Vetoresue
prova Vamos estabelecer a sequéncia de implicacdes (a) = ) = (c) = (a). vdi stilr?tlcl)rsas‘; N gi?a d o: :r:]e veto-

(a) = (b) Suponha que A seja invertivel. Pelas partes (a) e (¢) do Teorema 4.8.10, 0 sis-  "®° Tu) e Ttv) distintos.

tema Ax = b € consistente com qualquer matriz b de tamanho n X 1 em R". Isso implica
que 7, transforma X no vetor arbitrario b em R”, o que por sua vez significa que a imagem
de T, étodoo R".

(b) = (¢) Suponha que a imagem de T, seja todo o R". Isso implica que para cada vetor

b em R" existe algum vetor x em R" com o qual 7,(x) = b e, portanto, que o sistema linear

Ax = b é consistente com qualquer vetor b em R". Pela equivaléncia das partes (e e

do Teorema 4.8.10, decorre que Ax = b tem uma tinica solugéo, com qualquer vetor b em

R". Assim, para cada vetor b na imagem de T}, existe exatamente um vetor X em R'talque A Figura4.10.7 Os pontos

T,(x) =h. distintos P e Q s&o aplicados no
mesmo ponto M.

(c) = (a) Suponha que o operador 7, seja injetor. Assim, dado um vetor b qualquer em
T,, existe um tnico vetor X em R" tal que T,(x) = b. Deixamos para o leitor completar a
prova usando o Exercicio 30. <

» EXEMPLO 5 Propriedades de uma rotagdo

Conforme indicado na Figura 4.10.6, o operador T: R' = R” que efetua a rotagio em R
pelo angulo 6 é injetor. Confirme que [7] ¢ invertivel, de acordo com o Teorema 4.10.1.

Solugdo Pela Tabela 5 da Secio 4.9, a matriz candnica de T'é

(7] = [cos@ —sene]

sen @ cos 6

Essa matriz € invertivel, pois

cos® —sen@

det[T] = =cos’@+sen’0 =10

send cosf

» EXEMPLO 6 Propriedades de uma projecéo

Conforme indicado na Figura 4.10.7, o operador T : R* — R" que projeta cada vetor em
R’ ortogonalmente no plano xy nio € injetor. Confirme que [7] ndo é invertivel, de acordo
com o Teorema 4.10.1.
Solugdo PelaTabela 4 da Secdo 4.9, a matriz candnica de T €
1 0 0
(T1=[0 1 0
0 0 0

Essa matriz ndo é invertivel, pois det[T] = 0. <«
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Inversa de um operador
matricial injetor

a‘ﬁ{otma Xemw
T w

T
7~ transfor™?

A Figura4.10.8

Se T, : R — R" for um operador matricial injetor, entdio a matriz A & invertivel pelo Teo-
rema 4.10.1. O operador matricial ’

T, RS R

que corresponde a ATl g denominado operador inverso (ou, simplesmente, inverso) de

T,. Essa terminologia € apro riada, porque 7, e T,- cancelam um o efeito do outro, no
A g prop: p A€ 1y

sentido de que se x for um vetor em R", entdio

T(T- X)) =AA'x =k =x
T(T(x)) =A'Ax = Ix = x
ou, equivalentemente,
Tol - =Ty =T,
Ti-oT, =Ty = T,

De um ponto de vista mais geométrico, se w for a imagem de x por T, entdo T, transfor-
ma w de volta em x, pois

Tyt (W) = T, (T,(x)) = x

(Figura 4.10.8).

Antes de passar a0s exemplos, & titil mencionar um assunto de notagdo. Se 7, : R" - R’
for um operador matricial injetor e se T,-: R" — R’ for seu inverso, entdo as matrizes ca-
ndnicas desses operadores esto relacionadas pela equagio

Tk—l = TA_‘ (6)

Nos casos em que for preferivel nfo associar um nome 2 matriz, escrevemos essa equagio
como

s = (7

> EXEMPLO 7 A matriz canénicade T~'

SejaT:R* > R*o operador que efetua a rotaciio de cada vetor em R> pelo 4ngulo 6, de
modo que, pela Tabela 5 da Secdo 4.9,

®

(7] = [cose —sene]

send cos@

E geometricamente evidente que, para desfazer o efeito de T, devemos efetuar a rotagio
de cada vetor em R’ pelo dngulo —6. Ocorre que isso é exatamente o que o operador 7'
faz, pois a matriz can6nica de T~ é

cosé senG] _ [cos(—e) —sen(-6)]

—-17 _ -1 __
(= 1=[11"= [_ sené@ cosf sen(—0) cos(—0)

(verifique), que € a matriz canénica da rotagdo pelo angulo —§6.

> EXEMPLO 8 Encontrando T
Mostre que o operador matricial 7': R* — R? definido pelas equacdes

w, = 2x, + x,
w, = 3x, + 4x,

2. -1
¢ 1mjetor e encontre T~ (w, w,).
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Solucdo A forma matricial dessas equagdes €

NN

de modo que a matriz canbnica de T €

1
(] = [i 4]

Essa matriz € invertivel (e, portanto, T € injetor), e a matriz candnica de T'¢

[r'1=[71" =

Wi al—

Assim,
4

1

[w::l sW; — W,
- 3 2

w “§w1+ gwl

| 4 1 3 2
T'(w, w,) = (w,— 3w, —3w, + 2w, <

[FSIRERVIEN

] -
™, =

pelo que concluimos que

Até aqui, enfocamos exclusivamente as transformagdes matriciais de R" em R™. Contudo,

esses ndo sdo os dnicos tipos de transformagdes de R” em R”. Por exemplo, se f;, £y, . - - ./
forem quaisquer fungdes reais das n varidveis x,, x,, . . . , X,, entdo as equagdes

w, = fi(x, %, ..., X,)

w,= fi(x,%,...,x,)

w, = f,(x,%,...,x,)
definem uma transformagio T : R" — R" que aplica o vetor X = (x,, X,, . . . , X,) no vetor
(w,, w,, . . ., w,). No entanto, 6 no caso em que essas equagdes forem lineares é que T

serd uma transformagio matricial. A questfio que passamos a considerar € a seguinte.

Questdo Existem propriedades algébricas de uma transformagdo 7': R' — R" que
possam ser usadas para determinar se 7' € uma transformagéo matricial?

A resposta é dada pelo teorema seguinte.

TEOREMA 4102 T:R'— R" é uma transformagdo matricial se, e 56 se, as relagdes
seguintes forem vdlidas com quaisquer vetores we v em R" e escalar k.

() T+v)=T@)+T(¥ [Adtvidade]
(i) T(kv) = kT(v) [Homogeneidade]

Prova Se T for uma transformagio matricial, entdo as propriedades (i) e (ii) seguem das
partes (c) e (b) do Teorema 4.9.1, respectivamente.

Reciprocamente, suponha que valham as propriedades (i) e (ii). Devemos mostrar que
existe alguma matriz A de tamanho m X n tal que

T (x) = Ax

com qualquer vetor x em R". Como um primeiro passo, lembramos que a Férmula (10) da
Secdo 4.9, juntamente com a aditividade e a homogeneidade, implicam em

Ty, +kv,+---+kv)=kT(v)+ kT (wy) + -+ kT(v,) 9

Propriedades de linearidade
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Mais sobre o teorema da
equivaléncia

com escalares k;, k,, . . ., ke vetores v, v,, . .., v, em R" quaisquer. Seja A a matriz
A=[T() | T() | | T(e)] 10)
em que €, e,, . . . , €, 830 os vetores da base candnica de R". Segue do Teorema 1.3.1 que

Ax ¢ uma combinagéo linear das colunas de A em que os sucessivos coeficientes sio as
entradas x, x,, . . . , x, de x. Dessa forma,

Ax=xT(e) + x,T(e) +---+x,7T(e)
Usando (9), podemos reescrever isso como

Ax=T(xe +xe, + - -+xe)=T(x)

nTu

o que completa a prova,

Dizemos que as propriedades de aditividade e homogeneidade do Teorema 4.10.2 séio
as condigdes de linearidade, e que uma transformacio que satisfaz essas propriedades €

uma fransformagdo linear. Usando essa terminologia, podemos reformular o Teorema
4.10.2 como segue.

TEOREMA 4.10.3  Toda transformacdo linear de R* em R" é uma transformacdo ma-

tricial e, reciprocamente, toda transformacdo matricial de R em R" é uma transfor-
magdo linear.

Como nosso resultado ﬁnéll nesta secéo, acrescentamos as partes (b) e (¢) do Teorema
4.10.1 ao Teorema 4.8.10.

TEOREMA 4.10.4 Afirmagoes equivalentes
Se A for uma matriz n X n, entdo as seguintes afirmagées sdo equivalentes.
(a) A éinvertivel.
(b) Ax = 0 tem somente a solucdo trivial.
(¢) A forma escalonada reduzida por linhas de A é /s
(d) A pode ser expressa como um produto de matrizes elementares.
(e) Ax = b é consistente com cada matriz b de tamanho n X 1.
() Ax = b tem exatamente uma solu¢do com cada matriz b de tamanho n X 1.
(g) det(A) # 0.
(h) Os vetores coluna de A sdo linearmente independentes.
(i) Os vetores linha de A sdo linearmente independentes.
(/) Os vetores coluna de A geram R".
(k) Os vetores linha de A geram R".
(D) Os vetores coluna de A formam uma base de R".
(m) Os vetores linha de A formam uma base de R,
(n) A tem posto n.
(0) A tem nulidade 0.
(p) O complemento ortogonal do espago nulo de A é R".
(@) O complemento ortogonal do espago linha de A é {0).
(r) AimagemdeT, éR".
(s) T, é um operador injetor.
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Revisao de conceitos

o Composi¢io de transformagGes matriciais
o Reflexdo na origem

o Transformacdo injetora

e Inversa de operador matricial

e Condigoes de linearidade

¢ Transformagio linear

e CaracterizacOes equivalentes de invertibilidade de
matrizes

Conjunto de exercicios 4.10

Nos Exercicios 1-2, considere os operadores matriciais 7, o Ty
das matrizes dadas. Encontre a matriz canonica de T, o T.

(1 —2 ol 2 -3 3
1.A=|4 1 =3|, B=|5 0 1
5 2 4] 6 1 7
6 3 -1} [ 4 0 4
2. A=|2 o 1|, B=|-1 5 2
|4 -3 6 2 -3 38
7 J L

3. Sejam T\ (x,, x,) = (x; + xp, x, — x,) €
Ty(x,, x,) = (Bx,, 2 + 4x,).

(a) Encontre as matrizes candnicas de T, e T,.
(b) Encontre as matrizes candnicas de T,o0 T, e T, o T,,.

(c) Use as matrizes encontradas na parte (b) para encontrar
férmulas para 7\(T,(x,, x,)) € Ty(T,(x;, X,)).
4. Sejam T,(x,, x,, X3) = (4x), —2x, + X,, —x, — 3xy) €
T,(x,, Xy X3) = () + 2%, — X3, 4%, = X3).
(a) Encontre as matrizes canonicas de T, e T,.
(b) Encontre as matrizes canbnicas de T,o0 T, e T, o T,.

(c) Use as matrizes encontradas na parte (b) para encontrar
férmulas para T(Ty(x,, X,, X3)) € T,(T,(x,, X5, X3)).
5. Encontre a matriz candnica para a composi¢io dada em R.
(a) Uma rotagio de 90° seguida de uma reflexdo na reta y = x.
(b) Uma projegao ortogonal sobre o eixo y seguida de uma
contragdo de fator k = 1.
(c¢) Uma reflexdio em torno do eixo x seguida de uma dilata-
¢éo de fator k = 3.
6. Enconfre a matriz candnica para a composi¢do dada em R
(a) Uma rotagdo de 60°, seguida de uma projegéo ortogonal
sobre o eixo x, seguida de uma reflexdonaretay = x.
(b) Uma dilatacfio de fator k = 2, seguida de uma rotagéo de
45°, seguida de uma reflexdo no eixo y.

Aptidoes desenvolvidas

e Encontrar a matriz candnica de uma composta de
transformagdes matriciais.

¢ Determinar se um operador matricial € injetor e, se for,
encontrar o operador inverso.

» Determinar se uma transformacao ¢ linear.

(¢) Uma rotagio de 15°, seguida de uma rotagfo de 105°,
seguida de uma rotacéo de 60°.

7. Encontre a matriz candnica para a composi¢do dada em R.
(a) Uma reflexdo no plano yz, seguida de uma proje¢éo orto-
gonal sobre o plano xz.
(b) Uma rotaggo de 45° em torno do eixo y, seguida de uma
dilatagfo de fator k = V2.
(c) Uma projegdo ortogonal sobre o plano xy, seguida de
uma reflexdo no plano yz.

8. Encontre a matriz candnica para a composi¢io dada em R.

(a) Uma rotagdo de 30° em torno do eixo x, seguida de uma
rotagfio de 30° em torno do eixo z, seguida de uma con-
tragdo de fator k = ;.

(b) Uma reflexdo em torno do plano xy, seguida de uma
reflexso em torno do plano xz, seguida de uma proje¢io
ortogonal sobre o plano yz.

(c) Uma rotagio de 270° em torno do eixo x, seguida de uma
rotagdo de 90° em torno do eixo y, seguida de uma rota-
¢do de 180° em torno do eixo z.

9. Determinese T, o T, = T,0T).
(a) T;: R? > R* é a projeciio ortogonal sobre 0 eixo x e
T,: R® - R* é a projecio ortogonal sobre 0 €ixo y.
(b) T,: R? — R* é arotaciio por um angulo e 7, : R > R¢
a rotac@o por um angulo 6,.
(¢) T,: R*— R’ &a projeciio ortogonal sobre o eixo x e
S : proje¢
T,: R° — R" é arotagéo por um dngulo 6.
10. Determinese 7)o T, = T,0T,.
(a T,: R® —> R’ é a dilataciio de fator ke T, : R > Réa
1 2
rota¢io em torno do eixo z por um éngulo 6.
(b) T,: R —>Réa rotagio em torno do eixo x por um angu-
lo6,eT,: R’ — R’ & a rotagio em torno do eixo z por um
angulo 0,.
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11. Em cada parte, determine por inspeg¢do se o operador matricial
¢ injetor.
(a) Uma projegio ortogonal sobre o eixo x em R,
(b) Uma reflexdo no eixo y em R
(c) Umareflexdonaretay = xem R
(d) Uma contrag@o de fator k > 0 em R
(e) Uma rotagéo em torno do eixo z em R
(f) Uma reflexéio no plano xy em R
(g) Uma dilatacdo de fator k > 0 em R

12. Em cada parte, encontre a matriz candnica do operador ma-
tricial definido pelas equagdes e use o Teorema 4.10.4 para
determinar se o operador € injetor.
(a) w, =8x; + 4x,

w,=2x + =x,

(b) w, =2x, — 3x,
w,=5x+ x,
(©) wy=—x +3x, +2x,
w, = 2x, + 4x,
w; = x +3x, + 6x,

d) w, = x +2x, + 3x,
w, = 2x, + 5x, + 3x,
W, = X + 8x,
13. Em cada parte, determine se o operador matricial 7: R* — R’

definido pelas equagdes € injetor e, se for, encontre a matriz
2 - 1
candnica do operador inverso e encontre T~ (w, w,).

(@ w,= x +2x, by w,= 4x, — 6x,
w,=—x, + x w, = —2x, + 3x,
© w =-x (d w,= 3x
w, = —Xx w, = —5x,

14. Em cada parte, determine se o operador matricial 7: R® — R’
definido pelas equagdes € injetor e, se for, encontre a matriz
candnica do operador inverso e encontre T~ '(w,, w,, w.).

(@ w, = x —2x, + 2x, b) w,= x —3x, +4x,
w,=2x,+ x,+ x w,=—-x + x, + x
w, = x + x w, = — 2x, + 5x,

© wr= x1 445 —x @ w = x+2x+ x
wy =2x1 4+ Tx; + x3 w,=—2x + x, +4x,
w3 = x| + 3x; wy= Tx; + 4x, — 5x,

15. Em cada parte, determine por inspegéo a inversa do operador
matricial injetor dado.

(a) A reflexfio no eixo x em R

(b) A rotagfio por um Angulo 7r/4 em R’
(c) A dilatagéo de fator 3 em R.

(d) A reflexdo no plano xy em R.

(e) A contracdo de fator % emR’.

Nos Exercicios 16-17, em cada parte, use o Teorema 4.10.2
para determinar se T: R* — R* ¢ um operador matricial.

16. (a) T(x,y) = (2x,y) ) Ty =Gy
© T,y =(—yx) @ T,y =(x0)

17. (@) TO,y)=C2x+y,x—y)
® Tey=6+1y)
@ T, )= > I
Nos Exercicios 18-19, em cada parte, use o Teorema 4.10.2
para determinar se T : R® — R* é uma transformacgfo matricial.
18. (@) T(,y,2)=(,x+y+2
® Tey.2)=(1)
19. @ T(xy2=(0,0)
(b) T(x,y,2) = (Bx — 4y, 2x — 52)
20. Em cada parte, use o Teorema 4.10.3 para encontrar a matriz

candnica do operador matricial a partir das imagens dos veto-
res da base canénica.

(a) As reflexdes em R” da Tabela 1 da Secdo 4.9.

(b) As reflexdes em R’ da Tabela 2 da Secdo 4.9.

(c) As projectes em R’ da Tabela 3 da Segdo 4.9.

(d) As projecdes em R’ da Tabela 4 da Segido 4.9.

(e) As rotacdes em R’ da Tabela 5 da Secdo 4.9.

(f) As dilatagdes e contrages em R’ da Tabela 8 da Secdo 4.9.

© TEy)=0y

21. Em cada parte, encontre a matriz candnica do operador matri-
cial dado.

(a) T:R’— R’ projeta cada vetor ortogonalmente sobre o
eixo x e, em seguida, reflete esse vetor no eixo y.

b) T: R* - R* reflete cada vetor na reta y = x e, em seguida,
reflete esse vetor no eixo x.

(¢) T:R’— R’ dilata cada vetor pelo fator 3, em seguida,
reflete esse vetor na reta y = x e, finalmente, projeta esse
vetor ortogonalmente sobre o eixo y.

22. Em cada parte, encontre a matriz candnica do operador matri-
cial dado.

(@) T:R’— R’ reflete cada vetor no plano xz e, em seguida,
contrai esse vetor pelo fator é

(b T:R >R projeta cada vetor ortogonalmente sobre o
plano xz e, em seguida, projeta esse vetor ortogonalmente
sobre o plano xy.

(¢) T:R’— R’ reflete cada vetor no plano xy, em seguida,
reflete esse vetor no plano xz e, finalmente, reflete esse
vetores no plano yz.

23. SejaT,: R’ — R’ a multiplicagio por

-1 3 0
A=| 2 1 2
4 5 =3

e sejam €, €, € e, 0s vetores da base candnica de R’. Em cada
parte, encontre o vetor por inspecio.
() Ty(e), Ty(e,) e Ty(ey)

(b) T,(e,+e,+e) © T,(7ey)




24.

25.

26.

27.

28.
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Em cada parte, determine se a multiplicagio por A é uma
transformacgdo matricial injetora.

]
@ A=|2 0 (b)A=|:_: (2) _ﬂ
3 —4
[ 2 1
0 1 1
@A=1, 1
1 0 -1

(a) Serd injetora a composta de transformacgdes matriciais
injetoras? Justifique sua resposta.

(b) Pode ser injetora a composta de uma transformacao
matricial injetora com uma transformacéo matricial que
ndo € injetora? Considere ambas ordens de composicio e
justifique sua resposta.

Mostre que T (x, y) = (0, 0) define um operador matricial em

R’ mas T (x,y) = (1, 1) ndo.

(a) Prove que se T: R" — R" for uma transformagdo matri-
cial, entdo 7(0) = 0, ou seja, T transforma o vetor nulo de

e

R’ no vetor nulo de R".

"

(b) A reciproca de (a) ndo € verdadeira. D& um exemplo de
uma transformagao T tal que 7(0) = 0, mas tal que T néo
¢ uma transformagio matricial.

Prove: uma matriz A de tamanho n X n € invertivel se, € s6
se, o sistema linear Ax = w tem exatamente uma solu¢@o com
qualquer vetor w em R" tal que o sistema seja consistente.

29.

30.

Sejam A uma matriz n X n tal que det(4d) =0e T: R" > R'a
multiplicacéo por A.

(a) O que pode ser dito sobre a imagem do operador matri-
cial 7?7 D& um exemplo que ilustre sua conclusdo.

(b) O que pode ser dito sobre o niimero de vetores que T
aplica em 0?

Prove: se a transformagdo matricial T, : R" — R" for injetora,
entdo A € invertivel.

Exercicios verdadeiro/falso

Nas partes (a)-(f), determine se a afirmagéio € verdadeira ou falsa,
justificando sua resposta.

(a)

(b)

©

(d

(e)

(®)

SeT:R'— R" e T(0) = 0, entdo T é uma transformagdo ma-
tricial.

SeT:R' > R"eT(cx + cy) = ¢,T(X)+ ¢,T(y) com
quaisquer escalares c, € ¢, e quaisquer vetores X e y em R",
entdo T € uma transformagio matricial.

Se T: R" — R" for uma transformacfo matricial injetora, en-
G ]

tdo néo existem vetores distintos X e y com os quais

Tx—y) =0

Se T: R" — R" for uma transformagdo matricial e m > n, en-

tdo T € injetora.

Se T: R" — R" for uma transformag@o matricial e m = n, en-

tdo T € injetora.

Se T: R" — R" for uma transformagdo matricial e m < n, en-

tdo T € injetora.

A geometria de operadores matriciais de R’

=~ . . - . [ 2
Nesta se¢iio opcional, discutimos mais detalhadamente os operadores matriciais de R™. As
ideias aqui desenvolvidas t€ém aplicagdes importantes na Computagio Grafica.

Na Sego 4.9, enfocamos o efeito que um operador matricial tem sobre vetores indivi-

Transformacao de regioes

duais em R’ e R’. No entanto, também & importante entender como esses operadores afe-
tam os formatos de regides. Por exemplo, a Figura 4.11.1 mostra uma fotografia famosa
de Albert Einstein e trés modificacGes dessa fotografia geradas por computador, que sdo
o resultado de operadores matriciais de R’. A figura original foi escaneada e, em seguida,
digitalizada para decomp6-la num arranjo retangular de pixels. Esses pixels foram entio
transformados como segue.

e Foi utilizado o programa MATLAB para associar coordenadas e um nivel de cinza a

cada pixel.

¢ As coordenadas dos pixels foram transformadas por multiplicagdo matricial.

e Os niveis originais de cinza foram entfo associados aos pixels para produzir a figura

transformada.

Muitas vezes, o efeito geral de um operador matricial de R’ pode ser entendido olhando
para as imagens dos vértices (0, 0), (1, 0), (0, 1) e (1, 1) do quadrado unitério (Figura 4.11.2).
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Digitalizagao

A Figura 4.11.1

er

i 1D

X

‘ Cisalhamento horizontal ’ Compressao horizontal

LY + ¥

l

X X

X X

—

—= —=

A Figura 4.11.2

’ S —
e, l
!Buadrado unitario ! LOuadrado unitario girado ’ Quadrado unitario Quadrado unitario Quadrado unitario
i refletido no eixo y refletido na reta y = x projetado no eixo x

A Tabela 1 mostra o efeito que algumas transformagdes matriciais estudadas na Secdo
4.9 tém sobre o quadrado unitdrio. Para isso ficar mais claro, destacamos uma metade do
quadrado original e a parte correspondente na imagem.

> EXEMPLO 1 Transformando com matrizes diagonais

Suponha que o plano Xy seja inicialmente comprimido ou expandido pelo fator k, na di-
regio x, e depois comprimido ou expandido pelo fator k, na diregiio y. Encontre um s6
operador matricial que efetue ambas operagoes.

Solugdo As matrizes candnicas das duas operagées sdo

o 1] o ]

expansio (compressiio) em x €xpansio (compressio) em ¥y

Assim, a matriz canénica da composta da operagio em x seguida pela operacdo em yé

I 07Tk o k 0
A= ! = fmt 1
b Jl -2 ®
Isso mostra que a multiplicagiio por uma matriz diagonal 2 X 2 com entradas nio negati-

vas expande ou comprime o plano na dire¢do x e também na diregiio y. No caso especial
em que k, e k, sdo iguais, digamos k, = k, = k, a Férmula (1) € simplificada para

=[5 4]

que ¢ uma dilatacfio ou contragdo (Tabela 7 da Segdo 49). <«
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Tabela 1
Operador Matriz candnica Efeito no quadrado unitério
LY AY
(1,1) -1 1)
) -1 0
Reflexdo no eixo y
01 X %

—
Ay »
1,1
. 1 0
Reflexdo no eixo x x x
0 -1 > =
N
1,-1
AY AY
(1,1 (1,1
01
Reflexdonaretay = x
10 X
S
(cos 0 —sen 0, sen & + cos 6)
AY ¥y
4D
Rotagfo anti-horédria cos 8 —senf
pelo angulo 6 senf cos 6
X f s
|

c~—
AY AY
i gu (L1 k, 1)
Compressdo na dire¢do 0
x pelo fator k
x X
O<k<l) > i
~—
AY .
1,1 k, 1
Expansao na dire¢do x L0 & D & 1
pelo fator k&
x %
*k>1 L F 2
tc~—
AY AY
1, 1) (+k1D
Cisalhamento de fator 1 k
k>0 na diregao x 01 . e
~—
AY
(1, 1+k)
AY
Cisalhamento de fator 10 h D
k > 0 na diregéo y k1 ;
X x
——
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» EXEMPLO 2 Encontrando operadores matriciais

(a) Encontre a matriz candnica do operador matricial de R” que € dado pelo cisalhamento
de fator 2 na dire¢fio x seguido da reflexdio na reta ¥ = x. Esboce a imagem do quadra-
do unitdrio por esse operador.

(b) Encontre a matriz candnica do operador matricial de R* que € dado pela reflexdo na
reta y = x seguida pelo cisalhamento de fator 2 na diregdo x. Esboce a imagem do
quadrado unitario por esse operador.

(c) Confirme que o cisalhamento e a reflexdo das partes (a) e (b) nfio comutam.

Solugdo (a) A matriz candnica do cisalhamento &

1 2
A =
=[o 1]
A_01
2701 0

Assim, a matriz candnica do cisalhamento seguido pela rotagéo é

sty oo 3=[0 ]

Solugdo (b) A matriz candnica da reflexio seguida pelo cisalhamento &

AA - 1 270 1 _[2 1

2lo 1l oof T [1 oo
Solucdo (¢) Os célculos nas solugdes das partes (a) e (b) mostram que AA, ¥ AA,, de
modo que as matrizes candnicas e, portanto, os operadores matriciais, nio comutam. A

mesma conclusdo segue das Figuras 4.11.3 ¢ 4.11.4, J& que os dois operadores produzem
imagens diferentes do quadrado unitdrio. <«

e a dareflexdio é

Ay AY )}: x AY
P4
7 )

LD 1,1

...x X x
o
Reflexao Cisalhamento
emy=x de fator 2
» Figura 4.11.3 na diregéo x
g hy y=x
e
/
/
/
s
P
a S G, 1)
, y
’
X 4 ‘f _f
> y, J
&

Reflexao
emy=x

Cisalhamento
de fator 2
na diregéo x

» Figura 4.11.4
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Voltamos nossa atengio aos operados matriciais injetores de R, que sio importantes por
aplicarem pontos distintos em pontos distintos. Pelo Teorema 4.10.4 (das afirmagdes
equivalentes), sabemos que uma transformagio matricial 7, € injetora se, e s6 se, A puder
ser expressa como um produto de matrizes elementares. Assim, podemos analisar o efeito
de qualquer transformac@o injetora T, fatorando a matriz A num produto de matrizes ele-
mentares, digamos,

A=EE, --E

r

e expressando 7, como a composta
il = TE,EZ---E, = TE, o TE2 0--:0 TE, )

O teorema seguinte explica o efeito geométrico dos operadores matriciais corresponden-
tes a matrizes elementares.

TEOREMA 4.11.1  Se E for uma matriz elementar, entdo T, : R® — R® é um dos ope-
radores seguintes.

(a) Um cisalhamento na diregde de um eixo coordenado.
(B). Uma reflexdo na reta y = Xx.

(¢) Uma compresséo nadiregdo de wm eixo coordenado.
(d) Uma expansdo na diregdo de um eixo coordenado.
(e) Uma reflexdo num eixo coordenado.

(N Uma compressdo ou expansao na dire¢éo de um eixo coordenado seguida de uma
reflexdo num eixo coordenado.

Prova Como uma matriz elementar 2 X 2 resulta de uma tinica operagfio elementar nas
linhas da matriz identidade 2 X 2, uma matriz dessas necessariamente tem um dos forma-
tos seguintes (verifique).

R A O A PR

As primeiras duas matrizes representam cisalhamentos na diregéio de um eixo coordena-
do; e a terceira, uma reflexfio nareta y = x. Se k> 0, as duas Gltimas matrizes representam
expansdes ou compressdes na diregdo de um eixo coordenado, dependendo se 0 < k <
1ouk> 1. Sek < 0 e se expressarmos k na forma k = —k,, com k, > 0, entdo as duas
ultimas matrizes podem ser escritas como

[o 3= =0 s 1] 0
[<1> 2]=[<1> —2]=[<1) —(1)] [é 2] @)

Como k, > 0, o produto em (3) representa uma compressio ou expanséo na dire¢do x se-
guida de uma reflexdio no eixo y, e (4) representa uma compressdo ou expansio na diregio

y seguida de uma reflexdo no eixo x. No caso em que k = — 1, as transformagdes (3) e (4)
sdo simplesmente reflex3es nos eixos y € x, respectivamente.

Como toda matriz invertivel € o produto de matrizes elementares, o préximo resulta-
do decorre do Teorema 4.11.1 e da Férmula (2).

A geometria de operadores

matriciais injetores
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TEOREMA 4.11.2 SeT, : RS R Sfor a multiplicacdo pela matriz invertivel A, entdo
o efeito geométrico de T, é igual ao de uma sucessdo apropriada de cisalhamentos,
compressoes, expansoes e reflexdes.

> EXEMPLO 3 Analisando o efeito geométrico de um operador matricial
Supondo que k, e k, sejam positivos, expresse a matriz diagonal

k. 0
A=|"
e

como um produto de matrizes elementares, ¢ descreva o efeito geométrico da multiplica-
¢80 por A em termos de compressdes € expansdes.

Solugdo Pelo Exemplo 1, temos

S I P [

0 que mostra que a multiplicagdo por A tem o efeito geométrico de comprimir ou expandir
pelo fator k, na direcéo x e depois comprimir ou expandir pelo fator k, na direcio y.

> EXEMPLO 4 Analisando o efeito geométrico de um operador matricial

Expresse
A 1 2
13 4

como um produto de matrizes elementares e entdo e descreva o efeito geométrico da mul-
tiplicagdo-por A em termos de cisalhamentos, expansdes e reflexdes.

Solugdo A pode ser reduzida a I como segue.

1 2 1 2 1 2 1 0
— — —
3 4 0 -2 0 1 0 1
Somamos 23 Multiplicamos Somamos 22
vezes a primelra a segunda vezes a segunda

- ~ . 1 B 3 . B
linha & segunda linha por —5 linha & primeira

As trés operagOes sucessivas com as linhas podem ser efetuadas multiplicando A pela
esquerda sucessivamente por

10 1 0 1 -2
=l 1) B=|p 21 B=|p
2

Invertendo essas trés matrizes e usando a Férmula (4) da Secdo 1.5, obtemos

o TUoOfT ol 2
A=E B B =13 0 —2|lo 1

Lendo da direita para a esquerda e observando que

o =]=lo 06 2]

segue que o efeito de multiplicar por A equivale a
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—

um cisalhamento de fator 2 na direcdo x,
seguido por uma expansao de fator 2 na diregéo y,
seguida por uma reflexdo no eixo x e, entio,

A

um cisalhamento de fator 3 na diregioy. <«

Na Computag¢io Grifica, muitas imagens sdo construidas ligando pontos por segmentos
de retas. O préximo teorema ajuda a entender como os operadores matriciais transformam
tais imagens. A prova de algumas partes do teorema fica como exercicios.

TEOREMA4.11.3 SejaT: R*— R* a multiplicagdo por uma matriz invertivel.
(a) Aimagem de uma reta é uma reta.

(b) A imagem de uma reta pela origem é uma reta pela origem.

(¢) As imagens de retas paralelas sdo retas paralelas.

(d) A imagem do segmento de reta ligando P ¢ O ¢ o segmento de reta ligando as
imagens de Pe Q.
(e) As imagens de trés pontos sao colineares se, e somente se, 0s pontos sdo colineares.

» EXEMPLO 5 Imagem de um quadrado

Esboce a imagem do quadrado de vértices (0, 0), (1, 0), (1, 1) e (0, 1) pela multiplicagdo
por

Solugdo Como

| R | R I
[ [ e A e  H

a imagem do quadrado é um paralelogramo de vértices (0, 0), (—1, 2), 2,-De(,1)
(Figura 4.11.5).

> EXEMPLO 6 Imagem de uma reta
De acordo com o Teorema 4.11.3, a matriz invertivel

a=fo 1

leva aretay = 2x + 1 em alguma outra reta. Encontre sua equagéo.

Solugdo Seja (x, y) um ponto daretay = 2x + 1 e seja (x', y') sua imagem pela multi-

plicagdo por A. Entio

A A 18 I R R M |

Imagens de retas por
operadores matriciais

Observe que, do Teorema
'4.11:3, segué que se A for uma
smatriz. 2 X2 invertivel, entfio:a
multiplicagdo por A transforma
tridngulos em tridngulos e para-
lelogramos em paralelogramos.

(UBY) OBy

Y

0,0 1,0

(-1,2) Ay

1,1

B

©,0

2,-1)
A Figura 4.11.5
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de modo que

X = xl_ yl

y=-2x" 43y

Substitnindo em y = 2x + 1, obtemos

_ r ro_ : _ 4 1
2x" +3y" =2(x' —y')+ 1 ou,equivalentemente, y' = X+ 5

Assim, (x', y") satisfaz

4 1
y= gx + 3
que € a equagfio procurada. <«
Revisdo de conceitos Aptiddes desenvolvidas
e Efeito de um operador matricial no quadrado unitério ¢ Encontrar as matrizes candnicas de transformagdes
. 2
¢ Geometria de operadores matriciais invertiveis geométricas de R".
o Tmagens de retas por operadores matriciais e Descrever o efeito geométrico de um operador matricial
invertivel.

° Encontrar a imagem do quadrado unitério por um
operador matricial.

* Encontrar a imagem de uma reta por um operador matricial.

Conjunto de exercicios 4.11

1. Em cada parte, encontre a matriz candnica do operador (c) rotagdo de cada vetor por 90° no sentido anti-horério em
T:R* >R que transforma cada ponto (x, y) na sua torno do eixo y (olhando ao longo do eixo y positivo para
(a) reflexdonaretay = — x. a origem).
(b) reflexdo na origem. 6. Esboce a imagem do retingulo de vértices (0, 0), (1, 0), (1, 2)
e(0,2)

(c) projecdo ortogonal sobre o eixo x.

(d) projecdo ortogonal sobre o eixo y. () pelaiellexiginoieixof,

(b) pela reflexdo no eixo y.

2. Em cada parte do Exercicio 1, use a matriz obtida para
calcular T(2, 1). Confira suas respostas geometricamente B 1
esbogando os pontos (2, 1) e T(2, 1). (d) pela expansdo na diregfo x de fator k = 2.

(e) pelo cisalhamento de fator k = 3 na direcéo x.

~ . ~ 1
(c) pela compressdo na dire¢iio y de fator B

3. Em cada parte, encontre a matriz candnica do operador ) _—
T RRo R que transforma cada ponto (x, y, 7) na sua (f) pelo cisalhamento de fator k = 2 na direg#o y.
(a) reflexdio no plano xy. 7. Esboce a imagem do quadrado de vértices (0, 0), (1, 0), (1, 1)

(®) reflexio no plano xz. e (0, 1) pela multiplicagfo por

(c) reflexdio no plano yz. A= ,:—(3) (l)]

4. Em cada parte do Exercicio 3, use a matriz obtida para
calcular 7(1, 1, 1). Confira suas respostas geometricamente
esbogando os vetores (1, 1, 1) e 7(1, 1, 1).

8. Em cada parte, encontre a matriz que faz a rotagdo de cada
ponto (x, y) em torno da origem por

5. Encontre a matriz candnica do operador T: R’ — R’ que (@) 457 () 90° () 180° (@) 270° (e) —30

efetua a 9. Em cada parte, encontre a matriz 2 X 2 que efetua um
isalh
(a) rotagdo de cada vetor por 90° no sentido anti-horério em cisalhamento L
torno do eixo z (olhando ao longo do eixo z positivo para (a) de fator k = 4 na diregdo y.
a origem). (b) de fator k = —2 na direco x.
(b) rotagéo de cada vetor por 90° no sentido anti-horério em 10. Em cada parte, encontre a matriz 2 X 2 que comprime ou
torno do eixo x (olhando ao longo do eixo x positivo para expande
a origem). (a) por um fator % na diregdo y.

(b) por um fator 6 na diregfio x.




11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.
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Em cada parte, descreva o efeito geométrico da multiplicaggo
por A.

3 0 1 0 1 4
(®A=[01] @)A:k _4 @)A:b J

Em cada parte, expresse a matriz como um produto de matri-
zes elementares e descreva o efeito da multiplicagdo por A em
termos de compressdes, expansdes, reflexdes e cisalhamentos,

2 0 1 4
(a)A=[0 3] (b)A=[2 9]

0 -2 1 -3
(©) A= |:4 0] @ A= [4 6:|

Em cada parte, encontre uma tnica mattiz 2 X 2 que efetue a

sucessdo de operagdes indicadas.

(a) A compressdo de fator % na diregdo x seguida da expansao
de fator 5 na direg@o y.

(b) A expansio de fator 5 na direcfo y seguida do cisalha-
mento de fator 2 na direc@o y.

(c) A reflexdo naretay = x seguida da rotagio pelo angulo
de 180° em torno da origem.

Em cada parte, encontre uma dnica matriz 2 X 2 que efetue a
sucessdo de operagdes indicadas.

(a) A reflexio no eixo y, seguida da expansdo de fator 5 na
dirego x, seguida pela reflexdo na retay = x.

(b) A rotagio pelo Angulo de 30° em torno da origem, segui-
da pelo cisalhamento de fator —2 na diregfo y, seguido
pela expansio de fator 3 na diregéo y.

Em cada parte, use inversfo matricial para mostrar a afirma-

¢do.

(a) A transformagcdo inversa da reflexdonatetay = x € are-
flexdonaretay = x.

(b) A transformagfo inversa de uma compressdo na direcéo
de um eixo é uma expansio na dire¢do daquele eixo.

(¢) A transformagcdo inversa da reflexfio num eixo coordena-
do € a reflexdo naquele eixo.

(d) A transformagcio inversa de um cisalhamento na dire¢io
de um eixo coordenado é um cisalhamento na diregdo
daquele eixo.

Encontre a equacdo da imagem da retay = —4x -+ 3 pela
multiplicag¢io por
I 4 -3
13 -2

Em cada parte, encontre a equagio da imagem daretay = 2x
pelo operador.

(a) O cisalhamento de fator k = 3 na direg#o x.
(b) A compresséo de fator % na direcéo y.

(¢) A reflex@onoeixoy = x.

18.

19.

20.

21.

22.

(d) A reflexdo no eixo y.
(e) A rotagfo de 60° em torno da origem.

Encontre a matriz de um cisalhamento na dire¢@o x que trans-
forma o tridngulo de vértices (0, 0), (2, 1) e (3, 0) num trién-
gulo retingulo com o angulo reto na origem.

(a) Mostre que a multiplicagéo por

a=fe

aplica cada ponto no plano sobre aretay = 2x.

(b) Segue da parte (a) que os pontos nio colineares (1, 0),
(0, 1) e (—1, 0) sdo transformados em pontos de uma
reta. Isso contradiz a parte (¢) do Teorema 4.11.3?

Prove a parte (a) do Teorema 4.11.3. [Sugestdo: uma reta no
plano tem uma equagdo da forma Ax + By + C=0,comAe B
nfo ambos zero. Use o método do Exemplo 6 para mostrar que
a imagem dessa reta pela multiplicagéo pela matriz invertivel

a b
c d
tem a equagdo A'x + B'y + C=0, com
A’ = (dA — cB)/(ad — bc)

B' = (—bA + aB)/(ad — bc)
Em seguida, mostre que A’ e B’ ndo sdo ambos nulos para
concluir que a imagem € uma reta.]

Use a sugestdo do Exercicio 20 para provar as partes (b) e (c)
do Teorema 4.11.3.

Em cada parte, encontre a matriz candnica do operador matri-
cial descrito pela figura.

I

/
f’ Y
/
W o xy2)
x, 2,5
(@) (b) ()

A Figura Ex-22

23. Em R, o cisalhamento de fator k na direcdo xy é a transfor-

macio matricial que aplica cada ponto (x, y, 7) paralelamente

a0 plano xy no novo ponto (x + kz, y + kz, z). (Ver figura.)

(a) Encontre a matriz candnica do cisalhamento de fator k na
direcdo xy.
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(b) Como vocé definiria o cisalhamento de fator % na dire¢io Exercicios verdadeiro/falso
e (,) cisalhaam.ento de fator k n:! diregdo yz? E“_c?'?"e as Nas partes (a)-(g), determine se a afirmacdo ¢ verdadeira ou falsa,
matrizes candnicas dessas transformacoes matriciais, justificando sua resposta,

(@) A imagem do quadrado unitdrio por um operador martricial
injetor é um quadrado.

(b) Um operador matricial 2 X 2 invertivel tem o efeito geomé-
trico de uma sucessio de cisalhamentos, compressoes, expan-
soes e reflexdes,

(¢) Aimagem de uma reta por um operador matricial injetor ¢
uma reta.

(d) Toda reflexdo de R* ¢ sua propria inversa.

P

(1 1 -
(e) A matriz representa uma reflexdo numa reta,
A Figura Ex-23 L—1
-2

1
) A matriz [2 )

]representa um cisalhamento.

1 0
(8) A matriz [O 3] Tepresenta uma expansio.

412 Sistemas dindmicos e cadeias de Markov

Nesta secio opcional, mostraremos como 0s métodos matriciajs podem ser usados para
analisar o comportamento de sistemas fisicos que evolvem com o passar do tempo. Os
métodos que estudamos aqui tém sido aplicados a problemas de Administraciio, de Ecologia,
de Demografia, de Sociologia e da maioria das ciéncias fisicas,

Sistemas dindmicos Um sistema dindmico é um conjunto finito de varidveis cujos valores mudam com o pas-
sar do tempo. O valor de uma varidvel num dado instante de tempo € denominado o estg-
do da varidvel naquele instante de tempo, e o vetor formado pelos estados € denominado
0 estado do sistema dindmico naquele instante de tempo. Nosso principal objetivo nesta
$€¢do € analisar como o estado de um sistema dinimico evolui com o tempo. Comecemos
com um exemplo.

> EXEMPLO 1 indice de audiéncia como um sistema dinamico

Suponha que cada um de dois canais de televisdo concorrentes, 0s canais [ e 2, tenha 50%
da audiéncia num dado instante de tempo inicial. Suponha que a0 longo de cada periodo
de um ano, o canal 1 atraia 10% da audiéncia do canal 2eocanal 2 capture 20% da audi-
€ncia do canal 1 (ver Figura4.12.1). Qual € a audiéncia de cada canal ao final de um ano?

Solugdo Comecemos introduzindo as varigveis

x,(t) = fragdio de audiéncia do cana] I no instante de tempo ¢

%,(t) = frag@o de audiéncia do canal 2 no instante de tempo ¢
d que dependem do tempo e o vetor coluna

(l‘) [xl (l‘)] <— Fraciio de audiéncia do canal 1 no instante de tempo ¢
X =
X, ()

O canal 1 perde 20% e
mantém 80%.

O canal 2 perde 10% e
mantém 90%,

<— Fragiio de audiéncia do canal 2 no instante de tempo ¢

As varidveis x,(f) e %,(1) formam um sistema dindmico cujo estado no instante de tempo
t € o vetor x(¢). Tomando = 0 como o ponto inicial no qual ambos canais tém 50% da
A Figura4.121 audiéncia, temos que o estado do sistema naquele instante de tempo €

T ———
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INTRODUCAO

Neste capitulo, abordamos as classes de escalares e vetores conhecidas como
“autovalores” e “autovetores”, que sdo especiais por suas caracteristicas peculiares.

A ideia subjacente surgiu no estudo do movimento rotacional e, mais tarde, foi usada
para classificar varios tipos de superficies e para descrever solugdes de certas equagdes
diferenciais. No inicio do século XX, foi aplicada a matrizes e transformagdes matriciais
e hoje tem aplicag3es a dreas tdo diversas como computacio grafica, vibragdes
mecanicas, fluxo do calor, dinimica populacional, mecnica quintica e até economia.

5.1 Autovalores e autovetores

Nesta se¢fo, definimos os conceitos de “autovalor” ¢ “autovetor” e discutimos algumas de
suas propriedades bdsicas.

Comecgamos com a definicdo principal desta segéo.

DEFINICAO 1 Se A for uma matriz n X n, entdo um vetor ndo nulo x em R" é deno-
minado autovetor de A (ou do operador matricial 7,) se Ax for um muiltiplo escalar de
X, isto €,

AX = AX .-

com algum escalar A. O escalar A é denominado autovalor de A (ou de T), e dizemos

que x € um autovetor associado a A.

Em geral, a imagem de um vetor x pela multiplicagio com uma matriz quadrada A
defere de x tanto em magnitude quanto em diregdo e sentido. No entanto, no caso especial
em que x for um autovetor de A, a multiplicagio por A deixa a dirego inalterada. Por
exemplo, em R’ ou R’, a multiplicagdo por A aplica cada autovetor x de A (se houver)
sobre a mesma reta pela origem determinada por x. Dependendo do sinal e da magnitude
do autovalor A associado a X, a operagdo Ax = Ax comprime ou expande X pelo fator A,
invertendo o sentido no caso em que A for negativo (Figura 5.5.1).

Definicdo de autovalor e
autovetor

Impomos a exigéncia de um au-
tovetor ser ndo nulo para evitar
o caso irrelevante A0 = A0, que
vale com quaisquer A e A.
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X Ax : X X
0
Ax X 0
0 0 4 b

Ax AX
@ 0=s=A=1 by A=1 ) ~-1=A=0 @ r=-1

A Figura5.1.1

» EXEMPLO 1 Autovetor de uma matriz 2 x 2

1
O vetor x = [ 2] € um autovetor de

A 3 0

associado ao autovalor A = 3, pois

| AR

A Figura5.1.2 Geometricamente, a multiplicagio por A expandiu o vetor x pelo fator 3 (Figura 5.1.2). <«

¥

T
W e

Calculando autovalores e  Nosso préximo objetivo & elaborar um procedimento geral para encontrar autovalores e
autovetores  autovetores de uma matriz A de tamanho n X n. Comegamos com um procedimento para
encontrar os autovalores de A. Inicialmente, observe que a equagdo Ax = Ax pode ser

reeserita como Ax = AJx, ou, equivalentemente, como

A —Ax=0

Para que A seja um autovalor de A, essa equagio deve possuir alguma solugfo x nfo nula.
No entanto, segue das partes (b) e (g) do Teorema 4.10.4 que isso ocorre se, e s6 se, a
matriz de coeficientes A/ — A tem determinante nulo. Assim, temos o resultado seguinte.

TEOREMA 51.1  Se A for uma matrizn X n, entdo \ é um autovalor de A se, e 56 se,
\ satisfaz a equagdo

det(A] = A) =0 (1)
Essa equagdo ¢ a equagdo caracteristica de A.

» EXEMPLO 2 Encontrando autovalores
No Exemplo 1, observamos que A = 3 é um autovalor da matriz

A 3 0
T8 ~-1
mas ndo explicamos como foi encontrado. Use a equagio caracterfstica para encontrar
todos os autovalores dessa matriz.

Solugdo Segue da Férmula (1) que os autovalores de A sdo as solugdes da equacio
det(AI — A) =0, que pode ser escrita como

A=-3 0
-8 A+1

|=o0
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da qual obtemos
A=-3A+1)=0 2
[sso mostra que os autovalores de A sio A = 3 e A = —1. Assim, além do autovalor A = 3

usado no Exemplo 1, descobrimos o segundo autovalorA = —1. <

Quando o determinante det(AI — A) do lado esquerdo de (1) € expandido, resulta um
polindmio p(A) de grau n denominado polinomio caracteristico de A. Por exemplo, segue
de (2) que o polinémio caracteristico da matriz A de tamanho 2 X 2 do Exemplo 2 €

pPA) = -3+ =rA"-22-3
que é um polinémio de grau 2. Em geral, o polinémio caracteristico de uma matriz n X n
é da forma
pA)=A"F+c AT+ +o,

em que 1 € o coeficiente de A" (Exercicio 17). Como um polinémio de grau » tem, no
mdximo, n raizes distintas, segue que a equagio

A+ edN M+ 4, =0 A3)
tem, no maximo, n solugdes distintas e, consequentemente, que uma matriz n X n tem,
no méximo, n autovalores distintos. Como algumas dessas solugdes podem ser nimeros
complexos, é possivel que uma matriz tenha autovalores complexos, mesmo se a propria

matriz tiver entradas reais. Discutiremos esse assunto numa segao posterior, pois agora
vamos nos concentrar em exemplos nos quais os autovalores sdo niimeros reais.

» EXEMPLO 3 Autovalores de uma matriz 3 X 3

Encontre os autovalores de

0 1 0
A=1|0 0 1
4 —-17 8
Solugdo O polindmio caracteristico de A €
A =1 0
det\l —A)=det| 0 A =1 [=X —8A24+17A—4
-4 17 A-8

Portanto, os autovalores de A satisfazem a equagdo cubica
-8+ 1A —4=0 @)

Para resolver essa equagfio, comegamos procurando solugdes inteiras. Essa tarefa pode ser
simplificada se lembrarmos do fato de que todas as solugdes inteiras (se houver) de uma
equagio polinomial

AN+eA T+, =0
de coeficientes inteiros sio divisores do termo constante c,. Assim, as tinicas possiveis
solugdes inteiras de (4) sdo os divisores de —4, ou seja, =1, £2, =4, Substituir sucessiva-
mente cada um desses valores em (4) mostra que A — 4 é uma solucdo inteira. Consequen-

temente, A = 4 deve ser um fator do lado esquerdo de (4). Dividindo A’ — 8\> + 17\ — 4
por A — 4, temos que (4) pode ser reescrita como

A—HA—4M+1D=0
Assim, as demais solugdes de (4) satisfazem a equagio quadrética

AN-4a+1=0

Nas aplicagdes que envolvem
matrizes grandes, muitas vezes
n#io € factivel calcular a equa-
¢do caracterfstica diretamente,
de modo que devem ser usados
outros métodos para encontrar
autovalores. Esses métodos se-
rio abordados no Capitulo 9.




298  Algebra Linear com Aplicaces

que pode ser resolvida pela férmula quadritica. Assim, os autovalores de A sio
A=4, A=2+4+3, e A=2-4/3

> EXEMPLO 4 Autovalores de uma matriz triangular superior
Encontre os autovalores da matriz triangular superior

dy @y ay ay
0 a, ay; a,
0 0 ay ay
0 0 0 aq

Solugdo Lembrando que o determinante de uma matriz triangular € o produto das entra-
das na diagonal principal (Teorema 2.1.2), obtemos

A—ay —a,, —ay, -a,
0 A— . _
det(Al — A) = det iz Ay Ay
0 )\ — a33 —a34
0 0 0 A—a,

=A—a,)A —a,))(A — ay)(A - ay)
Assim, a equagdo caracteristica &
A = a;)A = a)A = a)(A — a,) =0
e 0s autovalores sdo
A=a,, A=ay, A=a,, A=ay,

que sdo precisamente as entradas na diagonal principal de A. <«

O teorema geral seguinte deveria ser evidente a partir das contas no exemplo precedente.

TEOREMA 5.1.2  Se A for wma matriz n X n triangular (superior, inferior; ou diago-
nal), entdo os autovalores de A sio as entradas na diagonal principal de A.

> EXEMPLO 5 Autovalores de uma matriz triangular inferior
Por inspecdo, os autovalores da matriz triangular inferior

1
Se tivéssemos o Teorema 5.1.2 2
a nossa disposi¢fio no Exemplo A=-1 % 0
2, poderfamos ter antecipado o 5
resultado obtido naquele exer-
cicio. sﬁoA:%,)\:%e)\=—%. |

TEOREMA 51.3  Se A for uma matrizn X n, sdo equivalentes as afirmagdes seguintes,
(@) A é um autovalor de A.
- (b) Osistema (M — A)x = 0 de equactes tem solugdes ndo triviais,
(c) Existe algum vetor ndo nulo x tal que AX = AX.
(d) A éuma solugdo da equacio caracteristica det(AI — A) = 0.
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Agora que sabemos como encontrar autovalores de uma matriz, passamos ao problemade  Encontrando autovetores e
encontrar os autovetores associados. Como os autovetores associados a um autovalorA de  pases para autoespagos
uma matriz A sdo os vetores ndo nulos que satisfazem a equagéo

AM—A)x=0

esses autovetores sdo os vetores ndo nulos do espago nulo da matriz AJ — A. Dizemos
que esse espago nulo é o autoespaco de A associado a A. Enunciado de outra forma, o
autoespago de A associado ao autovalor A é o espago solugdo do sistema homogéneo

Observe que x = 0 estd em cada
autoespago, mesmo néo sendo
um autovetor. Assim, sdo os ve-
(A — A)x = 0. tores ndo nulos de um autoespa-
€O que sdo os autovetores.

p EXEMPLO 6 Bases de autoespacos

Encontre bases dos autoespagos da matriz

a=[s

Solucdo No Exemplo 1, vimos que a equagio caracteristica de A €
A-3HrA+DH=0

da qual obtemos os autovalores A = 3 ¢ A = — 1. Assim, temos dois autoespagos de A,
cada um associado a um autovalor.
X
x=|""
Xa

Por definigéo,
é um autovetor de A associado ao autovalor A = 3 se, e 6 se, X é uma solug@o néo trivial

de (A — A)x = 0, ou seja, de
A—3 0 x| |0
—-8 A+1][x] |0

Se A = 3, essa equagdo ¢ dada por

EMMEH

Nota histérica Os métodos da Algebra Linear estao sendo utilizados
no novo campo do reconhecimento facial computadorizado. Os pesqui-
sadores da area estdo trabalhando com a ideia que toda face humana
num certo grupo racial ¢ uma combinagdo de umas poucas duzias de
formatos primarios. Por exemplo, analisando as imagens tridimensionais
escaneadas de muitas faces, pesquisadores da Universidade Rocke-
feller produziram tanto um formato facial médio do grupo caucasico,
denominado face média (a esquerda na linha superior na figura dada),
quanto um conjunto de variagbes padronizadas daquele formato, de-
nominadas autofaces (15 das quais estdo exibidas na figura dada).
Essas formas sdo assim denominadas por serem autovetores de uma
certa matriz que armazena a informagao facial digitalizada. Os formatos
faciais sao representados matematicamente como combinagdes linea-
res das autofaces.
limagem: Cortesia Dr. Joseph Atick, Dr. Norman Redlich
e Dr. Paul Griffith.]
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cuja solugdo geral €

(verifique) ou, em forma matricial,

MEHEH

Assim,

¢ uma base do autoespago associado a A = 3. Deixamos para o leitor seguir o padrdo des-
sas contas para mostrar que

0

1

¢ uma base do autoespago associadoaA = —1.

> EXEMPLO 7 Autovetores e bases de autoespacos
Encontre bases dos autoespacos de

0 0 -2
A=]1 2 1
1 0 3

Solugao A equagiio caracteristicade A 6 A\> — 502 + 8\ — 4 =0 ou, fatorada, (A — 1)
A=-2=0 (verifique). Assim, os autovalores distintos de A sfoA = 1 e A =2, e existem
dois autoespagos de A.

Por definigio,

€ um autovetor de A associado a A se, € 86 se, x é uma solucfo nio trivial de AM—-A)x=0
ou, em forma matricial,
A 0 2 x 0
-1 A=2 -] x[=10 5)
-1 0 A—=3] |x, 0

No caso A = 2, a Férmula (5) se torna

2 0 2=~ 0
-1 0 —-1][x|=]0
-1 0 =1 % 0

Resolvendo esse sistema por eliminacio gaussiana, obtemos (verifique)
X ==8 X,=f X,=5¢

Assim, os autovetores de A associados a A = 2 si0 oS vetores ndo nulos da forma

-5 -5 0 -1 0
X = t| = O[+1¢t]=s O[+¢z]1
s s 0 1 0
Como
-1 0
0 e |1
1 0
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sdo linearmente independentes, (por qué?), esses vetores formam uma base do autoespago
associadoa A = 2.
Se A = 1, entdo (5) se torna

1 0 20[x

-1 0 -2]lx
Resolvendo esse sistema, obtemos (verifique)
X, =25, x,=S8, X3=§

Assim, os autovetores associados a A = 1 s@o os vetores ndo nulos da forma

—2s -2 -2
s|=s 1| demodoque 1
s 1 i

¢ uma base do autoespago associadoal = 1. <

Uma vez obtidos os autovalores e autovetores de uma matriz A, é uma questdo simples  Poténcias de uma matriz
obter os autovalores e autovetores de qualquer poténcia inteira positiva de A; por exemplo,
se A for um autovalor de A e X um autovetor associado, entdo

A’ = A(AX) = A(AX) = A(AX) = A(Ax) = A’x

2 ¢ 2 ¢ .
o0 que mostra que A” € um autovalor de A" e que X € um autovetor associado. Em geral,
temos o resultado seguinte.

TEOREMA 5.1.4  Se k for um inteiro positivo, A um autovalor de uma matriz A e X um
autovetor associado, ent@o A é um autovalor de A* e x é um autovetor associado.

> EXEMPLO 8 Poténcias de uma matriz

No Exemplo 7, mostramos que os autovalores de

0 0 -2
i il ol Sl
1 0 3

sdo A = 2e A = 1, de modo que, pelo Teorema 5.1.4, ambos A = 7 =18er=1=1
sdo autovalores de A”. Também mostramos que

-1 0
0 e 1
1 0

sdo autovetores de A associados ao autovetor A = 2, de modo que, pelo Teorema 5.1.4,
esses vetores também sdo autovetores de A associados aA = 2 = 128. Analogamente,
0 autovetor

-2

de A associado a A = 1 também € um autovetor de A’ associadoar =1"=1. <

O teorema seguinte estabelece uma relagdo entre os autovalores e a invertibilidade deuma  Autovalores e in vertibilidade
matriz.

TEOREMA 5.1.5 Uma matriz quadrada A ¢ invertivel se, e so se, A = 0 ndo ¢ um
autovalor de A.
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Mais sobre o teorema da
equivaléncia

—_—

Prova Suponha que A seja uma matriz n X n e observe primeiro que A = 0 € uma solu-
¢éo da equagéo caracteristica ‘
MAeN T+ 4 =0

se, € s6 se, o termo constante ¢, for zero. Assim, € suficiente provar que A ¢ invertivel se,
e sé se, ¢, #-0. Mas

detA/ —A) =A"+c A"+ ... 4 ¢,
ou, tomando A = 0,

det(=A) =c, ou (—1)"det(A) = c,

Segue da tltima equagio que det(A) = Ose, e 86 se, ¢, = 0 e isso, por sua vez, implica que
A ¢ invertivel se, e sG se, ¢, # 0. <

> EXEMPLO 9 Autovalores e invertibilidade

A matriz A no Exemplo 7 & invertivel, pois tem autovalores A = 0 ¢ A = 2, nenhum dos
quais € zero. Deixamos para o leitor conferir essa conclusdo mostrando que det(A) #0. <«

Como nosso resultado final nesta se¢do, usamos o Teorema 5.1.5 para acrescentar mais
uma parte ao Teorema 4.10.4.

TEOREMA 5.1.6 Afirmagdes equivalentes I
Se A for uma matriz n X n, entdo as seguintes afirmacdes sdo equivalentes.
(a) A éinvertivel.

(b) Ax = 0 tem somente a solucdo trivial.

(¢) A forma escalonada reduzida porlinhasde A¢é1,.

(d) A pode ser expressa como um produto de matrizes elementares.

(e) Ax = b é consistente com cada matriz b de tamanho n X 1.

() Ax = b tem exatamente uma solugdo com cada matriz b de tamanho n X 1.
(g) det(A) # 0.

(h) Os vetores coluna de A séo linearmente independentes.

(i) Os vetores linha de A sdo linearmente independentes.

() Osvetores coluna de A geram R".

(k) Os vetores linha de A geram R".

(D) Os vetores coluna de A Sformam uma base de R".
(m) Os vetores linha de A Sormam uma base de R".

(n) Atem posto n.

(0) A tem nulidade 0.

(p) O complemento ortogonal do espaco nulode A é R",

(q) O complemento ortogonal do espaco linha de A é {0).

(r) AimagemdeT, éR".

() T, é um operador injetor.

(®) A = 0ndo é um autovalor de A.

Esse teorema relaciona todos os principais tépicos que estudamos até aqui.
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e

Revisdo de conceitos

e Autovetor

e Autovalor

o Equagdo caracteristica

e PolinﬁmIio caracteristico

Conjunto de exercicios 5.1

Nos Exercicios 1-2, confirme por multiplicagéo que x € um

autovetor de A e encontre o autovalor correspondente.

(4 0 1 1
CA=12 3 2] x=|2

1 0 4 1

S .| 1
A=|-1 2 —1]:;x=|1

-1 -1 2 1

Em cada parte, encontre a equagdo caracteristica da matriz.

8 -1 4 -2 4 0

@ [—2 —7] @© [O 0:] ® [1 0]
1 2 0 0 0 1

4. Encontre os autovalores das matrizes no Exercicio 3.

5. Encontre bases dos autoespacos das matrizes do Exercicio 3.

6. Em cada parte, encontre a equacdo caracteristica da matriz.

4 0 1 [3 0 -5
@l|-2 1 0 ®|: -1 0
-2 0 1 11 =2
—2 o -1 0 1
©l|-6 -2 o0 @ | -1 30
1197, 5 =4 |4 13 -1
5 0 1 (5 6 2
@ 1 1 0 ®lo -1 -8
-7 1 0 1 0 =2

7. Encontre os autovalores das matrizes no Exercicio 6.

8. Encontre bases dos autoespagos das matrizes do Exercicio 6.

9. Em cada parte, encontre a equagio caracteristica da matriz.

10.

o 0 2 0 0 -9 0 0
1 0 1 0 4 —2 0 0
@1y 1 2 o ®lo o 2 =7
o 0 0 1 0o 0 1 2

Encontre os autovalores das matrizes no Exercicio 9.

e Autoespaco

e Teorema das equivaléncias

Aptidoes desenvolvidas

o Encontrar os autovalores de uma matriz.

¢ Encontrar bases dos autoespagos de uma matriz.

11.
12.

13.

14.

15.

16.

17.

Encontre bases dos autoespagos das matrizes do Exercicio 9.

Em cada parte, encontre os autovalores por inspego.
L 6} 300
(a) -2 7 0
0 s
* ) 4 8 1
[-3 0 0 o0
ol © -3 0 0
0 0 1 0
0 0 0 3

1 3 7 11
1

Ao 0 5 3 8

0 0 0 4

|0 0 0 2

Encontre os autovalores e bases dos autoespacos de A”, sendo

[-1 -2 -2

A= 1 2 1

-1 -1 0

Seja A uma matriz 2 X 2. Dizemos que uma reta pela origem
de R* é invariante por A se AX estiver nessa reta sempre que X
estiver. Em cada parte, obtenha as equagdes de todas as retas
de R que sdo invariantes pela matriz dada.

4 -1 0 1 2 3
(a)A=|:2 1] (b)A=|:_1 0i| (C)A:[O 2]

Encontre det(A), sabendo que A tem polinémio caracteristico
pA).

(@ pA)=X -2 +1+5

®) pA) =r' =\ =7

[Sugestdo: ver a prova do Teorema 5.1.5.]

Seja A uma matriz n X n.

(a) Prove que o polindmio caracteristico de A tem grau n.

(b) Prove que o coeficiente de A" no polindmio caracteristico
é 1.
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18. Mostre que a equagdo caracteristica de uma matriz A de tama-
nho 2 X 2 pode ser expressa como A — tr(A)A + det(4) = 0,
onde tr(A) € o trago de A.

19. Use o resultado do Exercicio 18 para mostrar que se

a=[ ]

entdo as solugdes da equagio caracteristica de A sdo
r=1i[@+d=J@—dy + e |

Use esse resultado para mostrar que A tem

(a) dois autovalores reais distintos se (a — d)* + 4bc > 0.
(b) um autovalor real se (@ — d)* + 4bc = 0.

(c) nenhum autovalor real se (@ — d)* + 4bc < 0.

20. Seja A a matriz do Exercicio 19. Mostre que se b # 0, entfio

07 o[-
o= a—A, X2 = a—»x,

sdo autovetores de A associados, respectivamente, aos auto-
valores

A

Ha+d+/@-a7 +be |

Ay

tHe+a) - Va-a7 +anc ]

Use o resultado do Exercicio 18 para provar que se p(A) for o
polindmio caracteristico de uma matriz A de tamanho 2 X 2,
entdo p(4) = 0.

21.

22. Prove: se a, b, ¢ e d sdo nimeros inteiros tais que a + b =

¢ + d, entdo
a b
A =
o d]

tem autovalores inteiros, a saber, A, =a + bel,=a —c

23. Prove: se A for um autovalor de uma matriz invertivel A com
. P 7z =1
autovetor associado x, entdo 1/A € um autovalorde A~ com

autovetor associado x.

24. Prove: se A for um autovalor de A com autovetor associado x e
se s for um escalar, entdo A — s é um autovalor de A — sI com

autovetor associado x.

25. Prove: se A for um autovalor de A com autovetor associado
X, entdo A € um autovalor de sA com autovetor associado x,

qualquer que seja o escalar s.

26. Encontre os autovalores e bases dos autoespagos de
-2 2
A=|-2 3

27

28.

29.

Exercicios verdadeiro/falso

Nas partes (a)-(g), determine se a afirmago € verdadeira ou falsa,
justificando sua resposta.

(a)

()

(©)

(d

(e)

®

@

e use os Exercicios 23 e 24 para encontrar os autovalores e
bases dos autoespagos de

(ay A7 (b) A—3I () A+2

(a) Prove que se A for uma matriz quadrada, entio A e A”

tem os mesmos autovalores. [Sugestdo: olhe para a equa-
¢do caracterfstica det(Al — A) = 0.]

(b) Mostre que A e A" ndo precisam ter os mesmos autoespa-
¢os. [Sugestdo: use o resultado do Exercicio 20 para en-
contrar uma matriz 2 X 2 tal que A e A" tém autoespagos
diferentes.]

Suponha que o polindmio caracteristico de alguma matriz A
sejap(A) = (A — DA — 3)*(A — 4)°. Em cada parte responda
a pergunta e explique seu raciocinio.

(a) Qual € o tamanho de A?
(b) A € invertivel?

(¢) Quantos autoespagos tem A?

As vezes, 0s autovetores que estudamos nesta secdo sdo deno-
minados autovetores a direita, para distingui-los de autoveto-
res a esquerda, que séo matrizes coluna x de tamanho n X 1
que satisfazem a equagio x'A = ux” com algum escalar .
Qual serd a relacfo, se houver, entre os autovetores 2 direita

e autovalores correspondentes € 0s autovetores 2 esquerda e
autovalores correspondentes?

Se A for uma matriz quadrada e Ax = Ax com algum escalar
ndo nulo A, entdo x € um autovetor de A.

Se A for um autovalor de uma matriz A, ento o sistema linear
(A — A)x = 0 36 tem a solugio trivial.

Se o polindmio caracteristico de uma matriz A for

p(A) = A* + 1, entfio A € invertivel.

Se A for um autovalor de uma matriz A, entdo o autoespago
de A associado a A € o conjunto de autovetores de A associa-
dosaA.

Se 0 for um autovalor de uma matriz A, entdo A ¢ singular,

Os autovalores de uma matriz A sdo iguais aos autovalores da
forma escalonada reduzida por linhas de A.

Se 0 for um autovalor de uma matriz A, entfio o conjunto de
vetores coluna de A € linearmente independente.
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5.2 Diagonalizagdo

Nesta secdo, abordamos o problema de encontrar uma base de R" que consista em
autovetores de uma dada matriz A de tamanho n X n. Essas bases podem ser usadas para
estudar propriedades geométricas de A e para simplificar muitas contas envolvendo A. Essas
pases também tém significado fisico numa variedade de aplica¢des, algumas das quais
consideramos mais adiante neste texto.

Nosso primeiro objetivo nesta se¢do € mostrar que sio equivalentes os dois problemas a
seguir que, aparentemente, sdo bastante diferentes.

Problema 1 Dada uma matriz A de tamanho n X n, existe alguma matriz invertivel P
tal que P~' AP é uma matriz diagonal?

Problema 2 Dada uma matriz A de tamanho n X n, existem »n autovetores de A line-
armente independentes?

O produto matricial P! AP que aparece no Problema 1 é denominado uma transforma-
¢do de semelhanga da matriz A, Esses produtos sdo importantes no estudo de autovetores
e autovalores, de modo que comegamos com alguma terminologia associada.

DEFINICAO 1 Se A e B forem matrizes quadradas, dizemos que B € semelhante a A

se existir alguma matriz invertivel P tal que B = P~' AP.

Note que se B for semelhante a A, entfio também ¢ verdade que A € semelhante a B, ji que
podemos expressar A como A = Q 'BQ tomando Q = P, Por isso, em geral dizemos
que A e B sdo matrizes semelhantes se uma delas for semelhante a outra.

As matrizes semelhantes t&ém muitas propriedades em comum. Por exemplo, se B =
P™'AP, entdo decorre que A e B t8m o mesmo determinante, ja que

det(B) = det(P~'AP) = det(P™") det(A) det(P)

= 3ei(P) det(A) det(P) = det(A)

Em geral, dizemos que uma propriedade de matrizes € invariante por semelhanga ou
que a propriedade é um invariante de semelhanga, se ela for compartilhada por quaisquer
duas matrizes semelhantes. A Tabela 1 lista os invariantes de semelhanga mais importan-
tes. As provas de alguns desses resultados sdo dadas nos exercicios.

Expresso na linguagem de semelhanga, o Problema 1 € equivalente a perguntar se a
matriz A é semelhante a alguma matriz diagonal. Nesse caso, a matriz diagonal terd todas
as propriedades invariantes por semelhanga de A, mas por ter uma forma mais simples, €
mais simples analisar e trabalhar com a matriz diagonal. Essa importante ideia tem uma
terminologia associada.

DEFINICAO 2 Uma matriz quadrada A é dita diagonalizdvel se for semelhante a al-
guma matriz diagonal, ou seja, se existir alguma matriz invertivel P tal que P'AP ¢
diagonal. Nesse caso, dizemos que a matriz P diagonaliza A.

O problema da
diagonalizagdo matricial

Semelhanga

Invariantes de semelhanca
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Tabela 1 Invariantes de semelhanca

Propriedade Descricdo

Determinante Ae P AP t8m o mesmo determinante.

Invertibilidade A ¢ invertivel se, e s6 se, P~ AP & invertivel.

Posto Ae P™' AP t8m o mesmo posto.

Nulidade Ae P™' AP t8m a mesma nulidade.

Trago Ae P ' AP tém o mesmo traco.

Polindmio caracteristico Ae P™' AP tém o mesmo polinémio caracteristico.

Autovalores Ae P AP t8m os mesmos autovalores.

Dimenséo de autoespaco Se A for um autovalor de A e, portanto, de P~ AP, entdo o autoespago
de A associado a A e o autoespago de P~' AP associado a A tém a mesma
dimensio.

O teorema seguinte mostra que os Problemas 1 e 2 colocados no inicio desta segio
sdo, na verdade, formas diferentes do mesmo problema matematico.

TEOREMA5.2.1  Se A for uma matriz n X n, sdo equivalentes as afirmacées seguintes.
(a) A édiagonalizdvel.

b) A ut i te ind. dentes.
A parte (5) do Teorema 5.2.1 ¢ (b) A tem n autovetores linearmente independentes

equivalente a dizer que existe al-

guma base de R" consistindo em ) )
autovetores de A. Por qué?- . Prova (a) == (b) Como estamos supondo que A € diagonalizdvel, existem uma matriz

invertivel P e uma matriz diagonal D tais que P~'AP = D ou, equivalentemente,
AP =PD (1)

Denotando os vetores coluna de P por p;, p,, . . . , p, € supondo que as entradas diagonais
de D sejam A}, A, . . ., A, segue, pela Férmula (6) da Segdo 1.3, que o lado esquerdo de
(1) pode ser expresso por

AP=A[p, p, --- pJl=I[4Ap, Ap, --- Ap,]

e, como observamos logo depois do Exemplo 1 da Secio 1.7, o lado direito de (1) pode
SEer expresso por

PD = [Alpl )\2p2 U )\npn]
Assim, segue de (1) que
Ap, =Ap, Ap,=Ap,, ..., Ap,=Ap, 2
Como P € invertivel, sabemos do Teorema 5.1.6 que seus vetores coluna p,, Py -.-,>D,

sdo linearmente independentes (e, portanto, ndo nulos). Assim, segue de (2) que esses 7
vetores coluna sdo autovetores de A.

Prova (b) = (a) Suponha que A tenha n autovetores linearmente independentes p,, p,,

.» p, com autovalores associados A, A,, . .., A,. Escrevendo
P=I[p. p, -~ Pl
e denotando por D a matriz diagonal de entradas diagonais sucessivas A, A, ..., A,
obtemos :
AP =Alp, p, -+ pJl=I[Ap, Ap, --- Ap,]

=[P, Ap, -+ ApIl=PD
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Como os vetores coluna de P séio linearmente independentes, segue do Teorema 5.1.6
que P € invertivel, de modo que essa tltima equacéo pode ser reescrita como P'AP = D,
mostrando que A é diagonalizdvel. <

O teorema precedente garante que uma matriz A de tamanho n X n com n autovetores
linearmente independentes € diagonalizdvel, e a prova sugere o método seguinte para
diagonalizar A.

Procedimento para diagonalizar uma matriz

Passo 1. Confirme que a matriz € realmente diagonalizdvel encontrando n autoveto-
res linearmente independentes. Uma maneira de fazer isso € encontrar uma base
de cada autoespaco e juntar todos esses vetores num Unico conjunto S. Se esse
conjunto tiver menos do que » elementos, a matriz ndo € diagonalizavel.

Passo 2. Forme amatriz P =[p, p, --- P,]quetem os vetores de S como ve-
tores coluna.
. -1 , g
Passo 3. A matriz. P AP serd diagonal com os autovalores A, A,, . . ., A, correspon-
dentes aos autovetores p,, p,, . . . , p, como entradas diagonais sucessivas.

» EXEMPLO 1 Encontrando uma matriz P que diagonaliza uma matriz A

Encontre uma matriz P que diagonalize

0 0 -2
A=11 2 1
0 3

Solugdo No Exemplo 7 da secdo precedente, verificamos que a equagio caracteristica
de A€

A—=DA—-2°=0

e encontramos as seguintes bases dos autoespagos,

-1 0 —2
A=2. pp=| 0|, p=]|1]; A=1 p,=1| 1
1 0 1

Ha um total de trés vetores de base, portanto, a matriz

—1 0 -2
Pp=| 0 1 1
1 0 1

diagonaliza A. Para conferir, deixamos para o leitor verificar que

1 0 2 0 0 -271F-1 o0 =2
PlAP=| 1 1 1 1= f2mas] o 1 1]|=
-1 0 -1 1 0 3 1 0 1

S ON

0
2
0

- o o
A

Em geral, ndo existe uma ordem preferencial para as colunas de P. Como a i-€sima
entrada diagonal de P~'AP é um autovalor do i-ésimo vetor coluna de P, mudar a ordem
das colunas de P s muda a ordem dos autovalores na diagonal de P AP, ‘Assim, se ti-
véssemos escrito

Um procedimento para
diagonalizar uma matriz
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no exemplo precedente, teriamos obtido

PAP =

S O N
S = O
N o O

> EXEMPLO 2 Uma matriz que ndo é diagonalizavel
Encontre uma matriz P que diagonalize

A= 1
=9

(% T S R )
N O O

Solugdo O polindmio caracteristico de A &
A—1 0 0
detA/l —A)=| =1 A=2 0 |=MA-1DQ\-2)
3 -5 A=2
de modo que a equagio caracteristica ¢
A—DA~27°=0

Assim, os autovalores distintos de A sio A = 1 e A = 2. Deixamos para o leitor mostrar
que sdo bases dos autoespagos os vetores

Como A € 3 X 3 e s6 hd um total de dois vetores de base, A ndo & diagonalizdvel.

Solugdo alternativa Se s6 estivermos interessados em determinar se uma dada matriz &
ou ndo diagonalizdvel, sem precisar encontrar uma matriz. P que diagonalize A, entfio ndo
€ necessdrio calcular bases para os autoespagos, bastando encontrar as dimensdes dos au-
toespagos. Nesse exemplo, 0 autoespago associado a A = 1 & o espago soluggo do sistema

0 0 0][x 0
-1 -1 of|x[=]0
3 -5 —1||x 0

Como a matriz de coeficientes tem posto 2 (verifique), o Teorema 4.8.2 traz que a nulida-
de dessa matriz € 1 e, portanto, o autoespago associado a A = 1 € unidimensional.
O autoespago associado a A = 2 € o0 espago solugio do sistema

I 0 0)]x 0
-1 0 0||x|=]0
3 =5 0]]|x 0

Essa matriz de coeficientes também tem posto 2 e nulidade 1 (verifique), de modo que o au-
toespago associado a A = 2 também € unidimensional. Como os autoespagos produzem um
total de dois vetores de base, sendo necessarios trés, a matriz A ndo € diagonalizdvel. <«

No Exemplo 1, usamos, sem justificar, que sio linearmente independentes os vetores
coluna de P, que consistem em vetores de bases dos vdrios autoespagos de A. O préximo
teorema, demonstrado ao final desta se¢do, mostra que isso realmente & justificdvel.
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TEOREMA 522 Se v, V,, .. ..V, forem autovetores de uma matriz A associados a
autovalores distintos, ent@o {¥Vy. Yy, . . ., Yy} € um conjunto linearmente independente.

Observaciio O Teorema 5.2.2 é um caso especial de um resultado mais geral, como segue. Su-
ponha que A, A,, . . ., A, sejam autovalores distintos e que escolhamos um conjunto linearmente
independente em cada autoespago correspondente. Se juntarmos todos esses vetores num tinico
conjunto, o resultado serd um conjunto que ainda € linearmente independente. Por exemplo, esco-
lhendo trés vetores linearmente independentes de um autoespago e dois vetores linearmente inde-
pendentes de um outro autoespago, entdo os cinco vetores juntos formam um conjunto linearmente
independente. Omitimos a prova.

Como uma consequéncia do Teorema 5.2.2, obtemos o resultado importante a seguir.

TEOREMA 5.2.3 Se uma matriz A de tamanho n % n tem n autovalores distintos, en-
tdo A é diagonalizdvel.

Prova SevV,YV,...,V,sdo autovetores associados aos autovalores distintos A, A, . . .,
A, ento, pelo Teorema 5.2.2, v}, V,, . . ., V, 880 linearmente independentes. Assim, A €
diagonalizédvel pelo Teorema 5.2.1. <

» EXEMPLO 3 Usando o Teorema5.2.3
Vimos, no Exemplo 3 da se¢fo anterior, que

0 1 0
A=10 0 1
4 —-17 8

tem trés autovalores distintos, A = 4,A =2 + JiedA=2— /3. Portanto, A é diagona-
lizdvel e

4 0 0
P'AP =10 2+43 0
0 0 2—n/3

com alguma matriz invertivel P. Se quisermos, poderemos obter a matriz P pelo método
mostrado no Exemplo 1 desta se¢do.

> EXEMPLO 4 Diagonalizabilidade de matrizes triangulares

Pelo Teorema 5.1.2, os autovalores de uma matriz triangular sdo as entradas na diagonal
principal. Assim, uma matriz triangular com entradas distintas na diagonal principal é
diagonalizével. Por exemplo,

o O W
S v = A
o0 3 O

-2

¢ uma matriz diagonalizdvel de autovalores A, = —1,A, =3,A; =5\, = —2. «
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Em muitas aplicagdes, ¢ necessério calcular poténcias elevadas de uma matriz quadrada,
Veremos a seguir que se a matriz for diagonalizdvel, podemos simplificar as contas dia-
gonalizando essa matriz,

Para comegar, digamos que A seja uma matriz diagonalizdvel de tamanho n X n, que
P diagonaliza A € que

Calculando as poténcias
de uma matriz

A, cee 07
s 0 A, 0
P AP=| , .| =D
00 A,
Elevando ambos os lados dessa equacio ao quadrado, obtemos
",\f 0 - 07
0 A - 0
®apy’=|. 7 o | =D
0 0 -.. )2

- nl

Podemos reescrever o lado esquerdo dessa equagio como
(PT'APY’ = PT'APP'AP = PT'AIAP = P'A%P

~ —1,2 2 . . . oD
de onde encontramos a relagio P~'A’P = D*. Mais geralmente, se k for um inteiro positi-
Vo, entdo uma conta andloga mostra que

A0 0
k
Piatpop=|° M 0
0 0 Ay
que pode ser reescrita como
AL 0 0
0 Al 0
A'=ppPt=p| . | P 3)
0 0 ... )\

A Férmula (3) revela que elevar
uma matriz diagonalizdvel A a
uma poténcia inteira positiva
tem o efeito de elevar seus auto-
valores a essa poténcia.

Observe que o cdlculo do lado direito dessa férmula envolve somente trés multiplicacdes
matriciais e as poténcias das entradas diagonais de D. Para matrizes grandes e poténcias
elevadas de A, isso envolve substancialmente menos operagdes que calcular A* diretamente.

> EXEMPLO 5 Poténcia de uma matriz
Use (3) para calcularA", sendo

-1 0 -2
P={ 0 1 1
1 0 1

e que
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Assim, segue de (3) que

-1 0 =2][2" o o 1 0 2
AP=pPD"P' = 0 1 1]]0 2" o 1 1 1 (4)
1 o 1|lo o 1°j|[-1 0 -1
[-8.190 0 —16.382
=| 8191 8192 8.191| «
8191 0 16.383

Observacdo A maior parte do trabalho no método do exemplo precedente € diagonalizar A. Uma
vez concluido esse trabalho, podemos utilizd-lo para calcular qualquer poténcia de A. Assim, para
calcular A, s6 precisamos trocar os expoentes de 13 para 1.000 em (4).

Uma vez encontrados os autovalores e autovetores de uma matriz quadrada A qualquer,
¢ uma tarefa simples encontrar os autovalores e autovetores de qualquer poténcia inteira
positiva de A. Por exemplo, se A for um autovalor de A e X um autovetor associado, entdo

A’X = A(AX) = A(AX) = A(AX) = A(AX) = A’X

~ 232 2 2 ¢ :
o0 que mostra que ndo s6 A~ é um autovalor de A”, mas que X é um autovetor associado. Em
geral, temos o resultado seguinte.

TEOREMA 5.2.4 Se A for um autovalor de uma matriz quadrada A com autovetor
associado X e se k for algum inteiro positivo qualquer, entdo A é um autovalor de A* e
X é um autovetor associado.

Alguns problemas em que se utiliza esse teorema estdo dados nos exercicios.

O Teorema 5.2.3 nfo resolve totalmente o problema da diagonalizacdo, pois somente
garante que uma matriz quadrada com »n autovalores distintos € diagonalizdvel, mas ndo
impede a possibilidade de existirem matrizes diagonalizdveis com menos que n autovalo-
res distintos. O exemplo seguinte mostra que isso realmente pode ocorrer.

» EXEMPLO 6 A reciproca do Teorema 5.2.3 é falsa

Considere as matrizes

Py

Il
[=J=J
o - o
—_ O O

o

~

Il
o o ~
S - =
- —_ o

Segue do Teorema 5.1.2 que ambas as matrizes tém somente um autovalor distinto, a
saber, A = 1 e, portanto, somente um autoespago. Deixamos para o leitor resolver as
equacdes caracteristicas

WM —-Dx=0 ¢ AM—-Dx=0

com A = | e mostrar que, para I o autoespago é tridimensional (todo o R)e que, para J €
unidimensional, consistindo em todos os multiplos escalares de

b
[l
o o~

Autovalores de poténcias de
uma matriz

Note que a diagonalizabilidade
ndo € exigida no Teorema 5.2.4.

Multiplicidades geométrica e
algébrica
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2

Isso mostra que a reciproca do Teorema 5.2.3 ¢ falsa, pois produzimos duas matrizes
3 X 3 com menos do que 3 autovalores distintos, uma sendo diagonalizdvel e a outra
nio. <«

Uma excursdo completa no estudo da d lagonalizagdo € deixada para textos mais
avancados, mas queremos tocar num teorema que € importante para um melhor entendi-
mento da diagonalizabilidade, Pode ser provado que se A, for um autovalor de A, entdo a
dimensio do autoespago associado a A, nio pode exceder o niimero de vezes qued — A,
aparece como um fator do polinémio caracteristico de A, Por exemplo, nos Exemplos | e
2, o polindmio caracteristico &

A = D@ -2y

Assim, o autoespago associado a A = I €, no mdximo, unidimensional (e, portanto, exa-
tamente unidimensional) e o au toespago associado aA = 2 ¢, no médximo, bidimensional.
No Exemplo 1, o autoespaco associado a A = 2 de fato tem dimensio 2, resultando em
diagonalizabilidade, mas no Exemplo 2, o autoespaco associado a A = 2 tem dimensio
somente 1, resultando na nio diagonalizabilidade,

Existe alguma terminologia relacionada com esse assunto. Se A, for um autovalor de
uma matriz A de tamanho n X n, entio a dimensdo do autoespago associado a A, ¢ deno-
minada multiplicidade geométrica de A, e 0 nimero de vezes que A — A, aparece como
um fator do polinémio caracteristico de A ¢ denominado multiplicidade algébrica de Ay
O teorema a seguir, que apresentamos sem prova, resume a discussdo precedente.

TEOREMA 5.2.5 Multiplicidades geométrica e algébrica
Se A for uma matriz quadrada, valen as afirmagoes seguintes.

(@) Dado qualquer autovalor de A, q multiplicidade geométrica é menor do que ou
igual & multiplicidade algébrica,

(b) A é diagonalizdvel se, e §6 se, a multiplicidade geométrica de cada autovalor é
igual a multiplicidade algébrica,

OPCIONAL Completamos esta $€¢d0 com uma prova opcional do Teorema 5.2.2.

Prova do Teorema 5.2.2 Sejamv,, v,, ..., v, autovetores de A associados aos autovalo-
res distintos A, A, . .., Ay Vamos supor que Vi» V- .., V; Sejam linearmente dependentes
€ obter uma contradigzo. Assim, poderemos concluir que Vis Vau .., ¥, 880 linearmente
independentes,
Como um autovetor € nio nulo por definigdo, {v,} é linearmente independente. Seja r
0 maior inteiro tal que { Vis Voo ..o, v, ) é linearmente independente. Como estamos supon-
do que {v,v,, ..., v,} € linearmente dependente, r satisfaz | < y < . Além disso, pela
definigdo de r, (v, Yar - .+, ¥,y ) € linearmente dependente. Assim, existem escalares C
Cy - ., €,y y, N8O todos nulos, tais que
avitev,+toite, v, =0 (5)
Multiplicando ambos os lados de (5) por A e usando o fato de que
A=A, Ay, = AVp ooy Ay, = AV,
obtemos
CAYV F AV, + e+ CovA sV, =0 (6)
Multiplicando, agora, ambos os lados de (5) porA, ., e subtraindo a equacio resultante de
(6), obtemos

@Ay = ALy, + QA =)V, + e o A=A )y, =0

‘;
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Como {V;, V5, . . ., V,} é um conjunto linearmente independente, essa equagdo implica

o A )= =A==, - A ) =0
e,como 0SA;, Ay, .. ., A, sdo distintos, segue que
c]=02=..-__—cr=0 (7)

Substituindo esses valores em (5) obtemos
Cop1Vrr1 = 0

Como o autovetor v, , € ndo nulo, segue que

Cra1 = 0 (8)
Mas as Equagdes (7) e (8) contradizem o que supomos a respeito dessas constantes, a
saber, que ¢, Cy, . - . , C,4, N30 880 todos nulos, e completamos a prova. <
Revisdo de conceitos Aptidoées desenvolvidas
e Transformagéio de semelhanga e Determinar se uma matriz quadrada € diagonalizével.
e Invariante de semelhanga o Diagonalizar uma matriz quadrada.
e Matrizes semelhantes o Encontrar poténcias de uma matriz usando semelhanga.
o Matriz diagonalizdvel o Encontrar as multiplicidades geométrica e algébrica de
* Multiplicidade geométrica um autovalor.
e Multiplicidade algébrica
Conjunto de exercicios 5.2
Nos Exercicios 1-4, mostre que A e B néo sdo matrizes seme- (a) Encontre os autovalores de A.
lhantes. (b) Para cada autovalor A, encontre o posto da matriz Al — A.
1. A= l:l 1] B = [1 O] (c) Serd A diagonalizédvel? Justifique sua conclusgo.
) 3 27 T3 -2
= Nos Exercicios 7-11, use o método do Exercicio 6 para deter-
2. A= R B= S minar se a matriz € diagonalizdvel.
2 4] 2 4
- 2 0 2 -3 300
1 2 3] 120 7.12] 8‘[; 1} 9.0 2 0
32A=(0 1 2|,B=|5 1 0 L 01 2
100 1] 10 0 1 - o 1 2 -1 0 1
- - 0 2 1 -1
101} 110 10.]-1 3 0 O
4. A=12 0 2|,B=(2 2 0 L_4 13 —1
3 0 3] 0 1 1 o0
5. Seja A uma matriz 6 X 6 com equagio caracteristica i  Nos Exercicios 12-15, encontre uma matriz P que diagonalize
A’ — DA — 2)° = 0. Quais sdo as possiveis dimensdes dos A e calcule P'AP.
5 _ -
aut'oespagos de A? . _14 12] i | 0
p 6. Seja A0 17 S =
4 1 - -
: a8 (3) " 1 0 0] 2 )
_104 4. A=|0 1 1 15. A=[(0 3 0
| 0 1 1] 0 0 3
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Nos Exercicios 16-21, encontre as multiplicidades geométrica 27. No caso em que a matriz A do Exercicio 26 for diagonaliz4-

e algébrica de cada autovalor de A e determine se A & diagonali- vel, encontre uma matriz P que diagonalize A, [Sugestao: ver
zdivel. Se for, encontre uma matriz P que diagonalize A e calcule o Exercicio 20 da Se¢io 5.1.]
PTAP. , .
28. Prove que matrizes semelhantes tm o mesmo posto.
SO T kg 29, p tri Thantes & lidad
16. A=[25 11 —o 17. 4= |_3 4 0 - FTOve que matrizes semelhantes tém a mesma nu idade.
17 -9 _4 -3 1 3 30. Prove que matrizes semelhantes tdm o mesmo traco.
5 0 o 0 0 31. Prove que se A for uma matriz diagonalizivel, entdo A* & dia-
onalizdvel, qualquer que seja o inteiro positivo k.
8. A=|1 5 o 9. 4=[0 0 o g b e i ;
01 5 30 | 32. Prove que se A for uma matriz diagonalizavel, entiio o posto
de A € o niimero de autovalores nio nulos de A.
-2 0 0 o
0 —2 0 33. Suponha que o polindmio caracteristico de alguma matriz A
20. A= B 0 sejapd) = A — )\ — 3 — 4)>. Em cada parte, responda
0 0 3 0 d pergunta e explique seu raciocinjo.
0 0 I 3 (a) O que pode ser dito sobre as dimensdes dos autoespagos
=g 0 0 0 de A?
0 —2 5 —5 (b) O que pode ser dito sobre as dimensdes dos autoespagos
2. A= sabendo que A € dia lizdvel?
0 0 3 0 q gonalizdvel”
0 0 0 3 (c) Se{v, V2. V3} for um conjunto linearmente independente
} " de vetores de A, cada um dos quais estd associado ao
22. Use o método do Exemplo 5 para calcular A > sendo mesmo autovalor de A, o que pode ser dito sobre esse
1 0 autovalor?
A=
[—1 2:’ 34. Este problema conduz a uma prova do fato de que a multipli-

cidade algébrica de um autovalor de uma matriz A de tamanho
7 X 1 € maior do que ou igual A multi plicidade geométrica.
1 7 1 Para isso, suponha que A, seja um autovalor de multiplicidade
cométrica k.
A= 0o 1 o &

0 15 2

23. Use o método do Exemplo 5 para calcular A", sendo

(@) Prove que existe alguma base B = {u,u,..., u}deR"
na qual os primeiros k vetores formam uma base do auto-

24. Em cada parte, calcule a poténcia indicada de €spago associado a A,

(b) Seja P a matriz cujos vetores coluna sio os vetores de B.

1 -2 8 Prove que o produto AP pode ser dado por
A={0 -1 0
0 0 -1 AP — p Al X
0 v
(a) Al.OOO (b) A*IOOO (C) A2.3OI (d) A~2.301
25, Encontre A" se n for um inteiro positivo e [Sugestao: Compare os k primeiros vetores coluna de am-

bos os lados. ]

3 -1 0 (c) Use o resultado da parte (b) para provar que A € seme-
A=]-—-1 2 -1 lhante a
0 -1 3
C— [)\Olk X]
26. Seja Lo vy
A= [a bJ € que, portanto, A e C tdm o mesmo polindémio caracte-
d ristico.
Mostre que (d) Considerando det(A\] — ©), prove que o polindémio carac-

teristico de C (e, portanto, de A) contém o fator (A = Ay

. o ) 2
(@) A ¢ diagonalizavel se (a - o)’ + 4be > 0. pelo menos k vezes, provando, agsim, que a multiplicida-

(b) A nio ¢ diagonalizavel se (@a—dy* + 4bc <0, de algébrica de A, ¢ maior do que ou igual & multiplicida-
[Sugestao: ver o Exercicio 19 da Se¢do 5.1.] de geométrica k.
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Exercicios verdadeiro/falso ) (e) Se A for diagonaliz4vel e invertivel, entdo A™! serd diagonali-
zdvel.

Nas partes (a)-(h), determine se a afirmagdo € verdadeira ou falsa,
justificando sua resposta.

(a) Toda matriz quadrada é semelhante a si mesma. (g) Se existir alguma base de R" consistindo em autovetores de
uma matriz A de tamanho n X n, entdo A € diagonalizdvel.

(f) Se A for diagonalizivel, entdo AT é diagonalizével.

(b) SeA, Be Cforem matrizes tais que A € semelhante a Be B é
semelhante a C, entdo A & semelhante a C. (h) Se todo autovalor de uma matriz A tiver multiplicidade algé-

(c) SeA e B forem matrizes invertiveis semelhantes, entao Ale brica 1, entdo A € diagonalizdvel.

-1 ~
B sdo semelhantes.

(d) Se A for diagonalizdvel, entio existe uma tnica matriz P tal
que P~'AP é uma matriz diagonal.

T A RS T LT I N 1 4 S SV A T R I OT TRVE AR R £ g IS el

= oo il R

5.3 Espacos vetoriais complexos

As nocdes de autovalor ¢ autovetor complexos surgem naturalmente, mesmo no contexto de
matrizes de entradas reais, porque a equagdo caracteristica de qualquer matriz quadrada pode
ter solugdes complexas. Nesta sego, discutimos essa ideia e aplicamos nossos resultados

ao estudo mais aprofundado de matrizes simétricas. No final deste texto, apresentamos uma
revisdo das propriedades essenciais dos nimeros complexos.

Lembre que se z = a -+ bi for um miimero complexo, entdo Revisdo de numeros

o Re(z) = a e Im(z) = b sfo denominados parte real de z e parte imagindria de z, complexos

respectivamente,
o |z| =~a" + b & denominado médulo, ou valor absoluto, de z,
e 7 = a — bi é denominado conjugado complexo de z,
o Z=d +b =1z’
o dizemos que o angulo ¢ na Figura 5.3.1 € um argumento de z,
o Re(z) = |z cos ¢
o Im(z) = |¢| sen ¢
o z=|z|(cos ¢ + i sen ¢) € denominada forma polar de z. A Figura 5.3.1

z=a+bi

Observamos, na Férmula (3) da Segdo 5.1, que a equagio caracteristica de uma matrizA  Aytovalores complexos
de tamanho n X n arbitrdria tem a forma

N+ e+ 4, =0 (0

em que o coeficiente da maior poténcia de A € 1. Até aqui, limitamos nossa discussdo
a matrizes tais que as solugdes de (1) eram ndimeros reais. Contudo, € possivel que a
equagdo caracteristica de uma matriz A de entradas reais tenha solugdes imagindrias. Por
exemplo, o polindmio caracteristico da matriz

-l

A+2 1
-5 A-=2

[¢:N

‘=ﬁ+1=0

que tem as solucdes imagindrias A = i e A = —i. Para tratar desse caso, precisamos explo-
rar as nogdes de espago vetorial complexo e algumas ideias relacionadas.




