EQUACOES RELACIONAIS FUZZY E COMO
RESOLVE-LAS

PEDRO ALADAR TONELLI

1. INTRODUCAO

Nosso objetivo é apresentar de uma forma simples o procedimento
para achar solugoes de uma equacgao relacional fuzzy para alguns casos
particulares.

Uma relagao binaria fuzzy entre dois conjuntos U e V' é simplesmente
uma aplicagao

R:UxV —[0,1]
o nimero R(z,y) ¢ interpretado como o grau de relacionamento entre
os elementos x € U e y € V. Usamos também a notacao:

R:U~V

para expressarmos esta relagao.
Se A: U — [0,1] é um conjunto fuzzy em U a imagem de A pela
relacao fuzzy R é o subconjunto fuzzy de V' dado por

R(A)(y) = \/ Rlz,y) A Alx)

Se R:U ~»V eS:V ~ W sao duas relacoes fuzzy, podemos entao
compo-las como a extensao de composigao classica. A composicao serd
uma relacao 7' : U ~» W definida como:

T(z,w) = \/ R(z,y) A S(y,w)
yeVv
Uma notagao natural para esta composicao é T'= S o R.
De fato, esta nao é a tunica forma de se definir razoavelmente uma
composi¢ao. Se * denotar uma t-norma continua em [0, 1] entdao pode-
mos definir uma composicao usando esta t-norma no lugar do A:

Ti(z,w) = \/ R(z,y)* S(y,w) = So. R
yev
No caso dos espagos envolvidos serem finitos, digamos que

U=A{z,...,z,}
1
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V:{yla"'vym}
W =A{z,....%}

as relagoes fuzzy podem ser representadas por matrizes R, S e T cujas
entradas sao, respectivamente:

(1) rij = R(xs,y;)
(2) si = S(y;, 21)
(3) til = T*(.%l, Zl)

Olhando a defini¢ao da composicao de relagoes fuzzy obtemos:
(4) ta = \/ Tik % Ski
k

ou seja t; é obtida da i—ésima linha da matriz R comparada com a
[—ésima coluna da matriz S usando a t-norma *. Isto define entao
um produto de matrizes usando a t-norma, e vamos escrever usando a

equagao 4]
(5) T=Rx*S

O problema de resolugao de uma equacgao relacional fuzzy ¢é o se-
guinte: Conhecidas as matrizes T e R, determinar a matriz S (ou
equivalentemente a relacao S) que satisfaz a equagao

2. CASO SIMPLES COM UMA EQUACAO E UMA INCOGNITA

Vamos comegar com o caso mais simples, mas antes faremos uma
observagao sobre a equagao geral [l Note que para cada coluna [ de T
fixada teremos que resolver o conjunto de n equagoes com m incognitas:

(6) til == \/ Tik * Skl
k

Assim do ponto de vista geral, ou para ver o método de resolucao
basta analisar o caso em que p = 1, ou seja sO precisamos nos preocupar
com as solugoes de:

k

onde a incoégnita é o vetor X = x1,..., Ty,
No caso mais simples vamos supor que nossa unica equagao ¢

(8) by =ri *x 1
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Para este caso note como a t-norma x é continua entao a funcgao

F,, :[0,1] — [0,1] dada por

T11

F,

11 (Z) =Tn*xz

¢é continua. Por causa da propriedade de t-norma temos que ri1 * x1 <
r11 assim a equagao s6 tem solucao quando b; < ry;. Da continuidade
de F,,, o nimero que satisfaz esta equagao é r1 = sup{z := ry1xz < by}
este nimero é também conhecido como 717 = b;. Aqui = denota a

implicagao residual com relagao a t-norma .

11

by

11 = b1

Note que podem existir outras solugoes xy menores que aquele dada
pelo residuo mas nao pode existir nenhuma maior ja que se z > ry; = by
entao z * ry; > by.

Uma outra coisa: suponha que xg e 7 > o sao solugoes entao
se xo € tal que xyp < x9 < x; entao xy também é solugao pois pelas
propriedades de t-norma temos r1 * xg < 711 * Ty < 717 * Tq

3. O PROXIMO PASSO: DUAS INCONITAS E UMA EQUACAO.

Agora podemos considerar as solugoes de

(9) by = (r1+ 21) \/ (r2 % 22)

Em primeiro lugar observamos que no caso de by > sup{ry,rs} nao
podemos ter solugao pois (como ja observamos) r; x x; < r; e portanto
(7”1 * 1’1) \/(7’2 * (L’g) <ryVry <b.

Quando, digamos, ry < b; < r; temos o caso ilustrado na figura
abaixo.
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T

by

T

T T2

Neste caso 1 = r1 = by e x5 = r9 = by é uma solugao. De fato, é
facil ver neste caso que podemos tomar zo um nimero qualquer entre
0 e 1 que sempre o par (z1,3) serd solugdo. S6 nao podemos mexer
em Ii.

No terceiro caso teremos b; < ry < r1. Novamente a solugao maximal
éxry =1r = b exy =1ry = by, Nenhum destes nimero pode ser
aumentado, pois o resultado ficaria maior que by, por isso a chamamos
de solugao maximal. Mas podemos baixar estes valores, um de cada
vez, que ainda assim teriamos solucao da nossa equacao. Por exemplo,
1 = 0 e x9 = 19 = by é uma outra solugao do sistema. Assim a
equacao @ pode ter muitas solugoes. Se consideramos o conjunto:

S = {(z1,22) € [0,1] x [0, 1] solugoes de [}

Proposicao 1. Se (uj,us) € S € (v1,v9) € S entdo (uy Vi, usVuy) €
S.

Basta fazer a conta
Tl*(ul\/vl)\/r2*(u2\/vg) = (Tl*ul)\/(Tl*vl)\/(TQ*UQ)\/(TQ*’UQ) =
(ri*uy) V (raxug) V (ry xv1) V (roxvg) = by Vb = by

Proposicao 2. Se (ug,us), (vi,v2) € S sao tais que u; < vy e uy < vy
entdo para todo x € [uy,v1] ey € [us, ve] temos que (z,y) € S.

Pois

b1zrl*ul\/m*mSrl*x\/rg*ygrl*vl\/rg*vg:b1

4. DUAS EQUACOES E DUAS INCOGNITAS

Consideremos agora a resolucao simultanea das seguintes equagoes:
(10) by = (r11 * 1) \/(T12 * T9)
(11) by = (ro1 * 1) \/(r22 * o)
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Primeiro resolvemos separadamente cada uma das equagoes acima
se estiverem satisfeitas as condigoes de solucao: by < rq;3 Vrig e by <
ro1 V Trog.

A solucao maximal da primeira equacao é r1 = r1; = by e 19 =
ri2 = b;. E da mesma forma expressa-se a solugao da segunda equagao:
Ty =791 = by € Tg = 19y = bo. Veja a ﬁgura:

11 21
by
T12 T'22
by
X1 X2 T1 T2

Para que um para (x1,z3) seja solucao do sistema de equagoes é
necessario que ele satizfaca cada uma das equagoes separadamente.
Neste caso devemos ter

1 <1y =bex <1y = by
To <119 = by e 29 <199 = by

ou seja
1 < T :>bl/\7’21 = by

ZE2§7”12:>51/\7’22:>b2

Vamos estipular que
Ty =T = bl/\rzl = by
To = T2 = bl/\TQQ = b2

Claramente se (Z1, Z3) for solugao do sistema, serd uma solugao ma-
ximal. E se nao for? Sera que pode acontecer de existir uma solugao
(Z1,Z2) com, digamos, &1 < ;7 Mostraremos que nao.

Se (Z1,T3) nao é solugao do sistema entao nao é solugao de alguma
das duas equagoes. (Digamos da primeira, tanto faz!) Mas (71, Z2)
é solugao desta equagao também (ja que é solugao do sistema). Das
desigualdades z; < z; < z; temos:
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(111 % 1) \/(7’12 * Tg) < (r11 % Z1) \/(7”12 * To) < (r11 % 21) \/(7"12 * Tg)

Como o ultimo e o primeiro termo desta desigualdade é b; o termo
intermedidrio também é b; contradizendo nossa hipdtese de (Zi,Z>)
nao satisfaz a primeira equagao.

Assim temos a proposicao:

Proposicao 3. O sistema tem solugio se e somente se (ZT1,Ts), como
definido anteriormente € a solugao maximal.

5. CASO GERAL

Agora voltamos a situacao geral descrita na introducao. Trata-se de
determinar a matriz S tal que:

(12) ty = \/Tik * Sp
k

Como jé observado, para cada [ € {1...p} temos um sistema da
forma estudada no paragrafo anterior. Fazendo o mesmo tipo de andlise
que fizemos naquele pardgrafo temos que se a condicao t; < \/, ri
estiver satisfeita e existir solugao entao a solugao maximal sera:

Skl Z/\T‘ik =ty
i

Em alguns livros esta solugao é denotada assim:
(13) S - Rt O:> T

Onde o operador é definido para que a férmula dé certo.

Como vimos, ¢ facil achar a solugao maximal de uma equagao relaci-
onal. Basta conhecermos a t-norma e a implicagao residual envolvidas
que temos uma férmula direta para o calculo. No entanto as entradas
sk desta solucao maximal s6 nos informa qual é o grau maximo de
relacionamento entre y; e 2;. Se obtemos que esta entre é 1 a conclu-
sao é que o grau maximo de relacionamento é este, mas nao é uma
informacao pratica boa pois pode nao haver relacionamento nenhum.
Por outro lado, se obtemos um s muito baixo (ou mesmo zero) isto
significa que, qualquer que seja a solucao, o relacionamento entre y
e z serd muito pequeno. Achar solugoes menores é dificil pois se te-
mos duas solugoes nao sabemos se podemos criar uma menor que estas
duas. Mas dadas duas solugoes ¢ facil conseguir uma maior que as duas
(veja a primeira proposi¢ao acima). Terminamos com uma pergunta
para os bons espiritos: Sera que as equacoes relacionais tém utilidade
em sistemas dinamicos fuzzy?
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