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1. Jocos COOPERATIVOS COM DoOIS JOGADORES, JOGOS DE BARGANHA

O © OO0 J T OO UTWWNNDN -

= R R e e e
LUt W W N~ OO

Jogos cooperativos com dois jogadores sao conhecidos como jogos de barganha.
Suponha que dois jogadores, P; e P, disponham de seu conjunto finito de estraté-
gias Y1 e Yo respectivamente e que, além do mais, conhecemos a forma normal
do jogo com a funcdo de pagamento dada por II : ¥; x ¥y — R2.  Na forma
cooperativa os jogadores decidem por uma distribuicao de probabilidades, o, no
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conjunto ¥; x ¥,. O pagamento esperado para os jogadores é

(1) H(U) - ZUZJ(HI(Z7])7H2(ZaJ))

)
O conjunto Il.,,, de todos os pagamentos esperados possiveis é a envoltéria con-
vexa do pares {(II1(7,7),112(7,7)) : i € ¥y e j € ¥3}. Chamaremos este conjunto
de regiao de pagamento cooperativo.
De uma forma geral um jogo cooperativo com dois jogadores é caracterizado por
um conjunto convexo do plano. Note que neste caso nao ha cooperagao para a
distribuicao dos lucros, s6 hé cooperagao na escolha de estratégias. Este tipo de
jogo chamamos de NTU (non transferable utilities).

1.1. Otimos de Pareto. O problema do jogo cooperativo é determinar um ponto
da regiao de pagamento que satisfaca (ou que seja justo para) os dois jogadores.
A primeira coisa a fazer entao é eliminar os pontos que sao ruins para os dois
jogadores. Dizemos que um ponto (uy,v;) € I, domina outro ponto (ug,vy) €
IT.,0p quando u; > uy e v1 > vy ou quando vy > vy e u; > uy. Um ponto
(u,v) € I ey que ndo é dominado por nenhum outro ponto de Il ¢ chamado
de um ponto 6timo de Pareto.

exercicio: Como o conjunto Il ¢ convexo limitado o conjunto dos pontos
otimos de Pareto nao é vazio.

1.2. Regiao de Barganha. Na pratica, além da regiao de pagamento coopera-
tivo, os jogadores dispoem de um pagamento garantido (u*,v*) de forma que eles
s6 aceitariam jogar em cooperagao caso os pagamentos atribuidos a eles nao forem
dominados por este pagamento garantido. Por exemplo, no caso de um jogo nao
cooperativo entre dois jogadores cada um pode garantir o ganho de (Umaz, Vimaz)
jogando sem cooperacao. Onde (Umaz, Umaz) 80 0s valores maxmin do jogo. Neste
caso o incentivo a se jogar cooperativamente ¢ que o pagamento escolhido de Il
seja pelo menos tao bom quanto este. Este é o principio da racionalidade individ-
ual.

O conjunto dos pontos (u, v) de I, que sdo, ao mesmo tempo, 6timos de Pareto
e satisfazem o principio da racionalidade individual (ou seja u > u* e v > v* é
chamado de conjunto de barganha do jogo.

O problema deste jogo de barganha é escolher um ponto da regiao de barganha
que dependa do conjunto convexo I, e do ponto dado a priori (u*,v*) e que
possua boas propriedades quando houver variacao destes parametros. Existem
varias formas de cumprir este programa mas a primeira foi definida por Nash e
chamaremos de funcao de arbitragem de Nash.

2. FUNCAO DE ARBITRAGEM DE NASH

Explicamos na aula passada, o que era a regiao de barganha de um jogo cooperativo
de dois jogadores. E o conjunto dos pontos da regiao de pagamento cooperativo
que sao 6timos de Pareto e dominam os pares de valores maxmin (vq,vy) dos
jogadores 1 e 2 respectivamente.
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A funcao de arbitragem de Nash pretende escolher de forma justa um ponto desta
regiao de barganha. Definimos a funcao da seguinte forma: seja II um subconjunto
convexo fechado e limitado de R e um ponto (ug, vg) € II.

Defimos agora O = {(u,v) € Il : (u,v) > (ug,v0)}. Se O nao for vazio vimos que
a fungao g(u,v) = (v — up)(v — vp) tem um unico ponto de maximo no conjunto
O e denotamos por ¥ ((ug,vg),II) = (u*,v*) este ponto e dizemos que é o par de
arbitragem de Nash associado ao conjunto II e ao ponto (ug,vp). Caso o conjunto
O seja vazio tomemos:

(a) O conjunto O, = {v: (ug,v) €M ev > vy} # 0

(b) O conjunto O, = {u: (u,v)) € T eu>wug} #0

definimos u* = sup O, e v* = sup O, e neste caso novamente o par de arbiragem
de Nash é definido por ¥ ((ug, vo), IT) = (u*, v*).

Exercicio: Mostre que neste ultimo caso ou u* = ug ou v* = vy.

3. PROPRIEDADES DO PAR DE ARBITRAGEM DE NASH

(1) (Racionalidade Individual) Em qualquer caso é facil ver que u* > wg e
v* > vg. Ou seja, para nenhum jogador é vantajoso jogar sozinho sua
estratégia maxmin.

(2) (Otimalidade de Pareto) O par de arbitragem é 6timo de Pareto, pois se
para algum ponto (u,v) € II tivessemos (u,v) > (u*,v*) entdao g(u,v) >
g(u*,v*) se (u,v) € O ouu > u* = supOQ, ou v > v* = supO,, con-
tradizendo a definigao de (u*,v*).

(3) (Factibilidade) E claro que (u*,v*) € II, ou seja é um pagamento possivel.

(4) (Independéncia de alternativas irrelevantes): Se II' é um subconjunto con-
vexo do conjunto anterior IT tal que (ug,v9) € II' e W¥((ug,vp),I) =
(u*,v*) € I entdo a arbitragem nao é alterada, ou seja, W ((ug,vp),Il') =
(u*,v*). Claro que ¥((ug,vp),II') < (u*,v*), mas como (u*,v*) também
estd em I’ temos a igualdade.

(5) (Invarianga por transformacades lineares): Sejam o, 3 > 0 e a,b € R defin-
imos a transformacao afim X : R? — R?

r = oau-+ta
y = Pv+b
Se IT* = X(I1) e (zo,y0) = X (ug,vp) entao (z*,y*) = X ((u*,v")).
(6) (Simetria): Se o conjunto II for simétrico entao: W((ug,up),II) = (u*, u*)
De fato estas seis propriedades caracterizam os axiomas de barganha de Nash

e pode-se demonstrar que a funcao de arbitragem definida acima é a tdnica que
satisfaz todas essas propriedades simultaneamente.

4. EXEMPLO

Agora vamos calcular alguns pares de arbitragens de Nash: Calcular o par de
arbitragem de Nash de um jogo dado pela bimatriz:

o (5, 1) (7, 4) (1, 10)
A= ((1,1) (9,-2) (5,1))
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Primeiro vamos calcular os valores maxmin, a matriz de pagamento do primeiro

jogador é
5 7 1
1 95

A segunda coluna pode ser descartada por ser dominada pelas outras. Adotando
as convengoes da sala de aula temos: E(p,1) = —4p+5, e E(p,3) =4p+1e
calculando v; = max, min{E(p, 1), E(p,3)} temos v; = 3.

A transposta da matriz de pagamento do jogador 2 é

1 1
4 =2
10 1

Nesta matriz a tultima linha domina as outras duas e a segunda coluna domina a
outra coluna assim o valor do jogo é v = 1. Vamos portanto calcular o par de
arbitragem com (ug, vg) = (3, 1).

A regiao de pagamento cooperativa esta esbocado na figura [I] Note que o conjunto

FicurA 1. Regiao de pagamento do problema

O é nao vazio e portanto devemos encontrar o ponto de maximo da funcao g(u,v) =
(u—3)(v—1) em O. Note que basta procurar este maximo na regiao de barganha,
ou seja, na regiao marcada mais forte na figura [} Esta regiao é constituida por
duas retas.

A primeira reta tem equagao v = —u-+11 e segunda reta tem equagao v = —3u+25.
Para achar o mdximo de g sobre a primeira reta consideremos f(u) = (u—3)(—u-+
11 — 1) = —u? + 13u — 30 que tem seu ponto de méximo em u = 6.5 ¢ 0 maximo

de g na reta estd no ponto (6.5,4.5). Note que este é um ponto do conjunto de
barganha. Mas falta ainda considerar o maximo de g sobre a outra reta. Do
mesmo modo consideramos h(u) = (u—3)(—3u+25—1) = —3u®+33u—72. Esta
funcao atinge o méaximo em u = 5.5, ou seja g tem um maximo sobre a segunda
reta em (5,5,8,5). Este ponto nao pertence a II, entdo deverd ser descartado
(veja a figura [2)) e substituido pelo ponto da segunda reta mais préximo a ele e
que esteja também em II. No nosso caso, este ponto serd o (7,4). Avaliando g
nos dois candidatos achamos que o ponto de maximo em O e portanto o par de
barganha de Nash é o ponto (6.5,4.5).
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Ficura 2. O par de barganha de Nash do problema.

v

FiGura 3. A regiao de barganha é a envoltéria convexa dos pontos acima.

Para terminar observemos que neste caso utilizamos sempre o ponto dos valores
maxmin para determinar a racionalidade dos jogadores. Isto nao é necessario. Em
geral determinamos um ponto de desacordo dentro do conjunto Il.,p.

A arbitragem de Nash nao é a tnica possivel. Ela é a tinica que satisfaz todos os
axiomas de barganha de Nash. Como um exemplo de outro ponto de arbitragem
falaremos sobre a arbitragem de Kalai-Smorodinsky:.

Se Iepop C R? € D € Il sd0, respecivamente a regiao de pagamento cooperativo
e o ponto de desacordo de um jogo de barganha, com Bar(Il..p, D) denotando o
conjunto de arganha. Seja w;, = max{x : (z,y) € Bar(Il.p, D) para algum y} e
u. = max{y : (z,y) € Bar(Ill.opp, D) para algum z}. O ponto (v, u.) é chamado de
utopia. A interseccao do segmento entre D e (u;, u.) com o conjunto de barganha
é o ponto de arbitragem de Kalai-Smorodinsky.

Para o exemplo apresentado o ponto de Kalai-Smorodinsky esta representado na

figura []

5. Jocos COOPERATIVOS COM N JOGADORES

Nesta aula o objetivo é introduzir os conceitos bésicos dos jogos cooperativos
com N jogadores. Os conceitos de coalizao e funcao caracteristica devem ser
assimilados.
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FiGuraA 4. Pontos de Utopia, U e de Kalai-Smorodinsky, K — .S

5.1. Coalizao. Designamos por P = {py,...,py} o conjunto com N jogadores
e denotaremos por P(P) o conjunto das partes de P, ou seja, todos os subcon-
juntos do conjunto P. Cada subconjunto de P serd chamada de uma coalizao
(os jogadores desta coalizado jogam associados). Em particular temos a coalizao
vazia, a coalizao total e para cada coalizao A C P temos a coalizao complemen-
tar A¢, dos jogadores que nao estao na coalizao A. O problema da teoria dos
jogos cooperativos é verificar se é vantajosa ou nao uma coalizao para os jogadores
daquela coalizao. E claro que para um conjunto de N jogadores podemos formar
2NV coalizoes, incluindo af a coalizdo vazia.

5.2. Fungao Caracteristica. Para sabermos se uma coalizao A é vantajosa de-
vemos saber avalid-la e compara-la com as demais coalizoes. Isto é feito através
de uma funcao que a cada subconjunto de P associa um numero real, que pode
ser interpretado como o valor daquela coalizao. Esta funcao chama-se funcao
caracteristica do jogo, e através de suas propriedades é que estudaremos os jo-
gos cooperativos. Note que a funcao caracteristica nao determina o quanto cada
jogador da coalizao ganha. Apenas diz o quanto o grupo ganha.

Formalmente a funcao caracteristica é uma fungao v : P(P) — R tal que v()) = 0.
Assim podemos dar a definicao formal de um jogo cooperativo com N jogadores:
é um par < P,v > onde P é um conjunto finito de jogadores e v é uma func¢ao
caracteristica.

5.3. Exemplo: O jogo das luvas. Num salao com N pessoas temos algumas
pessoas s6 com a luva direita e outras pessoas s6 com a luva esquerda. Vamos
avaliar uma coalizao pela quantidade de pares de luvas na coalizao. Seja D o
conjunto das pessoas com as luvas direitas e £ o conjunto das pessoas com as
luvas esquerdas. Se A C P, entao podemos escrever v(A) = min{|AND|, |[ANE|}
onde |A| denota o nimero de elementos de A.

6. JOGOS SUPERADITIVOS

Um jogo cooperativo < P,v > é dito superaditivo quando a func¢ao carateristica
satisfaz a seguinte propriedade:
(SA) Se A e B sao duas coalizoes disjuntas entao

v(AUB) > v(A) +v(B)
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E claro que usando inducdo finita também temos que para toda coalizio A v(A) >
> pea V({p}) no caso do jogo superaditivo. A interpretacao disso ¢ que ninguém
ganha nada quebrando a coalizao e nao se juntando a mais ninguém.

Exercicio: Mostre que o jogo do exemplo 4 é superaditivo.

7. FOoRMA CARACTERISTICA DE UM JOGO NA FORMA NORMAL

A partir de um jogo nao cooperativo na forma normal vamos definir um jogo
cooperativo. Seja P = {p1,...,py} o conjunto de jogadores. Cada jogador possui
o conjunto de estratégias (finito) 3(p;), e temos a fungao de pagamento IT : 3(p;) x
- x X(py) — RY. Formada uma coalizao A = {p;,,...,p; }, os jogadores de A
poderao escolher sua estratégia conjuntamente de X(p;, ) - - - x3(p;, ). Para avaliar
esta coalizdo construimos um jogo de dois jogadores onde a coalizao A (diferente
da vazia e da total) joga contra a coalizao complementar A¢. Os jogadores de A =
{Pj1s- -+ Djy_,} escolhem as estratégias conjuntamente de X(pj,) X -+ X X(pjn_,)-
Escolhidas as estratégias conjuntas e4 e e4e das coalizoes A e A° determinamos
uma N-upla de estratégias do jogo original e definimos o pagamento de A para
este par de estratégias como
N—k
K(ea,eac) ZH” €l,...,€ ),Zﬂjl(el,...,e]v)).
1=1
Isto determina um jogo com d01s jogadores com um bimatriz determinada pela
formula anterior. O valor maxmin do primeiro jogador sera, por definicao, o valor
da funcao carateristica na coalizao A, e o valor maxmin para o segundo jogador
serd a funcao caracteristica para A°. Este jogo cooperativo chamaremos de jogo
cooperativo associado a forma normal de um jogo nao cooperativoE].

7.1. Exemplo. Vejamos um exemplo: A forma normal de um jogo com trés jo-
gadores é dada pela tabela abaixo.

Triplas de estratégias ~ Vetores de pagamentos

(1,1,1) (—2,1,2)
(1,1,2) (1,1,-1)
(1,2,1) (0,—1,2)
(1,2,2) (—1,2,0)
(2,1,1) (1,—-1,1)
(2,1,2) (0,0,1)

(272’]‘) (1707())

(2,2,2) (1,2 )

TABELA 1. Um jogo na forma normal.

Como temos trés jogadores, podemos formar oito coalizoes. Vamos determinar
a fungao caraterfstica do jogo cooperativo associado. Por defini¢ao v()) = 0.
Para avaliar as coalizoes escolhemos as estratégias conjuntas que maximizem a

IClaro que da forma extensiva de um jogo também obtemos uma forma cooperativa associada
passando a forma extensiva para a normal.
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soma dos pagamentos dos componentes. Assim v({p;, ps, p3}) = 1 (Para tripla de
estratégias Y | II; = 1). Para calcular v({p;}) usamos o procedimento do paragrafo
7. Neste caso A = {p1} e A° = {pa,p3}. A coalizdo A tem a sua disposigao
as estratégias X4 = {1,2} enquanto a coalizdo A° possui as estratégias Y c =
{(1,1),(1,2),(2,1),(2,2)}. A bimatriz calculamos assim: se A escolhe a estratégia
1 e A€ escolhe a estratégia (1, 1), no jogo original fica determinado a tripla (1,1,1)
cujo pagamento é (—2,1,2), neste caso a coalizao A ganha —2 e a coalizao A°
ganha 3. Obtemos a bimatriz dada na Tabela [2}

(LY [(L2)] 2] (22
1(=2,3)](1,0)](0,1) | (—1,2)
2| 0 | 0.1 (10| (1,0
TABELA 2. bimatriz para a coalizao A

Vamos agora calcular o valor maxmin do jogo de dois jogadores obtido. Para tanto
consideremos as matrizes abaixo e calculamos seus valores de linha (que sao iguais
aos valores de coluna):

_ O W
o = O

210 -1
1 01 1)°¢
2 0

temos v({p1}) = 1/4 e v({p2,p3}) = 3/4. Devemos fazer da mesma forma para
as outras coalizoes obtendo v({p2}) = —1/3, v({ps}) = 0, v({p1,p2}) = 1 e
v({p1,ps}) = 4/3. Neste caso podemos computar diretamente que o jogo cooper-
ativo obtido é superaditivo. Mas de uma forma geral temos

Teorema 1. Se < P,v > ¢ a forma cooperativa associada de um jogo dada na
forma normal entdo < P,v > € superaditivo.

prova: Sejam A e B duas coalizoes disjuntas, entdao v(A) e v(B) é o quanto as
coalizoes garantem que ganham contra qualquer estratégias das coalizoes comple-
mentares. Assim existe uma N-upla de estratégias tal que que garantem sempre
um ganho de v(A) para A e v(B) para B. Como as coalizoes sao disjuntas elas
podem continuar com estas estratégias e assim v(AU B) > v(A) + v(B). QED
Uma conseqiiéncia imediata deste Teorema é o seguinte:

Corolario 1. Se Ay, ..., Ay € uma seqiiéncia disjunta de coalizoes entao v(|J; A;) >
Zi v(A;)
e ainda

Coroldrio 2. Se A € uma coalizao qualquer entio v(A) >3- v({p})

7.2. Jogo Inessencial. Um jogo cooperativo < P, > é chamado de inessencial
quando a seguinte condicao estiver satisfeita: para qualquer coalizao A C P temos
que v(A) = ¥, v({p}).

Um jogo de soma zero com duas pessoas da origem a um jogo cooperativo inessen-
cial j& que neste caso v({p1,p2}) = 0 pois a soma dos pagamentos é zero para

qualquer estratégia e v({p1}) = —v({p2}).
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8. IMPUTACAO E NUCLEO DO JOGO COOPERATIVO

Nesta secao o objetivo é estudar o conjunto de imputacao e o nicleo de um jogo
cooperativo.

8.1. Imputagao. A idéia da imputacao é oferecer um pagamento a cada um dos
jogadores p; de forma que eles mantenham sempre a grande coalizao.

Seja < P, v > um jogo cooperativo com N jogadores e superaditivo. Um vetor x €
RY serd interpretado como vetor de pagamento, onde cada ordenada x; representa
o pagamento para o jogador p;. Vamos usar neste texto a seguinte notagao, se A C
P ¢ uma coalizdo da forma A = {p;,,...,p;, } € se z € RY é um vetor denotamos
por z(A) = 3% z;.. Em particular z(0) = 0, z(p;) = 2; e 2(P) = 3. .

Um vetor z € RY serd chamado de vetor de imputacdo se ele tiver duas pro-
priedades:

(a) Propriedade da racionalidade individual: z(p;) = x; > v({p;}).

(b) Propriedade de eficiéncia: z(P) = SN | x; = v(P).

Para que exista um vetor de imputagao é necesséario e suficiente que v(P) >
> v({pi}). De fato, neste caso tomamos ¢ = v(P) — > v({p;}) > 0 e definimos
z; = v({pi}) + ¢/N e verificamos facilmente que x = (z1,...,zx) é um vetor
de imputacao. Em nosso caso esta condicao é garantida pela propriedade de
superaditividade exigida no comego. Note também que se v(P) = > v({p:i})
entao o tnico vetor de imputagao serd o vetor (z1,...,xy) tal que x; = v({p;}).
Denotaremos por I(r) o conjunto de imputacao do jogo < P,v >.

3. Exercicio: Mostre que I(v) é convexo.

8.2. Dominancia. Vamos falar da relacao de dominancia entre os elementos de
I(v). Sejam x e y dois elementos de I(v), dizemos que = domina y via a coalizao
A se ocorrem duas coisas:

(a) z(p;) > y(p;) para todo p; € A.

(b) z(A) < v(A).

A interpretacao desta definicao é a seguinte os jogadores de A jogando em coalizao
podem recusar o pagamento y pois jogando em coalizao eles podem ter x. A
condigao (a) diz simplesmente que o pagamento para cada jogador da coalizdo A
ofertado pela imputacao x é maior do que o ofertado pela imputacao y. A condicao
(b) diz v(A) cobre os recursos necessarios para o pagamento dos jogadores de A
pela imputacao x. Notacao = >4 y.

Dada uma coalizao A denotamos o conjunto das imputagoes dominadas via A por:

(2) D(A) ={y € I(v) : 3z tal que x >4 y}

8.3. Nicleo. Dizemos que uma imputacao x estd no nicleo de v se ela nao é
dominida por nenhuma outra imputacao através de nenhuma coalizao diferente
da vazia. Ou seja:

(3) Nw)=Iw)\ |J DA

AeP(P)\D
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O préximo teorema nos da uma caracterizacao mais simples do nicleo no caso de
um jogo ser superaditivo.

Teorema 2. Se < P,v > ¢é um jogo superaditivo entio x € N(v) se e somente se
z(A) > v(A) para toda coalizio A.

Prova: Primeiro vamos mostrar que se x(A) > v(A) para toda coalizao A entao
x € N(v). Suponha, por absurdo, que nao. Entao existe uma coalizao A talque
x € D(A). Isto acarreta que existe uma imputagdo w que domina z via A. Agora
como w(p;) > z(p;) para p; € A temos que v(A) > w(A) > x(A) contradizendo a
hipdtese. Terminamos a primeira parte.

Mostraremos agora que se © € N(v) entdo z(A) > v(A) para toda coalizao A.
Novamente supomos, por absurdo, que exista uma coalizao A tal que z(A) <
v(A). Definimos entao o nimero positivo 6 = v(A) — z(A). Denotemos por |A| a
cardinalidade de A e construimos o vetor (yi,...,yy) da seguinte maneira:

(a) se p; € A entao

)
(4) yi = y(pi) =z + TA]

(b) se p; € A® entao

(5) yi =y(p) = v({pi}) + ch\ (V(P) —v(A) - ) V({pk})>

PLEA®
Note que devido a superaditividade o vetor y é uma imputagao. De fato, v(P) >
v(A) + v(A°) que implica v(P) — v(A) > v(A°) > > ca.v({pr}). Ou seja
y; > v(p;) para todo p; € P e a racionalidade individual estd garantida.
Para ver que a eficiéncia também se cumpre temos que y(P) = y(A) + y(A°) e

(6) y(A) = z(A) + 6 =v(A)
(7) y(A) = > ylpe) = v(P) — v(A)
prEAC

Vemos também que y domina = via A o que contraria a hipotese de x estar em
N(v). QED
Uma conseqiiéncia deste resultado é que o nticleo também é um conjunto convexo.
Mas o nucleo pode ser vazio.

9. EXEMPLO: VOTACAO

Numa cidade hipotética uma lei é aprovada quando for aprovada na camara de
vereadores e sancionada pelo prefeito, ou entao, caso ela seja aprovada pela ca-
mara, vetada pelo prefeito, mas a camara derruba o veto do prefeito. A camara
é constituida por sete vereadores, um deles é o presidente e s6 vota em caso de
desempate. O veto do prefeito s6 pode ser derrubado por seis vereadores. Os
jogadores serao o prefeito e os sete vereadores. Uma coalizao é vitoriosa se tem
os jogadores necessarios para aprovar uma lei. A funcao carateristica é definida
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assim: v(A) = 1 quando A for uma coalizdo vitoriosa e v(A) = 0, caso con-
trario. O conjunto I(v), das imputagoes sao os vetores z € R®, tal que z; > 0 e
r1+ 29+ -+ x3 = 1. Convencionamos que z; € o pagamento do prefeito e x5 do
presidente da camara.

O ntcleo deste jogo é vazio. De fato, suponha que (z,...,xg) esteja no nicleo.
Como qualquer coalizao de seis vereadores da Camara é vencedora, para a im-
putagao (x1,...,xg) ndo ser dominada devemos ter:

(8) To+ - twg>1

e a mesma desigualdade vale quando eliminamos da equagao acima um elemento.
Como z; > 0 as desigualdades devem ser igualdades e portanto cada x; = 0 que é
uma contradigao.

10. EQUIVALENCIA DE JOGOS

Suponhamos que temos dois jogos com os mesmos jogadores mas com fungoes
caracteristicas diferentes < P,v > e < P,u >. Diremos que estes dois jogos
cooperativos sao estratégicamente equivalentes se existe um ntmero k£ > 0 e um
vetor (ci,...,cy) tal que para toda coalizao A € P(P) temos

(9) v(A) = ku(A) + c(4)

denotamos este equivalencia por v ~; p. Note que se vale a férmula [9] entao
também temos:

(10) p(A) = 1/kv(A) = 1/ke(A)
de forma que esta é uma relagdo simétrica (e também reflexiva e transitiva).

Teorema 3. Se dois jogos,< P,v > e < P, 1 > sao equivalentes entao sao ambos
essenciais ou ambos inessenciais.

De fato, se < P,v > é inessencial entao

vP =3 vi{p))

da equivaléncia segue que

e também que
v({pi}) = ku({pi}) +

dai segue
N

N
> v({ph) =kD p({p}) +c
i=1 i=1
fazendo as substituicoes temos que

uP = Zu({pz-})

O seguinte teorema também ¢é facil mostrar:
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Teorema 4. Se dois jogos,< P,v > e < P, u > sao equivalentes entao:
o x € I(v) se e somente se kx +c € I(u).
e x>,y em< P v>entio kx+c=4 ky+c.
e N(u) =kN(v)+ec.

Teorema 5. Se < P,v > € um jogo essencial entdo ele ¢ estrategicamente equiv-
alente a um jogo < P, > que satisfaz p(p;) = 0 e p(P) = 1. (forma (1,0)-
reduzida).

Prova: Basta tomar

1
k= N
v(P) — Zi:l v(ps)
e
C; = —/W(pi)
e definir

p(A) = kv(A) +c(A)
com esta fungao caracteristica os jogos < P,v > e < P, > sao equivalentes por
definicao e é facil verificar as outras propriedades.

11. CoNJUNTOS ESTAVEIS

Os conjuntos estaveis foi o primeiro conceito de solugao de um jogo cooperativo
dado por von Neumann e Morgenstern, embora a justificativa para que esses con-
juntos sejam chamados de solu¢ao nao dependem apenas da matemaética.

Seja < P,v > um jogo na forma caracteristica e superaditivo com N jogadores.
Um subconjunto X do conjunto de imputagao I(v) é dito internamente estavel se
nenhuma imputacao de X domina outra imputacao de X por nenhuma coalizao.
Dado um subconjunto X C I(v) o conjunto dominado por X é

(11) DX)={yellv):IreXeACPcomz =4y}

Com esta notagao esta claro que X é internamente estével quando X N D(X) = ().
O subconjunto X € I(v) é dito externamente estavel se toda imputacao de fora
de X ¢é dominada por alguma imputagao de X via alguma coalizao. Ou, de
outra forma, quando I(v) = X U D(X). X é estavel quando for internamente
e externamente estavel. Ou seja X ¢é estdvel quando X e D(X) formarem uma
particao de I(v).

11.1. Propriedades dos Conjuntos Estaveis. Pode nao existir conjuntos es-
taveis, embora um exemplo disso vou foi descoberto em 1967.

Num jogo podem existir muitos conjuntos estaveis. Veremos um exemplo mais
adiante.

Se x é uma imputacao de um conjunto estavel, ela pode ser dominada por uma
imputagao de fora do conjunto estédvel (D(X)). Note que por sua vez esta im-
putagao devera ser dominada por alguma imputacao de X, via alguma coalizao.
Nao ha contradicao pois a relagao de dominancia usando diferentes coalizoes nao
é transitiva.

Na proposta original de von Neumann, um tal conjunto X poderia servir de solucao
no sentido que do ponto de vista interno qualquer imputacao de X seria satisfatéria
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para a grande coalizdo (procurando imputagoes sé dentro de X'). Por outro lado a
escolha de uma imputagao de D(X) estaria obstruida por alguma consideragao nao
matematica, uma vez que escolhido um elemento de X ele poderia ser dominado
por algum elemento de D(X).

12. EXEMPLO:

Consideremos um jogo com trés jogadores P = {p1,p2, p3} com a funcao carac-
teristica definida:

(12) v(P) = 1
(13) v({pi}) = 0
(14 pipih) = 1
(15) v(@) = 0

O conjunto de imputacao deste jogo é o conjunto
I(v) ={(x1, 29, 23);0; > 0 e xy + 29 + 23 =1}
Primeiro veremos que o conjunto:

(16) X ={(0,1/2,1/2),(1/2,0,1/2),(1/2,1/2,0)}

é um conjunto estéavel. Para verificar a estabilidade interna, suponha que (0,1/2,1/2)
domine (1/2,0,1/2). A tnica coalizdo através da qual isto poderia acontecer é
{p2} j& que apenas a segunda componente do primeiro vetor é maior que a se-
gunda componente do segundo vetor. Mas v({p2}) = 0 o que evita a condic¢do de
factibilidade. Assim o conjunto X ¢ internamente estével.

Para verificar a estabilidade externa, suponha que (x1,zs,23) seja um vetor de
imputacao fora de X. Entao é facil ver que pelo menos duas coordenadas devem ser
menores do que 1/2. Digamos que estas coordenadas sejam x; e x5. Agora verifica-
se que o vetor (1/2,1/2,0) domina o vetor (z1,xs,x3) via a coalizao {py, pa}.
Note que a imputagao (2/3,1/3,0) esta fora de X mas domina (1/2,0,1/2) via a
coalizao {p1,p2}, mas é dominada por (0,1/2,1/2) via a coalizdo {ps, p3}.

Se ¢ € [0,1/2) entao o subconjunto

Zc:{(C»yyz);y,ZZOGvaz:l—c}

também é um conjunto estavel (veja a figura . Verifique como exercicio.

13. NUMEROS DE SHAPLEY

Um outro conceito de solugao para o jogo cooperativo é o vetor de Shapley (valor
de Shapley). Consideremos novamente um jogo superaditivo < P,v > com N
jogadores. Dada uma coalizao qualquer A C P, vamos definir a contribuicao
marginal de um jogador p; a esta coalizao como:

(17) 6(pi, A) = v(A) —v(A\{p:})

Note que se p; nao estd na coalizao A este valor é zero. Se p; integra a coalizao A
este valor representa o quanto p; contribui com a coalizao.

Para definir os nimeros de Shapley vamos considerar que para a fomacao da grande
coalizao os jogadores vao entrando na coalizao numa certa ordem. Digamos que
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FiGURA 5. Z. é a linha cortando o conjunto de imputacao.

nesta determinada ordem o jogador p; seja o k-ésimo a aderir a coalizao. Ele
entdo contribui para forma a coalizao A = {p;,,...,p;, } € podemos dizer que sua
contribui¢ao marginal para a formacao da grande coalizao nesta ordem escolhida é
d(pi, A). Esta ordem pode ser escolhida de N! formas diferentes, assim que é justo
considerarmos a média das contribuicoes de p; em todas as possiveis configuragoes
de permutacao do do conjunto P.

Note agora que dentre as varias permutacoes de P nas quais p; aparece na k-ésima
posigao a coalizao A é a mesma em (k — 1)! casos e também nao importa a ordem
dos {pj,,,s- -+ Pjy- Assim a contribuicao d(p;, A) se repete (k — 1)/(N — k)! vezes
nas N! repeti¢oes. Veja que nestes casos k = |A| (nimero de elementos de A).
Definimos o nimero de Shapley para o jogador p; como

(18) b= % (IA\—I)!(N—IAI)!a(pi,A)

N!
AEP(P),A#D

O vetor ®(v) = (¢4, ..., ¢n) serd chamado vetor de Shapley.
Outras formas de definir o nimero de Shapley. Defina P, = P\ {p;} entao:

(19) o= Y A a0 ) - i)

ACPi

Um bijecao o : N — N é chamada uma permutagao de N. Existem N! permu-
tagoes do conjunto N. Dada uma permutacao o : N — N ela define uma ordem
de formacao da grande coalizao da seguinte forma p,1)po(2) - * - Po(vy- O jogador p;
estd em algum lugar desta fila. De fato ele estd no lugar o~!(i). Antes dele estao
os jogadores py tais que o~ 1(k) < 071(7). O conjunto dos jogadores que estdao na
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fila antes de p; pela permutacao o denotaremos por P,(i). De uma outra forma
podemos escrever:

(20) P, (i) =A{px: 0—1(k) < 0—1(3)}

Entao novamente:
1) 1= 37 VA0 U () (o)

Denotando por m{ (v) = v(P,(i)U{p;})—v(P,(i)) e o vetor m?(v) = (m{(v),...,m%
temos a férmula

22) () = 15 Sm ()

13.1. Exemplo: Consideremos o jogo com trés pessoas < P,v > dado por v({p;}) =

0, V({p17p2}) =4, V({p17P3}> = 77 V({P2>P3}) =15e V({p17P2>P3}) = 20. Pode-
mos fazer a tabela [3| O vetor de Shapley é ®(v) = 1/6(21,45,54). Note que este

o |mi(v) m3(v) mi(v)
P1P2Ps3 0 4 16
pipsp2 | O 13 7
D2P1Ps3 4 0 16
D2P3P1 5 0 15
P3p1P2 7 13 0
P3P2P1 by 15 0

TABELA 3. Tabela de contribuicoes marginais

vetor é uma imputacao.

14. VETOR DE SHAPLEY COMO IMPUTACAO
Teorema 6. Se < P,v > ¢ superaditivo entdo o vetor de Shapley ¢ um vetor de

imputacao.

Para mostrar este teorema precisamos provar que ®(v) é racional e eficiente.
Vamos primeiro mostrar a racionalidade individual ou seja que ¢; > v({p:}).
Primeiro observamos que por causa da superaditividade temos que para toda coal-
izao A contendo p; temos

(23) v(A) = v(A\A{pi}) + v({pi})

dai segue, em particular, que

(24) v(Po(i) U{pi}) — v(Fs(1)) = v({pi})

E usando a equagao [21] temos imediatamente:

(25) 6= N,Z HUDY) ~(B0) = 15 S v{) = vl{ps)
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A prova da eficiéncia nao depende da superaditividade. Temos que:

o) o=y Y DO gy

i=1 AeP(P),A#0

fixada uma coalizao A que nao seja a grande coalizao vejamos quais os fatores que
multiplicam v(A) na soma acima: Aparecem os fatores W(V(A) —v(A\
{p:}) para cada p; € A ou seja temos os fatores:
(141 = DI(N — JA])!

e )
e temos também os fatores: W(V(A U {p;}) — v(A) para cada p; fora
de A, ou seja temos os fatores negativos:

(DI — |4] - 1)
(v - A RS )

Claramente a soma destes dois fatores é zero portanto a soma original se restringe
a

1) DI gl et O ey = up)

=1

O que mostra a afirmacao.
Observacao: ®(v) nao estd necessariamente no nicleo e nao é necessariamente
uma imputagao se o jogo nao for superaditivo.
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