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1 GEOMETRIA PLANA
1.1 DEFINICOES
Ponto: Um elemento do espaco que define uma posicao.

Reta: Conjunto infinito de pontos. Dois pontos séo suficientes para determinar
uma reta, ou ainda um ponto e a inclinagdo da mesma.

Plano: Conjunto infinito de retas. Trés pontos sdo suficientes para determinar
um plano.
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Semi-reta: Sai de um ponto determinado e se prolonga indefinidamente.

Segmento de reta: Trecho de reta que se inicia em um ponto determinado e
tem fim em outro ponto determinado. Nao se prolonga indefinidamente.

Angulo: Formado pela unifio de semi-retas, ou mesmo por segmento de retas.
1.2 ESTUDO DOS ANGULOS
1.2.1 Medida de angulos

Existem trés unidades de medidas de angulos: graus (°), radianos (rad) e
grados (gr). A correspondéncia entre essas medidas é a seguinte:

180° = 77 rad = 200 gr

A medida de graus ainda é subdividida em minutos (‘) e segundos (“), na
base hexadecimal.

1°=60 ‘ = 3600 *
Exemplos:
30°= 7 /6rad 60°= 7/ 3rad 35,26° = 35° 15’ 36”
45° = 7T /4 rad 90°= /2 rad 49,60° = 49° 36’ 00”



1.2.2 Definigbes
Dizemos que um angulo &,

e Raso, se, e somente se, é igual a 180°;

¢ Nulo, se, e somente se, € igual a 0%

e Reto, se, e somente se, € igual a 90°;

e Agudo, se, e somente se, € maior que 0° e menor que 90°;

e Obtuso, se, e somente se, € maior que 90° e menor que 180°.

Se a soma de dois angulos resulta:

90°, dizemos que os angulos sdo complementares;
180°, dizemos que os angulos sao suplementares.

1.2.3 Retas paralelas interceptadas por uma transversal — A “Regra
do Zorro”

Estando nesta configuragéo, cada par de angulos recebe um nome, a saber;
Correspondentes*: (a, o’), (B, B*), (v, v"), (5, &°);

Alternos internos*: (y, o), (3, B’);

Alternos externos*: (a, y’), (B, 8°);

Colaterais internos**: (3, o’), (y, B");

Colaterais externos**: (a, 8°), (B, v);

Opostos pelo vértice (0.p.v.)*: (a, v); (B, 9); (&, v*); (B, 3°).
* angulos congruentes (de mesma medida)

* angulos suplementares



1.3 TRIANGULOS

Definicdo: Figura geométrica plana formada por trés pontos, chamados
vértices e a unido das semi-retas que unem esse trés pontos. Em resumo, é
uma figura de trés lados e que possui trés angulos.

1.3.1 Classificacdo dos triangulos quanto aos lados

e Equilatero: possui os trés lados (e consequentemente os trés
angulos) iguais (congruentes);

e IsOsceles: possui dois lados iguais. O terceiro lado é chamado
base. Os angulos formados pela base com os lados sao iguais.

e Escaleno: ndo possui nenhum lado (consequentemente nenhum
angulo) igual.

1.3.2 Classificagao dos triangulos quanto aos angulos

e Acutangulo: Possui trés angulos internos agudos;

e Obtusangulo: Possui um angulo interno obtuso;

e Retangulo: Formado por um angulo interno reto. O lado oposto
ao angulo reto é chamado hipotenusa e os outros dois lados sao
chamados catetos.

1.3.3 Propriedades

e A soma dos angulos internos de todo e gualquer triangulo é
180¢;

e A soma dos angulos externos de gqualguer triangulo é 360°;

e Todo angulo externo de um triangulo é igual a soma dos seus
dois angulos internos ndo adjacentes;

e O maior lado do triangulo se opde (“vé&”, “esta de frente”) ao
maior angulo e o menor lado se opde ao menor angulo;

e Desigualdade triangular: a, b, ¢ formam um tridngulo se, e
somente se, [a—b|<c<a+bh.

1.3.4 Semelhanca de triangulos
Um dos conceitos mais importantes da Geometria Plana.
Definicdo: Dados dois triangulos (AABC e ADEF), dizemos que estes

sao semelhantes se, e somente se, estes sdo formados pelos mesmos
angulos internos. Observado isso, podemos afirmar ainda que:

AB _ AC _BC _,
DE DF FEF

onde k é chamado razdo de semelhanca.



1.3.4.1 Alguns casos de semelhanca

e Angulo - angulo (AA): Se dois angulos s&o iguais, o terceiro
também sera. Logo, os triangulos séo semelhantes.

e Lado - angulo — lado (LAL): Dados dois triangulos, sendo dois
lados de um triangulo proporcionais a dois lados do outro
triangulo e o angulo entre estes lados semelhante nas duas
formas geométricas, concluimos que os triangulos sé&o
semelhantes.

- P
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e Lado —lado —lado (LLL): Dados dois triangulos cujos trés lados

de um sao proporcionais aos trés lados do outro, conclui-se que
estes triangulos sao semelhantes.

1.3.5 Teorema de Tales (Caso Geral da Semelhanca de Triangulos)
Dadas retas paralelas interceptadas por duas transversais, podemos

afirmar, segundo Tales, que existe uma proporcionalidade entre os
trechos interceptados.
A / \ D r

/ \ E S rifsilt

B
Teorema de Tales C/ \ E t

/

AB BC _ AC

DE EF DF




1.3.6 Elementos construtivos de um triangulo

Estes elementos sdo segmentos de reta que podem ser tracados sobre
o tridngulo e possuem propriedades especificas, sempre relacionando vértices,
lados e angulos.

Vale lembrar que todo tridangulo possui trés de cada um destes
elementos, sempre relativo a cada vértice, a cada lado ou ainda a cada angulo.
Além disso, estes elementos relativos concorrem (“se encontram”) sempre em
um Unico ponto com propriedades especificas para cada elemento, conforme
veremos a seguir.

Os elementos séo o0s seguintes:
e Mediana
Segmento que une o vértice ao ponto médio do lado oposto.

ATENCAO: N&o importa o angulo formado entre este segmento e o lado,
s6 importa que ele divide o lado em duas partes iguais.

Observe que as medianas concorrem no
ponto G, chamado de baricentro.

Teorema: O baricentro divide a mediana
numa razao 2:1, i.e., a distancia do ponto G ao
vértice € o dobro da distancia de G ao ponto
médio do lado oposto.

e Bissetriz

Segmento que parte do vértice e divide o respectivo angulo interno
em duas partes iguais.

ATENCAO: N&o importa onde este segmento intercepta o lado oposto,
nem angulo e nem ponto, s6 importa que ele divide o angulo interno em dois
angulos iguais.

Observe gue as bissetrizes concorrem
no ponto |, chamado de incentro.

Observe ainda que o0 incentro € o
centro da circunferéncia inscrita (“escrita
dentro”) ao tridngulo.




e Mediatriz

Segmento perpendicular (“que forma um angulo reto”) ao lado do
triangulo, e passa ainda pelo seu ponto médio.

ATENCAO: NZo importa se o segmento passa ou ndo pelo vértice do
triangulo. Sé importa que é perpendicular ao lado e divide 0 mesmo em duas
partes iguais. Nao confundir com mediana!

Observe que as mediatrizes concorrem no
ponto O, chamado de circuncentro.

Observe ainda que o circuncentro € o
centro da circunferéncia circunscrita ao triangulo.

e Altura

Segmento que une o vértice ao lado oposto e € perpendicular a este
lado.

ATENCAO: NZo importa 0 ponto em que passa este segmento. SO
importa que ele sai do vértice e forma 90° com o lado oposto.

Observe que as alturas concorrem no
ponto H, chamado de ortocentro.

T

Sugestdo: Desenhe um triangulo equilatero e encontre neste 0os pontos
G, I, O e H. O que vocé observa? Quais outras caracteristicas do triangulo
equilatero (como sao seus lados, quanto valem seus angulos)?

Faca o mesmo com um triangulo isésceles.



1.3.7 Relagdes métricas no triangulo retangulo

Observe os triangulos:

Os triangulos AHB e AHC séo semelhantes, entdo podemos estabelecer
algumas relacbes métricas importantes (SUGESTAO: Tente fazer as
demonstracdes. Chega-se facilmente as relacbes apresentadas utilizando-se a
semelhanca de tridangulos indicada)

» b.c=a.h
¢ czZ=a.n
b h o
,\_ b2 =a.m
m n >
o]e] hz = m.n
| |
I |

Teorema de Pitagoras

“A soma dos quadrados dos catetos é igual ao quadrado da hipotenusa”

az=p2 +c?

1.3.8 Razbes trigonométricas no triangulo retangulo

Estabelecem uma relacdo entre os angulos (seno (sen), cosseno (cos) e
tangente (tg)) e os lados de um triangulo retangulo.

sen a = —O: ¢ CO: cateto oposto*
HIP a
Cos a = %: 2 CA: cateto adjacente*
tgoa= (é—o: b HIP: hipotenusa
c

*sempre em relacdo ao angulo em estudo. (Ex.: oposto a o adjacente a a.)



1.3.9 Lei dos senos

Estabelece uma relacdo entre os lados de qualquer triangulo e seus
angulos opostos, através do valor dos senos.

E utilizada para encontrar as medidas dos lados, dados dois angulos e
outro lado, ou ainda um dos angulos, dados dois lados e outro angulo.

a _ b _ c
sena  senf  seny

1.3.10 Lei dos co-senos

Estabelece uma relacdo entre os lados de qualquer triangulo e seus
angulos, através do valor dos co-senos.

E utilizada para encontrar as medidas de um lado, dados os outros dois
lados e o angulo entres estes, ou ainda encontrar um angulo, dados os lados
do triangulo.

a2=Dp?+c?-2.b.c.cosa
b2 =a?+c?-2.a.c.cos

a c2=a2+Db2-2ab.cosy

1.3.11 Valores de seno, co-seno e tangente dos angulos notaveis

30°(7/6) | 45° (7T 4) | 60° (7] 3) 0 90° (7T / 2)
sen 1
1 V2 V3 0 1
2 2 2
CcOosSs
V3 V2 1 1 0
2 2 2
t
J g 1 \/§ 0 0
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1.4 CIRCUNFERENCIA

Definicdo: O conjunto de todos o0s pontos que estdo a exatamente uma
determinada distancia de um ponto dado do mesmo plano chama-se
circunferéncia.

1.4.1 Elementos

Corda: Qualguer segmento interno a
circunferéncia com extremidades em
dois pontos pertencentes a mesma. Na
figura ao lado, AB e CD sé&o cordas da
circunferéncia.

Diametro: Qualquer corda da
circunferéncia que contenha o centro
da mesma. E a maior corda da circunferéncia. CD representa um
diametro da circunferéncia na figura.

P e Raio: Qualquer segmento que
liga o centro a um ponto
qualquer da circunferéncia. PC é
raio da circunferéncia ao lado.
Note que o raio € metade do
diametro! (D = 2.R)

P
Arco: E uma parte da circunferéncia, / Vi
definida por um angulo central ma(AB)
e um comprimento m(AB) 0
(determinado por dois pontos da |\
circunferéncia). \ %
\\_,//z

1.4.2 Teorema do angulo central

Definicdo: Chamamos de angulo central, todo e qualquer angulo cujo
veértice seja o centro da circunferéncia.

Teorema: “A medida de um &ngulo inscrito
num arco é igual a metade da medida
angular do arco interceptado da mesma
circunferéncia”.

Em outras palavras, um angulo cujo vértice
pertence a circunferéncia equivale a metade
do angulo central que “enxerga” o mesmo
arco que este.

11



1.4.3 RelagBes métricas na circunferéncia
1.4.3.1 Teorema das cordas:
“Dada a interse¢ao de duas cordas da circunferéncia, o

\ produto das partes de uma corda é igual o produto das
~ partes da outra corda”

AP.PC =BP.PD

1.4.3.2 Teorema das secantes:

‘Dados dois segmentos secantes (“que
cortam’) a circunferéncia partindo de um
mesmo ponto, o produto das partes internas |
a circunferéncia pelas externas a
circunferéncia é igual em  ambos S
segmentos.”

PQ.QR = TS.SR

1.4.3.3 Teorema da secante-tangente:

‘Dado um segmento secante a circunferéncia e
A outro tangente a mesma, o quadrado da medida

S do segmento tangente € igual ao produto da
/>P parte interna do segmento que € secante pela
=B

sua parte externa”

(PA)2 = PB.BC

PROPRIEDADE IMPORTANTE: Todo e qualquer segmento tangente (“que
toca em um, e apenas um ponto”) a circunferéncia é um segmento
perpendicular ao raio da mesma.
1.4.4 Comprimentos
1.4.4.1 Circunferéncia (C)

Dada uma circunferéncia de raio r, o perimetro
(comprimento) da mesma é:

C=2.7ur -

1.4.4.2 Arco de circunferéncia (L)

Dado um arco de circunferéncia (AB) Angu(l)o perimetro
representado pelo angulo o, fazendo uma regra 360 2. .r

de trés temos:|L = 7 .r. a./ 180° o L

12



1.5 AREAS DAS FIGURAS PLANAS

1.5.1 Tridangulos

A=b.h/2

b

1.5.1.1 Casos particulares

1.5.1.1.1 Tridngulo Equilatero

-

M—f'—h—l

1.5.1.1.2 F6rmula de Heron

Sejap= a+Tb+c 0 semiperimetro do triangulo ao lado,
a
Entéo: A= p(p-a).(p-b).(p-c)
c
1.5.1.1.3 Dados dois lados e 0 angulo entre eles
A
A=b.csenA/?2
c &

B = C

13



1.5.2 Quadrilateros

1.5.2.1 Retangulo

b

No caso especial em que b = h temos um quadrado (todos os lados
iguais). Chamando o lado do quadrado de L, temos:

A=1L2

D=L.4/2

1.5.2.2 Paralelogramo
Wy 4

Apesar de ser a mesma férmula do retangulo, deve-se atentar que h
neste caso ndo é a medida do lado da figura, mas sim perpendicular a base.

Os lados sao paralelos e de igual tamanho
dois a dois. Os angulos entre os lados dependem
das medidas dos lados.

A=Db.h

1.5.2.3 Losango

E um caso especial de paralelogramo,
onde além da disposicao paralela os lados sdo
iguais. E, ainda, as diagonais sao
perpendiculares, porém os lados ndo paralelos
nao sao perpendiculares entre si.

A= dl.d2
2

1.5.2.4 Trapézio

_(B+b).h

S 2

14



1.5.3 Circulo e seus subconjuntos

Definicdo: O conjunto de todos os pontos que estdo até uma determinada
distancia de um ponto dado do mesmo plano chama-se circulo.

1.5.3.1 Circulo

A= .r

1.5.3.2 Coroa circular

Utilizando o principio da superposicao
de areas, basta fazer a area do circulo maior
menos a do circulo menor.

A= T (R2-r?)

1.5.3.3 Setor circular

E a area de um pedaco do circulo, representado
pelo &ngulo 4. Similar ao calculo do comprimento de
arco de circunferéncia, fazemos uma regra de trés:

= 2
Angulo area A= 7O
360° T .12 360°
0 A
1.5.3.4 Segmento circular
P
O segmento circular € a area delimitada por
uma corda e por um arco de circunferéncia. Na figura, £
esta representada pela area hachurada em verde.
Observa-se que este segmento é obtido pela 8
subtracao do triangulo isésceles POQ do setor circular
de centro O e arco PQ.
_ — > _ mrzg  r2send
Asegmento - Asetor_ Atriéngulo Asegmento - 3600 - 2

15



1.5.4 Relagdo entre area e lados do triangulo e raio
circunferéncia inscrita e circunscrita ao mesmo.

e Circunferénciainscrita

E a circunferéncia “dentro” do triangulo.

a+b+c

A=p.r,ondep = 5

Sugestdo: Demonstre a formula acima.

e Circunferéncia circunscrita

E a circunferéncia que “envolve” o tridngulo.

A= ab.c
4R

1.5.5 Outros poligonos

da

Importante: A soma dos angulos internos de um poligono qualquer
depende do nimero de lados que este possui. A soma dos angulos internos de

um n — agono € dada por:

S=(n-2).180°

1.5.5.1 Pentadgono regular

E um poligono de 5 lados. Por ser regular tem
todos os lados iguais e os angulos internos também. Sua
area pode ser calculada pela composicdo da de um
triangulo is6sceles e da de um trapézio igualmente
isésceles. Sugestdo: Faca a demonstracdo da area do
pentagono regular de lado L.

1.5.5.2 Hexagono regular

Um poligono de 6 lados. Como é regular, também
possui todos os lados e angulos internos iguais. Facilmente
observa que o mesmo é composto por 6 triangulos
equilateros. Logo, a area do hexagono de lado L é dada
por:

L2.4/3
4

A=6.

16



2 GEOMETRIA ESPACIAL

Até este momento trabalhamos com apenas 2 dimensdes, analisando as
figuras planas. Neste tOpico, passamos a considerar o mundo real, as 3
dimensdes, e a analisar entdo planos distintos, fazendo o estudo volumétrico
das figuras, por exemplo. Além da andlise das medidas de comprimento e area,
agora nos interessa também estudar as chamadas area lateral das figuras, a
area total, area da base e volume.

2.1 Posicéo entre duas retas

Dadas duas retas (r e s) estas podem ser coplanares (estar no mesmo
plano) ou ndo-coplanares.

As retas coplanares podem ainda ser concorrentes (se encontram em
pelo menos um ponto, que néo seja o infinito); coincidentes (r = s); paralelas
distintas (“se encontram no infinito”).

As retas nao-coplanares sdo chamadas de reversas (ndo estdo no
mesmo plano, nem concorrem em nenhum ponto)

T

Retas paralelas Retas concorrentes Retas reversas

2.2 Outras definicdes:

“Duas retas reversas sdo ditas ortogonais se o angulo formado entre
elas for um angulo reto.”

“Uma reta é perpendicular a um plano se, e somente se, a reta for
ortogonal a todas as retas do referido plano.”

“Um plano é perpendicular a outro plano se, e somente se, existir uma
reta contida em deles que seja ortogonal ao outro plano.”

“Projecéo ortogonal de um ponto sobre um plano é o pé da
perpendicular do ponto pelo plano. A projecédo ortogonal de uma figura € o
conjunto das projegbes ortogonais de todos os pontos da figura sobre o plano.”

“Diedro, ou anqulo diédrico, é o angulo formado
por dois semiplanos de origem comum. Pode ser
medido através do angulo plano obtido cortando o
diedro com um plano perpendicular aos semiplanos.”

17



2.3 Prismas

Prismas séo soélidos geométricos formados por uma face superior e por
uma face inferior (chamadas de “base”) paralelas e congruentes ligadas por
arestas. A nomenclatura do prisma depende do formato de suas bases. Quanto
as suas arestas laterais, o prisma pode ser classificado como reto quando
estas sdo perpendiculares a base ou obliguo. Um prisma é chamado regular
guando este é reto e suas bases sao poligonos regulares (de lados iguais).

B Regqgula
Obliquo Recto ey

Aresta de base

Os planos contidos entre duas
arestas laterais sdo chamados de faces A , C
laterais. A distancia entre os planos que B!
contém as bases do prisma € chamada de = fass'ateral o=
altura do prisma (note que esta distancia é £
uma perpendicular entre esses planos,
como no caso do paralelogramo).

Chamamos area lateral (A) a
superficie formada pelas faces laterais do
prisma. Na figura, a area lateral do
prisma triangular é a superficie pintada
de vermelho.

Em cinza, esta a superficie que
chamamos de area da base (Ag).

Assim, temos as férmulas generalizadas para os sélidos prisméaticos:

Ar= A + 2. Ag | Area total

V =Ag. h Volume

18



2.3.1 Paralelepipedo reto-retangulo

Conforme vimos no item 2.3, o paralelepipedo reto-retangulo é um
prisma reto com bases retangulares.

a,b,c: lados do paralelepipedo

BH: uma diagonal do paralelepipedo

BE: uma diagonal de face

Temos:

d = vaz+b?+c?

Ar=2(ab + ac + bc)

V =a.b.c

2.3.1.1 Cubo

Um cubo é um paralelepipedo reto-retangulo cujas trés dimensfes sao
iguais (a=b =c).

Jrace = a. \/E

deuno = a. \/§

Ar=6.a2

V=a3

Sugestao: Verifigue cada um destes resultados apresentados encontrando as
diagonais e calculando também as areas de base e areas laterais.

19



2.4 Cilindros

Uma das figuras da geometria mais utilizadas m

no dia-a-dia. Muitos dos objetos que utilizamos tém  f------ ) Sy T
exatamente o formato cilindrico. Por isso, o estudo _//
dos cilindros nos da4 uma noc¢do importante de
espaco e de volume, por exemplo, de um copo
d’agua, uma panela, uma lata de tinta e outras
coisas.

Geratriz
m
X
=]
=

_______ - ——-—-—-—--1 L

~_° &
Diretriz

Dados dois circulos contidos em planos
paralelos distintos, a unido destes circulos no
espaco tridimensional chamamos cilindro.

h Os circulos sao as bases do cilindro e a
cada segmento que une um ponto do circulo com

sua projecao no outro circulo chamamos geratriz.
1 A reta que passa pelo centro das bases chama-
Siretriz se eixo. E a distancia entre os planos das bases

é a altura.

Se o0 eixo do cilindro é perpendicular as bases, entdo o cilindro é
chamado de cilindro reto ou cilindro de revolucéao (porque a superficie lateral é
obtida pela rotacdo de um segmento (a geratriz) em torno de uma reta (eixo)).
Verifigue que a lateral do cilindro reto quando planificada forma um retangulo!

Se 0 eixo néo for perpendicular a base, o cilindro € obliquo.

Sendo r o raio dos circulos da base de um cilindro, temos:

V=7.r2h

Se o cilindro for reto, temos ainda:

AL= 2. 7T .r.h

AB= 7T .2

Ar=2. T r.(r +h)

20



2.5 Piramides

Considere uma regido poligonal convexa (P) e um ponto fora do plano
gue contém essa regido (V) e seja X um ponto qualquer de P. Ao conjunto de
todos os segmentos VX da-se o nome de piramide, sendo P sua base e V seu
vértice.

Em outras palavras, piramide é todo poliedro
formado por uma face inferior e um vértice comum a
todas as faces laterais. As faces laterais de uma
piramide séo triangulares e o numero de faces
depende do numero de lados do poligono da base.
As piramides sdo ainda classificadas de acordo com
o poligono da base. A distancia do vértice ao plano
gue contém a base é chamada de altura da piramide.

Uma piramide é chamada reta quando possui todas as arestas laterais
congruentes, ou ainda, quando a reta que une o vértice da piramide ao centro
do poligono da base da mesma € perpendicular ao plano que contém a referida
base. Se além de reta, sua base for um poligono regular dizemos entdo que a
piramide € regular.

Na piramide reqular todas as faces laterais
sdo triangulos isésceles congruentes e as alturas
relativas as bases das faces laterais sao
congruentes e recebem o nome de apétemas.
Neste caso, temos:

r. apétema da base

ap: apétema da piramide

2 + h2 = (ap)?

Para as piramides, temos:

AT:AL+ AB

V= ABh

w|

Note que a area total e o volume dependem do poligono da base da
piramide e a area lateral sera a soma das areas dos triangulos que formam as
faces da piramide.

Note ainda que a area total, diferente dos prismas, tem apenas uma area
da base, o que € 6bhvio, dado que a piramide ndo possui face superior. Além
disso, seu volume representa 1/3 do volume de um prisma. Verifique esta
afirmacéo!
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2.6 Cones

Considere um circulo (C), de centro O eraior e
um ponto V fora do plano que contém esse circulo e
seja X um ponto qualquer de P. Ao conjunto de todos
0s segmentos VX da-se o nome de cone circular,
sendo C sua base e V seu vértice.

Note que a definicdo de cone é praticamente a
mesma definicdo de piramide. De fato, sdo figuras
muito semelhantes, se pensarmos que 0 cone é uma
piramide cuja base é um poligono de infinitos lados.

O segmento que une o vértice V ao centro O da
base € chamado eixo. A distancia entre o vértice e 0
plano da base é a altura do cone. Todo segmento que
une o vértice V a um ponto qualquer da circunferéncia da
base é chamado de geratriz (g). Se o0 eixo ndo for
perpendicular a base o cone € obliquo.

altura

Se 0 eixo do cone for perpendicular a base,
dizemos que o cone é reto ou, de revolucdo. Neste caso,
todas as geratrizes sdo congruentes e temos:

g2=h2+r2
Para os cones, temos:
_1 2
V==.7T.2h
3
Se o0 cone é reto, temos ainda:
2.7.r
A=m.g. =2 = 7rg
2.7.9

2.7 Semelhanca de sélidos

Dizemos que dois sdlidos sdo semelhantes quando seus lados séo
proporcionais e seus angulos poliédricos sdo congruentes. E a extens&o no
espaco tridimensional do conceito de semelhanca na geometria plana. Se k é a
razdo de semelhanca, temos que k2 € a razdo entre as areas correspondentes
(das faces, das bases, laterais, totais) e k3 € a razdo entre os volumes dos dois
solidos.
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2.8 Solidos truncados

Uma secédo paralela a base da piramide ou do cone divide o sélido em
duas partes, sendo uma delas semelhante ao sélido original, e podemos entao
utilizar dos conceitos do item 2.7.

Quanto a parte que sobra, a que ndo € semelhante ao solido original,
chamamos tronco. Para facilitar, quando falarmos em tronco de piramide e
tronco de cone vamos admitir que as bases do tronco séo paralelas (apesar de
existirem troncos com bases nao paralelas).

|4

IQ”

L

2.8.1 Tronco de piramides

Vocé pode observar que as faces laterais do tronco de piramides séo
trapézios.

Seja S1 a base maior e S2 a base
menor, conforme figura ao lado e h a
altura do tronco, é possivel demonstrar
por semelhanca de piramides (sugestao:
demonstre!) que:

= 2(81 +4/S1.52 +S2)

2.8.2 Tronco de cones

E importante notar que a superficie lateral € um segmento de coroa
circular e a diferenca entre os raios que definem a coroa € denominada
geratriz do tronco.

Vocé pode demonstrar como no caso da
piramide que:

V= %’h(R2+R.r+r2)

Al=7T.g.(R+r)
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2.9 Esfera e Superficie esférica
Defini¢des:

Esfera: Considere um ponto C no espaco. Dada uma distancia R chamamos
de esfera todos os pontos do espaco que estdo a uma distancia R ou menor
gue R de C. E uma extensdo do conceito de circulo. A esfera é na verdade um
circulo girado em torno de um de seus diametros.

Superficie esférica: Considere um ponto C no
espaco. Dado uma distancia R chamamos de
superficie esférica todos o0s pontos do espaco cuja
distancia a C é exatamente R. E uma extens&o do
conceito de circunferéncia. A superficie esférica,
similarmente a esfera, é a circunferéncia girada em
torno de um dos diametros.

v= % 7 Rs
3

Asuperfl’cie =4. 7 .R?

2.10 Poliedros regulares

Tetraedro regular Hexaedro regular Octaedro regular

Dodecaedro regular Icosaedro regular
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3 GEOMETRIA ANALITICA

A geometria analitca €é o0 estudo
da geometria através dos principios da algebra.
E usado osistema de  coordenadas
cartesianas para
manipular equacoes para planos, retas,
curvas e circulos no plano, no nosso caso.

Os estudos iniciais da Geometria
Analitica se deram no século XVII, e devem-se
ao filésofo e matematico francés René
Descartes (1596 - 1650), inventor das
coordenadas cartesianas (assim chamadas em

sua homenagem), que permitiram a representacdo numeérica de propriedades

geomeétricas.

O eixo x € chamado eixo das abscissas e 0 eixo y eixo das ordenadas.

3.1 Equagéao geral dareta

Toda reta pode ser representada pela equacdo Ax+ By + C=0,comAe

B nao nulos.

3.2 Equacéao reduzida da reta

Uma reta ndo paralela a Oy pode ser escrita como:

y=mx+Db,

gual a reta intercepta o eixo das ordenadas.

Temos ainda, pela figura:

onde chamamos m de coeficiente angular da reta e
b de coeficiente linear da reta.

Como indicam o0os nomes, m determina a
inclinacdo o da reta (em relacédo ao eixo X, sentido
anti-horario como positivo) e b determina o ponto no

Sendo assim, dados dois pontos de uma reta, ou ainda um unico ponto
(Xo: Yo) € seu coeficiente angular (m), podemos determinar a equacédo da

mesma fazendo:

Y - Yo= M.(X — Xq)

IMPORTANTE: Se m > 0, a reta é crescente. Se m < 0, a reta & decrescente.
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3.3 Equacéao dareta por dois pontos

Dados dois pontos A = (x1, yl) e B = (x2, y2), uma segunda maneira de
determinar a equacao da reta por A e B é resolvendo:

Xy
x1 yl 1=0
X2 y2

3.4 PosicOes de duas retas no plano

Podemos determinar as posicdes relativas entre duas retas no plano
comparando seus coeficientes (angular e linear).

Dadas as seguintes retas:
ry=m.x+b

SIy=ms.X+C

Temos:

a=c . -

o r=s< bod ' r e s sao retas coincidentes;
a=c .

e rllse , I € s séo retas paralelas;
b=d
a#c .

e Ixs&s , I € S S0 retas concorrentes;
m,.m, #-1

e rls<|m.m,=-1,res sdo retas perpendiculares

3.5 Distancia entre dois pontos

J4 sabemos que a menor distancia
entre dois pontos € uma reta. Vamos agora Mer
determinar esta distancia entre dois pontos, -
dadas as coordenadas dos pontos.

Dados os pontos A = (x1;yl) e B = (x2;¥2),a
distancia entre eles d(A;B) é:

v

d(A; B) = (- x27 + (yl— y2y

Sugestdo: Faca a demonstracdo desta formula a partir da figura ao lado. Como
dica, utilize os conceitos da geometria plana, como o Teorema de Pitagoras.

26



3.6 Distancia de um ponto a reta

A distancia de um ponto a uma
V reta € a medida do segmento com
extremidades no referido ponto e na reta,
sendo perpendicular a mesma.

Dados o ponto P = (x1; y1) e areta
r de equacdo Ax + By+ C=0,comAeB
nao nulos, a distancia d(P; r) é:

7% . _ |Ax+By1+C]|
( ’r)_ ,—AZ-{-BZ

3.7 Ponto médio de um segmento

O ponto médio M = (Xm: Ym) de um segmento de extremidades
A= (x1;yl) e B=(x2;y2) é dado por:

XL+ X2

" 2
yl+y2

Y >

3.8 Baricentro (G) e area (S) de um triangulo

Dados os vértices de um triangulo A = (x1; y1), B = (x2; y2) e C = (x3; y3),
temos:

L e — 2B (3 ¥)
| X1+ X2+ x3_ yl+y2+y3
| G(x,y)= ; yryery j
3 3 3
Y — | '_____?_______T/if;,TC(xg,yy . x1 oyl 1
: — | S =§.det x2 y2 1
YA, ;;,)7777 ‘ x3 y3 1
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3.9 Equacéao reduzida da circunferéncia

Dada uma circunferéncia de Ay

centro C = (a;b) e raio r, a equacao

gue determina a mesma é dada

por: &
b

Pxy)
>

0 a

3.10 Equacao geral da circunferéncia
Dada a equacéo Ax2 + By2 + Cxy + Dx + Ey + F = 0, esta representa:
e Uma circunferéncia de centro (a;b) e raio r, se, e somente, se:

A=B=0
C=0
D2+ E2—4AF >0

E, ainda:

D

2A
E

2A
D2+ E2-4AF

- 2A

b=

e O ponto (a;b) se:

A=B=0
C=0
D2+ E2 - 4AF =0

e Um conjunto vazio se:

A=B=0
C=0
D2+ E2—4AF <0
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3.11 Posicoes relativas entre uma reta e uma circunferéncia

Dada uma reta r por Ax + By + C = 0, com A e B ndo nulos e uma
circunferéncia de raio R e centro O por x2 + y2 + Dx + Ey + F = 0, sendo
D2+E2 - 4AF > 0. Resolvemos entdo o seguinte sistema:

Ax+By+C=0
X2+y2+Dx+Ey+F=0

Isolando uma das varidveis na equacdo da reta e substituindo na
equacdo da circunferéncia obtemos uma equacdo do segundo grau. E,
entdo de acordo com 0 Ada equacgéo determinamos a posi¢céo da reta.

Determinando a distancia d(r,O) da reta ao centro da circunferéncia e
comparando a mesma com o0 raio R da circunferéncia, também
conseguimos determinar a posicao relativa da reta.

Assim temos:

e Reta secante a circunferéncia se, e
somente se:

.......... A>O
s ou
d(r,0)<R

k3

A 4

e Reta tangente a circunferéncia se, y
e somente se:

A=0
ou
d(r,0)=R

e Reta exterior a circunferéncia se, e
somente se:

.......... s A <0
ou
d(r,0)>R
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3.12 Parabola com diretriz paralela a um dos eixos coordenados

Suponha um eixo d e dois pontos F (foco) e V (vértice). A distancia entre a
reta d (diretriz) e o ponto V deve ser a igual a distancia entre os pontos V e F.
Determinamos entdo uma sequéncia de pontos 0s quais deverdo estar a
mesma distancia de F e d.

A pardbola é formada pela unido de todos os
pontos do plano que estdo a mesma distancia do ponto
F e da reta d.Todos os pontos do plano que possuem
essa caracteristica pertencem a parabola.

Suponha uma parabola cuja diretriz é paralela ao
eixo das abscissas.

A funcdo y = ax?2 + bx + ¢, sendo a ndo nulo,
determina esta parabola. (Note que a parabola é a
funcdo que representa uma equacgéo do segundo grau).

d

Temos assim, 0s seguintes pontos e equacao importantes:

Eq. da diretriz

Além disso, os coeficientes a, b e ¢ e 0 valor do A da equacdo da
pardbola ainda determinam as caracteristicas da mesma:

coeficiente 0 que determina como determina

se a> 0, paracima U
a concavidade
se a <0, para baixo N

. ~ se A> 0, duas e distintas
raizes da funcao

A . se A =0, uma Unica
(pontos em que a parabola
corta o €ixo x) se A <0, nenhuma
.. - se b/a > 0, esta a esquerda de Oy.
b posicao do vértice em
relagdo ao eixo vertical se b/a < 0, esta a direita de Oy.
C ponto em que a parabola da o valor exato do ponto de intersecao

corta o eixo das ordenadas
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4 TRIGONOMETRIA
4.1 Circunferéncia e fung¢fes trigonométricas

A circunferéncia trigonométrica consiste numa circunferéncia orientada
de raio unitario centrada na origem de um plano cartesiano ortogonal. O
sentido positivo de marcacdo dos arcos na circunferéncia é o sentido anti-
horario, sendo o angulo medido em relacdo ao eixo dos co-senos, sobre o qual
se marca o angulo inicial, 0°, no sentido positivo.

O seno de um angulo é obtido pela projecéo do raio da circunferéncia
em relacdo ao eixo vertical, tendo este raio formado o referido angulo em
relacdo ao eixo horizontal. O co-seno de um angulo € obtido pela projecao do
raio em relag&o ao eixo horizontal.

Como a circunferéncia
tem raio unitario e é centrada na
origem, seno e co-seno variam
entre -1 e 1.

E importante observar
também que os sinais de cada
funcdo dependem do quadrante

onde se encontra o angulo:

Quadrante sen | cos | tg

1° (0<x<7/2) + + +
20 (m/2<x < 1) + - -
3° (r<x <37/2) - - +
4° (37/2< x < 2r) - + -

A partir destas duas funcdes (sen e cos) podemos obter as outras, pelas
seguintes relacoes:

sena 1 1 1 cosa
tga = seCa = COSEeCa = cotga=—=

COS o cos o sena g sena
tangente secante co-secante co-tangente

31



4.2 Relagao Fundamental

Pela circunferéncia trigonométrica, podemos observar a relacéo
fundamental entre seno e co-seno. Dado um ponto P qualquer que pertenca a
circunferéncia de tal modo que o raio da mesma forme um angulo X com o eixo
horizontal, pelo Teorema de Pitagoras, concluimos que:

SenZx + cos2x =1

4.3 Algumas Relacbes de Simetria

Faremos as comparacoes sempre fixando o angulo a no primeiro quadrante.

2° guadrante

senb = sen(z —a) = sena

cosb =cos(z—a) =—cosa

3° quadrante

T=T'
Ya M
senb = sen(z +a) = —sena ﬂ A

*y

cosb =cos(z +a)=—cosa

4° quadrante

senb = sen(2z — a) = sen(—a) = —sena

Y,
/—{ T YA, Dizemos, portanto, que a fungdo seno € impar
Q

cosb =cos(27 —a) = cos(—a) =cosa

Ml Tl

Dizemos, portanto, que a fungéo co-seno €é par
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4.4 Seno e cosseno da soma e da diferenca

sen(X + y) = Senx.cos Y + Seny.cos X

sen(X — y) = Senx.cos y — seny.cos X

COS(X + Y) = COS X.COS Y — Senx.seny

COS(X — Y) = COS X.COS Yy + Senx.seny

Sugestao: A partir destas férmulas deduza as formulas para sen(2x) , cos(2x),
sen(x/2), cos(x/2) e tg(x/2)

4.5 Estudo da variagdo das fung¢des trigonométricas
4.5.1 Grafico de f(x)=cos(x)
Observe:

D(f) = R;

COos € par,

cos tem periodo de 2r;
Im (f) = [-1;1]

N

4.5.2 Grafico de f(x) = sen(x)

Observe:

e D(f)=R;

e senéimpar,

e sentem periodo de 2r;
e Im(f)=[11]

4.5.3 Grafico de f(x) = tg(x)

Observe:

e D= R-{k;z+%;keZ};

e tg é impar;
e tgtem periodo 7;
e IMmf)=R
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4.5.4 Gréfico de f(x) = k.g(p.(x + h)) +v

Este estudo é valido quando k e p sdo reais ndo nulos, h e v sdo reais e g
€ uma funcao circular (sen, cos ou tg).

g Im f(x) Periodo da f
2r

|p|

27
|p|
T

|p|

sen | [v-|k|; v+ K]

cos | [v-|k|; v+ k][]

tg R

Parametro O que muda no gréafico?
se |k|< 1, “achata” verticalmente;

se |k|> 1, “alarga” verticalmente

se |p|< 1, “achata” horizontalmente;

se |p|< 1, “alarga” horizontalmente;

se move verticalmente |v| unidades:
Vv para cima, se |v|> 0;

para baixo, se |v|<0

se move horizontalmente |v| unidades:
h para a esquerda, se |v|> 0;

para a direita, se |v| <0
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4.6 Equacdes trigonométricas

4.6.1 Equacgdes do tipo cos f(x) = cos g(x)

-3

c2

4.6.2 Equacgdes do tipo sen f(x) = sen g(x)

f(X)=9(x)+2kz,keZ
senf (x) = seng(x) < |ou
f(X)=—g(X)+(2k +D) 7, keZ

c2

. f(X)=—g(x)+2kz,keZ

e F(X) =g(x) + 2kr,k e Z
417 cos f (x) =cos g(x) < |ou

1

---g =t

4.6.3 Equacdes do tipo tg f(x) =tg g(x)

o f(X)=g(X)+kz,keZ

tgf (x) =tgg (x
e gr() gg()cf(x);t%er;r,meZ

4.6.4 Equacgdes do tipo cotg f(x) = cotg g (x)

f(x)= kz,keZ
cot gf (x) =cot gg(x) < () =g(x) +kr ke
f(X)zmz,meZ

4.6.5 Equacdes do tipo cos f(x) = sen g(x)

N

T .
Demonstra-se que sena = cos[z — aj para todo alfa real. Assim temos:

cos f (x) =seng(x) < cos f (x) = cos(% - g(x)j = sen(% —f (x)) =seng(x)
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4.7 Inequacdes trigonométricas

De maneira geral, podemos resolver as inequacdes seguindo os
seguintes passos:

i.  Determinamos as solu¢des da equacao obtida da inequacao em
estudo;

ii.  Marcamos na circunferéncia trigopnométrica as solucdes
encontradas, considerando o intervalo [0, 27 ];

iii.  Excluimos da circunferéncia pontos que correspondam a
restricbes da inequacéo, se houverem;

iv.  Os pontos marcados (solucdes ou excluidos) dividem a
circunferéncia em arcos. Se um ponto de um arco satisfaz a
inequacao, entdo todos 0s outros também satisfazem, exceto
talvez as extremidades (que devemos conferir). Se um ponto nao
satisfaz, os demais também néo irdo conter solucées da
inequacéo, exceto talvez as extremidades.

Dado isso, sugere-se a seguinte estratégia: seleciona-se, no interior de
arco determinado, um ponto que represente, de preferéncia, valores
conhecidos. Verifica-se entdo se 0s mesmos satisfazem ou ndo a inequagao. A
reunido de arcos que satisfazem a inequacao forma assim o conjunto verdade
da mesma.

4.8 Fungdes trigonométricas inversas

As fungdes inversas (arcsen, arccos, arctg) podem ser lidas como “arco cujo
(seno, co-seno, tangente) € x”.

4.8.1 arc cos x
y=arccosx<x=cosy e 0<x<x, arccos]-1;1] — [0; 7]

4.8.2 arc sen x

y=arcsenx<>x=seny e —%sxs%,arcsen: [-1;1] — [—%;%]
4.8.3 arc tg X
V4 T T
=arctgx < x =t e ——<X<—, arctg-R—™ |-—;—
y g gy 5 > g } > 2{

4.9 Algumas identidades

COS arc cos X = X; Sen arc sen X = sen x; etc.

COS arc Sen X = Sen arc cos X = /1— x2
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