NOTAS DAS REUNIOES DO PICME

COMBINATORIA E OTIMIZACAO

Primeiro semestre de 2015

ANOTADO POR: Fabricio Caluza Machado

25 de junho de 2015



Sumario

Trés Problemas Geométricos 2
1.1 Separandoovelhas . . . . ... ... .. .. 2
1.2 Simplexos vizinhentos (Neighbourly simplices) . . . . . . . . ... .. ... .... 4
1.3 Politopos vizinhentos . . . . . . . . . . . .. ... e 5
1.4 Simplexos vizinhentos (II) . . . . . . . . . ... ... ... ... ... ., 5
1.5 Politopos vizinhentos (II) . . . . . . . . . . .. .. ... 7
Matroéides 9
2.1 Definicdes e propriedades . . . . . . . ... 9
2.2 Algoritmos gulosos sobre um matréide ponderado . . . . . . . . ... ... oL 11
2.3 Problemada drvore geradoraminima . . . . . . . . ... ... 12
Um milhao de digitos de 7 13
3.1 Dificuldades Computacionais . . . . . . . . . . . . it e e 14
3.2 Célculo do n-ésimo digito hexadecimal . . . ... ... ... ... ......... 14
3.3 Escrevendo mnabasedecimal . . . . .. ... ... .. L L. 16
Removendo arestas para tornar um grafo bipartido 16
4.1 NOtACAO . . . . v v o e e e e e e e e e 16
4.2 Tornando grafos bipartidos . . . . . . . . .. .. 17
Grupos, Numeros e a Conjectura de Artin 21
5.1 Revisaode Teoriados Nlimeros . . . . . . . . . . . . . . ... 22
5.2 Introducdo a Teoriados Grupos . . . . . . . . . . . . . . e 22
53 AfuncdogdeEuler. . . . . .. ... 25
5.4 Raizes primitivas e a Conjecturade Artin . . . . . . . . ... ... .. ... 26
Conexoes entre Topologia e Combinatoéria 29
6.1 Introducdoa Topologia . . . . . . . . . . . . . 29
6.2 Complexos Simpliciais . . . . . . . . . . . e 32
6.3 OTeoremade Borsuk-Ulam . . . . ... ... ... ... ... .......... 34



1 Trés Problemas Geométricos

17/03/2015 - Yoshiharu Kohayakawa

A seguir, veremos trés problemas geométricos. Discutiremos o primeiro em maior detalhe e com
o ultimo, veremos um resultado surpreendente.

1.1 Separando ovelhas

Problema 1.1. Considere um pasto com ovelhas brancas e negras paradas. Suponha que para
quaisquer quatro ovelhas, podemos separar as ovelhas de mesma cor com uma reta. Entdo podemos
separar todas as ovelhas brancas e negras.

Figura 1: A esquerda, quatro ovelhas que podem ser separadas. A direita, quatro que néo podem (uma
configuracao proibida).

Seja A o conjunto das ovelhas brancas e B o conjunto das ovelhas negras. Podemos tratd-los
como subconjuntos finitos do plano, A, B C R2.

Afirmacao 1.2. Separar as ovelhas é equivalente a separar o fecho convexo de A e B.

Definicao 1.3. Um ponto (vetor) x € dito combinacdo convexa de pontos x; e x5 se existe
A € [0,1] tal que x = Azq + (1 — \)zo.

O segmento de reta que une dois pontos € o conjunto de todos os pontos que sao combinagao
convexa destes.

Dizemos que um conjunto C' é convexo se para quaisquer dois pontos x1, zo € C', C' contém
0 segmento de reta que une estes pontos.

O fecho convexo de um conjunto X, denotado conv X, € a intersec¢do de todos os conjuntos
convexos que contém X. conv X = [\ comvexo. cox C-

Afirmacao 1.4. Dois conjuntos convexos fechados (poligonos, no nosso caso) sdo separaveis se,
e somente se, sao disjuntos.

Demonstragdo. (esbogo)
Sejam P, ) os dois poligonos. Definamos d(P, Q) = inf{d(p,q) : p€ P, ¢ € Q}.
Como P e () sdo poligonos (fechados), Ip € P, q € @ tais que d(p, q) = d(P, Q).

Considere o segmento pq e uma reta perpendicular ao segmento passando pelo meio deste. Se ela
ndo separasse P, () poderiamos encontrar pontos em P e () com distancia menor. |
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Exercicio 1.5. Se convenca da tltima afirmagao na demonstracdo anterior com um desenho e em
seguida prove-a analiticamente.

Afirmacao 1.6. Se dois poligonos se intersectam, existem 4 pontos (vértices) que violam a hip6-
tese.

Demonstragdo.

Considere lados que se cruzam. |

Agora vamos pensar no problema andlogo em R".

Queremos uma afirmagdo do tipo: "Sejam A, B C R” finitos. Se podemos separar quaisquer s
pontos com um hiperplano, entdo podemos separar todos". Mas qual deve ser o melhor valor para
s =s(n)?

Se s = 2(n + 1), a prova é fécil. Particione cada poliedro em simplexos' e caso conv A N
conv B # (), considere os vértices dos simplexos que se cruzam. Mas para n = 2, temos s = 6, € j
sabemos que 4 basta...

Figura 2: A parti¢do de um poliedro bidimensional em tridngulos.

A estimava correta é s = n + 2:

Teorema 1.7 (Kirchberger’ 1903)

Sejam A, B C R" conjuntos finitos com |A| + |B| > n + 2. Suponha que VA’ C AeVB' C B
com |A'| + |B’| < n + 2, hd um hiperplano que separa A" de B’ estritamente. Entdo existe um
hiperplano que separa A de B estritamente.

Demonstragdo.

Sabemos que se conv A N conv B = (), a conclusdo vale. Suponhamos portanto que conv A N
conv B # (). Sem perda de generalidade, podemos supor que 0 € conv A N conv B.

Seja A’ C Ae B’ C B com |A’| + | B’| minimo tal que 0 € conv A’ N conv B'.
Pelo teorema de Carathéodory?, temos |A'| <n +1e|B'| <n+ 1.

Suponha |A'| = r e |B'| = s. Temos que r + s > n + 3, caso contrario A’ e B’ poderiam ser

!'Simplexos so tridngulos quando n = 2, tetraedros quando n = 3 e o fecho convexo de n + 1 pontos afim indepen-
dentes, em geral. Veja as notas de aula do PICME, primeiro semestre de 2014, dia 03/06/2014 para uma discussdo mais
detalhada.

20 teorema de Carathéodory diz que se X C R™ e x € conv X, = pode ser escrito como combinagio convexa de
n+ 1 pontos de X. Uma demonstracdo deste teorema também pode ser encontrada nas notas de aula do PICME, primeiro
semestre de 2014, exercicio resolvido 1.4.8.



separados pela hipétese. Seja U o espago gerado por A', U = (A’) e W o espaco gerado por B’,
W = (B').

Temos dimU =r—1ledimW = s—1,mas (r—1)+(s—1) > n+1 e portanto dim(UNW) > 1
e U N W contém uma reta.

Seja p # 0 um ponto nesta reta (reta = {ap , a € R}).

Seja o 0 menor real ndo negativo com ap € (conv A’) N (conv B') e ap € conv A” para algum
A" Cc A A" # A (ouap € conv B” para algum B” C B', B” # B’).

Entdo A”, B’ (ou A’, B"”) contradizem a escolha de A’, B’. [ |

1.2 Simplexos vizinhentos (Neighbourly simplices)

Comecemos com 0 caso n = 2.

Consideramos dois triangulos, com interiores disjuntos, vizinhos se eles possuem um segmento
de aresta em comum (intersec¢ao de vértice com aresta ndo basta).

Pergunta 1.8. Qual a maior configuracao de tridngulos dois a dois vizinhos no plano?

Figura 3: A esquerda, trés tridngulos mutuamente vizinhos. A direita, quatro.

As figuras anteriores mostram que € possivel 4 tridangulos mutuamente vizinhos. Serd possivel
mais?

Nao. Se construirmos um grafo com um vértice em cada tridngulo e uma aresta entre cada par
de tridngulos vizinhos, obtemos um grafo planar. Mas o K5 (grafo completo com 5 vértices) nao é
planar.

Agora vejamos o caso n > 3:

Definicao 1.9. Uma configuracdo C' de n-simplexos no R" é vizinhenta se Vcy,co € C, ¢ N co
tem dimensdo n — 1 e (int ¢;) N (int cp) = 0.

Pergunta 1.10. Quanto vale f(n) = max{|C| : C conjunto vizinhento de n-simplexos}?

Bagemihl mostrou em 1956 que 8 < f(3) < 17. O limitante inferior vem de uma constru¢ao
derivada da exibida na figura 3 e a cota superior é obtida considerando um tetraedro e usando f(2) = 4
em cada face.



Bagemihl conjecturou ainda que f(3) = 8. Baston mostrou f(3) < 9 e Zak mostrou f(3) = 8¢
ainda que f(n) > 2". Perles mostrou na década de 80, com um argumento simples, que f(n) < 27!
e hoje em dia ainda é uma conjectura se f(n) = 2".

1.3 Politopos vizinhentos
Definicdo 1.11. Um politopo é o fecho convexo de um conjunto finito de pontos. 3
Podemos definir o conceito de vizinhento e criar um problema semelhante ao anterior.

Definicao 1.12. Uma configuracdo P de politopos no R" € vizinhenta se VP, P, € P, P, N Py
tem dimensdo n — 1 e (int P;) N (int P) = 0.

Pergunta 1.13. Quanto vale g(n) = max{|P| : P conjunto vizinhento de politopos}?
Aqui, podemos nos restringir ao caso n = 3. E claro que ¢g(3) > f(3) = 8, mas na verdade:
Teorema 1.14 (Tietze / Besicovitch)

9(3) = o0

24/03/2015 - Yoshiharu Kohayakawa

Agora, veremos em maior detalhe os dois dltimos problemas abordados na aula passada.

1.4 Simplexos vizinhentos (II)

Comecemos relembrando alguns conceitos j4 vistos na se¢do 1.2:

Um n-simplexo é o fecho convexo de n + 1 pontos afim independentes (ou, igualmente, em "po-
sicdo geral", se estiverem contidos em um espago de dimensdo pelo menos n. Isto significa que nao
existe um hiperplano de dimensdo k, & < n, que contenha k + 2 destes pontos: ndo hd 3 pontos
colineares, nem 4 pontos coplanares, etc ...). Um 2-simplexo € um tridngulo e um 3-simplexo é um
tetraedro.

Dois n-simplexos sdo vizinhos se eles compartilham um pedago de face n — 1 dimensional e tém
interiores disjuntos (figura 4).

Figura 4: A esquerda, dois tridngulos vizinhos. A direita, tridngulos que nao sdo vizinhos.

3Esta definicdo corresponde ao que intuitivamente entendemos como poliedro. Entretanto, poliedros costumam ser
definidos como a intersec¢cdo de um nimero finito de semiespagos, o que os permitem serem ilimitados. Nesse contexto,
politopo pode ser entendido como um poliedro limitado.



Definimos f(n) := max |S|, onde S é uma familia de n-simplexos em R" dois-a-dois vizinhos.

No final da secdo 1.2, vimos também uma revisio sobre o que se sabe sobre f(n).

Proposicao 1.15 (Bagemihl’56). f(3) > 8

Demonstragdo.

Esta cota inferior vem de uma construcao explicita, derivada da constru¢cdo com 4 tridngulos que
mostra f(2) > 4. Podemos descrevé-la da seguinte maneira:

Fixe um plano e considere nele 4 tridangulos mutuamente vizinhos, digamos, azuis. Ainda neste
mesmo plano, sobreponha os 4 tridngulos azuis com 4 tridngulos amarelos, também mutuamente
vizinhos, porém rotacione e reflita estes tridngulos de modo que o interior de cada triangulo amarelo
intersecte o interior de cada tridngulo azul e vice-versa (figura 5). Considere um ponto azul fora do
plano e crie 4 tetraedros, usando este ponto como polo e os tridngulos azuis como base. Considere um
ponto amarelo do outro lado do plano e faca a mesma coisa com os tridngulos amarelos. Obtemos,
assim, 8 tetraedros vizinhentos (figura 6).

e~
\\\
=

Figura 5: A configuracdo com 4 tridngulos azuis e
amarelos sobrepostos.

Figura 6: 8 tetraedros vizinhentos.

Proposicio 1.16 (Perles’81). f(n) < 27!

Demonstragdo.

Fixado n, seja S uma configuracdo de n-simplexos vizinhentos. Queremos provar que |S| <
271 Vamos descrever inicialmente a prova para o caso n = 2 e no fim concluimos que a prova é
essencialmente a mesma para n em geral.

Para cada tridngulo, trace suas 3 retas suporte e defina arbitrariamente um lado (semiplano) posi-
tivo e outro negativo.

Construa uma tabela com linhas indexadas pelos tridngulos (p linhas) e colunas indexadas pelas
retas (g colunas). Digamos que 7 seja uma reta suporte do tridngulo A, a tabela terd valor 1 na entrada
(A, r) se o tridngulo A estiver no lado positivo da reta e o valor da entrada serd —1 caso contrario.
Se r nao for uma reta suporte de A, o valor sera 0.

No exemplo da figura 7, a tabela sera:



Figura 7: Um exemplo com 3 triangulos.

| ri ory oy ra 15 T
Al 1T 1 -1 0 0
Ap|=1 0 0 -1 1
Az | -1 0 O 0 -1

= O O

Observe que todas as linhas sdo distintas, pois do fato dos tridngulos serem mutuamente vizinhos,
segue que quaisquer dois tridngulos possuem uma reta suporte em comum e um tridngulo esta do lado
positivo e outro do lado negativo desta reta.

Agora, alteremos a tabela substituindo cada linha por 2973 linhas: trocando os 29-3 zeros por todas
as combinacdes possiveis de 1 ou —1. Obtemos uma tabela com p.2¢73 linhas distintas, pois linhas
provenientes de um mesmo tridangulo receberam combinagdes distintas de 1 e —1 e ja observamos que
linhas de tridngulos diferentes diferem na coluna da reta suporte em comum.

Como o nimero total de formas de preencher uma linha € 29, obtemos p.2973 <29 = p < 23,

Para n em geral, as retas se tornam hiperplanos, os semiplanos, semiespagos. Cada simplexo
possui n + 1 hiperplanos suporte, de modo que a tabela final possui p.29-"~! linhas e no fim obtemos
p S 2n+1.

1.5 Politopos vizinhentos (II)

Na secdo 1.3 definimos ¢g(n) := max |S|, onde S é uma coleg¢io de politopos no R™ tal que dois a
dois: (a) possuem interiores disjuntos e (b) compartilham um pedacgo de face n — 1 dimensional.

Teorema
9(3) =00

Crum fez a pergunta sobre g(n) em 1947 e Besicovich obteve a resposta do teorema no mesmo
ano. Mas o problema ja havia sido posto por Stochel e resolvido por Tietze em 1905.

Demonstragdo.
Chamamos de curva dos momentos a curva I'(t) = (¢, t3), t > 0.

Considere uma sequéncia de nimeros ng, n1, ... tal que ng > 100 e n; > nf,l, t > 1 (por exemplo,
n; = 102""). Defina P, = I'(n;).



Seja C; a célula de Voronoi do ponto P;, definida pela colecdo {P;, i > 0} de pontos, isto &, seja
Ci ={Q eR’ : ||Q - Bl <|Q — Pjl[,Vj # i}.

Figura 8: O diagrama de Voronoi de 5 pontos no plano.

Afirmacao. Os C; sdo dois a dois vizinhos e tém interiores disjuntos.

Demonstragdo. (esbogo)

Considere trés nimeros da sequéncia: a = ng,,b = ng,c = n,, com a < [ e os respectivos
pontos na curva dos momentos: P, = (a,a?, a*), Ps, P,.

Seja H,z o plano equidistante de P, e Pg:

Hu.s ={(z,y,2) €R® : (a —b)x+ (a® =)y + (a® — ")z = Ku} (1)
onde Ky, = (a — b) (2) + (a® — b?) (#) + (a® — %) (“3—‘2%3)
Procuramos P € H,g tal que d(P, P,) > d(P, Pg).

AdP,P) =(x—c)+(y—c)P+(z-)?>(x—a)?+ (y—a®)’ + (2 — *)? 2)

De (1), obtemos z = —— (Kq — (a — b)z — (a* — b?)y),

Substituindo em (2), temos que queremos:

(a—c)(b—c)

A rap e (@tbtozt(abtclatb)y+ Pu(c)/2) >0 (3)

onde Py(c) = (a® + ab + b*)c* + (a® + 2ab + 2ab® + b*) + (a* + 2a®b + 3a?b* + 2ab® + b* +
a® +ab+ bv*)c? + (a + b)(ab(a* + ab + b*) + ab — 1)c + ab(ab(a® + ab + b*) + ab — 1)

Analizando (3) em 3 casos: ¢ < a < b,a < b < cea < ¢ < b, podemos obter o resultado
desejado.

Observamos que na constru¢do dada, as células de Voronoi ndo sdo necessariamente politopos,
pois podem ser ilimitadas. O que realmente queremos é mostrar que, para todo N, g(3) > N. Assim,
basta considerarmos os N primeiros pontos Fy, ..., Py_1 € intersectarmos a constru¢do com um cubo
de lado suficientemente grande, de modo a obter politopos.



2 Matroides

07/04/2015 - Lucas Praxedes

Para encontrar a melhor solu¢do de um problema de combinatdria, muitas vezes recorremos a
buscas exaustivas. Outras vezes, usamos algoritmos gulosos, mas, para que estes funcionem bem, o
problema deve ter uma certa estrutura. A teoria de matréides captura isso.

2.1 Definicoes e propriedades

Definicao 2.1. Um matrdide é um par ordenado M = (S, ]) tal que:

1. S é um conjunto finito ndo vazio.

2. I é uma familia ndo vazia de subconjuntos de S, chamada de subconjuntos independentes* de
S,talquese B e AC B,entdo A € I.

N6s dizemos que [ € hereditdrio se satisfaz esta propriedade.

3. Se A, B € I, com |A| < | B|, entdo existe algum elemento x € B\ A tal que AU {z} € I.

N6s dizemos que M satisfaz a propriedade de troca.

Defini¢do 2.2. Dado um grafo ndo-orientado G = (V, E'), definimos o matrdide grdfico como
sendo o par ordenado M¢ = (Sg, I), onde Si € o conjunto F de arestas do grafo e I € a familia de
subconjuntos aciclicos de F.

Ou seja, um conjunto de arestas A é independente se, e somente se, o subgrafo G4 = (V, A) é
uma floresta.

] I
° . A A‘
[
Figura 9: Exemplos de conjuntos independentes.

Na préxima aula, veremos que este matrdide estd muito relacionado ao problema da arvore gera-
dora minima.

Teorema 2.3
Se G = (V, E) é um grafo ndo-orientado, o matréide grafico Mg = (S¢, I) € um matréide.

Demonstragdo.

Claramente, S = E é um conjunto finito. Além disso, I é hereditario, uma vez que o subgrafo
de uma floresta é uma floresta.

“Este nome vem de quando consideramos um conjunto finito de vetores em um espaco vetorial e seus subconjuntos
linearmente independentes. Um exemplo de matréide.



Suponha que G4 = (V, A) e Gg = (V, B) sejam florestas de G e que |B| > |A|. Ou seja, Ae B
sdo conjuntos aciclicos de arestas e B contém mais arestas do que A.

Afirmacdo. Uma floresta /' = (Vp, Er) contém exatamente ¢ = |Vp| — | Ep| drvores.

Demonstragdo.

Sejam e; e v; 0 nimero de arestas e vértices da i-ésima arvore. Entdo:

t

t t
=1 =1

=1
Onde usamos que o nimero de arestas de uma arvore com v vértices é v — 1.
Portanto t = |Vp| — |EF|.
|

Assim, a floresta G 4 possui |V| — | A| drvores e a floresta G possui |V| — | B| drvores. Como
|B| > |A|, Gp tem menos arvores e deve possuir alguma drvore 7" cujos vértices estdo em duas
arvores diferentes na floresta G 4, sejam x e y estes vértices.

Como 1" é conexo, existe um caminho em 7' entre = € y € este caminho contém uma aresta que
liga drvores diferentes em G 4, seja {u, v} esta aresta.

Entdo, como a aresta {u, v} conecta duas arvores diferentes na floresta G 4, nés podemos adicionar
esta aresta a A sem criar um ciclo.

L 1
5 i

Figura 10: Exemplo com duas florestas, G4 a esquerda e G g a direita.

Portanto, M; satisfaz a propriedade de troca e € um matréide. |

Definicio 2.4. Dado um matréide M = (S,1) e A € I, chamamos um elemento = ¢ A de uma
extensdo de A se podemos adicionar = em A preservando sua independéncia, isto é, AU {z} € I.

Se A ndo possui extensdes, dizemos que A é maximal.

Teorema 2.5
Todos os subconjuntos independentes maximais possuem o mesmo tamanho.

Demonstragdo.

Suponha o contrério, que A seja um subconjunto independente maximal de M e haja outro sub-
conjunto independente maior, B. Entdo a propriedade de troca implica que para algum = € B\A,

10



AU {x} € I, o que contradiz que A seja maximal. [

Definicao 2.6. Dizemos que um matréide M = (S, ) é ponderado se também temos uma fungédo
w : S — RT que assume valores estritamente positivos para cada elemento de S.

Dado A C S, definimos ainda w(A) := > _, w(x).

14/04/2015 - Lucas Praxedes

2.2 Algoritmos gulosos sobre um matroéide ponderado

Muitos problemas para os quais uma aproximacao gulosa produz solucdes 6timas podem ser for-
mulados em termos de encontrar um subconjunto independente de peso maximo em um matréide
ponderado.

Definicao 2.7. Dado um matréide ponderado, chamamos de subconjunto étimo qualquer subcon-
junto independente que possua peso maximo possivel.

A seguir, descreveremos um algoritmo guloso (greedy algorithm) simples que permite encontrar
um subconjunto 6timo em qualquer matréide ponderado e provaremos sua corretude.

ALGORITMO

entrada: M = (S,I),ew : S — R*.

saida: A, um subconjunto 6timo do matréide.
1. A=10
2. ordene S em ordem decrescente relativa a w
3. paracadax € S,
4. se AU{z} €1,
5 entdo A = AU {z}
6. retorne A

Lema 2.8 (Propriedade gulosa). Seja M = (S, ) e w : S — R um matréide ponderado e consi-
dere S ordenado em ordem decrescente. Seja o primeiro elemento de S tal que {z} é independente.
Entao existe um subconjunto 6timo que contém x.

Demonstragdo.

Seja B algum subconjunto 6timo tal que = ¢ B. Nenhum elemento de B possui peso maior que
w(x), jd que se y € B, entdo {y} é independente (pela hereditariedade) e S foi ordenado em ordem
decrescente.

Iniciando com A" = {z} e usando repetidamente a propriedade de troca com B, obtemos um
conjunto A tal que |A| = |B| e A\{z} C B. Assim, A = (B\{y}) U {z} para algumy € Be
w(A) = w(B) — w(y) + w(x) > w(B), mas como supomos B 6timo, devemos ter w(A) = w(B) e
portanto A € um subconjunto 6timo que contém . |

Lema 2.9. Seja M = (S, I) algum matréide. Se = € S e = é uma extensdo de algum subconjunto
independente A C S, entdo {z} é também independente.

Demonstragdo.

11



Como A U {z} é independente, {z} ¢ independente pela hereditariedade. |

Definicao 2.10. Dados um matréide M = (S, ) e um elemento = € S, definimos a contragdo de
M por x como M' = (S, I'),onde S’ = S\{z}el' ={B|B C S, BU{z} € I}. M’ éum
matréide desde que I’ ndo seja vazio.

Lema 2.11 (Subestrutura 6tima). Seja = o primeiro elemento de S escolhido pelo algoritmo. O
problema de encontrar um subconjunto independente de peso maximo contendo x se reduz a encontrar
um subconjunto 6timo em M'.

Demonstragdo.

Se A é algum subconjunto 6timo contendo x, entdo A" = A\{z} é independente em M'. Se B’
¢ 6timo em M’, w(B’) > w(A’), mas como B = B’ U {z} é independente em M, temos também
w(B) < w(A).

De w(A) = w(A") + w(z) e w(B) = w(B') + w(x), obtemos w(B) < w(A) = w(A") + w(z) <
w(B') + w(x) = w(B). Logo B é 6timo em M e A’ é 6timo em M’. ]

Agora podemos provar a corretude do algoritmo.
Demonstragdo. (Corretude do algoritmo - esbo¢o)

Uma vez que o algoritmo seleciona o primeiro elemento z, o lema 2.8 nos diz que o algoritmo
ndo erra, ja que existe um subconjunto 6timo contendo z. E o lema 2.11 implica que o problema
remanescente ¢ o de encontrar um subconjunto 6timo na contragdo de M por x, M'. Por indugdo em
|S|, o algoritmo encontra um subconjunto Gtimo em M’, e portanto, em M. [

2.3 Problema da arvore geradora minima

Como exemplo de aplicagdo do algoritmo descrito na se¢@o anterior, consideremos o problema da
arvore geradora minima:

Problema 2.12. Dado um grafo G = (V, E) conexo, com pesos nas arestas dados por w : F —
R*, encontre uma édrvore geradora de peso minimo.

Ja vimos que o matréide grafico associado a G é um matrdide e da teoria dos grafos, sabemos
que os subconjuntos independentes maximais (subgrafos aciclicos maximais) sdo drvores geradoras
de GG. Resta adaptarmos o algoritmo, que resolve um problema de maximizagdo, para este problema
de minimizacdo.

Fazendo wy = 1 + max{w(e) | e € E'}, podemos definir w’ : E — R com w'(e) = wy — w(e).
Como, para qualquer A C E que induza uma arvore geradora em G, temos:

= Zw'(e) = Z (wo —w(e)) = (|V] = Dwo — w(A)

ecA ecA

Se maximizamos w’(A), minimizamos w(A) e podemos aplicar o algoritmo com a fungéo w'.

Observacao 2.13. A redugdo apresentada funciona entre diversos problemas de maximizagdo e
minimizacdo. Uma caracteristica fundamental que um problema deve ter para que este argumento
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funcione é que o tamanho de todos os conjuntos 6timos seja igual. Matréides apresentam esta carac-
teristica (teorema 2.5), mas outros problemas, como o do corte mdximo/minimo em um grafo e o do
caminho mais longo/curto em um grafo, ndo (nestes dois casos, a versao de minimizacao pode ser
resolvida de maneira eficiente, mas a de maximiza¢ao nao).

3 Um milhao de digitos de 7

28/04/2015 - Fernando Mario de Oliveira Filho

Aproximar® o niimero 7 é um problema considerado desde a antiguidade. H4 muito sabe-se que

v/2 4+ /3 é uma boa aproximacio e é até mesmo possivel inferir uma aproximagio de um relato
presente na biblia. Mas o primeiro registro de um método para calcular aproximagdes e limitantes de
7 € devido ao matematico grego Arquimedes de Siracusa (287 - 212 AC).

Arquimedes calculou o perimetro de poligonos inscritos e circunscritos em um circulo de raio
unitdrio, que fornecem limitantes inferiores e superiores para o 7, respectivamente. Comecando com
um hexdgono e considerando poligonos com cada vez mais lados, chegando a 96 lados, ele obteve:

10 1
31408 ~3+ —— < 1 < 3+ — ~ 3 1428
’ T STt =S

Obtendo assim as duas primeiras casas decimais do 7.

/N

N

Figura 11: Circulo com hexdgono inscrito e circunscrito.

Infelizmente, € dificil obter muitas casas decimais com essa técnica. Modernamente, com o ad-
vento do célculo, passamos a considerar séries, como a expansido em Taylor da funcdo arcsin em
torno do 0:

: - (2k)' 2k+1
arcsinxr = i x
Zko A2 (2% + 1)

avaliada em z = 1 (arcsin 1 = 7). Na pratica, usamos outras séries que convergem mais rapido.

30 autor deste seminario disponibiliza um texto com mais detalhes sobre o assunto, em: http://www.ime.usp.
br/~fmario/divulg/pi.pdf
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3.1 Dificuldades Computacionais

Se programarmos em C, ndo podemos obter muita precisdao numérica usando uma estrutura tipo
ponto flutuante convencional. Para calcular a série diretamente, precisariamos recorrer a uma bi-
blioteca de precisdo arbitrdria (como a GMP) ou alguma implementacdo de aritmética racional, que
costumam ser computacionalmente caras.

Veremos a seguir uma férmula que nos permitira calcular o n-ésimo digito da representacao he-
xadecimal de 7 sem termos que recorrer a aritmética de alta precisdo, de forma que possamos usar os
tipos comuns, int, long e double.

A férmula a seguir é devida a Bailey, Borwein e Plouffe ("97):

Teorema 3.1 (Férmula BBP)

_i 2 11
N 8k+1 " 8k+4 S8k+5 8k+6

Demonstragdo.

E um exercicio de cédlculo mostrar que

dx

/f4\/§—8$ 4\/_95 — 8z°

1 —2a8

T :1+x8+w16+...22$8k

e usando que a série converge absolutamente, para trocarmos a soma com a integral, temos:

T = /ﬁ4\/§Zx8kdx — /ﬁ8x32x8kd:ﬁ — /ﬁ4\/§x42x8kdx — /ﬁ 8x52x8kdx
0 k=0 0 k=0
1 o) 1
= 24\/_/f 2 dr — Z /\f 23 dy — 4\/§/ﬁx8k+4dx— ZS/ﬂx8k+5dm’
=0 0 k=0 Y0

167* °°16k =, 167F °°16—k
:4; k+ 1 _2;08k+4 §8k+5_kz:08k+6

1 1
<8k+1 8k+4 8k+5_8k+6)

3.2 Calculo do n-ésimo digito hexadecimal
Na discussao a seguir, usaremos a seguinte notagao:

* |x], o piso de z, é o maior inteiro menor ou igual a .
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* frac(x), a parte fraciondria de z, frac(x) = |z| — ||z|].
* int(z), a parte inteira de z, int(z) = |z| — frac(x).

Assim, se z = —0, 2, temos || = —1, int(z) = 0 e frac(x) = 0,2. Também vamos convenci-
onar contar a partir do 0, assim o primeiro digito apds a virgula serd associado a n = 0, o segundo
digito associado an = 1, etc.

Temos as seguintes identidades:

o x,y >0, frac(z + y) = frac(frac(x) + frac(y))
o x>y >0, frac(r — y) = frac(1 + frac(x) — frac(y))
Pensando inicialmente em base 10, uma forma de obtermos o terceiro digito decimal (n = 2) de

1,01234 € fazendo a conta: int(10. frac(10%.1,01234)) = int(10.0,234) = int(2,34) = 2. Assim,
pensando da mesma forma em base 16, uma férmula para o n-ésimo digito hexadecimal de 7 é:

int(16. frac(16".7))
E uma férmula para os k primeiros digitos a partir do n-€simo é:
int(16*. frac(16".7))

Observaciao 3.2. Note que para obter o n-ésimo digito, precisamos conhecer apenas a parte inteira
de 16 frac(16™7). Logo, podemos fazer isso conhecendo poucos digitos significativos de 16" 7.

Definindo,
o0 16n7k
o(n,c) = Z
—~ 8k + ¢
Temos:

16"m = 40(n,1) — 20(n,4) — o(n,5) — o(n,6)

E portanto, podemos calcular uma boa aproximagao para a parte fraciondria de 16™7 se soubermos
calcular uma boa aproximacao para a parte fraciondria de o(n, c).

Dividimos a soma em duas partes:

n

o(n,c) =

o0

16nfk 16nfk

+
pr 8k + ¢ WS 8k + ¢

1. A primeira soma € uma soma finita que envolve nimeros enormes, mas como estamos interes-
sados apenas na parte fraciondria, podemos fazer contas mod (8k + c¢), isto é, para calcular
16™"*, usamos que ab mod d = (a mod d)(b mod d) mod d.°

®Aqui é necessdrio um cuidado adicional: o algoritmo ingénuo executaria n — k operacdes, mas é possivel gastar
log(n — k) operagdes e isto tem um grande impacto no desempenho final do programa, quando escolhemos n grande.
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2. A segunda soma ¢ infinita, mas converge para 0 rapidamente, entdo podemos obter uma boa
. ~ . n—k _ —1

aproximagdo considerando poucos termos. De fato, Y7 . 186kﬁ < it 1607 =

e assim, se calcularmos apenas os primeiros 9 termos, cometeremos um erro menor que 10710,

o que ndo deve afetar os digitos mais significativos, nos quais estamos interessados’.

3.3 Escrevendo 7 na base decimal

Com as informagdes descritas na ultima se¢do, podemos implementar um programa que calcula
os digitos hexadecimais de 7. Mas... e os digitos decimais? Curiosamente, ndo temos um método que
calcula diretamente o m-ésimo digito decimal do 7. Precisamos calcular todos os n primeiros digitos
hexadecimais® e af fazer uma conversdo. Para isso, serd necessdrio trabalhar com nimeros grandes.

Com os n primeiros digitos hexadecimais do 7, temos o nimero inteiro a = int(16™ frac(7)) na
base 16. Queremos expressar o nimero int(10™a/16™) na base 10.

Podemos expressar esses nimeros no computador como vetores de inteiros e teremos que imple-
mentar fungdes para (i) multiplicar esses nimeros por poténcias de 10; (ii) dividir esses nlimeros por
poténcias de 10 e 16.

Mais detalhes sobre a implementacdo dessas funcdes encontram-se no texto indicado no inicio do
capitulo.

4 Removendo arestas para tornar um grafo bipartido

12/05/2015 - Lucas Colucci

Nesta se¢@o, nos preocuparemos com a seguinte pergunta:

Pergunta 4.1. Dado um grafo, qual o menor nimero de arestas que, se removidas, tornam o grafo
bipartido?

4.1 Notacao

Inicialmente, fixemos algumas nota¢des que usaremos adiante.

G = (V, E) sempre serd um grafo com conjunto de vértices V' e arestas £, quando necessdrio
distinguir o grafo, usaremos V' (G) e F(G) para o conjunto de vértices e arestas de (¢, respectivamente.
De forma andloga, v(G) := |V (G)| e e(G) := | E(G)| sdo o nimero de vértices e arestas do grafo G.
Muitas vezes, usaremos as letras n = v(G) e m = e(G) para denotar estes pardmetros.

Dado um vértice x € V, denotamos por I'(z) a vizinhanca de z, isto é, o conjunto de vértices
adjacentes a x (note que = ¢ I'(x) !). JA I'(x) s@o os vértices diferentes e ndo adjacentes a x, isto €,

[(z) = V\({z} UT(2)).

Aindacom z € V, deg(x) := |I'(x)| é o graude x. Se A C V, deg,(x) := |I'(x) N A| é 0 ndmero
de vizinhos de = no conjunto A.

Se A C V(G), G[A] é o subgrafo induzido por A, isto €, o grafo com conjunto de vertices A e
apenas as arestas de GG que sao entre vértices de A.

7Aqui também devemos ser cautelosos: por exemplo, se somarmos 10~1% ao nidmero 0,0999999999, obtemos 0, 1.
Entdo também devemos verificar se algo assim nao ocorre.

8Um inteiro a precisa de 1 + |log, a| digitos para ser representado na base b. Assim, se quisermos m digitos de 7 na
base 10, precisamos dos n = 1 + mlog;4 10 < 1 4 0, 84m digitos na base hexadecimal.
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A seguinte figura sera util:

T'(x) G

T(x)

Figura 12: Um exemplo com z, I'(x) e I'(x). Note o subgrafo bipartido induzido pelo corte

(I(2), {z} UT(2)).

4.2 Tornando grafos bipartidos

Fato 4.2. Um grafo GG pode ser feito bipartido removendo-se no mdximo metade de suas arestas.
Formalmente, existe Gy C G bipartido, tal que V (Gy) = V(G) e e(Gy) > e(G)/2.

Demonstragdo.

Comece com uma partigdo arbitraria dos vértices, (A, B). Se x € A tem mais vizinhos em A do
que em B, altere a particao transferindo x para o conjunto 5. Faca o andlogo para vértices em B, isto
€, se © € B tem mais vizinhos em B do que em A, mova-o para o conjunto A.

A B A B

N

o
-

Figura 13: A transferéncia de um vértice.

Cada vez que essa operagao é realizada, o nimero de arestas entre as partes A e B cresce, portanto
apds um numero finito de operagdes, este processo ndo poderd ser repetido.

Se ndo podemos mais repetir a operagdo, vale que Va € A, deg,(a) < degg(a) e Vb €
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B, degp(b) < deg,(b). E entio:

# arestas entre Ae B =

N | —

(Z degp(a) + Z degA(b)>

acA beB

2% <% > (deg,(a) + degp(a)) + % > (degp(b) + degA(b))>
1 e(G)
=1 Zdeg(v) ~ 9

veV

Portanto o nimero de arestas internas em A e B é menor ou igual a ¢(G)/2 e removendo-as
obtemos um grafo bipartido. |

O fator l ¢ 6timo, pois o grafo completo K, tem (") arestas e seu maior subgrafo bipartido € o

grafo blpartldo completo Kz » com % ~ (}) arestas.

A seguir, uma conjectura de Erdos que motivard os préoximos resultados desta se¢cdo. Lembremos
o resultado de teoria dos grafos de que os grafos bipartidos sdo exatamente aqueles que ndo possuem
ciclos impares. Assim, ndo possuir tridngulos € um “primeiro passo” para ser bipartido.

Conjectura 4.3 (Erdos). Um grafo G com n vértices e livre de tridngulos pode ser feito bipartido

n2
removendo-se no maximo % arestas.

Observacao 4.4. A conjectura € motivada pelo seguinte exemplo (que mostra que a conjectura
ndo pode ser melhorada): considere o grafo formado por 5 partes: A, As, A3, Ay e As, cada uma
comn / 5 vértices e arestas apenas entre vértices de partes consecutivas: A, Az—l—h t=1ade As, A;.
E necessério remover pelo menos % arestas deste grafo para tornd-lo bipartido. (Exercicio: mostre
isso!?)

Observacao 4.5. Segue diretamente do Fato 4.2 que se e(G) < %25, a conjectura vale .

Teorema 4.6 (Erdos, Gijon, Simonovits)
A conjectura é verdadeira se ¢(G) > %2

Demonstragdo.

Para cada = € V(G), considere o grafo bipartido induzido por (I'(x), V\I'(x)) (reveja a figura
12). Como G ¢ livre de tridngulos, ndo existem arestas entre vértices de I'(x) e assim o nimero de
arestas deste subgrafo bipartido € igual a soma dos graus dos vértices em I'(x). Variando x, podemos
calcular a média de arestas neste subgrafo bipartido:

)

Z Z deg(u Z deg(u (Zuevw) deg(U>>2 _ 4e(G)?

xEV(G) uel(x uEV

Sendo que na primeira igualdade trocamos a ordem das somatdrias e notamos que cada vértice u
é contado exatamente deg(u) vezes e a desigualdade é devida a convexidade da fungdo f(t) = ¢2.

°DICA: conte quantos C hd no grafo e quantos incidem em cada aresta.
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Concluimos que existe um vértice z € V/(G) tal que ), cp(, deg(u) > 4655)2

possivel obter um grafo bipartido removendo-se e(G) — de(G)”

e portanto €

2 . sz
5 arestas. Disto resulta a tese, ja que
4e(G)? 2 2
e(G) — % < %= quando ¢(G) > . |

Enunciamos a seguir o principal resultado desta secao (e o mais perto que chega-se da conjectura
de Erdos).

Teorema 4.7 (Erdos, Faudree, Pach, Spencer *86)
Um grafo G com n vértices e livre de tridngulos pode ser feito bipartido removendo-se no maximo
2
15 + 5 arestas.

Para provar este teorema, consideraremos dois casos. Se o numero de arestas for grande, o grafo
bipartido induzido pelo parti¢io (I'(z), {z} U T'(x)) para um certo x € V resolverd. Caso contrario,
olharemos para os ciclos de tamanho 4 (C), incidentes em uma certa aresta xy e o grafo bipartido
induzido pela parti¢do (I'(z)\{y}, T'(y)\{x}). Veja a figura 14.

oMy} TyNo)

X y
Figura 14: As arestas no grafo bipartido induzido por (I'(z)\{y},T'(y)\{x}) sdo exatamente o nd-

mero de C,’s incidentes em xy.

Provemos alguns lemas antes de procedermos a demonstra¢io do teorema.

Lema 4.8. Todo grafo livre de tridngulos tem um vértice z tal que e(G[['(z)]) < e(G) — de(G)?

> n2

Demonstragdo.

Segue diretamente da equacdo (4) e do argumento usado na prova do Teorema 4.6 de que para

algum vértice © € V(G), 3 cp(,) deg(u) > 4851—?2- =

Lema 4.9. Seja G um grafo com n vértices e m arestas, entao:

. . 2 X ,
(i) G tem uma aresta contida em pelo menos (Sn% — %m) Cy’s.

4m(2m2—n?) o

(i) Se G ¢ livre de triangulos, entdo existe uma aresta contida em pelo menos 2 (2 —am) C4’S:

Demonstragdo.

Dados z,y € V, seja t({z,y}) := |I'(z) N T'(y)| o ndmero de vizinhos comuns a x e y.
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Temos:

S et = X () (") ®)

{z,y} ueV

onde a primeira soma € sobre todos os pares de vértices no grafo, a igualdade € justificada por um

argumento de contagem dupla e a desigualdade se deve a convexidade da funcdo f(x) = (”2”) = @

Usando isto, podemos contar o nimero de C';’s contidos em G-

#ammnG:%E%CHsz

>1C§<meﬂ?whﬂﬁ>

—2\2

(1) (C)0)

om*  3m?

nt 2n

onde contamos cada C; a partir de seus pares de vértices opostos (somando sobre todos os pares de
vértices do grafo) e em seguida usamos novamente a convexidade de (g) e a equacao (5).

Contando o nimero de elementos do conjunto X = {(e,C) : e€ E,C ~Cy C G, e € C} de
duas formas, a partir das arestas e a partir dos C4’s, obtemos:

Z[#C[squecontéme] =|X|>—F - —
ecl

Dividindo tudo por m, temos a média do nimero de C;’s que contém cada aresta, e portanto existe

. 3
uma aresta contida em pelo menos Sn% — GTm Cys.

A prova de (ii) é semelhante, apenas restringimos a soma sobre os {z, y} ndo adjacentes. [

Lema 4.10. Seja W C V(G) tal que G[W] pode ser feito bipartido removendo-se § arestas. Entdo

G pode ser feito bipartido removendo-se no maximo 3e(G) — se(G[W]) + 4 arestas.

2

Demonstragdo.

Seja (W1, W) uma parti¢do de W com e(G[W1]) + e(G[W2]) < § e seja (Uy, Uz) uma partigio
de U = V\W tal que e(G[U1]) + e(G[Us]) < e(G[U])/2 (que existe pelo Fato 4.2).

Figura 15: V(G) divido em 4 partes.

Consideremos as partigdes (W U Uy, Wy U Uy) e (Wy U Uy, Wo U Uy) de V(G). Em média, o
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nimero de arestas que precisam ser removidas para tornar GG bipartido com estas particdes é:

1
5 [(e(W1UUL) +e(Wo UUs)) + (e(Wh UUy) + e(Wo U Uy))]
1

=3 (e(G) + 2e(U)2e(Usy) — e(U) + 2e(W1) + 2e(W3) — e(W))
1 e(W)

< —

< 2e(G) 5

E portanto uma destas parti¢des nos da o resultado desejado. [

Demonstragdo. (Teorema 4.7)

Pelo Lema 4.8, sabemos que ¢ pode ser feito bipartido com a remog¢do de no maximo m — 4232
arestas. Se m > %2, segue que m — <~ < 3 ” e obtemos o resultado.

Consideremos entao, m < %2.

. . . . —n3
Pelo item (ii) do Lema 4.9, existe uma aresta xy € E contida em pelo menos %2:1)04 .
Isto significa que W = (I'(z )\{y}) (I'(y)\{z}) induz um grafo bipartido (ja que G é livre de
4m(2m?—n?) .

triangulos) com pelo menos W arestas (reveja a figura 14).

Entdo, pelo Lema 4.10, usando este W e § = 0, G pode ser feito bipartido com a remogdo de no

Lo m 2m(m?—n?) t
maximo 5 — T5ra— 1 arestas.
2_p3
Como m < n?/6, pode-se mostrar que % < "—8 + 5 e concluimos a demonstrag@o.
|

5 Grupos, Nimeros e a Conjectura de Artin

19/05/2015 - Bruno Pasqualotto Cavalar

Toda frac@o possui uma representagdo decimal, eventualmente uma dizima periddica. Por exem-

plo:

1 — 1
ﬁ—0,09 -

Mais geralmente, se p € primo e diferente de 2 ou 5, 1—17 € uma dizima periddica da forma % = 0,a;...ax.

Manipulando a dizima, podemos escrever:

1 1 1 1 M10*
= = 0,aa = (5 ) (14 o M. =

p it = et g (+10k+102k+ ) -1 10F—1
=10 —1=cp

= 10" =1 (mod p)

Com mais cuidado, podemos ver que k, o periodo da dizima, é o menor inteiro tal que 10* é con-
gruente a 1, médulo p. Pelo pequeno teorema de Fermat, sabemos que p — 1 possui essa propriedade.
Se k = p — 1, entdo dizemos que 10 € uma raiz primitiva médulo p (portanto 10 € raiz primitiva
moédulo 7, mas ndo médulo 11).

A conjectura de Artin diz (em particular) que 10 € raiz primitiva de infinitos ndmeros primos e
mais: que isto ocorre com aproximadamente 3/8 dos nimeros primos.
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Explicaremos melhor todos estes conceitos adiante. Comecemos revisando algumas definicoes e
conceitos basicos de Teoria dos Numeros.
5.1 Revisao de Teoria dos Numeros

Definicao 5.1. Dados inteiros d e a, dizemos que d divide a e denotamos d|a se existir g € 7Z tal
que a = d.q.

Definicao 5.2. Dados inteiros a e b, definimos o mdximo divisor comum de a e b como mdc(a, b) :=
max{d € Z : d|a, d|b}.

Definicao 5.3. Se a e b sdo inteiros tais que mdc(a, b) = 1, dizemos que a e b sdo primos entre si.

O seguinte lema € muito usado:

Lema 5.4 (Bézout). Dados a,b € Z, d = mdc(a, b) se, e somente se, existem z,y € 7Z tais que
xa + yb = d e d € o menor inteiro positivo com essa propriedade.

Lema 5.5. Se d|ab e mdc(d, a) = 1, entdo d|b.
Lema 5.6. Se mdc(a,b) = 1, alc e b|c, entdo ablc.

Proposicao 5.7 (Algoritmo da divis@o). Dados a,b € Z, existem tnicos q,r € Z tais que a =
qgb+r,com0 <r <b.

Definicao 5.8. Dados a,b,n € Z, dizemos que a é congruente a b modulo n e denotamos a =
b (mod n) se n|(b — a), ou de maneira equivalente, se a tem o mesmo resto que b, quando divididos
por n.

Teorema 5.9 (Teorema Fundamental da Aritmética)
Se n € Z, existem py, ..., py primos distintos e 71, ...,7, € Z, tais que n = pi'...p;". Essa
representacdo € tnica a menos de permutacdes entre os fatores.

5.2 Introducao a Teoria dos Grupos

Definic¢do 5.10. Um grupo (G, -) é formado por um conjunto G munido de uma operag@o - com
as seguintes propriedades:

* (Associatividade) Va,b,c € G, (a-b)-c=a- (b c).
* (Identidade) 3¢ € G talque Va € G, e-a=a-e = a.
e (Inverso)Va € G, Ja~' € Gtalquea™ -a=a-a ! =e.

Muitas vezes denotamos o grupo simplesmente pelo seu conjunto de elementos G.

Alguns exemplos de grupos:

1. (Sy, o) Chamado grupo simétrico, composto pelas permutagdes de n elementos, com a operagdo
de composicao.
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2. (Z,+) O grupo dos niimeros inteiros, com a operagao de soma.
3. (Z/nZ,+) O grupo dos inteiros médulo n, com a opera¢ao de soma.

4. ((Z/nZ)*,.) O grupo dos inteiros primos com 7, médulo n, com a operag¢do de multiplicagdo.

Este tdltimo exemplo serd importante no resto desta se¢do. Vejamos em detalhes que (Z/nZ)* é
de fato um grupo com a opera¢do de multiplicacao:

Proposicido 5.11. O conjunto (Z/nZ)* := {a (mod n) | mdec(a,n) = 1} com a operagdo de
multiplica¢do é um grupo e (Z/nZ)* = {a (mod n) | 3x € Z,ax = 1 (mod n)}.

Demonstragdo.

A operagdo estd bem definida, pois se a,b € (Z/nZ)*, temos que existem x1, T2, Y1, y2 € 7Z tais
que 1 = x1a + y1n = 230 + yon. Multiplicando, obtemos 1 = (z123)ab + (z1y2a + Y1220 + y1y2n)n
e portanto mdc(ab,n) = 1 e ab € (Z/nZ)*.

As propriedades de associatividade e identidade sdo de fécil verificagdo, vejamos a existéncia
de inverso: se a € (Z/nZ)*, entdo existem z,y € Z tais que za +yn = lelogoa™ = z e
ax =1 (mod n), o que também prova a dltima afirmac@o da proposicao. |

O lema a seguir segue facilmente das propriedades que definem um grupo:
Lema 5.12. Se (G, -) é um grupo e a, b, u € G, entdo:

l.ua=ub=a=5%
2.au=bu=a=">

3. (ab) ' =0b"ta™!

Definicao 5.13. Se G € um grupo e H C G, dizemos que H € um subgrupo de GG e denotamos
H < G se H for um grupo com relagdo a mesma operagio de G.

Lema5.14. H <G & Va,b€ Htemosab e Hea™' € H.

Proposicao 5.15. Se GG € finito, H C G'eVa,b € H, ab € H, entdo H é um subgrupo de G.

Demonstragdo.

Se H = {e}, a afirmagdo é verdadeira. Caso contrério, seja a € H, a # e. Considere A =
{a,a? a3,...}. Como G é finito, A também é e Ji,j € Z,i < jtaisquea’ = o/ = ¢ = @/ =
add "l =e=alt=a""1eH,poisj—i>1(a#e)ej—i—1>1.

[

Defini¢do 5.16. Dado a € G, o conjunto (a) := {a* : k € Z} é o subgrupo ciclico gerado por
a. Dizemos que um grupo H é ciclico se existe a € H tal que H = (a). Neste caso, chamamos a de

gerador do grupo H.

Definicdo 5.17. Se G for um grupo finito, definimos a ordem de G como o(G) := |G/.
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Definicdo 5.18. Se a € G, definimos a ordem de a, o(a) := min{m € Z, : a™ = e}.
Lema 5.19. Se G é um grupo finito e a € G, o(a) = o({(a)).
Defini¢do 5.20. Se H < G, escrevemos a = b (mod H) < ab™! € H.

Observacao 5.21. Note que a definicio anterior € uma extensao da definicdo 5.8, de congruéncia.
G é o grupo (Z,+) e H o subgrupo (nZ, +), dos inteiros miltiplos de n.

Lema 5.22. A relacdo = € uma relacdo de equivaléncia.

Definicao 5.23. Dado a € GG, H < G, definimos a coclasse (ou classe lateral) de a com relagio a
H como Ha :={ha | h € H}.

Lema 5.24. Ha € a classe de equivaléncia de a, com respeito a relagdo =.

Demonstragdo.
Denotemos por [a] a classe de a.

Ha C [a]. Paratodo h € H, a(ha)™ = aa'h™ = h™' € H = a = ha (mod H) = ha €
[a]Vh € H.

la] C Ha. Sez € [a,az™1 € H = (az™')™' € H=za' € H= 3h =2za"' € H tal que
ha =z = x € Ha. |

Lema 5.25. Existe uma bijecdo entre quaisquer coclasses de H em G e portanto elas t€ém o mesmo
numero de elementos. Como |He| = |H|, |Ha| = |H|, Ya € G.

Demonstragdo.

Sejam a,b € G e considere ¢ : Ha — Hb, p(ha) = hb. ¢ é claramente sobrejetora. Como
hlb = hgb = hl = hQ = hla = hga, ) é injetora. [ |

O préoximo teorema exerce um papel fundamental na teoria dos grupos finitos e possui diversas
consequéncias importantes.

Teorema 5.26 (Teorema de Lagrange)
Se G é um grupo finito e H < G, entdo o( H)|o(G).

Demonstragdo.

Seja k o nimero de coclasses de H, como todas tém tamanho igual a o(H), o(G) = k.o(H) e o
teorema segue. |

Corolario 5.27. Se GG é um grupo finito e a € G, entdo o(a)|o(G).

(@)

Corolario 5.28. Se G é um grupo finito e a € G, entdo a”\*) = e.
Demonstragdo.
Como o(a)|o(G), existe m € Z tal que o(G) = m.o(a) = a°@) = (a®@)" = ™ = . u
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Corolario 5.29. Se G é um grupo finito, a € G e a™ = e, entdo o(a)|m.

Demonstragdo.

Pelo algoritmo da divisdo (proposi¢do 5.7), existem ¢,r € Z, 0 < r < o(a) tais que m =
o(a).q+7. Como e = a™ = a° W9+ = q", pela defini¢io de o(a), temos que 7 = 0 our > o(a). Pela
forma como 7 foi escolhido, » = 0. |

5.3 A funcao ¢ de Euler

Definicao 5.30. Dado n € Z., definimos a fungdo ¢ de Euler como o niimero de inteiros primos
com n e menores que n:

¢(n) = o((Z/nZ)")

Essa funcdo € muito usada em teoria dos nimeros e possui diversas propriedades, vejamos algu-
mas:

Proposicéo 5.31 (Fatos sobre ¢(n)).

1. Sepéprimoen € Z, ¢(p") = p" — p" L.
2. Sem,n € Z, e mde(m,n) = 1, entdo ¢p(mn) = ¢p(m)o(n).

Demonstragdo.

1. Queremos contar |[{a : 0 < a < p" — 1, mde(a,p”) = 1}|. Para isso, podemos contar
quantos nimeros ndo sdo primos com p™ e subtrair de p”. Mas se mdc(a, p") # 1, a = k.p com
0<k<(p!—1). Portanto, ¢(p") = p" — p" L.

2. Sejam m,n € Z,, mdc(m,n) = 1.
Considere 7' : (Z/mnZ) — (Z/mZ) x (Z/nZ), T(a (mod mn)) = (a (mod m), a (mod n)).
T estd bem definida, pois se a = b (mod mn) = mn|(a —b) = m|(a —b) en|(a —b) = a =
b (mod m)ea = b (mod n).
T ¢ injetora, pois se T'(a (mod mn)) = T(b (mod mn)) = a = b (mod m) e a =
b (mod n) = m|(b—a)en|(b—a) hema >0 mn|(b—a) = a = b (mod mn).
Como o dominio e o contra-dominio de 7" possuem a mesma cardinalidade, concluimos que 7’
¢ bijetora.

Agora, a é primo com mn se, € somente se, a € primo com m e a € primo com n. Para vermos
a ida, basta usar o fato de que existem x, y € Z tais que xa + ymn = 1. Para a volta, temos que
existem xq, s, Y1, Y2 € Z tais que x1a + y1ym = 1 e x2a + yon = 1 e multiplicando, obtemos
(y1y2)mn + (ax129 4+ T1y2n + y129m)a = 1.

Concluimos, entdo, que existe uma bijecdo entre (Z/mnZ)* e (Z/mZ)* x (Z/nZ)*, logo estes
conjuntos tém a mesma cardinalidade e ¢(mn) = ¢(m)o(n).
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3. Pelo teorema fundamental da aritmética, existem primos p, ..., pi distintos € r1,...,7, € Z,
tais que n = p’...p,". Provaremos a afirmacao por indugdo em k.

Sek=1,temosn =p edn < d=p°,com0 < s <r. Mas ZdTO o(d) =1+ Zdqub(d) =
dln dn
L+3 i —p ) =1+p —1=p" =n.

Sek > 1,temosn = pi*..pfedn < d=pi.pF,coms;, € Z, 0<s <rel<i<
b Mas S0 00d) = 5201 e Sk phit) = Sy e Sl Olp1 b)) =
Tk s r Th_ s Sk— HI , r r Th_
(252:0 ¢<pkk)) : (Zsizo Zsz_izo ¢(p11-~pkk—11>> = (p)-(p1'--ppy) = .
[ |

A seguir, mais um coroldrio do Teorema de Lagrange (5.26), muito usado em teoria dos nimeros.

Teorema 5.32 (Pequeno Teorema de Fermat)
Sen € Z, e mdc(a,n) = 1, entdo a®™ = 1 (mod n). Em particular, se n = p primo e p { a,
a’~' =1 (mod p).

Demonstragdo.

Segue diretamente do coroldrio 5.28 aplicado ao grupo (Z/nZ)*. [

5.4 Raizes primitivas e a Conjectura de Artin

Finalmente, estamos em condi¢des de definir o que € uma raiz primitiva e apresentar a conjectura
de Artin.

Definicdo 5.33. Se (Z/nZ)* é ciclico e (Z/nZ)* = (g), entdo g é raiz primitiva médulo n.

Conjectura 5.34 (Artin). Todo a € Z, a # —1 e que ndo € um quadrado perfeito, isto €, a #
n?,n € 7Z é raiz primitiva de A ~ 0, 379... dos primos.

Sendo que essa propor¢do € formalizada com o conceito de densidade assimtética, isto é:

, {p : 1 <p < n,péprimo e a é raiz primitiva de p}|
im
n—00 Hp : 1 <p<mnepéprimo}|

_ 1
e A =11, primo (1 N p(p—1)>'

26/05/2015 - Bruno Pasqualotto Cavalar

Observacio 5.35. E necessario excluir os quadrados perfeitos da conjectura de Artin porque se

a=h? he€Zea#0(mod p), temos a7 =l =1 (mod p) (pelo pequeno teorema de Fermat,
5.32) = o(a) < B e (a) # (Z/pZ)*.

Defini¢fio 5.36. Sejam G e G grupos. Se ¢ : G — G é tal que p(ab) = p(a)p(b)Va,b € G
dizemos que ¢ € um homeomorfismo. Se  for bijetora, dizemos que ¢ € um isomorfismo, que 0s

grupos G e G sdo isomorfos e denotamos G ~ (.

Lema 5.37. Se G é finito, ciclico e o(G) = d, entdo G ~ (Z/dZ).
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Demonstragdo.

Como G é ciclico, existe g € G tal que (g) = G. Considere T' : G — Z/dZ, T'(g") = n (mod d).

T estd bem definida, pois se ¢ = g’ ea <b=e¢=¢"* = o(g)lb—a = djb—a = a =
b (mod d).

T € injetora, pois se a = b (mod d), entdodlb —a=b—a=kd, ke Z=g"*=g""=¢e=
¢ = g

Como o dominio e a imagem sdo finitos e possuem mesma cardinalidade, 7" € bijetora.

T é um isomorfimo, pois T(g%¢%) = T(g*"*) = (a + b) (mod d) = (a (mod d)) + (b (mod d)).

|

Lema 5.38. Se G ~ U, o niimero de elementos de ordem d em G e U sao iguais.

Demonstragdo.

Seja ¢ : G — U o isomorfismo e seja x € G' com o(x) = d.

T=ec = p(a?) = ey = (p(x))! = eu.

Como ¢! € injetiva, se o(¢()) # d, obterfamos o(x) # d, contradi¢do. Logo, ¢ é uma bijec¢do

entre {r € G : o(zx) =d}e{y € U : o(y) = d} e estes conjuntos possuem a mesma cardinalidade.
|

Temos x

Lema 5.39. O grupo (Z/dZ,+) tem ¢(d) elementos de ordem d.

Demonstragdo.

Sejaa € Z, 0 < a < d tal que mdc(a,d) = 1. Afirmamos que o(a) = d, pois caso contrdrio,
existira k € Z,0 < k < d tal que ka = 0 (mod d) = d|ka = d|k, o que ndo é possivel. Portanto,
7,/ dZ possui pelo menos ¢(d) elementos de ordem d.

Se mdc(a,d) > 1, temos que amdc‘za 7= macaad =0 (mod d) = o(a) < d.
Portanto Z/dZ possui exatamente ¢(d) elementos. [

Corolario 5.40. Se G é finito, ciclico e o(G) = d, entdo G tem ¢(d) elementos de ordem d.

A seguir, algumas defini¢des que precisaremos para enunciar um lema usado na prova do teorema
5.46.

Defini¢do 5.41. Um corpo é uma estrutura algébrica constituida pela tripla (K, +,.), onde K
¢ um conjunto e +,. sdo duas operacdes (chamadas de soma e multiplicacdo) que satisfazem as
propriedades:

1. (+ associativa) a + (b+¢) = (a + b) + ¢ Va,b,c € K.
. (+ comutativa) a + b =b + a Va,b € K.

. (elemento neutro aditivo) 30 € K tal que 0 + a = a Va € K.

2
3
4. (inverso aditivo) Va € K, 3 —a € Ktal que a + (—a) = 0.
5. (. associativo) a(bc) = (ab)c Va, b, c € K.

6

. (. comutativo) ab = ba Va,b € K.
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7. (elemento neutro multiplicativo) 31 € K tal que la = a Va € K.
8. (inverso multiplicativo) Va € K,a # 0, Ja~ ! € K tal que aa™! = 1.

9. (distributiva) a(b + ¢) = ab + ac Va,b, c € K.

Certamente R e C sdo exemplos de corpos, mas também (Z/pZ, +, .) € um corpo se p for primo.

10

Definicdo 5.42. Se K é um corpo, denotamos por K[z| seu anel de polinémios'® na varidvel x.

Definicdo 5.43. Se p € K|x], defimos seu grau, gr(p), como o maior expoente da varidvel x em p.

Definicao 5.44. Dizemos que a € K é uma raiz de p € K[z], se p(a) = 0.

Enunciaremos o préximo lema sem demonstragdo, porém observamos que esta estd ligada a um
algoritmo de divisdo entre polindmios, semelhante a divisdo entre inteiros (5.7).

Lema 5.45. Se K é um corpo, p € K[z] e gr(p) = d, entdo p tem no maximo d raizes em K.

Teorema 5.46
O grupo ((Z/pZ)*, .) é ciclico para todo primo p.

Demonstragdo.
Considere ¢(d) = #{a € (Z/dZ)* : o(a) = d}. Queremos mostrar que ¢)(p — 1) # 0.

Considere um d|p — 1 tal que ¥)(d) # 0. Logo 3z € (Z/pZ)* com o(x) = d. Para todo y € (x),
y? = 1 (mod p). Como T? = 1 (mod p) tem no méaximo d solugdes em Z/pZ, todo elemento de
ordem d estd em ().

Portanto ¢(d) = ¢(d), se ¢(d) # 0. Como p — 1 = 370, ¥(d) < Y upad(d) = p— 1,
> d>
Y(d) = ¢(d) Vd|p — 1. Em particular, (p — 1) = ¢(p — 1) > 0. " ’ |

Vejamos agora um “argumento heuristico” a favor da conjectura de Artin.

Fixe a € Z. Para cada primo p, seja g, € (Z/pZ)* uma raiz primitiva médulo p e seja m € N tal
que g;' = a (mod p). Considere G, := mdc(m,p — 1).

Afirmacdo 5.47. (a) = (Z/pZ)* < G, = 1.

Demonstragdo.

p—1 p—1 m

(=) Suponha G, > 1,entdo a % = (¢™) % = (g% )P~' =1 (mod p). Portanto o(a) <p—1le
(a) # (Z/pZ)".

(<) Se G, = 1, suponha que exista k € Z, 0 < k < p — 1 tal que a* = 1 (mod p). Entdo
g™ =1 (mod p) = p — 1|mk = p — 1|k, contradigdo. [ |

Anel é uma outra estrutura algébrica, muito estudada, semelhante a um corpo, porém sem a exigéncia do inverso
multiplicativo. Z € um exemplo de anel e é claro que todo corpo K também € um anel. Os polindmios de K na variavel z,
com as operagdes usuais, sdo outro exemplo de anel.
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Portanto, a € raiz primitiva médulo p se, e somente se, ndo existir / primo tal que /|G).

Agora, fixado um p e um [, qual a probabilidade de [ dividir G,? Isso ocorre se [ dividir m e
p— 1. Assumindo que m pode ser qualquer niimero mddulo [ e p — 1 qualquer coisa diferente de [ — 1

médulo [ (pois [ # p = p # 0 (mod 1)), a probabilidade disso acontecer é ﬁ

Portanto, a probabilidade de [ 1 G,, para nenhum [ primo (assumindo que essa probabilidade seja
independente entre diferentes / - o que nao deve ser verdade) é:

A:H(l‘zuin)

[ primo

6 Conexoes entre Topologia e Combinatéria

26/05/2015 - Gabriel Bonuccelli Heringer Lisboa

Nesta secao, tentaremos relacionar objetos combinatoriais com espacos topolégicos usando diver-
sos teoremas que possibilitam conexdes entre essas dreas.

Comecemos com algumas definicdes bésicas de topologia.

6.1 Introducao a Topologia

Defini¢ao 6.1. Um espaco topoldgico é um conjunto X com um sistema 7 C 2% = P(X) que
satisfaz:

e 0, X €.

* A intersec¢do de qualquer familia finita de elementos de 7 pertence a 7.
* A unido de qualquer familia arbitrdria de elementos de 7 pertence a 7.
Os conjuntos de 7 sdo chamados abertos.

Um conjunto € dito fechado se seu complementar € aberto.

Uma vizinhanga de um elemento z € X é um conjunto aberto que contém x.

Como exemplos de espagos topologicos, temos:

1. R com o sistema usual de abertos (A C R é abertose Va € A, Je > Otal que (a—e,a+e) C A).

2. R”, também com o sistema usual de abertos (A C R”" € aberto se Va € A, de > 0 tal que
{zr eR" : ||z —a] <€} C A).

3. X et ={0,X}. (topologia trivial)
4. X et =P(X). (topologia discreta)
5. X ={1,2,3,4} e ={0,{2},{3},{2,3},{1,2,3},{1,2,3,4}}.

Por outro lado, ndo é um espaco topolégico X = Z e 7 a familia de todos os subconjuntos finitos
de Z, além do préprio Z. Pois se fosse, pelos axiomas de espago topolégico, A = [, 750{&} =
Z\{0} € 7, mas A ¢ infinito, contradi¢@o.
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Definicio 6.2. Uma familia 7/ C 7 é uma base de um espago topoldgico se qualquer elemento de
T pode ser escrito como uma unido de elementos de 7.

Definicdo 6.3. Seja (X, 7) um espaco topoldgicoe Y C X. A ropologia induzidaporY é (Y, {Y'N
U : U € 7}). Pode-se verificar que isto de fato é uma topologia.

Definicio 6.4. Sejam (X, 7) e (X»,72) dois espagos topoldgicos. Uma fungdo f : X; —
X, € dita continua se a pré-imagem de qualquer conjunto aberto é aberto. Em simbolos, YU €
T2, f_l(U) € 7.

Observacdo 6.5. E interessante observar que esta definicio generaliza a defini¢io de fungio con-
tinua entre R e R vista no curso de calculo. De fato, dado um aberto U C Re x € Rtalque f(z) € U,
pela definicdo de aberto de R (exemplo 1), existe € > 0 tal que (f(x) — ¢, f(z) + €) C U e pela defi-
ni¢@o de continuidade do célculo, existe 0 > 0 tal que f((x —d,x +9)) C (f(x) —¢, f(z) +€) C U.
Isto €, provamos que para todo x € f~1(U), existe § > 0 tal que (z — §,z + ) C f~1(U) e portanto
f7Y(U) é aberto.

02/06/2015 - Gabriel Bonuccelli Heringer Lisboa

Proposicao 6.6. Uma funcdo entre dois espacos topoldgicos € continua se, e somente se, a pré-
imagem de qualquer conjunto fechado é fechada.

Teorema 6.7
Sejam X e Y dois espagos topoldgicos e suponha que X = X; U ... U X,,, com X, fechado para
todoi € {1,...,n}.

Seja f: X — Y. fécontinuaem X < f; := f|x, é continua em X; paratodoi € {1,...,n}.

Demonstragdo.

(=) Fixe i € {1,...,n}, vamos provar que f; : X; — Y & continua. Tome um aberto U C Y e
note que f; '(U) ={z € X; : filr) eU}={r € X; : flx) €U} = X;N f~1(U) é aberto na
topologia induzida por X;, pois estamos supondo f continua e logo f~1(U) é aberto em X.

(<) Tome U C Y fechado. Para cadai € {1,...,n}, temos que f; é continua e pela proposi¢éo
6.6, f; 1(U) = f~1(U) N X; =: C; é fechado em X;. Logo, existe um subconjunto C/ fechado em X
tal que C; = C! N X, (pela defini¢do de topologia induzida adaptada a fechados). Como C! e X; sdo
fechados em X, C; também o é. Como f~1(U) = C; U ... U C,, concluimos que f~1(U) € fechado e
portanto f € continua (novamente pela proposi¢do 6.6). |

Definicao 6.8. Uma fungido ¢ : A — B é um homeomorfismo se é uma bije¢do e tanto ¢ quanto
¢~ ! sdo continuas.

Dizemos que dois espacos A e B sdo homeomorfos se existir um homeomorfismo entre eles e
escrevemos A ~ B.

Como exemplo, temos que R ~ (0,1). Um homeomorfismo é f : R — (0,1), definida por
f(z) = Ltan~!(z) + § e suainversa f~'(z) = tan(m(z — 1)) (veja a figura 16).

™
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Figura 16: O grafico do homeomorfismo. Observe como a fun¢do mapeia os abertos de R em abertos
de (0,1).

Definicao 6.9. Sejam XY espacos topologicos e Y C X. Uma retracdo de X em Y é uma
fungdo ' : X x [0,1] — X continua'!, tal que F(z,0) = z paratodo z € X, F(y,t) = y para todo
yeYetodote0,1]e F(X,1)=Y.

Observacao 6.10. Podemos interpretar o segundo parametro de F' como tempo e escrevendo
F(z,t) = fi(x), F representa uma familia de fungdes f; : X — X que "deformam continuamente"o
espago X, transformando-o no Y.

Observacao 6.11. Segue da definicdo de topologia produto (veja a nota 11) que se escolhemos
r € Xete (0,1)euma vizinhanca V aberta de F'(z,t), existem 0 > 0 e U, vizinhanca de x em X
tal que F'(2/,t') € V paratodo 2’ € U, et' € (t — 0,t + 9).

Definicao 6.12. Duas fun¢des continuas f,g : X — Y sdo homotopicas (denotamos f ~ g) se
existe F': X x [0,1] — Y continua, com F(z,0) = f(x) e F(z,1) = g(z) paratodo z € X.

Dizemos que f : X — Y é 0-homotdpica se for homotopica a fungdo constante.

Observacao 6.13. Tal como na tltima definicdo, podemos interpretar a segunda coordenada de F’
como tempo e F' como uma "interpolagdo continua"entre as fungdes f e g.

Proposicao 6.14. A relacdo de homotopia € uma relagdo de equivaléncia.

Fungdes continuas na reta sempre sao homotdpicas (se f,g : R — R sdo continuas, considere
F(z,t) = f(z) + t(g9(x) — f(x))). Portanto, para exibirmos contra-exemplos e mostrarmos fungdes
que ndo sejam homotdpicas, precisamos considerar espagos topolégicos mais complicados.

O toro ou circulo (denotado por T) € definido como T = R/Z, isto é, o conjunto das classes de
equivaléncia da relag@o sobre R definida como z ~ y < = — y € Z. T € um espago topoldgico com
base de abertos formada pelos arcos do circulo, ou igualmente, intervalos do tipo (a,b) C [0,1) (com
0<a<b<1e(a1l)U[0,b)(com0<b<a<]l).

1'Se A e B sio dois espacos topoldgicos, definimos uma topologia em seu produto A x B com base de abertos da
forma U x V, com U aberto em A e V aberto em B (também devem ser considerados unides de conjuntos dessa forma).
F deve ser continua nessa topologia.
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Considere as fungdes f, g : T — T definidas como f(z) =2 Vx € Te g(x) =z sex € [0,1/2],
g(x) = 1—x,sex € (1/2,1). Afirmamos, sem demonstrar, que g é 0-homotdpica, mas f ndo e
portanto f e g ndo sdo homotdpicas. Observe que F'(z,t) = (1 — t) f(z) ndo é continua para t # 0, 1
em (0,t) € T x [0, 1].

Definicao 6.15. Se X e Y sdo espagos topoldgicos, dizemos que X e Y tem o mesmo tipo ho-
motopico e escrevemos X = Y se existirem funcdes continuas f : X — Y eg:Y — X tais que
fog:Y Y ~idyegof: X — X ~idy.

Como exemplo, temos que [0, 1] ~ {0}. Considere f : [0,1] — {0}, f(z) = 0Vx € [0,1] e
g:{0} = 1[0,1],9(0) = 0. fog=idpyego f =0~ idpy:

09/06/2015 - Gabriel Bonuccelli Heringer Lisboa

Na proxima secdo definiremos um novo conceito, da matemaética discreta, que nos auxiliard a esta-
belecer a relagdo entra esta e a topologia. Mas antes, falaremos sobre combinacdes afim e simplexos.

6.2 Complexos Simpliciais
Definicfio 6.16. Os vetores vy, ..., v, € R? sdo afim dependentes se existirem escalares o, ..., o,

~ . k k ;. . ~
néo todos nulos tais que > ., a;v; = 0e Y, o; = 0. Caso contrério, dizemos que os vetores sdo
afim independentes.

Se k =1ewvy = v, tomando oy = 1 e a; = —1, notamos que vy, v; sdo afim dependentes. Se
vg # v1, suponha que existam o e «; nao ambos nulos tais que agvg + a1v; = 0 e ag + a; = 0.
Segue que g = —ay € Uy = avy. Como «y # 0, obtemos vy = vy, contradi¢do. Portanto, dois

pontos distintos sd@o afim independentes.

Proposiciio 6.17. Os vetores v, v1, ...,v;, € R? sdo afim independentes se, e somente se, 0s k
vetores v; — Vg, Uy — Vg, ..., U — Vg s20 linearmente independentes.

Demonstragdo.

(=) Se A1, ..., A\ s@o escalares tais que A;(v; — vg) + ... + Ap(vp — v9) = 0, temos (—A; — ... —
Ak)Vo + A1v1 + ... + Mg = 0. Fazendo g = — A1 — ... — A\, 1 = Aq, ..., a = \g, Observamos que
Z?:o a; =0e Z?:o a;v; = 0. Como, por hipétese, vy, v1, ..., v, sdo afim independentes, temos que
a; = O paratodo i de 0 a k. Entdo \; = O paratodoide 1 a ke vy — vy, ..., vy — vy sdo linearmente
independentes.

N . k
(<) Se ay, ..., oy, sdo escalares tais que agvg + ... + v, = 0e Y . a; = 0, queremos provar

que ap = a3 = ... = o = 0. De Zf:o a; = 0, vem que oy = —Zle «;. Substituindo em
k

Y iso vy = 0, vem que —(ag+...+ ) vo+ v +...+agvp = 0 = aq(v1—vp) +... + o (v —vp) =

0= a3 = ... = oy = 0, pois por hipétese, v1 — 2y, ..., U — Vg sdo linearmente independentes. [

Desta proposi¢cdo, vemos que trés vetores sdo afim independentes se, € somente se, sdo nao coli-
neares € quatro vetores sao afim independentes se, € somente se, sdo ndo coplanares.

Definicdo 6.18. O fecho convexo de um conjunto A C R¢, denotado por conv(A), é a intersec¢do
de todos os conjuntos convexos que contém A.
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Defini¢fio 6.19. Um n-simplexo o é o fecho convexo de um conjunto A C R? de n + 1 pontos
afim independentes.

Os pontos de A sdo os vértices de o e a dimensdo de o é n.
O fecho convexo de um subconjunto dos vértices de um simplexo o € uma face de o.

O interior relativo de um simplexo é obtido removendo-se todas as faces com dimensao menor
que a do simplexo

S

Figura 17: Exemplos de simplexos de dimensdes 0, 1,2 e 3.

Proposicao 6.20. Cada ponto x € conv(A) pode ser escrito como uma combinagio convexa de
pontos de A, isto é, existem x1,...,z, € A e escalares ay,...,q, > 0 tais que Z?:l o = le

T=) " .
Definicio 6.21. Uma familia ndo vazia A de simplexos € um complexo simplicial se:

1. Toda face de qualquer simplexo o € A também é um simplexo de A.

2. A interseccdo o1 N oy de simplexos oy, 02 € A € uma face de ambos oy e o5.

A dimensdo de um complexo simplicial é dim A := max{dimo : ¢ € A}.

Um subcomplexo de A € um subconjunto de A que também é um complexo simplicial.

Ny & A

Figura 18: A esquerda, um exemplo de um complexo simplicial. Os tridngulos cinzas sao 2-simplexos
pertencentes ao complexo, ja no tridngulo nio preenchido, apenas suas arestas sdo 1-simplexos per-
tencentes ao complexo. A direita, contra-exemplos.

Definicdo 6.22. O conjunto de vértices do complexo simplicial A, denotado por V' (A), é a unido
dos conjuntos dos vértices de todos os simplexos de A. Alternativamente, sdo todos os simplexos de
dimensdo 0 em A.

Definicao 6.23. A unido de todos os simplexos do complexo simplicial A € o poliedro de A,
denotado por ||A||.
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Definicao 6.24. Seja X um espaco topolégico. Um complexo simplicial A cujo poliedro é home-
omorfo'? a X (X ~ ||A|)) é uma triangulagdo de X.

Figura 19: Como exemplo de triangulacdo, vemos um complexo simplicial formado por um tnico
tetraedro e todas as suas faces e seu poliedro projetado na superficie da esfera S.

09/24/2015 - Gabriel Bonuccelli Heringer Lisboa

Agora veremos o teorema de Borsuk-Ulam, um famoso teorema da topologia e seu correspondente
combinatorial, o lema de Tucker.

6.3 O Teorema de Borsuk-Ulam

Defini¢ao 6.25. Denotamos S"~! = {z € R" | ||z|| = 1} a esfera de dimensdo n — 1, contida em
R™. E denotamos B" = {x € R™ | ||z|| < 1} a bola de dimenséo n, também contida em R™.

Apresentamos a seguir quatro enunciados equivalentes, todos conhecidos como “teorema de Borsuk-
Ulam”. Provaremos sua equivalécia, porém omitiremos sua demonstracao.

Proposicao 6.26. Sao equivalentes as afirmacdes:

(1) Toda fungdo continua f : S™ — R™ admite um ponto x € S™ tal que f(z) = f(—x).

(2) Toda fungdo continua f : S™ — R™ que preserva pares de pontos antipodas'® (impar) possui um
ponto x € S™ satisfazendo f(x) = 0.

(3) Nao existe funcao continua f : S™ — S™ ! que preserva pares de pontos antl’podas (1’mpar).
¢
(4) Nio existe fun¢do continua . B — §" 1 que preserva pares de pontos antl’podas na fronteira
¢

OB" = 5",

Demonstragdo.

12Devemos ver ||A|| como subconjunto de R? e considerar sua topologia induzida.
3Dizemos que uma funcio definida em S™ preserva pares de pontos antipodas ou é impar se f(—x) = — f(x) para
todo x € S™. Observe que se x, —x € S™, entdo f(z) e f(—=x) também sdo pontos opostos na imagem de f.
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(1) = (2) Seja f : S™ — R"™ uma fungéo continua que preserva pares de pontos antipodas. Por
(1), existe z € S™ tal que f(z) = f(—=x). Pela propriedade da fun¢do, vem que f(x) = —f(z) =
2f(z) =0= f(x) =0.

(2) = (1) Dada f : S™ — R" continua, considere g(z) = f(z) — f(—x). Podemos ver que g é
fmpar e por (2), existe x € S™ tal que g(z) = 0= f(z) = f(—x).

(2) = (3) Suponha que exista f : S™ — S™~! continua e que preserva pares de pontos antipodas.
Podemos considerar [’ : S™ — R", f'(z) = f(x) para todo x € S™ e provar que f’ também é
continua. Por (2), 0 € Im(f’), mas Im(f’") = Im(f) C S™*, absurdo. Portanto tal f ndo existe.

(3) = (2) Suponha que exista f : S™ — R™ continua e que preserva pares de pontos antipodas
e tal que f(z) # 0 para todo x € S™. Podemos, entdo, definir a fun¢do g : S — S™~! dada por

g(z) = ’lcl(T‘TH) Esta fun¢do € continua e também preserva pares de pontos antipodas, o que entra em

contradi¢do com (3).
(4) = (3) Consideremos o conjunto U = {x = (z1,...,Tp41) € S™ | z,41 > 0} e a projecéo
7:U— B", w((x1,...,x041)) = (21, ..., x,). Observe que 7 é uma bijecao.

Figura 20: Para n = 2, ilustramos o conjunto U/ em cinza e B? em azul. Observe que a projecio 7
fixa a borda de B? = S'.

Suponha que exista uma funcdo continua que preserva pares de pontos antipodas f : S™ — S™71.
Podemos, entdo, definir a fungdo g : B" — S™ ! dada por g(z) = f(7!(x)). Esta fun¢do é continua
e preserva pares de pontos antipodas em 9B™ = S™ !, pois nessa borda 7 € a identidade e f preserva
pares de ponto antipodas. Chegamos em uma contradi¢do com (4).

(3) = (4) Suponha que exista g : B" — S™~1 que preserva pares de pontos antipodas em 0 B" =
S~ Definimos a fungdo f : S™ — S™" ! por f(x) = g(n(x)),se x € Ue f(z) = —g(n(—x)), se
—xeU.

Observamos que f estd bem definida, pois se x, —z € U, entdo x, —x € 0B™, w(z) = z,7n(—x) =
—1x e como ¢ preserva pares de pontos antipodas em 0B", temos —¢g(7w(—x)) = —g(—z) = g(x) =
g(m(z)) e as duas defini¢des coincidem. Ademais, f é continua, pois é continua em U e em —U e
ambos formam uma cobertura de S™ por fechados (Teorema 6.7).

Obtemos uma contradi¢do com (3), pois da forma como foi definida, f preserva pares de pontos
antipodas. |

Teorema 6.27 (Borsuk-Ulam)
As afirmagdes da proposi¢do anterior sdo verdadeiras.

Com o teorema de Borsuk-Ulam podemos provar o chamado Teorema do Ponto Fixo de Brower.

Teorema 6.28 (Teorema do Ponto Fixo de Brower)
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Se f : B" — B™ é continua, ento existe x € B" tal que f(z) = z.

Demonstragdo.

Suponha que exista f : B™ — B™ continua e que ndo admite um ponto fixo, isto é, f(z) # x para
todo z € B™. Vamos obter uma contradi¢do com o item (4) do teorema de Borsuk-Ulam.

Construimos a fungdo F' : B" — S™ ! tal que para x € B", consideramos o segmento entre f ()
e x e o alongamos, na diregéo de x, até S"~1. Isto é, F'(z) = = + A(f(z) — z), com A > 0 tal que
[F ()] = 1.

F(x)

Figura 21: A funcdo F' no caso n = 2.

Observamos que F(z) = x para todo x € 0B" = S, Portanto, F' preserva pares de pontos
antipodas e obtemos uma contradi¢do com o item (4) do teorema anterior. |

Terminamos a se¢do enunciando o Lema de Tucker, que também pode ser mostrado equivalente
ao Teorema de Borsuk-Ulam e usado na demonstracdo deste. Precisamos de uma defini¢do antes de
enunciar o lema:

Definicao 6.29. Uma triangulacdo 7" da bola B™ € antipodal e simétrica na fronteira se para todo
simplexo o € T que é mapeado na fronteira 0B" = S"~!, —¢ também pertence 2 triangulac3o.

Observacao 6.30. Conforme descrito na defini¢do 6.24, triangulagdo € um homeomorfismo entre
um complexo simplicial e um espago topoldgico (no caso, B™). Assim, notamos que 0 —o presente
na definicdo anterior € um pequeno abuso de notacao, pois estamos realmente nos referindo a imagem
de o sob 0 homeomorfismo.

Teorema 6.31 (Lema de Tucker)

Sejam 7" uma triangulagdo de B™ que € antipodal e simétrica na fronteira e \ : V(T) —
{#1,+2, ..., £n} uma indexagdo de T que satisfaz \(—v) = —\(v) para todo v € S"~'. Entdo
existe um 1-simplexo que € complementar, isto é, seus vértices tém indices opostos.
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