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1 Transformada Rapida de Fourier e Multiplicacao de Po-
lindomios

1.1 Conceitos Basicos de Grupos e a Transformada de Fourier

26/08/2014 — Fernando Mério de Oliveira Filho

Iniciaremos relembrando alguns conceitos basicos de grupos.

Defini¢ao 1.1.1. Um grupo é uma tripla (G, e, +), onde G é um conjunto, e € G é um elemento
de G chamado identidade e +: G x G — G é uma operagao que satisfaz as seguintes propriedades.

i. (Associatividade) Para todos z,y,z € G, temos (z +y) + z =2 + (y + 2);
ii. (Elemento neutro) Para todo = € G, temos e + z = x;
iii. (Elemento oposto) Para todo = € G, existe y € G tal que y + z = e.

O elemento y do Item iii é chamado de oposto de x e é denotado por —z. Muitas vezes abusaremos
da notagao denotando por x —y a férmula 2+ (—y). Também abusaremos da notagao falando apenas
que G é um grupo, em vez de mencionar a tripla inteira e, salvo mencao explicita ao contrario, a
operagao serd sempre + e a identidade sera sempre e.

Um grupo G que também satisfaz a propriedade abaixo é chamado de grupo abeliano.

v. (Comutatividade) Para todos z,y € G, temos z +y = y + .

Alguns exemplos cldssicos de grupos abelianos sao Z, = {0,1,...,n — 1} com a operagdo de soma
médulo n e o toro T = {z € C : |z] = 1} com a operagdo de multiplica¢do (nesse tltimo caso
manteremos a notagao multiplicativa para evitar confusdes).

Exemplos simples de grupos nao abelianos sdo o grupo M, «,(R) das matrizes inversiveis de or-
dem n x n munidas da operacao de multiplicagdo de matrizes e o grupo &,, das permutagoes de
tamanho n (fungoes bijetoras de [n] em [n]) munidas da composigio de fungoes.

Deixamos algumas propriedades béasicas de grupos como exercicio.

Exercicio resolvido 1.1.2. Suponha que G é um grupo com identidade e. Valem as seguintes
assergoes.

1. (Caracterizacao do neutro) Para todo = € G, temos z + = = x se e 86 se & = €;
Elemento oposto & direita) Para todo x € G, temos = + (—x) = ¢;
Elemento neutro a direita) Para todo = € G, temos z + ¢ = x;

2. (

3. (

4. (Unicidade do elemento neutro) Se z,y € G sao tais que  + y = y, entdo x = ¢;

5. (Unicidade do elemento oposto) Se x, ¥,z € G sdo tais que y + . = z + & = e, entao y = z;
6. (

Bijecao através da operacao) Para todo y € G, a fungéo g,: G 3 & — z +y € G ¢ bijetora.

Lembramos agora a definicao de homomorfismos e isomorfismos de grupos.

Definicao 1.1.3. Um homomorfismo de grupos do grupo G no grupo H é uma funcao f: G — H
que preserva a operagao, isto é, uma funcao tal que f(x +y) = f(x) + f(y), para todos z,y € G.

Um isomorfismo de grupos é um homomorfismo de grupos que é também bijetor.

Dizemos que um grupo G é isomorfo a um grupo H (e denotamos por G = H) se existe um
isomorfismo de grupos de G em H.

O exercicio abaixo diz que homomorfismos também preservam identidade.

Exercicio resolvido 1.1.4. Se f é um homomorfismo de grupos do grupo G no grupo H, entao
temos f(ec) = e, onde e e ey sdo as identidades de G e H respectivamente.



Um tipo particular de homomorfismos merece atencao especial.

Definicao 1.1.5. Um caracter de um grupo G é um homomorfismo de grupos de G para o grupo T =
{#z € C: |z| = 1} (munido da multiplicac¢do usual), isto é, um caracter ¢ um homomorfismo x: G —
T.

Denotamos o conjunto dos caracteres de G por G.

E f4cil ver que, dado um grupo G, o conjunto dos caracteres de G munido do produto ponto-a-ponto
de fungdes é um grupo abeliano e, dado um caractere ¥, seu elemento oposto (denotado x~! devido &
notagao multiplicativa) é exatamente seu conjugado complexo ponto-a-ponto (i.e., para todo g € G,

temos x~'(g) = x(9))-

Muitas vezes veremos caracteres como elementos do espaco vetorial C& das funcoes de G a C. O
teorema abaixo nos diz quanto é o produto interno entre dois caracteres.

Teorema 1.1.6. Se x e ¥ sao caracteres de um grupo abeliano finito G, entao

XY= (Y, x) = me(i) _ {|G, se x = 3

r€G

0, se x # .

Demonstracdo. Se x = 1, entao temos

Do x(@i(@) = x@)P =) 1=l

zeG zeG zeG

Suponha agora que x # 1, entdo existe y € G tal que ¥(y) # x(y), logo temos x(y)v(y) # 1.

Por outro lado, temos

X)) Y x@w(x) =Y x@x@v@)ey) = Y x@+y)v+y) =Y x(=)v(=),

zeG zeG zeG z€G

donde segue que

e, portanto x*¢ = 0. |
Corolario 1.1.7. Para o grupo Z,, cada u € Z,, define um caracter
Xu: Zp — T

T 627r7,uz/n )

Ademais a fun¢do Z, > u +— xy € Z, é um isomorfismo de grupos.
Demonstracao. Sejam u,x,y € Z, arbitrarios e observe que

u(@ + 1) = exp <2m'u((x —|—ny) mod n)) ~ exp (W)

2miux 2miuy
= exp - exp . = Xu (x)xu(y),

logo x., de fato é caracter de Z,, (também temos trivialmente que |x,(z)| =1 para todo x € Z,,).

Observe agora que

27i((z + y) mod n)u
n

Xas(0) = oxp ) = xelun o),

logo a fungdo g: Z,, > u > Xy € Z\n é um homomorfismo de grupos, resta provar apenas que essa
fungao é bijetora.



Suponha que x # y e observe que
Xac(]-) _ 627riz/n # eQﬂ'iy/n _ Xy(]-)a
logo a fungao g ¢ injetora.

Porém, o Teorema 1.1.6 nos diz que o conjunto Z, é ortogonal no espaco vetorial C%, isso significa
que

|Z,| < dim C% = |G,

e como ¢ é injetora temos que a imagem de g possui cardinalidade maior ou igual a |G|. Portanto g
é bijetora (pois seu dominio é finito). |
Lembramos agora a definicao de produto direto de grupos.

Definicao 1.1.8. O produto direto dos grupos G e H é o grupo G x H munido da operagao definida
por

(g1, h1) + (92, h2) = (g1 + g2, h1 + ha),

para todos g1,92 € G e hy,hy € H.

A identidade de G x H é o elemento (eg,eq), onde e é a identidade de G e ey é a identidade
de H.

O exercicio abaixo caracteriza os caracteres de um produto direto.

Exercicio resolvido 1.1.9. Se x é caracter de G e ¢ é caracter de H, entao

x®¢Y: GxH — T
(g,h) +—  x(g9)¥(h)

é caracter de G x H.

Ademais, se ¢ é caracter de G x H, entao existem y caracter de G e ¢ caracter de H tais que ¢ =
X @Y.

Lembramos do seguinte fato de algebra.

Fato 1.1.10. Se G é um grupo abeliano finito, entao existem k1, ko, ..., k, € N* tais que

Gngl XZ}CQX-“XZ]C”.

Finalmente definimos a Transformada de Fourier.

Definigdo 1.1.11. Seja G um grupo abeliano finito e considere o espaco vetorial C¢ munido do
produto interno

(f,9) = fl@)g(x),

zeG

para todos f,g € CY.
Considere também fixada uma decomposicao de G como produto direto de Zy’s como no Fato 1.1.10.

A Base Canénica de CE é a base (e, )ueq, onde

() 1, sex=u;
culd) = 0, sex#u;

para todos u,z € G.



A Base de Fourier de CE é a base (Xu)uea, onde x, é o caractere associado a u conforme o
Corolério 1.1.7 e o Exercicio 1.1.9.

A Transformada de Fourier (ou Transformada Direta de Fourier) de um elemento f € C% é a funcio
f: G —C
u — (f, Xu) -

Da definicao da Transformada de Fourier e do Teorema 1.1.6, segue que

|G‘ Zf Xuv

ueG

que é comumente dita Transformada Inversa de Fourier do elemento f
Para o caso em que G = Z,,, temos
= Z f(;v)e_%i”/” para todo u € Zy;
LELm
1 iy 2miuz/n
=— Z flwe para todo x € Z,.
UELn,
Como G é abeliano, segue também que x,(z) = x.(u), para todos u,z € G.

A proposicao abaixo mostra a relacdo entre a Transformada Direta e a Transformada Inversa de Fou-
rier.

Proposicao 1.1.12. Se f € C¢ e g = J/"\, entao temos

9() = |G| (),

para todo x € G.
Demonstracdo. Segue direto de

Il
N
IS
=

8
IS
S~—
Il
=)
IS
S~—
=
IS
—
B

ueG ueG
— 1GIf (@) n

02/09/2014 — Fernando Mério de Oliveira Filho

Definigdo 1.1.13 (convolucao). A convolucdo de duas funcdes f,g € C%? é a funcio f * g € CZ»
dada por
(f*9)@) =) fly
yezZ”
para todo x € Z,.

Proposicao 1.1.14. -
(f *g)(u) = fu)g(u)



Demonstragao.

(Fro)w = (f*9)@)xul@)

o
=%;2;f@ﬂm—wﬂﬁj

= gz:j“(y; gZ: 9(x = y)xu()

S;f@)z;ﬂdxmzmﬁ fazendo z =z —y
- Z o > oo pois Xu 6 homomorfismo
= j?e(ugﬁ(u) h

1.2 Aplicagao da Transformada de Fourier para o problema da multipli-
cacao de polinomios

Notagao 1.2.1. Seja C[z] o conjunto dos polindémios com coeficientes complexos e indeterminada
z. Dado um polinémio p € C[z] denotamos:

e o grau de p por g(p).

k

e o coeficiente do monémio x* em p por [z¥]p. Por exemplo, se p = z* + 822, [2%]p = 8 e

[z%]p = 0.
Pergunta 1.2.2. Dados polinémios p,q € C|x], como calcular o produto pg € C[z] de p e ¢ de

maneira eficiente?

O algoritmo trivial para esse problema consiste em calcular (todos) os produtos de monémios de p
por mondémios de ¢ e somé-los. Seja n = max{g(p),g(q)} + 1. Nao é dificil ver que esse algoritmo
tem complexidade O(n?), no pior caso. Veremos como obter um algoritmo mais eficiente para esse
problema, com o auxilio da transformada de Fourier.

Seja N = 2n e considere fungdes f,g : Zy — C que fornecem os coeficientes dos polinémios p, g
respectivamente, isto é, f(k) = [#¥]p e g(k) = [z¥]q. Podemos escrever o coeficiente de pq em z*

[2*)(pg) = > F(D)g(k —1) = (f * g)(k).

lEZN

Na expressao acima note que se k — [ < 0 entdo g(k — 1) = 0, uma vez que estamos trabalhando em
ZnN (a expressao nao seria verdadeira se f, g fossem polindémios sobre Z,).

Concluimos que calcular pg se resume a calcular o convolugao f * g. Isso dé origem ao seguinte
algoritmo:

1. Calcular ]?e qg.

2. Tomar h(k) = f(u)§(u), para todo k € Zy.

3. Calcular h.

4. Para todo 0 < k < N — 2, [z¥](pq) = %%
E f4cil ver que os passos acima calculam corretamente os coeficientes de (pg). De fato, pela Propo-
sigao 1.1.14, h(k) = (m)(k:) e, portanto, %E(k) = (f x g)(k), pela Proposicao 1.1.12.




Os passos 2 e 4 acima fazem O(n) operagdes aritméticas. Veremos, a seguir, como calcular a
transformada de Fourier (usada nos passos 1 e 3) fazendo apenas O(nlgn) operagdes aritméticas, o
que implicard que o algoritmo acima faz um total de O(nlgn) operagoes.

Teorema 1.2.3 (Transformada Rdpida de Fourier — Gauss 1805, Cooley-Turkey 1965). Existe um
algoritmo que calcula a transformada de Fourier de uma funcdo f : Z,, — C e consome tempo
O(nlgn).

Demonstragao. Até o final da prova, assumiremos que n é uma poténcia de 2 (se esse nao for o caso,
basta aplicar o algoritmo & funcao f’: Z,, — C, onde n’ é a menor poténcia de 2 maior do que n e
f'(k) = f(k), para0 < k <n,e f'(k) =0, paran < k <n').

Temos que:
=R n—1 4
f(u) — Z f(k)e—27rzk:u/n
k=0
n/2-1 n/2—1
— Z Jc(%)(zfrz'21~m/n_F Z f(2k+1)6727r7;(2k+1)u/n
k=0 k=0
n/2-1 n/2—1
= Z f(?k)e*%riku/(n/Z) +€27Tiu/n Z f(2k+1)672ﬂ'iku/(n/2)
k=0 k=0
A, .

Defina fy como a soma dos monémios de ordem par de f e f; como a soma dos monomios de ordem
tmpar (f = fo+ f1). Se 0 <u < %, vale que A, = fo e B, = f1. Se ¥ <wu < n, temos

n/2—1
A, = Z f(2k,)e—2ﬂ'ik’(u—%)/% e—27rik — Au7%7
k=0 1
n/2—1
Bu — Z f(2k+ 1)6—27rzk(u—§’)/7’ 6—277116 _ Bu7%
k=0 1
Concluimos que J?pode ser escrita como
o< (B TeTR @, wocu<y
Jolu— %)+ e 2miu/n f (y — 5), seg<u<n

Uma vez calculadas as fungdes fy e fi, a expressao acima pode ser computada por meio de O(n)
operagoes aritméticas. Isso dd origem a um algoritmo recursivo cujo nimero de operagoes T'(n) é
dado pela recorréncia

T1)=1
T(n) = 27(3) + O(n),
da onde concluimos que T'(n) = O(nlgn), como desejado. |

Observagao 1.2.4. O algoritmo trivial para multiplicacdo de polinémios pode ser mais eficiente
que o apresentado nesta secao para polinomios esparsos, isto é, polinomios de grau alto mas com
poucos coeficientes diferentes de zero.

Além disso, o algoritmo que usa a transformada de Fourier tem a desvantagem de introduzir erros
de precisao numérica, mesmo para polindmios com coeficientes inteiros.



usaremos supe-
rindices para de-
notar o tamanho
de um grafo

e(G) denota o
numero de ares-
tas de um grafo

G

2 Alguns topicos sobre aleatoriedade, pseudo-aleatoriedade
e analise de Fourier

2.1 Grafos aleatorios e pseudoaleatoérios

16/09/2014 — Yoshiharu Kohayakawa

Definig¢ao 2.1.1 (Modelo Erdés-Rényi de grafo aleatério). O grafo G,, , é um grafo aleatério de n
vértices em que cada uma das possiveis (72’) arestas ¢ incluida independentemente com probabilidade
D.

Observagao 2.1.2. No estudo de grafos aleatérios G(n,p) permite-se, em geral, que p seja uma
fungao de n (por exemplo, é possivel estudar o grafo G,, ;,, ). Contudo vamos nos restringir aqui
ao caso que 0 < p < 1 é uma constante.

Seja J = J™ um grafo com n vértices . Estamos interessados na seguinte pergunta: J parece um
grafo aleatério G, ,7 A principio essa pergunta é um pouco vaga, uma vez que todo grafo pode
ser uma instancia de G, , com probabilidade positiva. Mais especificamente, temos

P(Gry = J) = p) (1 - p)B) =),

Entretanto, existem propriedades que sao tipicamente vdlidas para grafos aleatérios Gy, ,. Por
exemplo, esperamos que as arestas de um grafo aleatério estejam bem distribuidas, isto é, a proba-
bilidade de um grafo aleatério ter conjuntos grandes muito esparsos (ou muito densos) é baixa.

Podemos entao reinterpretar a pergunta acima como: J satisfaz propriedades que sao tipicamente
vélidas para grafos G, ,?7 A seguir definimos mais precisamente o que é uma propriedade “tipica-
mente valida” de G, p.

Definicao 2.1.3. Dizemos que uma propriedade P vale para G, , assintoticamente quase certa-
mente (a.q.c) se
lim P(G,,, satisfaz P) = 1.

n— oo

Vamos listar agora uma série de propriedades que valem a.q.c para G, p.

o Propriedade U,(e):
Um grafo I' = I satisfaz U, () se para qualquer S C V(T'), com |S| > en,

ecrtsh = (5.

Fato 2.1.4. Para quaisquer 0 <p < 1le 0 <e <1, G, satisfaz U, (¢) a.q.c.

Demonstragdo (esbogo). A varidvel aleatéria Xg = e(Gy, p[S]), que conta o nimero de arestas
do grafo induzido por um conjunto S de tamanho m segue uma distribuicao binomial de
média p(gl) e variancia (1 — p)p(gl) A desigualdade de Chebyschev j4 seria suficiente para
mostrar que P(|Xg — p| > en) — 0 quando n — oo, para um conjunto fizo S, |S| > en. No
entanto, para provar que isso vale para todo conjunto S, |S| > en, é preciso usar uma cota de
Chernoff que afirma que P(|Xg — p| > ep) < 2¢~35°1. Como hé menos que 2" conjuntos S
como no enunciado, usamos a cota da uniao para mostrar que

P(VS,|S| <en:|Xs—p| >ep) < e~ 5 0, quando n — co.

o Propriedade Cj(e):
Um grafo ' = I'" satisfaz Cy(e) se

#{C' =T} = (1+e)(pn)",



onde
#{H — G} = #{f : é um homomorfismo de H para G}

(um homomorfismo de H em G é uma fungao f : V(H) — V(G) que preserva adjacéncias,
isto é, tal que zy € E(H) implica f(z)f(y) € E(Q)).

Fato 2.1.5. Para quaisquer 0 <p < 1e 0 <e <1, Gy, satisfaz Cj(e) a.q.c.

¢ Propriedade H,(c) (para um grafo H):

Um grafo T' = I'™ satisfaz H,(e) se #{H — T'} = (1 £ )pe(HnvH), v(G) é o mni-
mero de vértices
o Propriedade Subgr!(e): de um grafo G

Subgr;}(s) = (N m.v(ey=n} Hp(€), ou seja a propriedade Subgr]’;(s) vale para um grafo I' se I'
satisfaz Hy(e) para todo grafo H com h vértices.

Fato 2.1.6. Para quaisquer h, p, ¢ fixos, Gy, , satisfaz Subgr;}(e) a.q.c.

o Propriedade Spec,(¢):
Para um grafo I' = I'?, seja A a matriz de adjacéncia de I'. Como A a simétrica os seus
autovalores A1 > --- > A, sdo todos reais. Dizemos que I satisfaz Spec,(¢) se

A1 = (1 £e)pn,
[Ai| < epn, para todo k= 2,3,...n.
Fato 2.1.7. Para quaisquer p, ¢ fixos, G, , satisfaz Spec,(¢) a.q.c.
Teorema 2.1.8 (Chung,Graham,Wilson). Seja 0 < p < 1 uma constante fixa e suponha que

' = I' ¢ um grafo com e(l")(g’)fl = (14 o(1))p. Entdo as propriedades Upy(o(1)), Cp(o(1)),

Subgrl(o(1))(h =4,5,...) e Specy(o(1)) sdo todas equivalentes.

Observagao 2.1.9. Dizer que, por exemplo, que U,(o(1)) implica C’I‘f(o(l)) significa dizer que: para
qualquer € > 0, existem § > 0 e ng > 0 tais que todo grafo I' =T (com n > ng) que satisfaz U,(J)
também satisfaz C; (e).

2.2 Aleatoriedade e pseudo-aleatoriedade em grupos finitos

22/09/2014 — Yoshiharu Kohayakawa

A partir daqui, vamos trabalhar com um grupo abeliano finito fixo Z. Tipicamente, estamos inte-
ressados nos casos Z = Z,, = Z/nZ ou Z = Ly, (em resultados assintéticos, se Z = Ly, fixamos p e
fazemos n — 00).

Também fixaremos uma forma bilinear (ndo-degenerada) denotada pelo operador -.

ZxZ R/Z
Exemplo 2.2.1. 1. Para Z = Z,,, podemos tomar § -z = (£ - z)/n.
2. Para Z = Zy, podemos tomar & -z = (31", &xi)/p, onde £ = (&1,..., &) e x = (21,...,2p).
Definigao 2.2.2. Para todo ¢ € Z, definimos o elemento e; € CZ da seguinte forma.
€ : Z —C
x> e(§-x),
onde e : R/Z — C é a fungao tal que e(f) = >,

Estamos interessados em estudar fungées f : Z — C. Em particular, para conjuntos A C Z,
estamos interessados na func¢do 14 : Z — C indicadora de A (L4(z) =1sexz € Ae 1a(x) =0, caso
contrario).



Definigao 2.2.3. Dadas duas funcdes f, g € CZ, definimos o seu produto interno como

(F-8s = 7 X L@ = Brez /()@ = B2 (f9)

reZ

Lema 2.2.4. (e¢)¢ez ¢ uma base ortonormal de (CZ, (-,-) ). |

(CZ
Definigao 2.2.5. Dada uma fungao f € CZ, podemos expressé-la na base formada pelos (e¢):

= Z<f7 6£>CZ€§.

£ez

Os escalares (f, €5><CZ da expressao acima sao chamados de coeficientes de Fourier de f e sao deno-

o~

tados por f(£).

O coeficiente de Fourier associado ao elemento 0 estd associado a média dos valores que a fungao
em questao assume. De fato,

o~

F0) = (frea)s = (. (Lo D) = o7 3 fla) = Es).

r€Z

Lema 2.2.6 (Parseval). Sejam f,g € CZ e f= (f(f))g e g = (g(§))e. Como consequéncia de
(e¢)ecz ser uma base ortonormal, valem as seguintes indentidadades:

i fllez = \/{fs Pz =\ 22 [F PP =2 1 fllig -
i 4,0 = e T = (1.3,
onde (-, -)lz e [|-[l;z sdo, respectivamente, o produto interno usual e a norma euclidiana em C%.
z

Definigao 2.2.7. Dizemos que um conjunto A C Z é livre de somas se

a+ad ¢ AVa,d € A.

Qual o tamanho méximo de um conjunto A C Z livre de somas? Se A C Z é tal que |A| > |Z|/2,
entao A nao pode ser livre de somas. De fato, A é livre de somas se, e somente se, AN (A+ A’) #
(onde A+ A" ={a+d :a,a € A}). Como |A+ A’| > |A]| se |A| > |Z]/2, essa intersegdo nunca
serd vazia.

Definicao 2.2.8 (convolugio).

(f*9)(x) = Eyez f(z —y)g(y) = Eyez f(y)g9(z — y).

A convolucao estd diretamente relacionada com o conjunto da soma de dois conjuntos. Dados
A, B C Z, temos

(Lax1p)(z) =Eyezlalr —y)lp(y)
1
il Z 1a(z —y)lp(y)

YE€Z [_1sye(z—A)NB]
—Pyer(y € (z— A)N B)

=P4((z — A) N B).

Entao supp(la *x1p) = A+ B.

Como vimos anteriormente o coeficiente de Fourier associado associado ao elemento 0 é a média da
fungéo em questdo. Em particular, 14(0) é a densidade de A. Veremos que os demais coeficientes
medem, em algum sentido, a “aleatoriedade” de A.
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Definicao 2.2.9. O viés de Fourier de um conjunto A C Z é

All, = 1 .
Al rgggl A(6)]

Definigao 2.2.10. A é a-pseudo aleatdrio se ||All, < a.

Sejam Aq,...,Ar C Zeo: Ay x --- X A a fungdo soma, isto é, o(as,...,ar) = a1 + -+ + a.
Se Ay, ..., Ay sdo conjuntos escolhidos uniformemente ao acaso, o valor esperado de |0~ 1(x)| (isto
é, o valor esperado do nimero de k-uplas (ay,...,a;) que somam ) é |Z|F"1P(A;)...P(As), para
x € Z. O resultado a seguir mostra que mesmo no caso nao aleatério, o ~1(x) estd préximo do valor
esperado, contanto que Aq,..., Ay tenham viés baixo.

Proposigao 2.2.11. Se k > 3, entdo para qualquer z € Z,

o~ ()]

Ze P P < Al - Akl (A1) FP(Ag1)?.

Demonstragao.

30/09/2014 — Yoshiharu Kohayakawa

Por um lado, temos

m%w-l(xn - 3 L, (a1) - - Lay (ax)

(a1,...,ak)EALX - X Ag
22 =T

= (La,# - 1) (@)
= Re(3 (14, (6) -+ La, (€)ec(a))

3
> Pz(A4)) - P(Ag) — Z 1Ta,(6)]-- |14, (6)] (desigualdade triangular)
§#0
> Pz (A1) P(AR) = [ Al 1 Ak-2llu D T4, () Ta ()]
£f0 N HngZ é a norma
2 Pz (A1) - P(Ax) — [[Axllu- - | Ar—2llullTa,_, (©)lliz T4, ()2 (Cauchy-Schwaidigha

=Ps(Ar) - P(A) — Al [ Ar—2lluPz(Aj_1) 2 P2 (A) 5.

A desigualdade no sentido oposto

1

Ztlo T @ S P24 Bo(A0) F A Aol Pa (A1) T (Ay)!

pode ser obtida de maneira completamente analoga.

Observagao 2.2.12. Em particular, se [|A; ||y -+ [|Ax—z]lu < P(A1) -+ P(Ag_2)P(Ar_1) 5 P(Ag)3,
entao o resultado acima implica A; 4+ ---+ A = Z.

Lema 2.2.13 (Soma de Gauss). Seja F' um corpo de ordem fmpar e A = {a? : a € F'}. Entéao

1 1

Ally € —— 4+ —.
4l 2|F|z  2|F]|

Demonstracdo. Como todo elemento nao nulo de A é o quadrado de exatamente dois elementos de

11



F (a # —a, uma vez que o corpo tem ordem {mpar), temos

a#0

1 1 )
o e 2 2 )

acF aceF

Por outro lado,

1> (- =) elé-a®)P

acF acF
=) el& (a®—b%)
a,beF
= Y el (a® = (a+h)?)
a,heF
=Y e(=£- 1) > (€ 2ah)
heF | Y, a€F
|[F|se h =0
0se h#0
= |F].
O resultado segue da substituicao desta identidade na anterior. |

Coroldrio 2.2.14. Sejam A e F' como no lema anterior. Entdo A+ A+ A= F.
Demonstragdo. Basta aplicar os tltimos dois resultados, lembrando que Pz(A) > % |

3 Polinomios estaveis e desigualdade de Gurvits

3.1 Permanente de uma matriz

14/10/2014 — Marcel K. de Carli Silva

Seja A € R™ ™ uma matriz. O determinante de A pode ser expresso como

det A = Z sgno ﬁ Aig(i)s
ocES, i=1

onde S, é o grupo das permutacoes de n elementos.

O permanente de A é definido de maneira semelhante como

perm A = Z ﬁAw(i).

oc€S, i=1

Apesar do determinante de uma matriz poder ser computado em tempo polinomial, nao se conhece
um algoritmo polinomial para o cdlculo do permanente. Mais do que isso, o problema de se calcular
o permanente de uma matriz é #P-completo. Um dos melhores algoritmos conhecidos para esse
problema se baseia no principio da inclusdo-e-exclusao e tem consumo de tempo O(n2").

Podemos dar uma interpretacao combinatéria para o permanente da seguinte maneira: se A € Z7*"
¢ a matriz de biadjacéncia de um (multi-)grafo bipartido G (isto é, A;; conta o nimero de arestas
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entre u; e v;, onde {uy,...,u,} e {vi,...,v,} sdo as partes da biparti¢ao), entao é ficil de ver que
perm A conta o nimero de emparelhamentos perfeitos de G.

A seguir apresentamos algumas conjecturas que envolvem o permanente de uma matriz.

Conjectura 3.1.1 (ErdSs-Renyi). Para todo k > 3, se A € Z™" satisfaz A1 = A'l = k1, entdo
perm A > af, para algum aj > 1.

Conjectura 3.1.2 (van der Waerden ’26). Seja A € R*" uma matriz duplamente estocéstica, isto

1 . ’
- A igualdade vale se, e s6 se,

nn*

é, uma matriz satisfazendo A1 = AT1 = 1. Entdo perm A >
Aij = % para todo 1, j.

Nao é dificil ver que esta conjectura implica a primeira. De fato, se A é uma matriz como na
conjectura de Erdés-Renyi, entao temos

A !
perm A = k" perm(z) > 1t > (k> .

Conjectura 3.1.3 (Schiver?, Valiant?). O maior valor que podemos tomar para a constante ax da
conjectura anterior é

(k— 1)1

k= Lk—2

Seja A = (A1,...,4,), com A; € R™", A; = 0, TrA; = 1 para todo j e 37 A; = 1. O
descriminante misto de A é dado por

D(A) = [z1...24) det(z z;Aj).
j=1

Em particular se para todo j, A; = diag(Be;), para uma certa matriz B € R"*", entdo D(A) =
perm B.

Conjectura 3.1.4 (Bapat). Se A é como acima, entdo D(A) > 7% Ademais, vale a igualdade se,
e somente se, A; = 11 para todo j € [n].

Todas as conjecturas apresentadas acima ji foram provadas por diferentes autores. Recentemente,
Gurvits (2007) deu uma prova curta, unificada e mais geral para todos esses resultados. Essa prova
faz uso de polinémios estdveis e hiperbdlicos.

3.2 Polindmios estaveis

Um polinémio p € C[zy,...,z,] é estdvel se ndo possui raizes em H", onde H = {z € C: Im(z) >
0}.

Proposicao 3.2.1. Um polinémio p € R[z] é estével se, e somente se, p possui apenas raizes reais.
Demonstragao. Se r é raiz de p, entdao 7 também ¢ raiz de p. |

Proposigao 3.2.2. Sejam p € Clz1,...,7,] estdvel e a € H = {z € C: Im(z) > 0}. Entao p|s,—q
é estavel.
Demonstracdo. A afirmacao é trivial se a € H. Se a € OH, o resultado segue por um lema de

preservacao (da estabilidade) sobre limites, dado a seguir. ]
Lema 3.2.3. Se 0 # p € Cz1,...,x,] é limite de uma sequéncia de polindémios estaveis, entao p é
estavel.

Teorema 3.2.4 (Gauss-Lucas). Seja p € C[z] um polinémio néo constante com raizes r1,..., 7.
Entao cada raiz de p’ estd em conv{ry,...,rm}.
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.....

Demonstrag¢do. Como p(z) = a[[;~,(x —r;), temos

’ 1 m 1
p(x):dng(x):Z r',sex#ﬁ,---vrm-

p(z) dx =

Suponha p’(z) = 0. Entao

m

D s Z s =
j= 1:1777"] |$77’J‘2
Z|x—r\2 xiZl:E—?“JIQJ

|
Coroldrio 3.2.5. Se 0 £ p € C[xy, ..., x,] é estdvel, entdao % é estavel.
Demonstra¢ao. Podemos supor sem perda de generalidade que ¢« = 1. Fixe 23,...,2, € H. O
polinémio ¢(z) = p(x, 22, . . ., z,) deve ser, portanto, estdvel. Aplicando o Teorema 3.2.4 concluimos
que ¢'(x) também nao tem raizes em H, isto é, (985 é estavel. |
Exemplo 3.2.6. Se A € R}*" é estavel, entao

n
prod 4 (x H i € estavel.

j=1
A

Proposicao 3.2.7. Sejam B € CC™*™ uma matriz hermitiana e A4; € C™*™, A; > 0, para todo
j € [n]. Entao

p(x) :=det(> A; + B)
i=1
é estavel.
Demonstragdo. Aplicando o Lema 3.2.3, podemos assumir que A; > 0. Seja
z= a +bi,b>0,
~—

R
tal que
> zAj+B=H+iC,

onde

C = ZbA -0

j=1

e H é hermitiana. Temos

da onde segue que
hermitiana

p(Z) = det Cdet(C~ 2 HC ™% +il) .

>0 20
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um polinémio é
homogéneo  se
os  mondémios
nao nulos tém
todos o mesmo
grau

3.3 Polinémios duplamente estocasticos

21/10/2014 — Marcel K. de Carli Silva

Um polinémio homogéneo p € Ry[z1,...,x,] de grau n é duplamente estocdstico se %(]l) =1
J

para todo j € [n].

Exemplo 3.3.1. Se A € R"*™ ¢ duplamente estocastico, entdo prod 4 é duplamento estocéstico.
Demonstragao.

0 0 "9
rod A = —(Ax) = Al); =1.
B Prod() = axjH(X) i Za | II (an)
= k=l = len]-{j}
|
Seja p € Ry[x1,...,2,] um polindmio homogéneo de grau n. A capacidade de p é dada por
p(z)
= inf —=—.
app) = B oo
Proposigao 3.3.2. Se p € Ry [z1,...,x,] é duplamente estocastico, entdo p(1) = 1.
Proposigao 3.3.3. Se p € R [z1,...,2,] é duplamente estocéstico, entdo cap(p) = 1.

Demonstragao. Escreva p(x) como

= Z Pax”,

aeN"
onde x* = z{" ---2%". Sabemos, pela proposi¢ao anterior, que p(1) = 1, isto é, que Y _ po = 1.
Para qualquer y € RZ, temos

logp(y) =log Y pay® > > palog(y Zlog () D o =1og(y1 -+ yn).

@ENn Jensen enn aeNn
—_——
W’;(l):l
|
3.4 Desigualdade de Gurvits
Teorema 3.4.1 (Gurvits 2008). Sejam p € R, [z1,...,2,] um polinémio homogéneo de grau n e

G : N, — R uma fungio com G(0) =1 e G(k) = %, para k > 1, onde h(k) = % Entao

o "

(21 walp = 5o =p(0) > cap(p) [ | Glmin{i, deg;(p)})-

i=1

Ademais, vale a igualdade se, e s6 se, p(x) = (a”z)", para algum a € R}

Mostraremos a seguir como a Desigualdade de Gurvits fornece demonstragdes simples para algumas
das conjecturas apresentadas anteriormente.

Demonstrag¢ao da Conjectura 3.1.2. A funcdo G é ndo-crescente e, portanto, temos

n

n
n!

H G(min{i, deg;(p H G(i =—.

1 i=1
Assim, se A € R™*"™ ¢ uma matriz duplamente estocéstica, entao

n!

perm A = [x1...x,]prod, > cap(p) —.

D.G. ~—— n"

er.
1
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Demonstracdao da Conjectura 3.1.4. Seja A como na conjectura. Entao

nn

D(A) = [z1... 4] det(z > cap Z% n! _ nl

Para provar a Desigualdade de Bapat, vamos primeiro provar os dois seguintes lemas.

Lema 3.4.2. Seja p € Ry [z] um polindmio com grau m > 1, p = >, p;z’. Se p ¢é estdvel, entao
p'(0) > cap(p)G(m).
Demonstrag¢do. Vamos assumir cap(p) > 0, uma vez que a desigualdade é trivialmente verdadeira
caso contrario. Se m = 1, entdo p'(0) = p1 = cap(p)G(1) = cap(p). Assuma entdo m > 1. Se
po = 0, entao

p'(0) = lim p(t) > cap(p) G(m).

tlo t ——
<1

Se pp > 0, entdo podemos assumir py = 1 (divida tudo por pp). Neste caso podemos escrever

m

p(e) = [0+ a),

i=1

para certos a; > 0, uma vez que as raizes de p sdo todas reais (pois p é estével) e negativas (pois os
coeficientes de p sdo todos positivos). Temos p'(0) =p1 = a1 + - + am.-

Para todo = > 0, vale que

log(ca lo + .-
g(cap(p)z) _ < gp(z Zlog vam) < log (1 Lo + am x) 7
m Jensen m
da onde segue que
p1x
ca 1+ —) =: .
p(p)x ( - q(z)
Como a inequagao acima vale para todo z > 0, concluimos que
P1
ca < ca = .
p(p) < cap(q) = G(m)
(o x* que atinge o dtimo em cap(q) € x* = ﬁ) |

Lema 3.4.3. Seja p € Ry [x; ...x,] um polinémio estdvel e homogéneo de grau n, n > 1. Entao

0
cap ((%p > > G(deg,,(p)) cap(p)-
n lx,=0

—_——
1=q

Demonstragao. Seja m = deg,,(p) > 1, sem perda de generalidade Se n =1, a afirmacao segue do
lema anterior. Suponha n > 2. Para qualquer y € R>0 , defina ry(x) = p(y1,...,Yn—1,2). Entdo

a4y 1
) _ q(ay) (para o = (y1...yn—1) 7 7)
Yr---Yn-1

= Ty (0)

> G(m) cap(rqy). (usando o lema anterior)
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Demonstracdo da Desigualdade de Gurvits. Seja ¢, = p e defina, indutivamente

qi—1 = aiiqz xi:o,
para todo i € [n]. Observe que todos os polinémios definidos sdo estdveis.
Temos
811
3o 9-P© = @ = cap(qo) > cap(q:)G(deg (¢1))

cap(g2)G(deg; (q1))G (dego(ge))

ARV

> cap(gn) | | G(deg;(a:))

—.

©
I
—

=

G(min{i, deg;(p)}).

>deg; (q:)

> cap(qn)

=1

«
Il

3.5 Numero de caminhos hamiltonianos em um torneio

04/11/2014 — Yoshiharu Kohayakawa

Um torneio é um grafo completo em que todas as arestas recebem uma orientacao. Por exemplo:

(figura)

Um caminho hamiltoniano em um torneio é um caminho orientado que percorre todos os vértices
do torneio. Para todo torneio T' defina

P(T) = ntmero de caminhos hamiltonianos em 7.
Exercicio 3.5.1. Para todo torneio T', P(T) > 0.
Exercicio 3.5.2. Para todo torneio T, P(T) = 1 (mod 2).

Estamos interessados no nimero maximo de caminhos hamiltonianos que um torneio de tamanho
n pode ter.
P(n) =max{P(T) : T é um torneio com n vértices}.

O resultado a seguir, que fornece uma cota inferior para P(n), é considerado a primeira aplicacao
do método probabilistico.

Teorema 3.5.3 (Szele '43). P(n) > nl2"7L.
Demonstra¢ao. Considere um torneio T’ em que orientamos as (g) arestas de K™ aleatéria e inde-
pendentemente. Seja X o nimero de caminhos hamiltonianos em T'. Temos

X = E ]]-{0' é caminho hamiltoniano}»
o
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Dizemos  que
um arco (z,y)
tem cauda x e
cabega y.

onde o somatdrio é sobre todas as permutagoes o de V(T'). Assim,
E(X) = Z E(]l{o' é caminho hamiltoniano})
o

= E IP(]l{U é caminho hamiltoniano})
o

n—1
1
-3 (2> i,
|

Szele também mostrou que P(n) < 011!/2%”7 para alguma constante ¢ > 0. Ademais, Szele provou

que
1
lim <P(n)) '

n—00 n!

. . s . 1
existe e conjecturou que € igual a 3

Alon mostrou que
n!
2n717

P(n) < cn?

confirmando a conjectura de Szele. Para isso, Alon usa a cota de Brégman para permanentes,
exposta a seguir.

A desigualdade de Brégman.

Sabemos que o permanente de matrizes estocdsticas é no mdximo 1 (esse maximo é atingido, por
exemplo, pela matriz identidade). Considere agora uma matriz A € Rgé" cuja soma dos elementos
de cada linha é k. Neste caso, max perm(A) = k™ (a matriz kI atinge esse mdximo). Suponha ainda
que A tem entradas somente em {0,1}. Se k|n, temos max perm(A) > (k!)% (esse valor é atingido

por uma matriz diagonal por blocos de tamanho k x k).

Conjectura 3.5.4 (Minc ‘63). Seja A € {0,1}™*™ uma matriz tal que a i-ésima linha soma r; > 0,
para 1 < ¢ < n. Entao

1
T‘ilri.

perm(A) <

—.

i=1

Teorema 3.5.5 (Brégman ‘73). A conjectura de Minc vale.

Voltando para torneios: Um 1-fator em um torneio é uma colegao de arcos F' tal que todo vértice
é cabeca de exatamente 1 arco em F e cauda de exatamente 1 arco em F. Em particular, se F' é
conexo entao, I determina um circuito hamiltoniano. Definimos

F(T) = ntimero de 1-fatores em T

C(T) = ntimero de circuitos hamiltonianos em 7.
Temos C(T) < F(T). Ademais, vale que P(T) = nC(T') para torneios de tamanho n.

Dado T, V(T') = [n], definimos a matriz de adjacéncia A = (a;;) fazendo

o {1 se (i,§) € B(T),

0 caso contrario.

O permanente da matriz acima estd relacionado com o ntmero de 1-fatores de T. De fato, cada
parcela ndo-nula da soma que define perm(A) corresponde a um 1-fator de T. Isto é, temos
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F(T) < perm(A). Suponha o vértice ¢ de T tem grau de saida r; > 0, para todo i € [n] (note
que Y-, 7, = (3)). Entéo segue do Teorema de Brégman que

F(T) < perm(A4) < Hrﬂ%

i=1

Lema 3.5.6. O valor de
maxHri!%
i=1

n
sujeito a Zm =5,

i=1

0<r;eN
é atingindo quando ri,...,7, sdo o mais iguais possiveis, isto é, quando |r; — r;| < 1, para todo
1<i,5<n.
Demonstracao. Exercicio. (mostrar que se existe i,j tais que r; > r; + 2, entdo podemos substituir r; por
ri+1 er; porr; +1 e aumentar o valor da fung¢ao objetivo) |
Usando o resultado acima e a férmula de Stirling obtemos Stirling:

nl= (% " V2mn(14+

W 1 o(1))
max{HTZ!W :Z?"i: (Z),rl>0}:(l+0(1))\/in2(,n2nl).
i=1 =1

Ponha

F(n) =max{F(T) : T é um torneio de tamanho n}
e

C(n) = max{C(T) : T é um torneio de tamanho n}.
Temos

3 (n — 1)!
C(n) < F(n) < (1+o0(1))/72en? o

Para obter uma cota para P(n) a partir da desigualdade acima, procedemos da seguinte forma. Seja

T um torneio qualquer. Construa um torneio aleatério 7" = T + x, adicionando um vértice z a T e

orientando as arestas incidentes a x de forma uniforme e independente. Cada caminho hamiltoniano

de T tem probabilidade i de dar origem a um circuito hamiltoniano de 7”. Entao

E(C(T) = {P(T),

o que implica que existe 7" com pelo menos iP(T ) circuitos hamiltonianos. Entao devemos ter

3.6 Uma prova do Teorema de Brégman via entropia

18/11/2014 — Yoshiharu Kohayakawa

Veremos uma demonstragao do Teorema 3.5.5 via entropia, feita por Radhakrishna (1996).

Seja X uma varidvel aleatéria com supp(X) finito . Definimos a entropia de X como suppX = {z :
P(X =) > 0}

z€supp(X)
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LI denota uniao
disjunta

onde a funcdo log(z) denotard, a partir daqui, o logaritmo na base 2. A entropia de uma varidvel
aleatdria pode ser interpretada como uma média da quantidade de informagao (em bits) que cada
evento [X = z] carrega.

Seja (X,Y) um par de varidveis aleatérias e x € supp(X). Definimos uma varidvel aleatéria Y, tal
que para todo y € supp(Y’)
PYo=y)=PY =y | X =2z).

A entropia condicional de Y dado X é dada por
H(Y ‘ X) = ]EwEsupp(X) (H(Yw))

Proposigao 3.6.1. H(X) < log |supp(X)]|.

Demonstragao.
1
H(X) = P(X =x)log ———
()= ¥ PX=nospe
zEsupp(X)
<log Y PX=z)(PX=uz)"
z€supp(X)
= log | supp (X)),
onde a desigualdade segue do fato da fungao log ser concava (Jensen). |

Suponha que supp(X) = A; U---UA, e |supp(Y)| < i, paratodo 1 <i < rex € A;. Entao segue
da proposigao acima que

H(Y|X) < iP(X € A;)logi. (1)

i=1

Também usaremos o seguinte fato.

Proposicao 3.6.2. H(X,Y)=H(X)+ HY | X).
Demonstragao.

HX)+H(Y | X)= > PX=ux)log

X =5
z€supp(X)
1
P(X = PY=y|X=u1)l
zEsupp(X) y€supp(Yz)

1
2. DL P =mRY =y X =a)lsgre o
ze€supp(X) yesupp(Ys)

1
= PX =xY =9)l
Z ( '1:7 y) OgIP’(X:.I',Y_
(z,y)€supp(X,Y)
= H(X,Y).

Seja A = (a;,;) uma matriz em {0,1}"*"™ com exatamente r; 1s na linha ¢, para todo i € [n]. Seja

S ={0:a;,4 = 1,Yi € [n]}. Temos perm(A) = |S|. Vamos considerar o como uma permutagao
uniformemente sorteada em S. Temos

H(o) = log|suppo| = log|S| = logperm(A).

Queremos provar que

H(o) < log H(n')% = Z —logrl ZZ log] (2)

i=1 =1 i=1 j=1



Vamos revelar o em n etapas usando uma permutagao 7 das linhas de A, isto é, consideramos T € S,
como uma permutagao escolhida uniformemente ao acaso e examinamos

o\ s

Fixe i e seja k = 0~ 1(i), isto é, o (i) é o k-ésimo elemento da sequéncia acima. Ao examinar o (i) ja
vimos o(7(1)),...,0(r(k —1)). Seja

Ri(o,7) ={j:aij=1ej#o(r(1)),...,0(r(k—1))}
Em particular, temos o(i) € R;(0,T) (pois o é uma permutagao em S).
Lema 3.6.3. Para qualquer o e j € {1,2...,r;}

P, (|Ri(o,7)| = j) = —.

ri

Demonstragdo. Fixe o esejaT = {j :a; j = 1}. Note que i € 77(T'). O conjunto R;(c,7) depende
apenas de como as linhas ¢~1(7T') aparecem em 7 (as colunas de T que nao estdo em R;(o,T) sdo
justamente as da forma o(i'), para todo ¢’ que precede 7 na ordem dada por 7). Isto é, se i é o
l-ésimo elemento (dentro das linhas em o~ !(7T')) da ordem dada por 7, entao

|Ri(0',7')‘ =7T; —l+1

Mas como 7 é uma permutagao escolhida de forma uniforme, [ tem distribuicdo uniforme em
{1,...,7;} aquelas que aparecem antes de 1. [ |

Para todo 7 fixo temos

n

H(o) = H(o(7(1)),0(7(2)),...,0(r(n))) = Y H(o(r(0)lo(r(1)),...,o(r(i - 1)),

i=1

onde a ultima desigualdade segue da aplicagao da Proposicao 3.6.2 n vezes. Fixado i, seja Y =
o(r()) e X = (o(7(1)),...,0(r(i — 1))). Particione o supp X em classes Aq,..., A, de forma que
|Ri(c,T)| = j para todo o € A;. Entéo, segue da equacao (1) que

n T

H(o) <> > P,(|Ri(0,7)| = j)log ).

i=1 j=1
Tiramos a média sobre todo 7, obtemos

n T

E.(H(0)) = H(0) =E; Y > Ps(|Ri(0,7)| = j)log j

i=1 j=1

=D B (Bo(|Ri(o,7)| = ) logj

n

=33 oAl )] = ) og

i=1j—1

3
3

da onde segue o Teorema de Brégman (ver equagao (2)).

4 Casamentos e Integracao Invariante

25/11/2014 — Fernando Médrio de Oliveira Filho
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4.1 Grupos topoldgicos e integracao

Trabalharemos com grupos G' em um espago topoldgico, isto é, grupos munidos de uma topologia
e tais que a operacgao do grupo e a operacao de tomar inversos de elementos sao, ambas, fungoes
continuas, tais como:

e Grupos finitos como Z,,.
e Grupos topolégicos ndo compactos, como R™ e C" (onde a operacdo do grupo é a soma).

e O grupo ortogonal O(R") = {A € R™*" : ATA = [}, em que a operacdo considerada é a
multiplicagao.
A partir daqui vamos supor que G é compacto. Também definimos C(G) = {f : G — R :
f é continua}.

Definicao 4.1.1 (integracdo). Uma integra¢do de um grupo G é um funcional I : C(G) — R
satisfazendo

1. I(af + Bg) = aI(f) + BI(g). [linearidade]
2. I(f) 2 0,se f > 0. [monotonicidade]
3. Se 1 ¢ a fungao constante de valor 1, entao I(1) =1 [normalizagao]
4. Vs,t € G, se g(x) = f(sxt)Vx € G, entdo I(f) = I(g). [invaridancial

Teorema 4.1.2 (Haar 1933). Para todo grupo topoldgico compacto G, existe uma (tinica) integra-
cao de G.

Notamos que para grupos G finitos podemos simplesmente tomar a seguinte integragao
I:C(G)—R
1

zeG

4.2 Aplicacao do Teorema de Haar: integracao na esfera

Seja f: 5" 1 — R continua e
/ f(x)dx = / f(Azo)dA para todo zg € S" ! fixo.
Snfl O(Rn)

Aqui, estamos usando a notacio de integral para definir uma integracio de S"~! (em funcio de uma
integragdo de O(R™)). Essa integragio estd bem-definida pois para qualquer zy), existe B € O(R™)
tal que Bxzy = x, — logo, pela propriedade de invaridncia, a defini¢do acima independe da escolha
de Q.

Se A C S™! ¢ “mensuravel”, defina a densidade de A por §(A) = fsn_l L1a(x)dx, onde 14 é a
funcdo caracteristica' de A.

Para todo ¢y € [-1,1) fixo, defina
me, (S"1) = sup{6(A) : A C S" ! (x,y) # toVx,y € A}.
Teorema 4.2.1. Seja V C S"~! finito e
a(V) =max{|A| : ACV e (x,y) # to,Vx,y € A}.

< v
Entao my, < %

la rigor, ndo podemos fazer essa definicdo pois 14 ndo é continua, mas é possivel contornar essa limitacao.
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Demonstracdo. Seja A C S™~! um conjunto que “evita” tg, isto é, que ndo contém elementos cujo
produto interno é ty. Entao

S(A)V] = Z/O(Rn) AN {T}|dT

veV

= / Z [An{Tv}|dT [linearidade]
O(R"

)UEV

= / |[ANTV|dT
O(R™)

< /a(V)dT

=a(V). [normalizagdol

O resultado acima nos permite afirmar, por exemplo, que para tg = cos2w/3 e n = 2, temos
My, = %, uma vez que o conjunto A = {(cos(#),sin(f)) }o<o<~/3 atinge esse valor e qualquer conjunto

V € S"~1 formado pelos trés vértices de um triangulo equildtero atesta que my, < %

4.3 Demonstracao do Teorema de Haar

Faremos uso de dois resultados de topologia, enunciados a seguir.

Topologia

Definigao 4.3.1 (U-rede). Seja U C G aberto. Um conjunto A C G é uma U-rede se AN sUL # 0,
Vs, t € G.

Na definicao acima, U geralmente serd um conjunto “pequeno”; isto é, com densidade préxima de 0.
Proposigao 4.3.2. Se G é compacto, entao existe uma U-rede finita para todo U C G.

Definicao 4.3.3 (medida). A medida da rede U C G abeliano é dada por
0(U) =0,(U) =sup{|f(z) — f(y)| : z,y € sUt para algum s,t € G}.

Proposigao 4.3.4. Para todo ¢ > 0, existe U # () aberto tal que 6(U) < e. |

Lema 4.3.5. Seja U C G um conjunto aberto e A, B U-redes de cardinalidade minima. Entao

[f(A) = F(B)] < &(U).

Demonstragdo. Considere um grafo bipartido H = (AU B, E), cujas partes sdo os conjuntos A e B
respectivamente, e tal que para todo z € A e y € B. Suponha que H admita um emparelhamento
perfeito aiby,...,anb, (com a; € A, b; € B). Nesse caso, temos

como desejado.

Resta, portanto, mostrar que H de fato possui um emparelhamento perfeito. Primeiro, note que
como A e B sao de cardinalidade minima, devemos ter |A| = |B|. Assim, pelo Teorema de Hall,
é suficiente mostrar que VX C A, X possui pelo menos |X| vizinhos em B. Fixe X € A e seja
Y =T'(X) o conjunto formado pelos vértices adjacentes a pelo menos um vértice de X.
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Afirmamos que T =Y U (A \ X) é U-rede. De fato, como A é U-rede, existe zx € ANsUt. Sex € T
nao hé nada a fazer. Se que = ¢ T, entdo € X. Mas como B também é U-rede, sabemos que
existe y € BN sUt. Logo z é adjacente a y, o que implica que y € Y e, em particular, que y € T..

Como T é U-rede, devemos ter |T'| > |A|. Mas |T|—|Y|+|A|—|X| = 0, da onde segue que |Y| > |X]|,
como desejado.

|
Lema 4.3.6. Se A é U-rede minima e B é V-rede minima, entao |f(A) — f(B)| < 6(U) — §(V).

Demonstracdo. Para qualquer b € B, Ab também é U-rede minima.Segue do lema anterior que
[F(A) — F(AB)] < 5(U). Assim

1
| B

Similarmente temos |f(B) — f(AB)| < (V). O resultado segue, portanto, da desigualdade trian-
gular. |

1

f(Ab)H < 7 U4~ J(AD)| < 6(0)[Bl = 6(0)

) = ) = | 7 - <1

Pela Proposicao 4.3.4, existem {U, },>0 abertos tais que §(U,,) — 0. Para todo n > 0, considere
uma U,-rede minima A,, cuja existéncia é garantida pela Proposicao 4.3.2. Fixe f € C(G). Pelo
Lema 4.3.6, a sequéncia {f(Ay)}n>0 é de Cauchy e, portanto, converge para um certo valor I(f).
Afirmamos que o funcional f +— I(f) é uma integracdo de G. De fato, nao é dificil verificar as
trés primeiras condigoes da Definicao 4.1.1. Para verificar a condi¢do de invaridncia, note que
também segue do Lema 4.3.6 que o limite I(f) ndo depende da escolha de {U,}. Em particular,
fixados s,t € G, podemos repetir o argumento a partir da sequéncia {sU,t}, >0 para concluir que

I(f) = I(g) (onde g : x — sf(x)t).
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A Solucoes dos exercicios resolvidos

Exercicio resolvido. (1.1.2) Suponha que G é um grupo com identidade e. Valem as seguintes
assergoes.

1. (Caracterizac@o do neutro) Para todo « € G, temos = + x = = se e 86 se © = ¢;
2. (Elemento oposto & direita) Para todo x € G, temos = + (—z) = ¢;

3. (Elemento neutro & direita) Para todo = € G, temos x + e = x;

4. (Unicidade do elemento neutro) Se z,y € G sao tais que  + y = y, entdo © = ¢;

5. (Unicidade do elemento oposto) Se z,y, z € G séo tais que y + ¢ = z + x = e, entdo y = z;
6

. (Bijegao através da operacao) Para todo y € G, a funcao g,: G 3  +— x4+ y € G ¢é bijetora.
Demonstracdo. Para a assercao da caracterizacao do elemento neutro, temos

rt+r=r= (—2)+(r+z)=(—2)+tr=—=cetrz=c=x=e¢.

Por outro lado, se = ¢, entao trivialmente z +x = e+ e = e.

Para a assercao do elemento oposto a direita, observe que se z € GG, temos que
(@4 (-2)) + (¢ + (—2)) =z + e+ (—z) = v+ (—x),
logo, da caracterizagao do elemento neutro, segue que = + (—x) = e.

Para a assercao do elemento neutro a direita, observe que se x € G, temos que

r+e=z+((-2)+2a)=e+z ==z

Para a assercao da unicidade do elemento neutro, basta observar que x + y = y implica que z +y +
(—y) =y + (—y), logo temos = = e.

Para a assercao da unicidade do elemento oposto, basta observar que y + x = z + = implica que y +
z+ (—z) = z+ 2z + (—x) e pelas assercoes do elemento oposto a direita e elemento neutro & direita,
segue que y = z.

Finalmente, para a assercao da bijegao através da operagao, observe que se g, (z) = g,(z), entdo y+
x =y + z, logo x = z. Por outro lado, para todo z € G, temos que g,((—y) +z) =y + (-y) +z =
T. |

Exercicio resolvido. (1.1.4) Se f é um homomorfismo de grupos do grupo G no grupo H, entao
temos f(ec) = em, onde e e ey sdo as identidades de G e H respectivamente.
Demonstra¢ao. Basta observar que

flea) = flea +eq) = flea) + feq),
logo, da caracterizacao da identidade (Exercicio 1.1.2), segue que f(eg) = ep. |

Exercicio resolvido. (1.1.9) Se y é caracter de G e ¢ é caracter de H, entao

x®¢y: GxH — T
(9:h) — x(g)y(h)

é caracter de G x H.

Ademais, se ¢ é caracter de G x H, entdo existem y caracter de G e ¥ caracter de H tais que ¢ =
X ® Y.
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Demonstragdo. Observe primeiramente que se (g1, h1), (g2, ha) € G X H, entdo temos

X @ ¥((g1,h1) + (g2, h2)) = x @ Y((91 + g2, b1 + h2)) = x(91 + g2)¥(h1 + h2)
= x(91)x(92)¥(h1)p(h2) = x(g91)¥(h1)x(g2)¢(h2)
=X ® ¥ ((g1,h1))x @ ¥((g2, ha)).

Portanto x ® v é caracter de G x H.

Seja agora ¢ um caracter qualquer de Gx H. Sejam eg e ey as identidades de G e H respectivamente
e defina x(g) = ¢(g,ex) para todo g € G e ¥(h) = p(eq, h) para todo h € H.

Observe que, para todos g1, g2 € G, temos

xX(g1 +92) = ¢((91 + 92, em)) = ¢((91,err) + (92, em)) = (g1, em))p((g2; €m)) = x(91)x(g2)-

Analogamente, para todos hy, ho € H, temos

P(h1 + he) = o((eq, hi + ha)) = w((eq; ) + (eq, he)) = w((ea; n))e((eas ha)) = P(h1)i(ha).

Portanto x é caracter de G e v é caracter de H.

Observe agora que para todo (g,h) € G x H, temos

X ®%((g,h) = x(9)¢(h) = ¢((g,en))e((ea, b)) = ¢((g + ea,en + h)) = ¢((g, 1))

Portanto ¢ = x ® 1. |
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B Notacao

N=1{0,1,2,3,...}
N* =N\ {0}
Ry={zeR:z>0}
[n] ={1,2,...,n}, para n € N*
J,, denota a matriz n X n com todas as entradas 1

f(n) ~ g(n) significa ngrfm Z;EZ; =1

(n)

n O(g(n)) significa limsup |—=| < +oo
f(n) = Olg(n) significa limsup |-~

f(n) = Q(g(n)) significa g(n) = O(f(n))

f(n) = ©(g(n)) significa f(n) = O(g(n)) e f(n) =Q(g(n))
n) < g(n) significa f(n) = ©(g(n))

fm_,

n) = o(g(n)) significa limsup |——=
f(n) =o(g(n)) sig imsup |*

f(n) = w(g(n)) significa g(n) = o(f(n))
m(n) = |{a € [n] : @ é primo}|, paran € N

n

&‘_A\_/
—~
~—

|#] denota o maior inteiro menor ou igual a z, para € R
[2] = = -]
A .
={B C A:|B| =k}, para A um conjunto

N
ANES
ayl

) ={B C A:|B| <k}, para A um conjunto

n | m significa n divide m, para n,m € Z,m # 0
Ng(v) ={w € V(G) : vw € E(G)}, para G um grafo e v € V(G)
dg(v) = |Ng(v)l|, para G um grafo e v € V(G)
Ng(X) = U Ng(z), para G um grafo e X C V(G)
zEX
0c(X) ={2y € E(G) : x € X}, para G um grafo e X, Y C V(G)
da¢(X,)Y)={zy € E(G):z € X ey € Y}, para G um grafo e X, Y C V(G)
§(G) = min{dg(v) : v € V(G)}, para G um grafo
A(G) = sup{dg(v) : v € V(G)}, para G um grafo
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