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B Notação 61

Índice de palestrantes 62
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1 Alguns Problemas Combinatórios

18/03/2014 – Yoshiharu Kohayakawa

Os problemas das próximas três subseções são baseados em [6].

1.1 Conjuntos Equiintersectantes

O problema abaixo trata de conjuntos com intersecções dois-a-dois todas do mesmo tamanho.

Problema 1.1.1. Dado N ∈ N, qual é o maior natural c(N) tal que exitem conjuntos distintos não-
vazios C1, C2, . . . , Cc(N) ⊂ [N ] e um k > 0 tais que |Ci ∩ Cj | = k para todos i, j ∈ [c(N)] com i 6= j?

Considerando a famı́lia {{1, k} : k ∈ [N ]}, temos trivialmente a cota c(N) > N . A Desigualdade
de Fisherprova que esse é o valor exato de c(N).

Teorema 1.1.2 (Desigualdade de Fisher). Se C1, C2, . . . , Cn ⊂ [N ] são distintos e tais que |Ci ∩ Cj | =
t > 0 para um t fixo, então n 6 N .

Antes de provar esse teorema, lembramos a definição de matrizes positivas semidefinidas e positivas
definidas; e provamos um pequeno lema.

Definição 1.1.3. Uma matriz simétrica A ∈ Rn×n é dita positiva semidefinida (denotamos esse fato
por A � 0) se, para todo x ∈ Rn, temos xtAx > 0.

Ademais, se, para todo x ∈ Rn \ {0}, temos xtAx > 0, então A é dita positiva definida (denotamos
esse fato por A � 0).

Exerćıcio resolvido 1.1.4. Toda matriz positiva definida é diagonalizável.

Lema 1.1.5. Se D ∈ Rn×n é uma matriz diagonal com todas as suas entradas da diagonal positivas
e t > 0, então D + tJn � 0 (Jn é uma notação padrão para a matriz n× n com todas as entradas 1).

Demonstração. Seja x ∈ Rn \ {0} e observe que

xt(D + tJn)x = xtDx+ txtJnx =
∑
i∈[n]

Diix
2
i + t

∑
i,j∈[n]

xixj

=
∑
i∈[n]

>0︷︸︸︷
Dii x

2
i︸ ︷︷ ︸

>0

+ t

∑
i∈[n]

xi

2

︸ ︷︷ ︸
>0

> 0. �

Demonstração do Teorema 1.1.2. Considere os vetores caracteŕısticos dos conjuntos (i.e., para um con-
junto A ⊂ [N ], defina χA ∈ RN como o vetor tal que χA(i) = 1{i∈A} para todo i ∈ [N ]).

Seja A ∈ RN×n a matriz que possui cujas colunas são χC1
, χC2

, . . . , χCn
e seja B = AtA ∈ Rn×n.

Observe que, para todos i, j ∈ [n], temos

Bij = |Ci ∩ Cj | =

{
|Ci|, se i = j;

t, se i 6= j.

Caso 1. Algum dos conjuntos Ci possui cardinalidade t. Sem perda de generalidade, supomos |C1| =
t.
Então {Ci \ C1 : i ∈ [N ] \ 1} forma uma partição de [N ] \ C1, logo temos n − 1 6 N − t e como t > 1,
conclúımos que n 6 N .

Caso 2. Todos os conjuntos Ci possuem cardinalidade maior que t.
Então, pelo Lema 1.1.5, sabemos que B é positiva definida. Ademais, pelo Exerćıcio 1.1.4, temos
que postoB = n.
Por outro lado, da definição de B, temos postoB 6 postoA 6 N . Conclúımos então que n 6 N . �

Abaixo enunciamos duas generalizações do Problema 1.1.1.
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Problema 1.1.6. Dados s,N ∈ N, qual é o maior natural c(s,N) tal que exitem conjuntos distintos
não-vazios C1, C2, . . . , Cc(N) ⊂ [N ] e um conjunto S ⊂ N∗ com |S| = s tais que |Ci ∩ Cj | ∈ S para
todos i, j ∈ [c(N)] com i 6= j?

Problema 1.1.7 (Conjuntos Quase-disjuntos). Uma famı́lia C ⊂ P(N) de subconjuntos de N é dita
quase-disjunta se para todos A,B ∈ C distintos temos que A ∩B é finito.

Quão grande pode ser uma famı́lia quase-disjunta?

1.2 Retas Equiangulares

O problema abaixo trata de retas duas-a-duas formando o mesmo ângulo.

Problema 1.2.1. Dado d ∈ N, qual é o maior natural r(d) tal que exitem retas r1, r2, . . . , rr(d) ⊂ Rd,
todas passando pela origem e um θ ∈ (0, π/2] tais que o ângulo agudo entre quaisquer duas dessas retas
distintas é θ?

Trivialmente, tomando as retas definidas por uma base ortonormal, temos d retas equiangulares,
logo r(d) > d.

Para d = 2, podemos tomar três retas passando pela origem de forma que θ = π/3 (Figura 1).
Para d = 3, podemos tomar as quatro retas que ligam a origem a vértices de um tetraedro regular

centrado na origem (Figura 2).
No caso d = 3, podemos fazer algo ligeiramente melhor considerando as seis retas que ligam os pólos

de um icosaedro regular centrado na origem (Figura 3).

Figura 1: Construção das três retas equiangulares no plano.

Figura 2: Construção das quatro retas equiangulares usando o tetraedro.

O teorema abaixo fornece uma cota superior para r(d).

Teorema 1.2.2. Se θ ∈ (0, π/2] e r1, r2, . . . , rn ⊂ Rd são retas passando pela origem tais que o ângulo
agudo entre quaisquer duas dessas retas distintas é θ, então n 6

(
d+1

2

)
.

Demonstração. Sejam v1, v2, . . . , vn ∈ Rd vetores unitários que definem as retas r1, r2, . . . , rn respectiva-
mente. Sabemos que

| 〈vi, vj〉 | =

{
cos θ, se i 6= j;

1, se i = j.
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Figura 3: Construção das seis retas equiangulares usando o icosaedro.

Vamos mostrar que o conjunto S = {vivti : i ∈ [n]} é linearmente independente em Rd×d.
Suponha que a = (a1, a2, . . . , an) ∈ Rn é tal que

∑
i∈[n] aiviv

t
i = 0, então, para todo j ∈ [n], temos

0 = vtj

∑
i∈[n]

aiviv
t
i

 vj =
∑
i∈[n]

aiv
t
jviv

t
ivj

=
∑
i∈[n]

ai(v
t
jvi)

2 = aj +
∑
i∈[n]:
i6=j

ai cos2 θ.

Mas isso corresponde ao sistema ((1− cos2 θ)In + cos2 θJn)a = 0 e como cos2 θ < 1, pelo Lema 1.1.5
e pelo Exerćıcio 1.1.4, temos que a única solução é a = 0, pois a matriz do sistema é diagonalizável.
Portanto S é linearmente independente.

Observe agora que S está no subespaço das matrizes simétricas d×d, cuja dimensão é d+
(
d
2

)
=
(
d+1

2

)
,

logo n 6
(
d+1

2

)
. �

Corolário 1.2.3. Temos r(2) =
(

3
2

)
= 3 e r(3) =

(
4
2

)
= 6.

Exerćıcio 1.2.4. Encontrar exemplos que certifiquem r(d) > 2014d ou r(d) > d log d, para d suficiente-
mente grande.

1.3 Pontos Equidistantes

O problema abaixo trata de pontos dois-a-dois equidistantes.

Problema 1.3.1. Dado um número natural d ∈ N, qual é o maior natural p(d) tal que exitem pontos
distintos p1, p2, . . . , pp(d) ⊂ Rd, dois-a-dois equidistantes (na distancia euclideana)?

Considerando um hipertetraedro regular (i.e., em R2, um triângulo equilátero; em R3 um tetraedro
regular; etc.), conseguimos d+ 1 pontos equidistantes. Logo p(d) > d+ 1.

O teorema abaixo prova que esse é o valor exato de p(d).

Teorema 1.3.2. Se p1, p2, . . . , pn ⊂ Rd são pontos distintos dois-a-dois equidistantes (na distancia eu-
clideana), então n 6 d+ 1.

Demonstração. Para facilitar a demonstração, vamos considerar que os pontos são p0, p1, . . . , pm e vamos
provar que m+ 1 6 d+ 1.

Sem perda de generalidade, supomos que p0 = 0 e que ‖pi‖ = 1 para todo i ∈ [m] (basta fazer uma
translação e uma dilatação).
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Considere a matriz de Gram G de p1, p2, . . . , pm (i.e., a matriz tal que Gij = 〈pi, pj〉 para todos i, j ∈
[m]) e observe que

Gij =

{
1
2 , se i 6= j;

1, se i = j;

onde o primeiro caso segue do fato que (p0, pi, pj) forma um triângulo equilátero.
Isso significa que G = (1/2)Im + (1/2)Jm, então, pelo Lema 1.1.5 e pelo Exerćıcio 1.1.4, temos

que posto(G) = m.
Por outro lado, temos que G = AtA, onde A é a matriz cujas colunas são p1, p2, . . . , pm. Logo

temos posto(G) 6 posto(A) 6 d e, portanto, temos m+ 1 6 d+ 1. �

Abaixo enunciamos uma generalização do Problema 1.3.1.

Problema 1.3.3. Dado d ∈ N e uma métrica ‖·‖ em Rd, qual é o maior natural p(d) tal que exitem pontos
distintos p1, p2, . . . , pp(d) ⊂ Rd, dois-a-dois equidistantes (onde a distância é definida como d(p, q) =
‖p− q‖)?

1.4 Partições Judiciosas

25/03/2014 – Yoshiharu Kohayakawa

O problema abaixo trata de partições judiciosas.

Problema 1.4.1. Sejam p1, p2, . . . , pn ∈ R2 pontos do plano. Será que existe um ponto p ∈ R2 tal que
toda reta que passa por p define dois semiplanos fechados com pelo menos n/3 dos pi’s?

Primeiramente, observemos que não podemos pedir mais do que n/3 pois se p1, p2, p3 formarem
um triângulo, então para todo ponto p haverá uma reta que passa por p que deixa no máximo um
ponto em um dos semiplanos fechados por ela definidos. Mais geralmente, podemos colocar mais pontos
arbitrariamente próximos dos vértices desse triângulo e manter essa propriedade para qualquer n > 3.

No caso do triângulo, escolher p fora do mesmo é claramente uma péssima escolha, pois há uma reta
que define um semiplano fechado sem nenhum dos pi’s. Para valores de n maiores, a escolha péssima
de p será fora do fecho convexo do conjunto, que definiremos a seguir.

Definição 1.4.2. Um subconjunto X de Rn é dito convexo se para todos x, y ∈ X, temos [x, y] =
{λx+ (1− λ)y : λ ∈ [0, 1]} ⊂ X (o conjunto [x, y] é chamado de segmento de reta com pontas x e y).

Abaixo enunciamos uma propriedade de conjuntos convexos como exerćıcio.

Exerćıcio resolvido 1.4.3. Se C ⊂ P(Rn) é uma famı́lia de conjuntos convexos, então A =
⋂
C∈C C é

um conjunto convexo.

O Exerćıcio 1.4.3 torna natural a definição abaixo.

Definição 1.4.4. Dado um subconjunto X de Rn, o fecho convexo de X (denotado por conv(X)) é o
menor conjunto convexo que contém X, mais formalmente, definimos

conv(X) =
⋂

C⊂Rn:
C é convexo e C⊃X

C.

A noção de segmento de reta também pode ser generalizada para mais de dois pontos.

Definição 1.4.5. Uma combinação convexa de x1, x2, . . . , xm ∈ Rn é um ponto da forma

x =
∑
i∈[m]

λixi,

com λi > 0 para todo i ∈ [m] e
∑
i∈[m] λi = 1.

O exerćıcio abaixo mostra uma outra caracterização do fecho convexo.
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Exerćıcio resolvido 1.4.6. Se X ⊂ Rn, então

conv(X) = {x : x é combinação convexa de pontos de X}

=

∑
i∈[m]

λixi : m ∈ N∗;∀i ∈ [m], xi ∈ X e λi ∈ [0, 1];
∑
i∈[m]

λi = 1

 .

A seguir enunciamos um teorema muito útil sobre conjuntos convexos.

Teorema 1.4.7 (Radon). Se X = {x1, x2, . . . , xn+2} ⊂ Rn é um conjunto com n + 2 pontos, então
existem I, J ⊂ [n+ 2] disjuntos tais que conv{xi : i ∈ I} ∩ conv{xj : j ∈ J} 6= ∅.

Demonstração. Sem perda de generalidade, supomos xn+2 = 0.
Como X ′ = X \ {xn+2} é um conjunto com n + 1 elementos em Rn, temos que X ′ é linearmente

dependente, ou seja, existem λ1, λ2, . . . , λn+1 ∈ R não todos nulos tais que
∑
i∈[n+1] λixi = 0.

Seja λn+2 = −
∑
i∈[n+1] λi e observe que

∑
i∈[n+2] λi = 0.

Defina I = {i ∈ [n+ 2] : λi > 0} e J = {j ∈ [n+ 2] : λj < 0}. Temos∑
i∈I

λixi =
∑
j∈J

(−λj)xj ; e

∑
i∈I

λi =
∑
j∈J

(−λj).

Sejam λ =
∑
i∈I λi e

x =
∑
i∈I

λi
λ
xi =

∑
j∈J

−λj
λ

xj .

Como
∑
i∈I λi/λ =

∑
j∈J −λj/λ, temos que x ∈ conv xi : i ∈ I ∩ conv{xj : j ∈ J}. �

A partir do Teorema 1.4.7 podemos derivar uma outra caracterização de fecho convexo.

Exerćıcio resolvido 1.4.8 (Teorema de Carathéodory). Se X ⊂ Rn, então

conv(X) = {x : x é combinação convexa de n+ 1 pontos de X}

=

 ∑
i∈[n+1]

λixi : ∀i ∈ [n+ 1], xi ∈ X e λi ∈ [0, 1];
∑

i∈[n+1]

λi = 1

 .

Abaixo enunciamos algumas propriedades muito úteis sobre fechos convexos como um exerćıcio.

Exerćıcio resolvido 1.4.9. Seja X um subconjunto de Rn.

i. Se X é limitado, então conv(X) é limitado;

ii. Se X é compacto, então conv(X) é compacto.

O teorema a seguir trata de intersecções de conjuntos convexos.

Teorema 1.4.10 (Helly). Se C = {C1, C2, . . . , Cm} ⊂ P(X) é uma coleção finita de subconjuntos
convexos de Rn tal que quaisquer n + 1 conjuntos de C possuem intersecção não-vazia, então te-
mos

⋂
i∈[m] Ci 6= ∅.

Demonstração. Provaremos o teorema por indução em m.
Se m 6 n+ 1, a asserção é trivial. Suponha então m > n+ 1 e a asserção válida para m− 1.
Para todo i ∈ [m], seja xi ∈

⋂
j∈[m]\{i} Cj (tal xi existe por hipótese indutiva para a coleção {Cj :

j ∈ [m] \ {i}}).
Pelo Teorema 1.4.7, existem I, J ⊂ [m] tais que conv{xi : i ∈ I}∩ conv{xj : j ∈ J} 6= ∅ e, sem perda

de generalidade, temos I ∪ J = [m].
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Observe que, para todos k, l ∈ [m] distintos, temos xk ∈ Cl. Isso significa que, para todos i ∈ I
e j ∈ J , temos xi ∈ Cj e xj ∈ Ci, logo temos

conv{xi : i ∈ I} ⊂
⋂
j∈J

Cj ; e conv{xj : j ∈ J} ⊂
⋂
i∈I

Ci.

Portanto temos ∅ 6= conv{xi : i ∈ I} ∩ conv{xj : j ∈ J} ⊂
⋂
k∈[m] Ck.

O resultado segue então por indução. �

O teorema acima não pode ser generalizado para uma famı́lia infinita enumerável de conjuntos. Isso
pode ser observado com a famı́lia C = {[i,+∞) : i ∈ N}, cuja intersecção é vazia, mas cujas subfamı́lias
finitas possuem intersecções não-vazias.

Porém, adicionando apenas uma hipótese o resultado torna-se válido. Enunciamos tal generalização
no exerćıcio abaixo.

Exerćıcio resolvido 1.4.11 (Generalização do Teorema de Helly). Se C = {Ci : i ∈ N} ⊂ P(X) é
uma coleção infinita enumerável de subconjuntos convexos e compactos de Rn tal que quaisquer n + 1
conjuntos de C possuem intersecção não-vazia, então temos

⋂
i∈N Ci 6= ∅.

Agora estamos em condições de atacar o Problema 1.4.1.

Teorema 1.4.12. Se p1, p2, . . . , pn ∈ R2 são pontos do plano, então existe um ponto p ∈ R2 tal que toda
reta que passa por p define dois semiplanos fechados com pelo menos n/3 dos pi’s.

Demonstração. Seja K = conv{pi : i ∈ [n]} e seja H = (Hγ)γ∈Γ a coleção dos semiplanos fechados de R2

que contêm estritamente mais do que 2n/3 dos pi’s.
Defina também, para todo γ ∈ Γ, o conjunto Kγ = K ∩Hγ .
Observe que, como {pi : i ∈ [n]} é compacto, então K é compacto e convexo e, portanto, todos os Kγ

são compactos e convexos.
Sejam γ1, γ2, γ3 ∈ Γ e observe que

|
3⋂
i=1

Kγi | > n−
3∑
i=1

|[n] \Kγi | > n−
3∑
i=1

n

3
= 0,

logo
⋂3
i=1Kγi 6= ∅.

Pelo Exerćıcio 1.4.11, sabemos que existe p ∈
⋂
γ∈ΓKγ . Vamos mostrar que p satisfaz a propriedade

requerida.
Suponha que não, isto é, suponha que existe uma reta r que passa por p e um dos semiplanos fechados

definido por ela possui estritamente menos que n/3 dos pi’s (Figura 4).

r

<
n

3

>
2n

3

r′

p

Figura 4: Redução a absurdo caso o ponto p não satisfaça a condição do teorema.

Como a coleção C dos pi’s fora desse semiplano fechado tem distância d positiva a r, podemos
considerar uma reta r′ paralela a r e distando d/2 à coleção C.

O semiplano fechado definido por r′ do lado de C contém todos os pontos de C, que são estritamente
mais que 2n/3 dos pi’s mas não contém p, o que contradiz sua escolha. �
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Abaixo enunciamos alguns exerćıcios relacionados aos tópicos dessa subseção.

Exerćıcio 1.4.13 (Generalização do Teorema 1.4.12). Prove que se p1, p2, . . . , pn ∈ Rd pontos de Rd,
então existe um ponto p ∈ Rd tal que toda reta que passa por p define dois semiespaços fechados com
pelo menos n/(d+ 1) dos pi’s.

Exerćıcio 1.4.14. Encontre um conjunto X ∈ R2 fechado tal que conv(X) não é fechado. O que acontece
com conv(X) se X é um fechado em R?

2 Teoria Extremal dos Conjuntos

08/04/2014 – Fabŕıcio Caluza Machado

Entendemos por teoria extremal dos conjuntos o estudo do tamanho de sistemas de conjuntos satis-
fazendo certas propriedades. Alguns problemas t́ıpicos de teoria extremal dos conjuntos são os Proble-
mas 1.1.1 e 1.1.6 da seção anterior. Aprofundaremos agora o estudo desses problemas.

2.1 Conjuntos L-intersectantes

Os teoremas e demonstrações desta subseção são baseados em [2].
Relembramos primeiramente o Teorema 1.1.2 sobre o Problema 1.1.1.

Teorema (Desigualdade de Fisher). (1.1.2) Se C1, C2, . . . , Cn ⊂ [N ] são distintos e tais que |Ci ∩ Cj | =
t > 0 para um t fixo, então n 6 N .

A ideia da demonstração do Teorema acima era considerar o espaço vetorial {0, 1}N e as funções
indicadoras dos conjuntos C1, C2, . . . , Cn e encontrar um conjunto linearmente independente nesse espaço
vetorial relacionado às funções e dessa forma saberemos que tal conjunto não pode possuir mais elementos
que a dimensão do espaço vetorial.

Estamos interessados agora em estudar o Problema 1.1.6, então começaremos com algumas definições
que nos auxiliarão.

Definição 2.1.1 (Famı́lias uniformes e famı́lias intersectantes). Seja F ⊂ P([n]) uma famı́lia de subcon-
juntos de [n] e sejam L ⊂ N e k ∈ N.

Dizemos que F é k-uniforme se, para todo F ∈ F , temos |F | = k.
Por brevidade, dizemos que F é uniforme se exite k0 ∈ N tal que F é k0 uniforme;
Dizemos que F é L-intersectante se, para todos F1, F2 ∈ F distintos, temos |F1 ∩ F2| ∈ L.

Ao longo das demonstrações a seguir, faremos um pequeno abuso de notação: se A é um subconjunto
de [n], usaremos A para denotar tanto o conjunto em questão como o vetor caracteŕıstico de A em {0, 1}n
(i.e., o vetor que possui entradas 1 exatamente nas coordenadas correspondentes aos elementos de A).
Lembramos que uma propriedade essencial de tais vetores era 〈A,B〉 = |A ∩B| para todos A,B ⊂ [n].

O exerćıcio a seguir é um resultado simples de álgebra linear.

Exerćıcio resolvido 2.1.2. Se f1, f2, . . . , fn : Ω → R são funções e a1, a2, . . . , an ∈ Ω são tais que a
matriz M ∈ Rn×n definida por Mij = fi(aj) para todos i, j ∈ [n] é não-singular, então f1, f2, . . . , fn são
linearmente independentes.

O seguinte teorema fornece uma cota para o Problema 1.1.6.

Teorema 2.1.3. Se L ⊂ N com |L| = s e F ∈ P([n]) é uma famı́lia L-intersectante e uniforme, então
temos

|F| 6
s∑
i=0

(
n

i

)
.

Demonstração. Seja F = {A1, A2, . . . , Am} uma famı́lia L-intersectante e k-uniforme e, sem perda de
generalidade, assumimos que k /∈ L (pois se dois conjuntos de tamanho k possuem intersecção de tama-
nho k, então eles são iguais).
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Consideremos agora o espaço das funções de valores reais sobre o domı́nio Ω = {0, 1}n e, para
todo i ∈ [m], seja pi : Ω→ R definida por

pi((xj)
n
j=1) =

∏
l∈L

(〈
(xj)

n
j=1, Ai

〉
− l
)

=
∏
l∈L

 n∑
j=1

(Ai)jxj − l

 .

Observe agora que, para todo i ∈ [m], temos

pi(Ai) =
∏
l∈L

(|Ai| − l) 6= 0,

pois k /∈ L.
Ademais, se i e j são elementos distintos de [m], então

pi(Aj) =
∏
l∈L

(|Ai ∩Aj | − l) = 0,

pois |Ai ∩Aj | ∈ L.
Logo, considerando as funções p1, p2, . . . , pm e os pontos A1, A2, . . . , Am, pelo Exerćıcio 2.1.2, temos

que p1, p2, . . . , pm são linearmente independentes.
Observe agora que ∀x ∈ {0, 1}, x2 = x, isso significa que podemos reescrever os pi’s como polinômios

multilineares em n variáveis (i.e., polinômios cujos mônomios não contêm nenhum fator que é quadrado
de variável).

Então, para todo i ∈ [n], seja p̃i um polinômio multilinear correspondente a pi (mais formalmente,
seja p̃i um polinômio multilinear tal que ∀x ∈ Ω, p̃i(x) = pi(x)) e observe que gr(p̃i) 6 gr(pi) 6 s.
Ademais, sabemos que p̃1, p̃2, . . . , p̃m são linearmente independentes.

Para todo I ⊂ [n], seja χI como o polinômio multilinear em n variáveis definido por χI((xj)
n
j=1) =∏

i∈I xi.
Observe agora que todo polinômio multilinear em n variáveis e de grau no máximo s pode ser escrito

como combinação linear de elementos de {χI : I ∈
(

[n]
6s

)
}. Isso significa que esse conjunto gera o

espaço dos polinômios multilineares em n variáveis e de grau no máximo s, logo ele tem dimensão no
máximo

∑s
i=0

(
n
i

)
.

Como p̃1, p̃2, . . . , p̃m são linearmente independentes e são elementos desse espaço vetorial, temos que

|F| = m 6
s∑
i=0

(
n

i

)
. �

A cota do teorema acima, porém, não é justa e com um pequeno ajuste dos polinômios usados,
podemos nos livrar de umas hipóteses e obter o teorema abaixo.

Teorema 2.1.4 (Frankl–Wilson ’81 [5]). Se L ⊂ N com |L| = s e F ∈ P([n]) é uma famı́lia L-
intersectante, então temos

|F| 6
s∑
i=0

(
n

i

)
.

Demonstração. Seja F = {A1, A2, . . . , Am} uma famı́lia L-intersectante com |A1| 6 |A2| 6 · · · 6 |Am|.
Para todo i ∈ [m], seja pi : Ω→ R definida por

pi((xj)
n
j=1) =

∏
l∈L:
l<|Ai|

(〈
(xj)

n
j=1, Ai

〉
− l
)

=
∏
l∈L:
l<|Ai|

 n∑
j=1

(Ai)jxj − l

 .

Observe que, para todo i ∈ [m], temos

pi(Ai) =
∏
l∈L:
l<|Ai|

(|Ai| − l) > 0.
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Ademais, para todos i, j ∈ [m] com i < j, temos

pi(Aj) =
∏
l∈L:
l<|Ai|

(|Aj ∩Ai| − l) = 0,

pois |Aj ∩Ai| < |Ai|, já que |Aj | 6 |Ai| e Ai 6= Aj .
Logo a matriz M ∈ Rn×n definida por Mij = pi(Aj) é triangular e todas as entradas de sua diagonal

são não-nulas. Isso significa que A é não-singular e pelo Exerćıcio 2.1.2, temos que p1, p2, . . . , pn são
linearmente independentes.

Construindo p̃1, p̃2, . . . , p̃m da mesma forma que na demonstração do teorema anterior, obtemos um
conjunto linearmente independente no espaço vetorial dos polinômios multilineares em n variáveis e de
grau no máximo s e portanto temos

|F| = m 6
s∑
i=0

(
n

i

)
. �

Considerando a famı́lia F =
(

[n]
6s

)
e L = {0, 1, . . . , s − 1}, observamos que a cota desse teorema é

justa.
O teorema abaixo fortalece a cota do Teorema 2.1.3 mantendo suas hipóteses.

Teorema 2.1.5 (Ray–Chaudhuri–Wilson ’75 [7]). Se L ⊂ N com |L| = s e F ∈ P([n]) é uma famı́lia L-
intersectante e uniforme, então temos

|F| 6
(
n

s

)
.

Demonstração. Seja novamente F = {A1, A2, . . . , Am} uma famı́lia L-intersectante e k-uniforme e, sem
perda de generalidade, assumimos que k /∈ L e que s 6 k (pois podemos remover de L todos os números
maiores que k).

Constrúımos de novo, para todo i ∈ [m], a função pi : Ω→ R definida por

pi((xj)
n
j=1) =

∏
l∈L

(〈
(xj)

n
j=1, Ai

〉
− l
)

=
∏
l∈L

 n∑
j=1

(Ai)jxj − l

 .

E consideramos os polinômios multilineares correspondentes p̃1, p̃2, . . . , p̃m.
Da demonstração do Teorema 2.1.3, já sabemos que esses polinômios são linearmente independentes

a ideia agora é completar essa famı́lia a uma outra ainda linearmente independente.
Lembremos que, para todo i ∈ [m], temos

pi(Ai) =
∏
l∈L

(|Ai| − l) 6= 0,

e, se i e j são elementos distintos de [m], então

pi(Aj) =
∏
l∈L

(|Ai ∩Aj | − l) = 0.

Defina, para todo I ⊂ [n], o polinômio multilinear em n variáveis χI a partir de χI((xj)
n
j=1) =

∏
i∈I xi.

Para todo I ⊂ [n], seja qI o polinômio definido a partir de

qI((xj)
n
j=1) = χI((xj)

n
j=1)

 n∑
j=1

xj

− k
 ,

e seja q̃I o polinômio multilinear de n variáveis associado a qI (observe que q̃I possui grau no máximo |I|+
1).

Por outro lado, para todo i ∈ [m], temos qI(Ai) = 0, pois |Ai| = k.
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Sejam P = {p̃i : i ∈ [m]} e Q = {q̃I : I ∈
(

[n]
6s−1

)
}.

Observe que, para todo I ∈
(

[n]
6s−1

)
, temos

n∑
j=1

χ{j}(I)− k = |I| − k < 0,

pois |I| 6 s− 1 6 k − 1.
O seguinte lema nos dá que Q é linearmente independente.

Lema. Se f : {0, 1}n → R é uma função tal que, para todo I ∈
(

[n]
6r

)
, temos f(I) 6= 0, então o con-

junto {χIf : I ∈
(

[n]
6r

)
} é linearmente independente.

Demonstração do Lema. Observe inicialmente que se I, J ∈
(

[n]
6r

)
são tais que I 6⊂ J , então χI(J) = 0.

Logo, se |J | 6 |I| e I 6= J , temos χI(J)f(J) = 0 e χI(I)f(I) 6= 0, ou seja, a matriz A cujas entradas
são (χIf)(J) é triangular e com todas as entradas da diagonal não-nulas e, portanto, invert́ıvel.

Pelo Exerćıcio 2.1.2, temos que {χIf : I ∈
(

[n]
6r

)
} é linearmente independente. �

Vamos provar agora que P ∪Q é linearmente independente.
Sejam λ1, λ2, . . . , λm ∈ R e µI ∈ R para cada I ∈

(
[n]

6s−1

)
tais que

m∑
i=1

λip̃i +
∑

I∈( [n]
6s−1)

µI q̃I = 0.

Avaliando a expressão acima em Aj , obtemos λj p̃j = 0, ou seja, para todo j ∈ [m], temos λj = 0 e a
expressão se torna ∑

I∈( [n]
6s−1)

µI q̃I = 0.

Como Q é linearmente independente, temos que os µI ’s são todos nulos.
Portanto P ∪ Q é linearmente independente, logo, como Q também é uma famı́lia de polinômios

multilineares de n variáveis e de grau no máximo s, temos

m+

s−1∑
i=0

(
n

i

)
= |P ∪ Q| 6

s∑
i=0

(
n

i

)
,

de onde o resultado segue. �

Considerando a famı́lia F =
(

[n]
s

)
, observamos que a cota do teorema acima é justa.

O seguinte exerćıcio generaliza ambos os Teoremas 2.1.4 e 2.1.5.

Exerćıcio 2.1.6 (Teorema de Alon–Babai–Suzuki ’91 [1]). Sejam K,L ⊂ N conjuntos finitos não-vazios
de naturais com |K| = r e |L| = s e tal que minK > s− r

Se F é uma famı́lia L-intersectante tal que, para todo F ∈ F , temos |F | ∈ K e, então

|F| 6
(
n

s

)
+

(
n

s− 1

)
+ · · ·+

(
n

s− r + 1

)
.

2.2 Aplicações ao Número Cromático de Rn

22/04/2014 – Fabŕıcio Caluza Machado

Apresentaremos inicialmente outra versão do Teorema 2.1.4.

Teorema 2.2.1. Se L ⊂ N com |L| = s, p é um primo e F ∈ P([n]) é uma famı́lia satisfazendo

1. Para todo l ∈ L e todo A ∈ F , temos |A| 6≡ l (mod p);
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2. Para todos A,B ∈ F distintos, temos que existe l ∈ L tal que |A ∩B| ≡ l (mod p);

então temos

|F| 6
s∑
i=0

(
n

i

)
.

Demonstração. A prova desse teorema é muito similar. Porém, agora trabalhamos no corpo Zp dos

inteiros módulo p. É importante que p seja primo para que Zp não tenha divisores de 0 (i.e., elementos
não nulos a e b tais que ab ≡ 0 (mod p)).

Suponha que F = {A1, A2, . . . , Am} e, para todo i ∈ [m], seja pi : {0, 1}n → Zp definida por

pi((xj)
n
j=1) =

∏
l∈L

(〈
(xj)

n
j=1, Ai

〉
− l
)

=
∏
l∈L

 n∑
j=1

(Ai)jxj − l

 .

Observe que, para todo i ∈ [m], temos

pi(Ai) =
∏
l∈L

(|Ai| − l) 6≡ 0 (mod p).

Ademais, para i, j ∈ [m] distintos, temos

pi(Aj) =
∏
l∈L

(|Aj | − l) ≡ 0 (mod p).

Logo a matriz M ∈ Rn×n definida por Mij = pi(Aj) é não-singular e pelo Exerćıcio 2.1.2, temos
que p1, p2, . . . , pn são linearmente independentes.

Multilinearizando os polinômios, obtemos um conjunto linearmente independente no espaço vetorial
dos polinômios multilineares em n variáveis e de grau no máximo s e portanto temos

|F| = m 6
s∑
i=0

(
n

i

)
. �

Forneceremos agora algumas estimativas para binomiais.

Proposição 2.2.2. Para todos n, l, s ∈ N com l > 2 e s 6 n/l temos

s∑
i=0

(
n

i

)
<

(
n

s

)(
1 +

1

l − 2

)
.

Demonstração. Observe que para todo u ∈ N com u 6 n, temos(
n

u− 1

)/(
n

u

)
=

u

n− u+ 1
6

s

n− s+ 1

Logo, aplicando a equação acima recursivamente, temos(
n

u− 1

)
=

(
s

n− s+ 1

)u(
n

s

)
.

Portanto temos

s∑
i=0

(
n

i

)
6

(
n

s

) s∑
i=0

(
s

n− s+ 1

)s
<

1

1− s/(n− s+ 1)

(
n

s

)
=

(
1 +

s

n− 2s+ 1

)(
n

s

)
.
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Mas observe que

s

n− 2s+ 1
<

1

l − 2
⇐⇒ s(l − 2) < n− 2s+ 1

⇐⇒ s <
n+ 1

l
⇐⇒ s 6 fracnl,

logo temos

s∑
i=0

(
n

i

)
<

(
1 +

1

l − 2

)(
n

s

)
. �

Corolário 2.2.3. Para todos n, s ∈ N com s 6 n/4, temos

s∑
i=0

(
n

l

)
<

3

2

(
n

s

)
< 2

(
n

s

)
.

Lema 2.2.4. Se α ∈ (0, 1) ∩Q é um racional fixado e n ∈ N, então(
n

αn

)
=

1 + o(1)√
2πα(1− α)

1√
n

(
1

αα(1− α)(1− α)

)n
.

Observação. A condição de racionalidade de α serve apenas para garantir que
(
n
αn

)
estará bem definido

para infinitos valores de n e que possamos estudar seu comportamento assintótico.

Demonstração. Lembramos a Fórmula de Stirling para o comportamento assintótico de n! abaixo.

n! = (1 + o(1))
√

2πn
(n
e

)n
.

Usando essa estimativa, temos(
n

αn

)
=

n!

(αn)!((1− α)n)!

= (1 + o(1))

√
2πn

(n
e

)n
√

2παn
(αn
e

)αn√
2π(1− α)n

(
(1− α)n

e

)(1−α)n

=
1 + o(1)

2πα(1− α)n

1

ααn(1− α)(1−α)n
. �

Corolário 2.2.5. Para todo α ∈ (0, 1), existem ε0 > 0 e n0 ∈ N tais que, para todo ε ∈ (0, ε0) e n > n0

tal que αn e (1− αn) são inteiros, temos(
1

αα(1− α)1−α − ε
)n

<

(
n

αn

)
<

(
1

αα(1− α)1−α + ε

)n
.

Observação. O ε0 serve apenas para garantir que o ε escolhido será tal que o lado esquerdo da primeira
desigualdade não será negativo.

Definimos agora o número cromático de Rn.

Definição 2.2.6. O número cromático de Rn (denotado χ(Rn)) é definido como o número cromático do
grafo Gn cujos vértices são os pontos de Rn e dois vértices são adjacentes se e somente se a distância
(euclidiana) entre eles é 1.

Mais formalmente, temos

V (Gn) = Rn E(Gn) = {vw : d(v, w) = 1}.
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Observação. Se definirmos, para todo d > 0 o grafo Gn(d) como sendo o grafo cujos vértices são os
pontos de Rn e dois vértices são adjacentes se e somente se a distância (euclidiana) entre eles é d, então
a contração/dilatação pelo fator d é um isomorfismo entre Gn e Gn(d), logo χ(Rn) = χ(Gn) = χ(Gn(d))

Muitas vezes é mais conveniente trabalhar com Gn(d) do que Gn.

Exerćıcio resolvido 2.2.7. Prove que χ(R) = 2.

Embora possamos calcular o número cromático de R (Exerćıcio 2.2.7), o caso geral ainda é um
problema em aberto. A seguir apresentamos alguns resultados sobre χ(Rn) para valores maiores de n.

Proposição 2.2.8. Temos χ(R2) 6 9.

Demonstração. Considere uma partição de R2 em quadrados da forma [a, a+ l)× [b, b+ l) de forma que
a diagonal de tais quadrados seja 1 (i.e., temos l = 1/

√
2).

Observe que se ab é uma aresta de Gn e a está em um quadrado Q, então b está em um dos 8
quadrados vizinhos a Q (Figura 5).

Figura 5: Vizinhança de um quadrado da partição da Proposição 2.2.8.

Logo, considerando 9 cores, podemos colorir cada quadrado com uma cor de forma que para todo
quadrado Q todos os seus 8 vizinhos possuem uma cor distinta da cor de Q. Tal coloração é uma coloração
própria de Gn pois toda aresta de Gn é de um quadrado Q para um de seus 8 vizinhos. �

Com apenas uma mudança simples no argumento, podemos melhorar a cota da proposição acima.

Proposição 2.2.9. Temos χ(R2) 6 7.

Demonstração (rascunho). Basta repetir o argumento da prova da Proposição 2.2.8 utilizando hexágonos
regulares cuja diagonal maior mede 1 (i.e., cujo lado mede 1/2). Dessa forma, cada hexágono possuirá 6
vizinhos (Figura 6).

Figura 6: Vizinhança de um hexágono da partição da Proposição 2.2.9.

Porém, uma aresta pode cruzar de um hexágono para vizinhos um pouco mais distantes (uma aresta
com uma extremidade próxima a um vértice de hexágono, por exemplo), então a escolha das 7 cores deve
ser feita com certo cuidado (mas é posśıvel). �
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Exerćıcio 2.2.10. Complete a prova da Proposição 2.2.9, mostrando que é posśıvel fazer a escolha das 7
cores para os hexágonos constrúıdos.

A cota da Proposição 2.2.8 também pode ser generalizada para dimensões maiores como sugere o
exerćıcio abaixo.

Exerćıcio 2.2.11. Prove que χ(Rn) 6 d2
√
nen ∼ nn/2.

Observação. É posśıvel provar que χ(Rn) 6 9n.

Proposição 2.2.12. Temos χ(R2) > 4.

Demonstração. Suponha por absurdo que há uma coloração própria de Gn com apenas três cores. Con-
sidere um triângulo equilátero de vértices a, b, c ∈ R2 do plano e seja d ∈ R2 o (único) ponto do plano
que dista 1 de b e c e que é diferente de a.

Observe que a deve possuir a mesma cor que d pois há apenas três cores e triângulos equiláteros
devem possuir um vértice de cada cor.

Considere agora os pontos b2, c2, d2 ∈ R2 obtidos a partir da rotação horária dos pontos b, c e d em
torno de a de um ângulo α de forma que d e d2 distam 1.

Pelo mesmo racioćınio, o vértice d2 possui a mesma cor que a, o que é um absurdo pois isso implica
que d possui a mesma cor que d2. �

Corolário 2.2.13. Temos χ(Rn) > n+ 2.

Demonstração (rascunho). O mesmo racioćınio da Proposição 2.2.12 trocando “triângulos” por “hiperte-
traedros regulares” funciona em Rn. �

Observe que a prova da Proposição 2.2.12 se dá apresentando um subgrafo finito de Gn que não é 4-
coloŕıvel. Uma pergunta natural é se é posśıvel que todos os subgrafos finitos de Gn sejam k-coloŕıveis
para um k fixo sem que Gn seja k-coloŕıvel. O Teorema de De Bruijn–Erdős(Exerćıcio 2.2.14) diz que
tal situação é imposśıvel.

Exerćıcio resolvido 2.2.14 (Teorema de De Bruijn–Erdős ’51). Se k é um natural e G é um grafo
tal que todos seus subgrafos finitos possuem uma k-coloração própria, então G possui uma k-coloração
própria (i.e., temos χ(G) 6 k).

Nesse esṕırito, o teorema abaixo fornece cotas inferiores para χ(Rn) com n suficientemente grande.

Teorema 2.2.15 (Frankl–Wilson ’81 [5]). Existe n0 ∈ N tal que, para todo n > n0, temos χ(Rn) > 1.2n.

Provaremos a versão enfraquecida desse teorema enunciada abaixo.

Teorema 2.2.16. Existe n0 ∈ N tal que, para todo n > n0 da forma n = 4p − 1 com p um número
primo, temos χ(Rn) > 1.1397n.

Demonstração. Nesta demonstração, trabalharemos com o grafo Gn(d) (i.e., o grafo cujas arestas são
entre pontos distando d) e utilizaremos o Teorema 2.2.1.

Consideramos novamente a interpretação de subconjuntos de [n] como vetores de {0, 1}n ⊂ Rn e
observamos que se A,B ⊂ [n], então temos

d(A,B)2 = 〈A,B〉2 = |A| − |A ∩B| − |B ∩A|+ |B|,

e se |A| = |B| = k, então

d(A,B)2 = 2(k − |A ∩B|).

Seja k = 2p − 1 e d =
√

2(2p− 1)− (p− 1) =
√

4p− 1 e considere uma famı́lia F de subconjuntos
de [n] (e portanto de vértices de Gn(d)) k-uniforme.

Observe que se A,B ∈ F são distintos, então |A ∩ B| ∈ {0} ∪ [2p − 2] \ {p − 1}, pois d(A,B) 6= d
implica que |A ∩B| 6= p− 1.
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Ademais, observe que o único número em {0} ∪ [2p− 2] que é congruente módulo p a p− 1 é p− 1.
Logo, tomando L = {0} ∪ [p− 2] e s = |L| = p− 1, temos, pelo Teorema 2.2.1, que

|F| 6
s∑
i=0

(
n

i

)
.

Como s = p− 1 < n/4, temos pelos Corolários 2.2.3 e 2.2.5 que

|F| < 1.7548n,

desde que n seja grande o suficiente.
Considere o subgrafo H induzido em Gn(d) pelos vértices correspondentes aos subconjuntos de ta-

manho k de [n]. Um conjunto independente em H corresponde a uma famı́lia F de subconjuntos de [n]
que é k-uniforme, logo sabemos que α(H) 6 1.7548n. Então temos

χ(Rn) = χ(Gn(d)) > χ(H) >
|V (H)|
α(H)

> 1.7548−n
(
n

k

)
> 1.1397n. �

Observação. Para obter o Teorema 2.2.15 basta fazer a mesma demonstração do Teorema 2.2.16 uti-
lizando uma proporção α ∈ (0, 1) entre p e n que otimiza a desigualdade do Proposição 2.2.2 e do
Corolário 2.2.5.

Dessa forma obtemos um teorema que depende apenas que n seja um múltiplo fixado de um primo p.
Porém, o exerćıcio abaixo implica que, para n suficientemente grande podemos tomar uma proporção
suficientemente próxima da desejada.

Exerćıcio resolvido 2.2.17. Para todo ε > 0, existe x0 > 0 tal que, para todo x > x0, existe um primo
no intervalo [x, (1 + ε)x].

3 Coloração e Preenchimento de Rn

3.1 Número Cromático Mensurável de Rn e Densidade Superior

06/05/2014 – Fernando Mário de Oliveira Filho

Vimos já que calcular o número cromático de Rn é um problema dif́ıcil. Ademais o fato de todas as
provas conhecidas do Teorema de De Bruijn–Erdős (Exerćıcio 2.2.14) utilizarem o Axioma da Escolha
sugere que a coloração própria de Rn com um número mı́nimo de cores pode depender do Axioma
da Escolha e, portanto, ser não construtiva.

Com isso em mente, é natural exigir que a coloração feita não utilize o Axioma da Escolha e uma
forma de fazê-lo é exigir que a partição nas classes de cores seja em conjuntos Lebesgue-mensuráveis.

Será conveniente ao longo desta seção a definição abaixo.

Definição 3.1.1. Dizemos que um subconjunto A de Rn evita a distância d > 0 se para todo par de
pontos a, b ∈ A temos d(a, b) 6= d.

Definimos agora o número cromático mensurável que captura a noção de colorir com o menor número
de cores sem usar o Axioma da Escolha.

Definição 3.1.2. O número cromático mensurável de Rn (denotado por χm(Rn)) é o menor número
de partes em que conseguimos particionar Rn de forma que todas as partes evitam a distância 1 e
são Lebesgue-mensuráveis. Mais formalmente, definimos

χm(Rn) = min

{
k ∈ N : Rn =

k⋃
i=1

Ai com Ai Lebesgue-mensurável e

Ai evita distância 1 para todo i ∈ [k]

}
.
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Como toda coloração mensurável é também uma coloração, as proposições abaixo seguem diretamente.

Proposição 3.1.3. Para todo n ∈ N, temos χ(Rn) 6 χm(Rn).

Proposição 3.1.4. Temos χm(R2) 6 7.

A proposição abaixo também segue diretamente do Exerćıcio 2.2.7.

Proposição 3.1.5. Temos χm(R) = 2.

Já vimos que a melhor cota inferior que se sabe para o número cromático de R2 é χ(R2) > 4, porém
o teorema abaixo sugere que talvez uma coloração com quatro cores não seja palpável.

Teorema 3.1.6 (Falconer ’81 [4]). Temos χm(R2) > 5.

Observação. O teorema acima não afirma que χ(R2) < χm(R2), ele apenas nos dá uma cota inferior
para χm(R2) que é melhor que a conhecida para χ(R2).

Naturalmente, podemos nos perguntar quão grandes podem ser as partes da partição mensurável de
uma coloração própria. Nesse sentido, a definição abaixo é muito útil.

Definição 3.1.7. Se A é um subconjunto Lebesgue-mensurável de Rn, então definimos a densidade
superior de A como

δ(A) = lim sup
T→+∞

m(A ∩ [−T, T ]n)

m([−T, T ]n)
,

onde m denota a medida de Lebesgue.
Informalmente, a densidade superior é calculada pelo limite da porção preenchida porA em hipercubos

cada vez maiores.

Os exerćıcios abaixo são algumas propriedades básicas da densidade superior.

Exerćıcio resolvido 3.1.8. Se A,B ⊂ Rn são Lebesgue-mensuráveis e A ⊂ B, então δ(A) 6 δ(B).

Exerćıcio resolvido 3.1.9. Suponha que A ⊂ Rn é Lebesgue-mensurável e limitado em uma das coor-
denadas, i.e., existe i ∈ [n] e R > 0 tais que

A ⊂ R× R× · · ·R︸ ︷︷ ︸
i−1 vezes

×[−R,R]× R× R× · · ·R︸ ︷︷ ︸
n−i vezes

.

Então δ(A) = 0.
Em particular, se A é limitado, então δ(A) = 0.

Exerćıcio resolvido 3.1.10. Se (Ai)i∈N é uma sequência de subconjuntos Lebesgue-mensuráveis de Rn,
então

δ

(⋃
i∈N

Ai

)
6
∑
i∈N

δ(Ai).

Em particular, para todo k ∈ N, temos

δ

(
k⋃
i=1

Ai

)
6

k∑
i=1

δ(Ai).

O exerćıcio abaixo nos diz que a densidade superior é invariante sob translação.

Exerćıcio resolvido 3.1.11. Se A é um subconjunto Lebesgue-mensurável de Rn e v ∈ Rn é um vetor
arbitrário, então δ(A) = δ(A+ v).

O exerćıcio abaixo nos dá um caso de igualdade para o Exerćıcio 3.1.10.

Exerćıcio resolvido 3.1.12. Se A é um subconjunto Lebesgue-mensurável de Rn e v1, v2, . . . , vr é uma
sequência de vetores de Rn tais que os conjuntos A+ vi são dois-a-dois disjuntos, então

δ

(
r⋃
i=1

(A+ vi)

)
= rδ(A).
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O exerćıcio abaixo nos diz que a densidade superior de um conjunto com simetrias de translação pode
ser calculada restringindo a atenção apenas para uma célula do conjunto que se repete.

Exerćıcio resolvido 3.1.13. Sejam v1, v2, . . . , vn ∈ Rn uma base de Rn e k ∈ [n]. Defina

S =

{
n∑
i=1

aivi : ai ∈ R para todo i ∈ [n] e ai ∈ [0, 1) para todo i ∈ [k]

}
.

Se A ⊂ Rn é Lebesgue-mensurável tal que

A =
⋃

(ij)kj=1∈Zk

(A ∩ S) +

k∑
j=1

ijvj

 ,

então temos

δ(A) = lim sup
T→+∞

m(A ∩ S ∩ [−T, T ]n)

m(S ∩ [−T, T ]n)
.

Em particular, se S é limitado, temos

δ(A) =
m(A ∩ S)

m(S)
.

Estamos interessados em calcular a maior densidade superior superior de um conjunto que evita
distância 1.

Definição 3.1.14. Para todo n ∈ N, definimos

m1(Rn) = sup{δ(A) : A ⊂ Rn é Lebesgue-mensurável e evita a distância 1}.

A proposição abaixo relaciona os números χm(Rn) e m1(Rn).

Proposição 3.1.15. Para todo n ∈ N, temos χm(Rn)m1(Rn) > 1.

Demonstração. Sejam k = χm(Rn) e A1, A2, . . . , Ak uma partição de Rn tal que para todo i ∈ [k], temos
que Ai é Lebesgue-mensurável e evita a distância 1.

Do Exerćıcio 3.1.10, temos

1 = δ(Rn) = δ

(
k⋃
i=1

Ai

)
6

k∑
i=1

δ(Ai) 6 km1(Rn) = χm(Rn)m1(Rn). �

A proposição acima nos dá imediatamente que uma cota superior para qualquer uma de m1(Rn)
de χm(Rn) implica em uma cota inferior para a outra.

Abaixo fornecemos cotas inferiores para m1(R) e m1(R2).

Proposição 3.1.16. Temos m1(R) > 1
2 .

Demonstração. Podeŕıamos simplesmente usar a Proposição 3.1.15, porém daremos uma prova indepen-
dente simples.

Considere o conjunto A = {[2i, 2i + 1) : i ∈ Z} e observe que A é Lebesgue-mensurável e evita
distância 1.

Pelo Exerćıcio 3.1.13, tomando v1 = 2 e k = 1, temos que a célula de simetria é S = [0, 2) e

δ(A) =
m(A ∩ [0, 2))

m([0, 2))
=

1

2
.

Portanto, temos que m1(R) > 1/2. �

Proposição 3.1.17. Temos m1(R2) > π/(8
√

3) ≈ 0.22672.
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Figura 7: Conjunto A (em cinza) da Proposicao 3.1.17 com a célula de simetria S representada (o
paralelogramo).

Demonstração. Sejam v1 = (2, 0) e v2 = 2(cos(π/3), sin(π/3)) e considere o conjunto

A =
⋃
i,j∈Z

B

(
iv1 + jv2,

1

2

)
,

onde B(p, r) denota a bola aberta de raio r centrada em p, mais formalmente, temos B(p, r) = {x ∈ R2 :
d(x, p) < r} (Figura 7).

Observe que, como o diâmetro das bolas consideradas é 1 e as bolas são abertas, temos que nenhuma
delas contém um par de pontos distando 1.

Ademais, como os centros das bolas distam pelo menos 2 um do outro, temos que a distância entre
quaisquer duas bolas distintas é pelo menos 1.

Portanto A é um conjunto Lebesgue-mensurável que evita distância 1.
Pelo Exerćıcio 3.1.13 com k = 2 (e com v1 e v2 já definidos), temos que a célula de simetria S é o

paralelogramo de vértices 0, v1, v2 e v1 + v2 aberto nos lados que não incidem em 0. Logo

δA =
m(A ∩ S)

m(S)
=
π(1/2)2

22
√

3/2

=
π

8
√

3
≈ 0.22672. �

O teorema abaixo nos dá formas de se obter limitantes superiores para m1(Rn).

Teorema 3.1.18. Se G é um subgrafo finito do grafo de Rn, então

m1(Rn) 6
α(G)

|V (G)|
.

Provaremos apenas uma versão mais fraca do teorema acima.

Proposição 3.1.19. Se G é um subgrafo finito completo (não-vazio) do grafo de Rn, então

m1(Rn) 6
α(G)

|V (G)|
.

Demonstração. Nesse caso, temos α(G) = 1. Seja A ⊂ Rn um conjunto Lebesgue-mensurável que evita
distância 1 arbitrário.

Afirmamos que se x, y ∈ V (G) são distintos, então (A + x) ∩ (A + y) = ∅. De fato, pois se z ∈
(A+ x) ∩ (A+ y), então temos que existem a, b ∈ A tais que a+ x = z = b+ y, logo temos

‖a− b‖ = ‖y − x‖ = 1,
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pois xy ∈ E(G), mas isso contradiz o fato que A evita distância 1.
Pelo Exerćıcio 3.1.12, temos

α(G) = 1 = δ(Rn) > δ

 ⋃
x∈V (G)

(A+ x)

 = |V (G)|δ(A).

Portanto m1(Rn) 6 α(G)/|V (G)|. �

Enunciamos agora algumas conjecturas relacionadas ao número m1(R2).

Conjectura 3.1.20 (Erdős). Temos m1(R2) < 1/4 (o que implicaria que χm(R2) > 5).

Conjectura 3.1.21 (Erdős). O valor

sup{m(A) : A ⊂ B(0, 1) ⊂ R2 com A um conjunto que evita distância 1}

é π/4 e é atingido pela bola (aberta) de raio 1/2 centrado na origem.

3.2 Análise Harmônica

13/05/2014 – Fernando Mário de Oliveira Filho

Faremos agora uma breve introdução à analise harmônica, que será uma ferramenta muito útil no
estudo do preenchimento do espaço. Para isso, relembramos a definição de espaço de Hilbert.

Definição 3.2.1. Um espaço de Hilbert é um espaço vetorial sobre C munido de um produto interno 〈·, ·〉,
a norma induzida por ele ‖x‖ = 〈x, x〉1/2 e completo quanto a essa norma, isto é, toda sequência de Cauchy
em relação a essa norma é convergente.

Observação. Quando dizemos que o espaço de Hilbert é completo em relação à norma, estamos munindo
o espaço de uma métrica induzida d(x, y) = ‖x− y‖ e da topologia métrica.

O exemplo mais simples de espaço de Hilbert é Cn munido do produto interno

〈x, y〉 =

n∑
j=1

xjyj ,

e da norma ‖x‖ = 〈x, x〉1/2.
Uma propriedade muito útil em espaços de Hilbert é a enunciada no exerćıcio abaixo.

Exerćıcio resolvido 3.2.2. Se (xn)n∈N é uma sequência de vetores de um espaço de Hilbert H tal que∑
n∈N
‖xn‖ < +∞,

então existe x ∈ H tal que ∥∥∥∥∥x−
n∑
k=0

xk

∥∥∥∥∥ n→∞−→ 0.

Definição 3.2.3. Se x e u são vetores em um espaço de Hilbert, então definimos o coeficiente de Fourier
de x na direção u (denotado por x̂(u)) como

x̂(u) = 〈x, u〉 .

Observação. Estamos mais interessados nessas definição e notação quando possuirmos uma base orto-
normal do espaço de Hilbert, pois teremos uma forma simples de calcular os coeficientes da expansão do
vetor como combinação linear da base.

20



Proposição 3.2.4. Se (uj)
n
j=1 é um conjunto ortonormal de vetores de um espaço de Hilbert H e x ∈ H

e (αj)
n
j=1 ∈ Cn são tais que

x =

n∑
j=1

αjuj ,

então, para todo j ∈ J , temos αj = x̂(uj).

Demonstração. Observe que, para todo k ∈ J , temos

x̂(uk) = 〈x, uk〉 =

〈∑
j∈J

αjuj , uk

〉
=

n∑
j=1

αj 〈uj , uk〉 = αk,

onde a última igualdade segue do fato que (uj)j∈J é ortonormal, ou seja, temos 〈uj , uk〉 = 0 se j 6= k
e 〈uk, uk〉 = 1. �

Corolário 3.2.5 (Identidade de Parseval para dimensão finita). Se (uj)
n
j=1 é uma base ortonormal de

um espaço de Hilbert H de dimensão finita, então para todos x, y ∈ H, temos

〈x, y〉 =

n∑
j=1

x̂(uj)ŷ(uj).

Demonstração. Basta observar que

〈x, y〉 =

〈
n∑
j=1

x̂(uj)uj ,

n∑
k=1

ŷ(uk)uk

〉

=

n∑
j,k=1

x̂(uj)ŷ(uk)uk 〈uj , uk〉

=

n∑
j=1

x̂(uj)ŷ(uj). �

Observação. No caso de espaços que podem possuir dimensão infinita, costumamos chamar conjuntos
ortogonais e conjuntos ortonormais respectivamente de sistemas ortogonais e sistemas ortonormais para
enfatizar que a dimensão não é necessariamente finita.

O exerćıcio abaixo relembra uma das propriedades de espaços vetoriais.

Exerćıcio resolvido 3.2.6. Se V é um espaço vetorial, então V possui uma base.

Apesar de essa propriedade parecer muito forte, ela não é muito prática quando o espaço vetorial tem
dimensão infinita, pois a base que obtemos não é construtiva (depende do Axioma da Escolha), logo não
temos muita ideia de como são os coeficientes em tal base.

Com isso em mente, a definição abaixo diminui as restrições sobre bases ortogonais para tentar obter
bases mais palpáveis de espaços de Hilbert de dimensão infinita.

Definição 3.2.7. Um sistema ortonormal completo de um espaço de Hilbert H é um sistema ortonor-
mal {uj : j ∈ J} tal que, para todo vetor x ∈ H, temos que

x =
∑
j∈J

x̂(uj)uj .

Observação. A soma do lado direito da equação acima pode ser infinita, nesse caso, estamos interessados
no limite dela com respeito à norma do espaço de Hilbert.
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No caso em que o espaço de Hilbert H possui um sistema ortonormal completo {uj : j ∈ N} enume-
rável, para todo x ∈ H, temos que ∥∥∥∥∥∥x−

n∑
j=0

x̂(uj)uj

∥∥∥∥∥∥ n→∞−→ 0.

Abaixo enunciamos a Desigualdade de Bessel, que relaciona a norma de um vetor com seus coeficientes
de Fourier em um sistema ortonormal.

Proposição 3.2.8 (Desigualdade de Bessel). Se {uj : j ∈ J} é um sistema ortonormal (não necessaria-
mente completo) em um espaço de Hilbert H, então, para todo x ∈ H, temos∑

j∈J
|x̂(uj)|2 6 ‖x‖2 .

Demonstração. Observe que, para todo K ⊂ J finito, temos

0 6

∥∥∥∥∥∥x−
∑
j∈K

x̂(uj)uj

∥∥∥∥∥∥
2

=

〈
x−

∑
j∈K

x̂(uj)uj , x−
∑
j∈K

x̂(uj)uj

〉

= 〈x, x〉 −

〈
x,
∑
j∈K

x̂(uj)uj

〉
−

〈∑
j∈K

x̂(uj)uj , x

〉
+

〈∑
j∈K

x̂(uj)uj ,
∑
j∈K

x̂(uj)uj

〉
= ‖x‖2 −

∑
j∈K

x̂(uj) 〈x, uj〉 −
∑
j∈K

x̂(uj) 〈uj , x〉+
∑
j,k∈K

x̂(uj)x̂(uk) 〈uj , uk〉

= ‖x‖2 −
∑
j∈K

x̂(uj)x̂(uj)−
∑
j∈K

x̂(uj)x̂(uj) +
∑
j∈K

x̂(uj)x̂(uj)

= ‖x‖2 −
∑
j∈K
|x̂(uj)|2

Portanto, para todo K ⊂ J finito, temos∑
j∈K
|x̂(uj)|2 6 ‖x‖2 .

Isso significa que, para todo K ⊂ J enumerável, também temos a desigualdade acima (pois basta
tomar o limite em uma enumeração (jn)n∈N de K).

Por outro lado, como, para todo j ∈ J , temos que |x̂(uj)| é um real não negativo, podemos calcular
a soma em J a partir das somas parciais enumeráveis, então obtemos

∑
j∈J
|x̂(uj)|2 = sup

∑
j∈K
|x̂(uj)|2 : K ⊂ J com K enumerável

 6 ‖x‖2 .
�

Corolário 3.2.9. Se {uj : j ∈ J} é um sistema ortonormal (não necessariamente completo) em um
espaço de Hilbert H, então, para todo x ∈ H, temos que x̂(uj) é não-nulo apenas para uma quantidade
enumerável de ı́ndices j ∈ J . Em fórmula, temos |{j ∈ J : x̂(uj) 6= 0}| 6 |N|.

Demonstração. Como a soma
∑
j∈J |x̂(uj)|2 é finita, segue do Exerćıcio 3.2.10 (abaixo) que apenas uma

quantidade enumerável das parcelas não é nula. �
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Exerćıcio resolvido 3.2.10. Se (xj)j∈J é uma sequência de reais não-negativos somável (i.e., te-
mos

∑
j∈J xj < +∞), então apenas uma quantidade enumerável de termos é (estritamente) positiva

(i.e., temos |{j ∈ J : xj > 0}| 6 |N|).
O exerćıcio abaixo é análogo ao Exerćıcio 3.2.6.

Exerćıcio resolvido 3.2.11. Se H é um espaço de Hilbert, então H possui um sistema ortonormal
completo.

O objeto de estudo da análise harmônica são as funções periódicas. Para estudá-las, é conveniente
definirmos o espaço abaixo.

Definição 3.2.12. O espaço do toro ou ćırculo (denotado por T) é definido como T = R/Z, isto é, é o
conjunto das classes de equivalência da relação ∼ sobre R definida como

x ∼ y ⇐⇒ x− y ∈ Z.

Com essa definição, toda função f : R → C que é 1-periódica (i.e., para todo x ∈ R, temos f(x) =
f(x+ 1)) corresponde à função

fT : T −→ C
[x] 7−→ f(x).

Estamos interessados em estudar um subconjunto de tais funções que possui propriedades boas.

Definição 3.2.13. O espaço das funções quadrado integráveis (denotado por L2(T)) é definido como

L2(T) =

{
f : T→ C : f é mensurável e

∫
T
|f |2 dm < +∞

}
,

onde m denota a medida induzida em T pela medida de Lebesgue. Em outras palavras, consideramos a
integral da função 1-periódica correspondente a f no intervalo [0, 1], i.e., se g é 1-periódica tal que gT = f ,
então temos ∫

T
fdm =

∫
[0,1]

gdm.

Observação. Na verdade, o espaço L2(T) é definido como o espaço das classes de equivalência da
relação ∼ sobre o conjunto das funções quadrado integráveis definida como

f ∼ g ⇐⇒
∫
T
|f − g|2 dm = 0.

Proposição 3.2.14. O espaço L2(T) é um espaço de Hilbert quando munido do produto interno definido
por

〈f, g〉 =

∫
T
fgdm.

Nosso objetivo será encontrar um sistema ortonormal completo para o espaço L2(T), para isso, re-
lembramos a Fórmula de Euler e algumas propriedades que derivam dela.

Definição 3.2.15 (Fórmula de Euler). Para todo θ ∈ R, definimos

eiθ = cos θ + i sin θ.

Proposição 3.2.16. Para todo θ ∈ R, temos eiθ = e−iθ e
∣∣eiθ∣∣ = 1.

Demonstração. Basta observar que

e−iθ = cos(−θ) + i sin(−θ) = cos θ − i sin θ = eiθ,

pois cos é uma função par e sin é uma função ı́mpar.
Para a segunda afirmação, basta observar que∣∣eiθ∣∣ = eiθeiθ = cos2 θ + sin2 θ = 1. �
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Definimos então, para todo u ∈ Z, a função

ϕu : T −→ C
[x] 7→ e2πiux.

Observe que essas funções estão bem definidas, pois, para todo k ∈ Z, temos

e2πiu(x+k) = cos(2πu(x+ k)) + i sin(2πu(x+ k)) = cos(2πux) + i sin(2πux) = e2πiux.

Proposição 3.2.17. Para todos inteiros u e v, temos∫
T
ϕuϕvdm =

{
1, se u = v;

0, se u 6= v.

Demonstração. Basta observar que∫
T
ϕuϕvdm =

∫
T
e2πiuxe−2πivxdm(x)

=

∫
T
e2πi(u−v)xdm(x)

=


∫
T

1dm, se u = v∫
T

(cos(2π(u− v)x) + i sin(2π(u− v)x)) dm(x), se u 6= v

=

{
1, se u = v

0, se u 6= v
. �

Isso significa que as ϕu são elementos de L2(T) e que formam um sistema ortonormal. A seguinte
definição nos dá os elementos do subespaço vetorial gerado por essas funções.

Definição 3.2.18. Um polinômio trigonométrico é uma combinação linear (finita) dos ϕu’s.

O teorema abaixo é uma versão fortalecida do Teorema de Stone–Weierstrass.

Teorema 3.2.19. Para toda função f ∈ L2(T), existe uma sequência (pn)n∈N de polinômios trigonomé-
tricos tal que, para todo ε > 0, existe n0 ∈ N tal que

|pn(x)− f(x)| < ε,

para todo n > n0 e todo x ∈ T.
Ou seja, toda função cont́ınua em L2(T) pode ser uniformemente aproximada por polinômios trigo-

nométricos.

Corolário 3.2.20. O conjunto {ϕu : u ∈ Z} é um sistema ortonormal completo

Apresentaremos inicialmente um rascunho da prova desse corolário para funções cont́ınuas.

Demonstração (rascunho). Suponha que f ∈ L2(T) é uma função cont́ınua mas temos∥∥∥∥∥f −∑
u∈Z
〈f, ϕu〉ϕu

∥∥∥∥∥ > 0.

Seja g = f −
∑
u∈Z 〈f, ϕu〉ϕu. Então sabemos que g não é a função nula.

Observe que, para todo u ∈ Z, temos

〈g, ϕu〉 = 〈f, ϕu〉 − 〈f, ϕu〉 = 0.

Se g for cont́ınua, então existirá uma sequência de polinômios trigonométricos (pn)n∈N que se apro-
ximará uniformemente de g, então teremos

0 =

〈
g,
∑
u∈Z
〈pn, ϕu〉ϕu

〉
n→∞−→ 〈g, g〉 > 0. �
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3.3 Análise Harmônica Aplicada à Densidade Superior

20/05/2014 – Fernando Mário de Oliveira Filho

Ao longo dessa subseção, todos os subconjuntos de Rn considerados serão Lebesgue-mensuráveis e,
por brevidade, omitiremos essa informação.

Enunciamos agora um fato de teoria da medida.

Fato 3.3.1. As funções cont́ınuas são densas em L2(T), i.e., para toda f ∈ L2(T) e todo ε > 0, existe g ∈
L2(T) cont́ınua tal que ‖f − g‖ < ε.

O exerćıcio abaixo nos dá uma definição equivalente de sistemas ortonormais completos.

Exerćıcio resolvido 3.3.2. Seja {uj : j ∈ J} um sistema ortonormal em um espaço de Hilbert H.
Então {uj : j ∈ J} é sistema ortonormal completo se e somente se não existe vetor x ∈ H tal que ‖x‖ 6= 0
e 〈x, uj〉 = 0 para todo j ∈ J .

Munidos desse fato e desse exerćıcio, podemos completar a prova do Corolário 3.2.20 (que diz que {ϕu :
u ∈ Z} é um sistema ortonormal completo).

Demonstração do Corolário 3.2.20. Suponha que {ϕu : u ∈ Z} não é completo. Então, pelo Exerćı-
cio 3.3.2, sabemos que existe f ∈ L2(T) tal que ‖f‖ 6= 0, mas 〈f, ϕu〉 = 0 para todo u ∈ Z.

Pelo Fato 3.3.1, sabemos que, para todo ε > 0, existe gε ∈ L2(T) cont́ınua tal que ‖f − gε‖ < ε.
Por outro lado, pelo Teorema 3.2.19, temos que, existe pε polinômio trigonométrico tal que |gε(x)−

pε(x)| < ε para todo x ∈ T.
Como pε é polinômio trigonométrico, temos que pε é combinação linear (finita) dos ϕu’s, logo 〈f, pε〉 =

0.
Por outro lado, temos

‖f‖2 = |〈f, f〉| = |〈f, f〉 − 〈f, pε〉|
6 |〈f, f〉 − 〈f, gε〉|+ |〈f, gε〉 − 〈f, pε〉| = |〈f, f − gε〉|+ |〈f, gε − pε〉|
6 ‖f‖ ‖f − gε‖+ ‖f‖ ‖gε − pε‖

6 ‖f‖ ε+ ‖f‖
(∫

T
ε2dm

)1/2

= 2ε ‖f‖ ,

onde a segunda desigualdade segue da Desigualdade de Cauchy–Schwarz.
Como ‖f‖ 6= 0, para todo ε > 0, temos ‖f‖ 6 2ε, o que é um absurdo, pois implica que ‖f‖ = 0. �

Usaremos agora a ideia de L2(T) para dimensões maiores e peŕıodos diferentes de 1.

Definição 3.3.3. Seja c > 0. O espaço das funções quadrado integráveis em Rn/(cZn) (denotado
por L2(Rn/(cZn))) é definido como

L2(Rn/(cZn)) =

{
f : Rn/(cZn)→ C : f é mensurável e

∫
Rn/(cZn)

|f |2 dm < +∞

}
,

onde m denota a medida induzida em Rn/(cZn) pela medida de Lebesgue.

E novamente, temos um espaço de Hilbert.

Proposição 3.3.4. O espaço L2(Rn/(cZn)) é um espaço de Hilbert quando munido do produto interno
definido por

〈f, g〉 =
1

cn

∫
T
fgdm.

Observação. O fator 1/cn foi inclúıdo apenas como uma normalização que se mostrará útil no futuro.

A proposição abaixo afirma que L2(Rn/(cZn)) também possui um sistema ortonormal completo enu-
merável.
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Proposição 3.3.5. Seja c > 0 e, para todo u ∈ c−1Zn, seja

ϕu : Rn/(cZn) −→ C
x 7−→ e2πi〈u,x〉,

onde 〈u, x〉 denota o produto interno euclideano comum
∑n
j=1 ujxj .

Então {ϕu : u ∈ c−1Zn} é um sistema ortonormal completo de Rn/(cZn).

Observação. Note que de fato as ϕu’s estão bem definidas, pois para todo v ∈ cZn e todo x ∈ Rn,
temos

e2πi〈u,x+v〉 = e2πi〈u,x〉+2πi〈u,v〉 = e2πi〈u,x〉e2πi〈u,v〉 = e2πi〈u,x〉,

onde a última igualdade segue do fato que 〈u, v〉 ∈ Zn (pois u ∈ c−1Zn e v ∈ cZn).

A análise harmônica sobre Rn/(cZn) servirá para estudar conjuntos cZn periódicos em Rn e fornecerá
uma cota superior para a densidade superior máxima m1(Rn) de conjuntos de Rn. O exerćıcio abaixo
nos diz que podemos considerar apenas conjuntos periódicos ao calcular m1(Rn).

Exerćıcio resolvido 3.3.6. Para todo n ∈ N∗, temos

m1(Rn) = sup{δ(A) : A ⊂ Rn é Lebesgue-mensurável e evita a distância 1

e existe c > 0 tal que A = A+ cZn}.

Definimos agora, para todo subconjunto A de Rn que é cZn periódico, sua função caracteŕıstica como

χ
(c)
A : Rn/(cZn) −→ C

y 7−→
{

1, se y ∈ A;
0, se y /∈ A;

e observamos que χ
(c)
A ∈ L2(Rn/(cZn)), pois∫

Rn/(cZn)

∣∣∣χ(c)
A

∣∣∣2 dm = m(A ∩ [0, c]n).

Definimos também, para todo x ∈ Rn/(cZn) o operador de deslocamento (que opera sobre funções
de Rn/(cZn) a C) como

L(c)
x : L2(Rn/(cZn)) −→ L2(Rn/(cZn))

f 7−→ fx : Rn/(cZn) −→ C
y 7−→ f(y − x).

Observe que, em particular, temos L
(c)
x χ

(c)
A = (χ

(c)
A )x = χ

(c)
A+x, pois, para todo y ∈ Rn/(cZn), temos

L(c)
x χ

(c)
A (y) = χ

(c)
A (y − x)

=

{
1, se y − x ∈ A;

0, se y − x /∈ A;

=

{
1, se y ∈ A+ x;

0, se y /∈ A+ x;

= χ
(c)
A+x(y).

Note que o operador L
(c)
x preserva norma, i.e., se f ∈ L2(Rn/(cZn)), então∥∥∥L(c)

x f
∥∥∥2

= ‖fx‖2 =
1

cn

∫
Rn/(cZn)

|f(y − x)|2 dm

=
1

cn

∫
Rn/(cZn)

|f |2 dm = ‖f‖2 .

26



Finalmente, definimos o operador de autocorrelação como

Φc : L2(Rn/(cZn)) −→ L2(Rn/(cZn))
f 7−→ Φcf : Rn/(cZn) −→ C

x 7−→
〈
f, L(c)

x f
〉
,

ou seja, para todo x ∈ Rn/(cZn), temos

Φcf(x) =
〈
f, L(c)

x f
〉

= 〈f, fx〉 = f̂(fx)

=
1

cn

∫
Rn/(cZn)

f(y)f(y − x)dm(y).

Observe que de fato Φcf ∈ L2(Rn/(cZn)), pois∫
Rn/(cZn)

|Φcf |2 dm =

∫
Rn/(cZn)

|〈f, fx〉|2 dm

6
∫
Rn/(cZn)

‖f‖2 ‖fx‖2 dm

=

∫
Rn/(cZn)

‖f‖4 dm

= cn ‖f‖4 < +∞.

Enunciamos agora uma propriedade muito útil do operador de autocorrelação quando aplicado a uma
função caracteŕıstica.

Proposição 3.3.7. Se c > 0 e A ⊂ Rn é um conjunto cZn-periódico (i.e., temos A + cZn = A), então,
para todo x ∈ Rn, temos

Φcχ
(c)
A (x) = δ(A ∩ (A+ x)).

Demonstração. Basta observar que

Φcχ
(c)
A (x) =

〈
χ

(c)
A , L(c)

x χ
(c)
A

〉
=
〈
χ

(c)
A , χ

(c)
A+x

〉
=

1

cn

∫
Rn/(cZn)

χ
(c)
A (y)χ

(c)
A+x(y)dm(y)

=

∫
Rn/(cZn)

χ
(c)
A∩(A+x)(y)dm(y)

=
m(A ∩ (A+ x)) ∩ [0, c]n

m([0, c]n)

= δ(A ∩ (A+ x)),

onde a última igualdade segue do Exerćıcio 3.1.13.

Observação. É aqui que o fator de normalização 1/cn do produto interno mostra-se útil.

�

Corolário 3.3.8. Para todo c > 0 e A ⊂ Rn conjunto cZn-periódico, temos

Φcχ
(c)
A (0) = δ(A).

Ademais, se A evita distância 1, então, para todo x ∈ Rn com ‖x‖ = 1, temos Φcχ
(c)
A ([x]) = 0.

O exerćıcio abaixo nos diz que a Identidade de Parseval (Corolário 3.2.5) continua válida para di-
mensão infinita e sistemas ortonormais completos.
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Exerćıcio resolvido 3.3.9 (Identidade de Parseval). Se {uj : j ∈ J} é um sistema ortonormal completo
de um espaço de Hilbert H e x e y são dois vetores de H, então

〈x, y〉 =
∑
j∈J

x̂(uj)ŷ(uj).

E o exerćıcio abaixo nos dá a unicidade da representação através dos coeficientes de Fourier.

Exerćıcio resolvido 3.3.10. Se {uj : j ∈ J} é um sistema ortonormal completo de um espaço de Hil-
bert H e (αj)j∈J ∈ CJ é uma sequência de coeficientes tal que

∑
j∈J αjuj = x ∈ H (i.e., a série converge

a x em norma), então, para todo j ∈ J , temos x̂(uj) = αj .

Estamos agora interessados em calcular os coeficientes de Fourier de Φcf no sistema ortonormal
dos ϕu’s.

Proposição 3.3.11. Seja c > 0 e f ∈ L2. Se u ∈ c−1Zn, então temos

Φ̂cf(ϕu) =
∣∣∣f̂(ϕu)

∣∣∣2 .
Em particular, se A ∈ Rn é um conjunto cZn-periódico, então temos

Φ̂cχ
(c)
A (ϕ0) = δ(A)2.

Demonstração. Observe primeiramente que, para todos x, y ∈ Rn/(cZn), temos

L(c)
x f(y) = fx(y) = f(y − x)

=
∑

u∈c−1Zn

f̂(ϕu)ϕu(y − x)

=
∑

u∈c−1Zn

f̂(ϕu)ϕu(y)ϕu(−x).

Logo, pelo Exerćıcio 3.3.10, temos que f̂x(ϕu) = f̂(ϕu)ϕu(−x).
Pela Identidade de Parseval (Exerćıcio 3.3.9), temos

Φcf =
〈
f, L(c)

x f
〉

= 〈f, fx〉

=
∑

u∈c−1Zn

f̂(ϕu)f̂x

=
∑

u∈c−1Zn

f̂(ϕu)f̂(ϕu)ϕu(−x)

=
∑

u∈c−1Zn

∣∣∣f̂(ϕu)
∣∣∣2 ϕu(x).

Logo, novamente pelo Exerćıcio 3.3.10, temos que Φ̂cf(ϕu) =
∣∣∣f̂(ϕu)

∣∣∣.
Para a segunda afirmação, basta observar que

Φ̂cχ
(c)
A (ϕ0) =

∣∣∣∣χ̂(c)
A (ϕ0)

∣∣∣∣2
=

∣∣∣∣∣ 1

cn

∫
Rn/(cZn)

χ
(c)
A 1dm

∣∣∣∣∣
2

= δ(A)2,

onde a última igualdade segue do Exerćıcio 3.1.13. �

Finalmente, isso nos dá uma forma de se obter cotas superiores para m1(Rn).
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Corolário 3.3.12. Para todo n ∈ N∗, temos

m1(Rn) 6 sup Φ̂(ϕ0)
Φ(0) = 1;
Φ(x) = 0, se ‖x‖ = 1;

Φ̂(ϕu) ∈ R+, para todo u ∈ c−1Zn;
Φ ∈ L2(Rn/(cZn)), com Φ(Rn/(cZn)) ⊂ R;
c > 0.

Demonstração. Basta observar que para todo ε > 0, existem c > 0 e A subconjunto cZn-periódico de Rn
que evita distância 1 tais que m1(Rn) 6 δ(A)− ε (e com δ(A) > 0).

Então, tomando Φ = Φcχ
(c)
A /δ(A), temos que Φ é solução viável do problema de otimização em

questão, pois

Φ(0) =
Φcχ

(c)
A (0)

δ(A)
=
δ(A)

δ(A)
= 1;

Φ(x) = 0, se ‖x‖ = 1;

pelo Corolário 3.3.8;

Φ̂(ϕ0) =
δ(A)2

δ(A)
= δ(A);

Φ̂(ϕu) > 0, para todo u ∈ c−1Zn;

pela Proposição 3.3.11 e Φ só atinge valores reais pela Proposição 3.3.7. �

Observação. Note que o uma solução ótima do problema de otimização em questão não precisa corres-

ponder a uma Φcf para alguma f ∈ L2(Rn/(cZn), muito menos precisa corresponder a uma Φcχ
(c)
A para

algum A e um c > 0.

3.4 Uma Nova Cota para Densidade Superior

27/05/2014 – Fernando Mário de Oliveira Filho

Na última seção vimos uma cota para m1(Rn) através do Corolário 3.3.12 que utilizava o operador
de autocorrelação.

Reenunciamos a cota abaixo já substituindo Φ por sua expansão em coeficientes de Fourier.

Corolário 3.4.1. Para todo n ∈ N∗, temos

m1(Rn) 6 sup Φ̂(ϕ0)∑
u∈c−1Zn

Φ̂(ϕu) = 1;∑
u∈c−1Zn

Φ̂(ϕu)ϕu(x) = 0, se ‖x‖ = 1;

Φ̂(ϕu) ∈ R+, para todo u ∈ c−1Zn;
Φ ∈ L2(Rn/(cZn)), com Φ(Rn/(cZn)) ⊂ R;
c > 0.

Note que podemos adicionar a restrição Φ̂(ϕu) = Φ̂(ϕ−u) sem alterar o valor do supremo, pois, como
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todos os coeficientes de Fourier Φ̂(ϕu) de uma solução viável Φ são reais, temos

Φ̂(ϕu) =
1

cn

∫
Rn/(cZn)

Φϕudm

=
1

cn

∫
Rn/(cZn)

Φϕ−udm

=
1

cn

∫
Rn/(cZn)

Φϕ−udm

= 〈Φ, ϕ−u〉

= Φ̂(ϕ−u).

Podemos agora relaxar a cota acima usando Φ̂ como variável e considerando Rn inteiro e não apenas
uma grade c−1Zn.

Corolário 3.4.2. Para todo n ∈ N∗, temos

m1(Rn) 6 sup γ(0)∑
u∈Rn

γ(u) = 1;∑
u∈Rn

γ(u)ϕu convergente em norma L2;∑
u∈Rn

γ(u)ϕu(x) = 0, se ‖x‖ = 1;

γ(u) ∈ R+, para todo u ∈ Rn;
γ : Rn → R+ com suporte cZn-periódico para um c > 0;
γ(u) = γ(−u) para todo u ∈ Rn.

Essa cota é válida pois se (c,Φ) é solução do problema do Corolário 3.4.1, então a função

γ : Rn −→ R+

u 7−→
{

Φ̂(ϕu), se u ∈ c−1Zn;
0, se u /∈ c−1Zn;

é solução viável do problema do Corolário 3.4.2.
Reformularemos o problema ainda mais uma vez, observando que se γ é solução do problema do

Corolário 3.4.2, então, para todo x ∈ Rn, tomamos

ζ(x) =
1

mSn−1(Sn−1)

∫
Sn−1

∑
u∈Rn

γ(u)ϕu(θ‖x‖)dmSn−1(θ),

=
∑
u∈Rn

γ(u)
1

mSn−1(Sn−1)

∫
Sn−1

ϕu(θ‖x‖)dmSn−1(θ),

onde Sn−1 = {θ ∈ Rn : ‖θ‖ = 1} e mSn−1 é a medida de superf́ıcie de Lebesgue em Sn−1.
E definindo

Ωn(t) =
1

mSn−1(Sn−1)

∫
Sn−1

eitθ1dmSn−1(θ1, θ2, . . . , θn),

temos que

ζ(x) =
∑
u∈Rn

γ(u)
1

mSn−1(Sn−1)

∫
Sn−1

e2πi〈u,θ‖x‖〉dmSn−1(θ)

=
∑
u∈Rn

γ(u)
1

mSn−1(Sn−1)

∫
Sn−1

ei〈2π‖x‖u,θ〉dmSn−1(θ)

=
∑
u∈Rn

γ(u)Ωn(2π ‖x‖ ‖u‖)

=
∑
t∈R+

α(t)Ωn(2π ‖x‖ t),
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onde α(t) =
∑
u∈Rn:‖u‖=t γ(u) e a penúltima igualdade segue do fato que, como o integrando depende

apenas do produto interno entre u e θ e a medida mSn−1 é invariante sob rotações, então podemos
aplicar uma rotação que leva u em um múltiplo do vetor primeiro vetor da base canônica de Rn (que
é (1, 0, 0, . . . , 0)) sem alterar o valor da integral.

Observe agora que, como Ωn(0) = 1, temos

ζ(0) =
∑
tR+

α(t) =
∑
u∈Rn

γ(u) = 1.

Ademais, para todo x ∈ Rn com ‖x‖ = 1, temos

ζ(x) =
1

mSn−1(Sn−1)

∫
Sn−1

∑
u∈Rn

γ(u)ϕu(θ‖x‖)dmSn−1(θ) = 0,

pois
∑
u∈Rn γ(u)ϕu(θ‖x‖) = 0, mas por outro lado

0 = ζ(x) =
∑
t∈R+

α(t)Ωn(2π ‖x‖ t) =
∑
t∈R+

α(t)Ωn(2πt).

Como γ(u) ∈ R+ para todo u ∈ Rn, temos que α(t) ∈ R+, para todo t ∈ R+. Em particular,
temos α(0) = γ(0), pois Ωn(0) = 1.

Isso nos dá o seguinte corolário.

Corolário 3.4.3. Para todo n ∈ N∗, temos

m1(Rn) 6 sup α(0)∑
t∈R+

α(t) = 1;∑
t∈R+

α(t)Ωn(2πt) = 0;

α : R+ → R+, com suporte enumerável;
c > 0.

Observe que o problema do corolário acima é um problema de programação linear de infinitas variáveis
e apenas duas restrições lineares.

Resolveremos agora esse problema analiticamente. Observe inicialmente que existem soluções de
valores positivos, pois m1(Rn) > 0.

Suponha que α é uma solução de valor α(0) > 0 e suponha que a > 0 é um real positivo tal
que α(a) > 0 e que Ωn(2πa) > 0 e tome

β(t) =


α(0) + Ωn(2πa)α(a), se t = 0;

0, se t = a;

α(t), se t ∈ R+ \ {0, a}.

Tome também α′ = β/
∑
t∈R+

β(t) e observe que∑
t∈R+

α′(t) = 1;

∑
t∈R+

α′(t)Ωn(2πt) =

∑
t∈R+

β(t)

−1β(0) +
∑

t∈R+\{0}

β(t)Ωn(2πt)


=

∑
t∈R+

β(t)

−1∑
t∈R+

α(t)Ωn(2πt)


= 0;

31



logo α′ é solução do problema de programação linear e possui valor

α′(0) =
α(0) + Ωn(2πa)α(a)

1 + α(a)(Ωn(2πa)− 1)
.

Como |Ω(t)| 6 1 para todo t ∈ R+, temos

Ωn(2πa) > 0 > α(0)(Ω(2πa)− 1);

α(0) + Ωn(2πa)α(a) > α(0) + α(0)α(a)(Ω(2πa)− 1);

α′(0) =
α(0) + Ωn(2πa)α(a)

1 + α(a)(Ωn(2πa)− 1)
> α(0).

Isso significa que, a partir de soluções α com suporte I e que possuem α(a) > 0 para um a > 0 tal
que Ωn(2πa) > 0, podemos construir uma solução α′ de valor maior e suporte contido em I. Como I
é enumerável (e o espaço viável do problema restrito a suportes contidos em I é fechado), podemos
construir α′′ com suporte contido em I que possui valor maior que α(0) e tal que não existe a > 0
com Ωn(2πa) > 0 e α′′(a) > 0.

Então podemos considerar apenas soluções α tais que Ωn(2πa) < 0 para todo a > 0 no suporte de α.
Suponha agora que α é uma tal solução e que a, b > 0 são reais positivos no suporte de α tais

que |Ωn(2πa)| < |Ωn(2πb)| e tome

β(t) =


0, se t = a;

α(b) +
Ωn(2πa)

Ωn(2πb)
α(a) = α(b) +

|Ωn(2πa)|
|Ωn(2πb)|

α(a), se t = b;

α(t), se t ∈ R+ \ {a, b}.

Tome novamente α′ = β/
∑
t∈R+

β(t) e observe que∑
t∈R+

α′(t) = 1;

∑
t∈R+

α′(t)Ωn(2πt) =

∑
t∈R+

β(t)

−1β(b)Ωn(2πb) +
∑

t∈R+\{b}

β(t)Ωn(2πt)


=

∑
t∈R+

β(t)

−1∑
t∈R+

α(t)Ωn(2πt)


= 0;

logo α′ é solução do problema de programação linear e possui valor

α′(0) = α(0)

(
1 + α(a)(

|Ωn(2πa)|
|Ωn(2πb)|

− 1)

)−1

> α(0),

pois |Ωn(2πa)| < |Ωn(2πb)|.
Novamente, isso significa que podemos considerar apenas soluções α tais que Ωn(2πa) = Ωn(2πa′) < 0

para todos a, a′ > 0 no suporte de α.
Tome então uma tal solução e suponha que existem a, a′ > 0 distintos no suporte de α.
Então tomando

α′(t) =


0, se t = a;

α(a) + α(a′), se t = a′;

α(t), se t ∈ R+ \ {a, a′};

temos que α′ é uma solução com o mesmo valor que α e por argumento similar, isso significa que podemos
considerar apenas soluções que possuem suporte com apenas dois pontos (um deles sendo 0).
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Seja α uma solução com apenas os pontos 0 e t > 0 em seu suporte.
Sabemos que

1 = α(0) + α(t);

0 = α(0) + α(t)Ωn(2πt);

logo temos

α(t) =
1

1− Ωn(2πt)
;

α(0) = − Ωn(2πt)

1− Ωn(2πt)
.

A função Ωn(t) é muito estudada e sabe-se que ela possui mı́nimo e máximo globais em R+. Uma
fórmula alternativa para Ωn é

Ωn(t) = Γ
(n

2

)(2

t

)(n−2)/2

J(n−2)/2(t),

onde J(n−2)/2 é a Função de Bessel (e Γ é a função gama usual).
Seja então M = mint∈R+

Ωn(t) > −1 e observe que, como a função (−1, 1) 3 x 7→ −x/(1− x) ∈ R é
decrescente, temos que

α(0) 6 − M

1−M
.

Por outro lado, se t∗ > 0 é tal que Ωn(2πt∗) = M , então a solução α∗ que possui suporte {0, t∗}
possui valor −M/(1−M). Portanto, temos que α∗ é solução ótima do programa linear. Então temos o
seguinte corolário.

Corolário 3.4.4. Para todo n ∈ N∗, temos m1(Rn) 6 −M/(1−M), onde

M = min
t∈R+

Ωn(t)

= min
t∈R+

1

mSn−1(Sn−1)

∫
Sn−1

eitθ1dmSn−1(θ1, θ2, . . . , θn)

= Γ
(n

2

)(2

t

)(n−2)/2

J(n−2)/2(t),

e J(n−2)/2 é a Função de Bessel.

Lembramos que cotas superiores para m1(Rn) implicam cotas inferiores para χm(Rn) e apresenta-
mos abaixo uma comparação entre algumas cotas que podem ser obtidas com esse corolário e as cotas
conhecidas anteriormente (para R2 as cotas são piores do que as antigas).

Antiga Nova

m1(R2) 6 0.279 m1(R2) 6 0.2871
m1(R3) 6 0.1875 m1(R3) 6 0.1784
χm(R2) > 5 χm(R2) > 4
χm(R3) > 6 χm(R3) > 6
χm(R4) > 11 χm(R4) > 13

4 Lema de Sperner e Aplicações

03/06/2014 – Fabŕıcio Caluza Machado

Essa seção é baseada em [9].
Inicialmente, enunciaremos informalmente as aplicações do Lema de Sperner em que estamos interes-

sados.
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Problema 4.0.5 (Ponto Fixo). Seja f : A→ A uma função. Sob que condições (topológicas) a função f
possui um ponto fixo, i.e., sob que condições existe x ∈ A tal que f(x) = x.

Problema 4.0.6 (Divisão de Bolo). Considere um bolo (representado pelo intervalo [0, 1]) e n jogado-
res p1, p2, . . . , pn que possuem preferências por partes desse bolo. Sob que condições (topológicas) existe
uma partição do bolo A1, A2, . . . , An tal que cada jogador prefere uma parte distinta da partição?

Problema 4.0.7 (Divisão de Aluguel). Considere uma casa com quartos Q = {Q1, Q2, . . . , Qn} e com
um custo de aluguel igual a 1 (sem perda de generalidade) e n jogadores que possuem preferências de
quarto dependentes do valor do aluguel.

O problema consiste em encontrar condições (topológicas) em que existe uma divisão do aluguel da
casa para os quartos, representado por uma sequência x1, x2, . . . , xn tal que

∑n
i=1 xi = 1 tal que cada

jogador prefere um quarto distinto da partição.

4.1 Combinações afins

Nesta seção relembraremos conceitos e propriedades relacionadas a combinações afins em RN .

Definição 4.1.1. Um vetor x ∈ RN é dito combinação afim dos vetores v1, v2, . . . , vn ∈ RN se exis-
tem λ1, λ2, . . . , λn ∈ R tais que

n∑
i=1

λi = 1 e

n∑
i=1

λivi = x.

O espaço afim gerado por um subconjunto A de RN (denotado por afim(A)) é o conjunto de todas
as combinações afins de um número finito de elementos de A, ou, em fórmulas, temos

afim(A) =

{
n∑
i=1

λivi : n ∈ N,
n∑
i=1

λi = 1 e ∀i ∈ [n], vi ∈ A

}
.

Um conjunto A ⊂ RN é dito afim dependente se existe uma sequência de escalares (λa)a∈A ∈ RA com

{a ∈ A : λa 6= 0} finito mas não vazio e
∑
a∈A

λa = 0 e
∑
a∈A

λaa = 0.

Um subconjunto de RN que não é afim dependente é dito afim independente e muitas vezes diremos
que v1, v2, . . . , vn é afim (in)dependente quando, na verdade, estamos nos referindo a {v1, v2, . . . , vn}.

Proposição 4.1.2. Vetores v1, v2, . . . , vn ∈ RN são afim independentes se e somente se nenhum dos vi’s
é combinação afim dos demais.

Demonstração. Suponha que v1, v2, . . . , vn são afim dependentes, i.e., existem escalares λ1, λ2, . . . , λn ∈ R
não todos nulos tais que

n∑
i=1

λi = 0 e

n∑
i=1

λivi = 0.

Sem perda de generalidade, suponha que λ1 6= 0 e observe que

n∑
i=2

− λi
λ1

= 1 e v1 =

n∑
i=2

− λi
λ1
vi,

logo v1 é combinação afim de v2, v3, . . . , vn.

Suponha agora que v1 é combinação afim de v2, v3, . . . , vn, i.e., existem escalares λ2, λ3, . . . , λn ∈ R
tais que

n∑
i=2

λi = 1 e

n∑
i=2

λivi = v1.
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Tomando λ1 = −1, temos

n∑
i=1

λi = 0 e

n∑
i=1

λivi = 0,

ou seja, os vetores v1, v2, . . . , vn são afim dependentes (pois λ1 6= 0). �

Proposição 4.1.3. Sejam v1, v2, . . . , vn ∈ RN vetores quaisquer.
Então v1, v2, . . . , vn são afim independentes se e somente se v2−v1, v3−v1, . . . , vn−v1 são linearmente

independentes.

Demonstração. Suponha que v1, v2, . . . , vn são afim dependentes, i.e., existem escalares λ1, λ2, . . . , λn ∈ R
não todos nulos tais que

n∑
i=1

λi = 0 e

n∑
i=1

λivi = 0.

Observe agora que

0 =

n∑
i=1

λivi = λ1v1 +

(
n∑
i=2

λi

)
v1 +

n∑
i=2

λi(vi − v1) =

n∑
i=2

λi(vi − v1),

pois
∑n
i=1 λi = 0. Ademais, sabemos que pelo menos um dentre λ2, λ3, . . . , λn é diferente de λ1 (caso

contrário a soma não seria nula), logo v2 − v1, v3 − v1, . . . , vn − v1 são linearmente dependentes.

Suponha agora que v2 − v1, v3 − v1, . . . , vn − v1 são linearmente dependentes, i.e., existem escala-
res λ2, λ3, . . . , λn ∈ R não todos nulos tais que

n∑
i=2

λi(vi − v1) = 0.

Tomando λ1 = −
∑n
i=2 λi, temos

0 =

n∑
i=2

λi(vi − v1) =

n∑
i=1

λivi

e
∑n
i=1 λi = 0, logo v1, v2, . . . , vn são afim dependentes. �

Corolário 4.1.4. Independência afim é invariante por translação, i.e., se v1, v2, . . . , vn ∈ RN são afim
independentes e x ∈ RN é um vetor qualquer, então v1 + x, v2 + x, . . . , vn + x são afim independentes.

Demonstração. Basta observar que, para todo x ∈ RN , os vetores v1 + x, v2 + x, . . . , vn + x são afim
indepententes se e somente se v2 − v1, v3 − v1, . . . , vn − v1 são linearmente independentes. �

Referimos o leitor à Seção 1.4 para relembrar as definições associadas a combinações convexas e
definimos abaixo a noção de dimensão de um conjunto convexo.

Definição 4.1.5. A dimensão de um subconjunto convexo A de RN (denotada por dim(A)) é a cardi-
nalidade de um maior subconjunto de A afim independente menos um, ou, em fórmulas, temos

dim(A) = max{k ∈ N : ∃v1, v2, . . . , vk+1 ∈ A afim independente}.

Observação. A dimensão de qualquer subespaço vetorial de RN no sentido de subconjunto convexo
coincide com a dimensão no sentido de espaço vetorial.

Abaixo definimos a noção de simplexos, que são os conjuntos convexos mais simples em certo sentido.

Definição 4.1.6. Um subconjunto S de RN é dito simplexo se ele é o fecho convexo de um conjunto V
finito não-vazio de pontos afim independentes.

Os elementos de V são dito de vértices de S e para todo V ′ ( V com V ′ 6= ∅, o simplexo conv(V ′)
é dito face de S. Ademais, se dim(S) = d então toda face de dimensão d − 1 é dita faceta de S e toda
face de dimensão 1 é dita aresta de S.
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Observação. A afim independência dos vértices implica que todo ponto do simplexo se escreve de
uma única maneira como combinação convexa dos vértices. Isso também significa que o conjunto dos
vértices de um simplexo S é único, i.e., se V, V ′ são dois subconjuntos afim independentes de RN tais
que S = conv(V ) = conv(V ′), então V = V ′.

Cabe notar também que os vértices de um simplexo podem ser vistos como faces de dimensão 0.

Enunciamos abaixo uma propriedade interessante de simplexos como exerćıcio.

Exerćıcio resolvido 4.1.7. Se F é uma face de um simplexo S ⊂ RN , então F está contido na fronteira
de S.

4.2 O Lema de Sperner

Agora apresentaremos algumas definições espećıficas do Lema de Sperner.

Definição 4.2.1. Uma triangulação de um simplexo S ∈ RN de dimensão d é uma coleção T de simplexos
de dimensão d tal que

S
⋃
T∈T

T e ∀T,U ∈ T , T ∩ U ou é vazio ou é face de ambos T e U.

Os vértices de simplexos da triangulação são ditos também vértices da triangulação e seu conjunto é
denotado por V (T ), ou, em fórmulas, temos

V (T ) = {x ∈ RN : x é vértice de T para algum T ∈ T }.

Uma Rotulação de Sperner de T é uma coloração de V (T ) com d+1 cores, i.e., uma função f : V (T )→
[d+ 1] tal que

1. Os vértices de S recebem cores distintas;

2. Se V ′ é um subconjunto dos vértices de S e w ∈ V (T ) é um vértice de T tal que w ∈ conv(V ′),
então f(w) ∈ f(V ′). Ou seja, vértices em uma face F de S só podem receber cores dos vértices de F .

Um simplexo de T cujos vértices têm cores distintas é dito totalmente rotulado em f .

Lema 4.2.2 (Sperner, 1928 [8]). Toda Rotulação de Sperner de uma triangulação de um simplexo gera
uma quantidade ı́mpar de simplexos totalmente rotulados.

Demonstração. Provaremos esse lema por indução na dimensão do simplexo.
O caso base é a dimensão 0 em que o simplexo consiste de apenas um ponto e consequentemente a

triangulação possui um único simplexo, que é totalmente rotulado.
Suponha então que S é um simplexo de dimensão d > 1 e que o resultado é válido para d− 1 e seja f

uma Rotulação de Sperner qualquer de uma triangulação T qualquer de S.
Note que a intersecção de um simplexo T de T com a fronteira de S (denotada por δS) ou é vazia

ou é uma faceta de T .
Para toda faceta F de um simplexo de T , seja V (F ) o conjunto dos vértices de F .
Seja G o grafo tal que

V (G) = T ∪ {δS};
E(G) = {TU : T ∩ U é uma faceta de T e f(V (T ∩ U)) = [d]};

ou seja, as arestas do grafo G correspondem exatamente às facetas que receberam todas as cores exceto
a cor d+ 1.

Seja T um simplexo qualquer da triangulação T tal que dG(T ) > 1 e observe que, se os vértices de T
são v1, v2, . . . , vd+1 e f(vi) = i para todo i ∈ [d], então temos

dG(T ) =

{
2, se f(vd+1) 6= d+ 1;

1, se f(vd+1) = d+ 1.

Portanto, para todo T ∈ T , temos dG(T ) 6 2 e dG(T ) = 1 se e somente se T é totalmente rotulado.
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Seja F a face de S cujos vértices receberam as cores 1, 2, . . . , d e observe que todas as arestas de G
que incidem em δS correspondem a facetas que estão contidas em F (pois vértices em uma face de S só
podem receber cores dessa face de S).

Considere a rotulação f ′ = f |F da triangulação T ′ = {T ∩F : T ∈ T } \ {∅}. Observe que de fato T ′
é uma triangulação e que f ′ é uma coloração de Sperner de T ′ (pois f ′ não atinge d+ 1 e toda face de F
é face de S).

Como F tem dimensão d − 1, pela hipótese de indução, existe uma quantidade ı́mpar de simplexos
de T ′ totalmente rotulados por f ′. Observe que tais simplexos correspondem exatamente às arestas que
incidem em δS, logo dG(δS) é ı́mpar.

Como
∑
v∈V (G) dG(v) = 2|E(G)|, sabemos que há uma quantidade par de vértices com grau ı́mpar

em G, logo existe uma quantidade ı́mpar de simplexos em T totalmente rotulados por f ′ (pois os vértices
de grau ı́mpar são exatamente os simplexos totalmente rotulados e δS). �

Observação. Como corolário, temos que o grafo constrúıdo na demonstração acima pode ser decomposto
em circuitos e caminhos cujas extremidades são ou simplexos totalmente rotulados ou δS. Ademais,
nessa decomposição sempre há ao menos um caminho com uma extremidade δS (vide Figura 8 para um
exemplo).

Figura 8: Exemplo de Rotulação de Sperner em dimensão 2. As cores 1, 2, 3 correspondem respectiva-
mente a vermelho, azul e verde. As arestas do grafo estão representadas em roxo e o vértice correspon-
dente a δS está representado no exterior de S.

4.3 Aplicações do Lema de Sperner

10/06/2014 – Fabŕıcio Caluza Machado

Abaixo definimos a noção de diâmetro de uma triangulação, que será muito útil ao longo dessa seção.

Definição 4.3.1. Se T é uma triangulação de um simplexo A, definimos o diâmetro de T como diam(T ) =
sup{diam(S) : S ∈ T}.

Iniciamos com uma demonstração alternativa do Teorema de Brouwer do Ponto Fixo.

Teorema 4.3.2 (Ponto Fixo, Brouwer, 1910 [3]). Seja B(Rn) = {x ∈ Rn : ‖x‖ 6 1}.
Se f : B(Rn)→ B(Rn) é uma função cont́ınua, então f possui um ponto fixo, i.e., existe x ∈ B(Rn)

tal que f(x) = x.

Demonstração. Observe primeiramente que basta provar o teorema para funções cont́ınuas g : A → A
sobre um conjunto A homeomorfo a B(Rn). De fato, pois se A é homeomorfo a B(Rn) e o teorema
vale para A, então existe ϕ : A → B(Rn) cont́ınua, bijetora e com inversa cont́ınua. Logo, para
toda f : B(Rn) → B(Rn), temos que g = ϕ−1 ◦ f ◦ ϕ é uma função cont́ınua, logo existe y ∈ A tal
que g(y) = y e tomando x = ϕ(y), obtemos

f(x) = f ◦ ϕ(y) = ϕ ◦ ϕ−1 ◦ f ◦ ϕ(y) = ϕ ◦ g(y) = ϕ(y) = x.
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Seja então A o simplexo de vértices e1, e2, . . . , en+1 ∈ Rn+1 e observe que A está contido em um
espaço afim de dimensão n e que A é homeomorfo a B(Rn).

Para todo i ∈ [n+ 1], seja πi a projeção na i-ésima coordenada.
Seja f : A→ A cont́ınua arbitrária e suponha por absurdo que f não possui ponto fixo.
Observe que se x ∈ A, temos

∑
i∈[n+1] πi(x) = 1, logo, como f(x) 6= x, existe i ∈ [n + 1] tal

que πi(f(x)) < πi(x), pois f(x) ∈ A.
Defina então a função

λ : A −→ [n+ 1]
x 7−→ min{i ∈ [n+ 1] : πi(f(x)) < πi(x)}.

Observe que se T é uma triangulação de A então λ é uma Rotulação de Sperner de T , pois se x ∈ A
pertence à face de A gerada por {ei : i ∈ I} para algum I ⊂ [n+ 1], então temos πj(f(x)) > 0 = πj(x))
para todo j ∈ [n+ 1] \ I, logo λ(x) ∈ I.

Seja (Tk)k∈N uma sequência de triangulações tal que limk→∞ diam(Tk) = 0 (é fácil ver que uma tal
sequência de triangulações existe).

Pelo Lema de Sperner(Lema 4.2.2), sabemos que para todo k ∈ N, existe Sk ∈ Tk totalmente rotulado.

Sejam v
(1)
k , v

(2)
k , . . . , v

(n+1)
k os vértices de Sk de forma que λ(v

(i)
k ) = i para todo i ∈ [n+ 1].

Considere a sequência (v
(1)
k )k∈N. Como A é compacto, sabemos que essa sequência possui uma

subsequência (v
(1)
kl

)l∈N convergente. Por simplicidade de notação, vamos supor que a própria sequên-

cia (v
(1)
k )k∈N é convergente.

Seja v = limk→∞ v
(1)
k . Como limk→∞ diam(Tk) = 0, temos que limk→∞ v

(i)
k = v para todo i ∈ [n+1].

Observe que, para todo i ∈ [n + 1], temos πi(f(v
(i)
k )) < πi(v

(i)
k ), pois λ(v

(i)
k ) = i. Mas, como f é

cont́ınua, isso significa que πi(f(v)) 6 πi(v) para todo i ∈ [n+ 1].
Logo temos πi(f(v)) = πi(v) para todo i ∈ [n+ 1], pois

∑
i∈[n+1] πi(f(v)) =

∑
i∈[n+1] πi(v) = 1. �

Corolário 4.3.3. Se A é um conjunto homeomorfo a B(Rn) e f : A→ A é uma função cont́ınua, então f
possui um ponto fixo.

Teorema 4.3.4 (Divisão de Bolo). Suponha que um bolo de comprimento 1 está para ser dividido
entre n jogadores utilizando exatamente n − 1 cortes. Cada divisão é representada como uma n-
upla (x1, x2, . . . , xn) de reais não-negativos tal que

∑n
i=1 xi = 1, ou seja, um ponto no simplexo A

gerado por e1, e2, . . . , en. Suponha também que cada jogador i ∈ [n] possui uma preferência de pedaços
em cada divisão, i.e., suponha que para todo i ∈ [n] é dada uma função fi : A → P([n]) (dessa forma,
se x ∈ A, então fi(x) são quais pedaços o jogador i prefere na divisão x).

Suponha também que a famı́lia (fi)
n
i=1 satisfaz as seguintes condições.

1. (Ausência de indiferença) Os jogadores sempre preferem algum pedaço, i.e., se x ∈ A, então fi(x) 6= ∅
para todo i ∈ [n].

2. (Fome) Os jogadores nunca preferem um pedaço de tamanho 0, i.e., se x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ A
e xj = 0 para algum j ∈ [n], então j /∈ fi(x) para todo i ∈ [n].

3. (Continuidade de preferências) Se um jogador preferiu um pedaço ao longo de uma sequência de
divisões convergente, então ele ainda preferirá o mesmo pedaço no limite, i.e., para todo i ∈ [n] e
todo j ∈ [n], se (xn)n∈N ∈ AN é uma sequência que converge a x ∈ A e j ∈ fi(xn) para todo n ∈ N,
então j ∈ fi(x).

Sob essas condições, existe uma divisão do bolo que satisfaz todos os jogadores, i.e., existe x ∈ A e
uma permutação σ : [n]→ [n] tal que σ(i) ∈ fi(x) para todo i ∈ [n].

A demonstração abaixo está completa a menos da existência de sequências de triangulações e rotula-
ções e que provaremos mais tarde através das triangulações baricêntricas (Lema 4.3.6).

Demonstração. Suponha que (Tk)k∈N é uma sequência de triangulações de A com limk→∞ diam(Tk) = 0 e
suponha que (χk)k∈N é uma sequência de funções tal que χk : V (Tk)→ [n] é uma função dos vértices de Tk
a [n] tal que todo simplexo S de Tk recebe todos os rótulos, i.e., para todo k ∈ N, temos χk(V ) = [n] para
todo V conjunto de vértices de um simplexo de Tk (cabe ressaltar que não requeremos que tal rotulação
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seja uma Rotulação de Sperner e uma tal escolha é apresentada no Lema 4.3.6). Essa rotulação nos dirá
que na triangulação Tk o “dono” de um vértice v ∈ V (Tk) é χk(v).

Defina, para todo k ∈ N, a seguinte rotulação de V (Tk).

λk : V (Tk) −→ [n]
v 7−→ min fχk(v)(v)

Em palavras, para cada vértice v de Tk, perguntamos ao seu “dono” (χk(v)) qual é um pedaço que ele
prefere (min fχk(v)(v)). Observe que essa rotulação está bem definida devido à condição de ausência de
indiferença.

Vamos provar que λk é uma Rotulação de Sperner.
Observe primeiramente que, da condição de fome, temos fi(ej) = j para todos i, j ∈ [n], logo todos

os vértices de A possuem rótulos distintos em λk. Ademais, se x = (x1, x2, . . . , xn) é um vértice da face
de A gerada por {eu : u ∈ U} para algum U ⊂ [n], então temos xv = 0 para todo v ∈ [n] \ U e, como
os jogadores têm fome, sabemos que fi(x) ⊂ U = fj({eu : u ∈ U}) para todos i, j ∈ [n]. Em particular,
temos que λk(x) ⊂ λk(({eu : u ∈ U}).

Portanto, para todo k ∈ N, temos que λk é uma Rotulação de Sperner.
Pelo Lema de Sperner (Lema 4.2.2), temos que para todo k ∈ N existe Sk ∈ Tk que é totalmente

rotulado em λk. Sejam v
(1)
k , v

(2)
k , . . . , v

(n)
k os vértices de Sk de forma que χk(v

(i)
k ) = i para todo i ∈ [n]

(observe que isso só é posśıvel graças à condição imposta sobre χk) e considere a sequência (pk)k∈N ∈
(A× [n]n)N definida por

pk = (v
(1)
k , λk(v

(1)
k ), λk(v

(2)
k ), . . . , λk(v

(n)
k )).

Como A× [n]n é compacto, sabemos que (pk)k∈N possui uma subsequência convergente. Por simplici-

dade de notação, passando a subsequências, vamos supor que (v
(1)
k )k∈N é convergente e que (λk(v

(i)
k ))k∈N

é constante para todo i ∈ [n].

Seja σ : [n] → [n] a permutação tal que σ(i) = λk(v
(i)
k ) para todos i ∈ [n] e k ∈ N (observe que a

injetividade de σ segue do fato que Sk é totalmente rotulado) e seja x = limk→∞ v
(1)
k ∈ A.

Como limk→∞ diam(Tk) = 0, sabemos que limk→∞ v
(i)
k = x para todo i ∈ [n].

Observe agora que, para todo i ∈ [n] e todo k ∈ N, temos

σ(i) = λk(v
(i)
k ) ∈ f

χk(v
(i)
k )

(v
(i)
k ) = fi(v

(i)
k ),

logo, como limk→∞ v
(i)
k = x, temos σ(i) ∈ fi(x), da condição de continuidade de preferências. �

Teorema 4.3.5 (Divisão de Aluguéis). Suponha que uma casa com quartos 1, 2, . . . , n está para ser
alugada por n jogadores por um valor total de 1 de aluguel. Suponha que o aluguel para ser dividido
entre os quartos. Cada divisão de aluguel é representada como uma n-upla (x1, x2, . . . , xn) de reais
não-negativos tal que

∑n
i=1 xi = 1, ou seja, um ponto no simplexo A gerado por e1, e2, . . . , en. Suponha

também que cada jogador i ∈ [n] possui uma preferência de quartos em cada divisão do aluguel, i.e.,
suponha que para todo i ∈ [n] é dada uma função fi : A → P([n]) (dessa forma, se x ∈ A, então fi(x)
são quais quartos o jogador i prefere na divisão x).

Suponha também que a famı́lia (fi)
n
i=1 satisfaz as seguintes condições.

1. (Ausência de indiferença) Os jogadores sempre preferem algum quarto, i.e., se x ∈ A, então fi(x) 6= ∅
para todo i ∈ [n].

2. (Moradia de graça) Os jogadores sempre preferem um quarto de aluguel 0 a um de alguel não-nulo,
i.e., se x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ A e xj = 0 6= xk para certos j, k ∈ [n], então k /∈ fi(x) para todo i ∈ [n].

3. (Continuidade de preferências) Se um jogador preferiu um quarto ao longo de uma sequência de
divisões de aluguel convergente, então ele ainda preferirá o mesmo pedaço no limite, i.e., para todo i ∈
[n] e todo j ∈ [n], se (xn)n∈N ∈ AN é uma sequência que converge a x ∈ A e j ∈ fi(xn) para todo n ∈ N,
então j ∈ fi(x).

Sob essas condições, existe uma divisão do aluguel que satisfaz todos os jogadores, i.e., existe x ∈ A
e uma permutação σ : [n]→ [n] tal que σ(i) ∈ fi(x) para todo i ∈ [n].
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Abaixo apresentamos um demonstração baseada na demonstração do teorema anterior. Ressaltamos,
porém, que essa demonstração não é completamente análoga à anterior.

Demonstração. Provaremos inicialmente que se v pertence a uma face de A gerada por {ek : k ∈ K}
para algum K ⊂ [n], então fi(v) = K para todo i ∈ [n].

Da condição de moradia de graça, já sabemos que temos fi(v) ⊂ K. Isso, aliado à condição de
ausência de indiferença, significa que se |K| = 1, então fi(v) = K. Por outro lado, se |K| 6= 1, para
todo inteiro k ∈ K, existe uma sequência (xm)m∈N que converge a v e tal que xm = (xm1, xm2, . . . , xmn)
com xmk = 0 e xmj 6= 0 para todo j 6= k. Como fi(xm) = {k} para todo i ∈ [n] e todo m ∈ N, temos,
pela condição de continuidade de preferências que k ∈ fi(v) para todo i ∈ [n].

Portanto fi(v) = K para todo i ∈ [n] (ou seja, se houver quartos de graça, a preferência será
exatamente pelos quartos de graça).

Novamente consideramos uma sequência (Tk)k∈N de triangulações de A com limk→∞ diam(Tk) = 0 e
uma sequência (χk)k∈N de funções tal que χk : V (Tk) → [n] satisfaz χk(V ) = [n] para todo V conjunto
de vértices de um simplexo de Tk (uma tal escolha é a do Lema 4.3.6).

Em seguida, perguntaremos para cada dono de um vértice v de Tk qual é um quarto que ele prefere
para produzir uma rotulação λk : V (Tk)→ [n].

Porém certo cuidado deve ser tomado para que a rotulação produzida seja de fato uma Rotulação
de Sperner.

Para todo x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ A, seja

Lx = {k ∈ [n] : xk = 0 e xl 6= 0, para l ≡ k − 1 (mod n)},

ou, em palavras, o conjunto Lx é o conjunto das coordenadas nulas de x que sucedem coordenadas
não-nulas (considerando que a coordenada 1 sucede n).

Observe que se x está em uma face própria de A, então Lx 6= ∅, pois x possui ao menos uma
coordenada nula e uma não-nula. Por outro lado, se x está no interior de A, então Lx = ∅, pois x não
possui coordenada nula. Observe também que, em qualquer dos casos, temos Lx ⊂ fi(x) para todo i ∈ [n]
(pois se houver quarto de graça, a preferência será exatamente pelos quartos de graça).

Considere então, para todo k ∈ N, a rotulação

λk : V (Tk) −→ [n]

x 7−→
{

minLx, se Lx 6= ∅;
min fχk(x)(x), se Lx = ∅;

e observe que temos λk(x) ∈ fχk(x)(x) para todo x ∈ V (Tk).
Vamos mostrar agora que λk é uma Rotulação de Sperner.
Observe primeiramente que λk(ej) = minLej = j mod n + 1, logo todos os vértices de A possuem

rótulos distintos em λk. Ademais, se x é um vértice da face própria de A gerada por {eu : u ∈ U} para
algum U ⊂ [n], então temos ∅ 6= Lx ⊂ (U mod n+ 1), logo λk(x) ⊂ (U mod n+ 1) = λk(U).

Portanto, para todo k ∈ N, temos que λk é uma Rotulação de Sperner.
A demonstração agora segue como a do Teorema 4.3.4.
Pelo Lema de Sperner (Lema 4.2.2), temos que para todo k ∈ N existe Sk ∈ Tk que é totalmente

rotulado em λk. Sejam v
(1)
k , v

(2)
k , . . . , v

(n)
k os vértices de Sk de forma que χk(v

(i)
k ) = i para todo i ∈ [n].

Pelo mesmo argumento de compacidade da prova do Teorema 4.3.4 e passando a subsequências,

podemos supor que (v
(1)
k )k∈N é convergente e que (λk(v

(i)
k ))k∈N é constante para todo i ∈ [n].

Seja σ : [n] → [n] a permutação tal que σ(i) = λk(v
(i)
k ) para todos i ∈ [n] e k ∈ N e seja x =

limk→∞ v
(1)
k ∈ A.

Como limk→∞ diam(Tk) = 0, sabemos que limk→∞ v
(i)
k = x para todo i ∈ [n].

Observe agora que, para todo i ∈ [n] e todo k ∈ N, temos

σ(i) = λk(v
(i)
k ) ∈ f

χk(v
(i)
k )

(v
(i)
k ) = fi(v

(i)
k ),

logo, como limk→∞ v
(i)
k = x, temos σ(i) ∈ fi(x), da condição de continuidade de preferências. �
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Observação. Observe que o ponto x = (x1, x2, . . . , xn) da divisão de aluguéis que satisfaz todos os
jogadores nunca está em uma face própria de A, pois se estivesse, teŕıamos ∅ 6= K = {k ∈ [n] : xk = 0} (
[n] e fi(x) = K para todo i ∈ [n], o que contradiria o fato que σ é sobrejetora (pois teŕıamos σ([n]) ( [n]).

Em outras palavras, a divisão de aluguéis que satisfaz todos os jogadores nunca possui um quarto de
graça.

Completaremos agora as demonstrações dos Teoremas 4.3.4 e 4.3.5, apresentando uma posśıvel escolha
de (Tk)k∈N e (χk)k∈N.

Lema 4.3.6. Existe uma sequência de triangulações (Tk)k∈N do simplexo A gerado por e1, e2, . . . , en e
existe uma sequência (χk)k∈N tais que limk→∞ diam(Tk) = 0 e para todo k ∈ N, temos que χk : V (Tk)→
[n] é tal que todo simplexo S de Tk recebe todos os rótulos, i.e., para todo k ∈ N, temos χk(V ) = [n]
para todo V conjunto de vértices de um simplexo de Tk.

Demonstração. A sequência de triangulações que construiremos é chamada de sequência de triangulações
baricêntricas.

Relembramos primeiramente que se S é um simplexo gerado por v1, v2, . . . , vn, então seu baricentro é
dado por

∑n
i=1 vi/n ∈ S e tal ponto não está em nenhuma face própria de S. Isso em particular significa

que se S é um simplexo com n vértices, então os baricentros de todas as suas faces são dois-a-dois distintos
e incluem seus vértices (a saber, o conjunto de baricentros de faces de S tem cardinalidade 2n − 1).

Ademais, se b é o baricentro de S, e bF é baricentro de uma face de S gerada por {vi : i ∈ I}, então
temos

d(bF , b) =

∥∥∥∥∥∥
∑
i∈I

(
1

|I|
− 1

n

)
vi −

∑
j∈[n]\I

1

n
vj

∥∥∥∥∥∥
=

(
1− |I|

n

)∥∥∥∥∥∥
∑
i∈I

1

|I|
vi −

∑
j∈[n]\I

1

n− |I|
vj

∥∥∥∥∥∥
6

(
1− |I|

n

)
diam(S)

6

(
1− 1

n

)
diam(S)

Relembramos também que o diâmetro de um simplexo S é dado pelo maior comprimento de uma
aresta de S.

Dado um simplexo S com conjunto de vértices W , definimos sua triangulação baricêntrica como

B(S) ={conv{b1, b2, . . . , bn} : ∃(Vi)ni=1 ⊂W tal que bi é baricêntro de conv(Vi) para todo i ∈ [n] e

Vi ⊂ Vi+1 para todo i ∈ [n]},

e definimos sua rotulação baricêntrica como

χ(S) : V (B(S)) −→ [n]
v 7−→ d+ 1, onde d é a dimensão da face de S da qual v é baricentro.

Observe que de fato B(S) é triangulação de S e que χ(S) está bem-definida, pois um baricentro de F
não está em uma face própria de F .

Observe também que diam(B(S)) 6 (1 − 1/n) diam(S), pois toda aresta de um simplexo de B(S) é
gerada por dois baricentros de faces de S.

Observe finalmente que χ(S)(T ) = [n] para todo T ∈ B(S), pois cada simplexo de B(S) possui
apenas um baricentro de cada dimensão.

Defina então as sequências (Tk)k∈N e (χk)k∈N indutivamente tomando T0 = A e χ0 uma bijeção entre
os vértices de A e [n] e, supondo que Tk está definido, defina

Tk+1 =
⋃
S∈Tk

B(S)
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e defina

χk : V (Tk+1) −→ [n]
v 7−→ χ(S)(v), para v ∈ S ∈ Tk.

Figura 9: À esquerda, exemplo de T1 e, à direita, exemplo de T2 para o caso em que A é gerado por 3
pontos. Os rótulos 1, 2, 3 correspondem respectivamente a vermelho, azul e verde.

Observe que χk está bem definida, pois se v pertence à intersecção de dois simplexos S1 e S2 de Tk,
então v está em uma face comum a ambos (pois Tk é triangulação de S), logo v é um baricentro de
mesma dimensão em B(S1) e B(S2).

Como os simplexos de Tk+1 são simplexos de B(S) para algum S em Tk, temos que χk(S) = [n] para
todo S ∈ Tk+1.

Finalmente, observe que diam(Tk+1) 6 (1− 1/n) diam(Tk), logo limk→∞ diam(Tk) = 0. �

Observação. Na sequência de triangulações baricêntricas, a rotulação χk+1 não é consistente com a
rotulação χk. Na verdade, temos χk+1(v) = 1 para todo v ∈ V (Tk).

5 Paridade em Grafos e Aplicações

5.1 Problema da Mansão

24/06/2014 – Yoshiharu Kohayakawa

Nesta seção estudaremos o seguinte problema.

Problema 5.1.1 (Problema da Mansão). Suponha dado um grafo G cujos vértices representam salas de
uma mansão e cujas arestas representam ligações entre as salas.

Essa mansão possui uma lâmpada e um interruptor em cada cômodo. Porém, ao acionar um inter-
ruptor de uma sala, a lâmpada da própria sala e as lâmpadas de todas as salas adjacentes trocam de
estado (i.e., se a lâmpada estiver apagada, ela acende; e se estiver acesa, ela apaga).

Ao anoitecer, o mordomo foi instrúıdo a acender todas as lâmpadas da mansão (elas estavam todas
apagadas) e a pergunta é: existe uma sequência de interruptores que ele pode apertar para completar a
tarefa?

Observação. O problema acima também é chamado de Problema da Festa dos Cabides, quando enun-
ciado na seguinte variante.

Uma festa dos cabides consiste em uma festa em que todos os convidados levam um cabide e toda
vez que um convidado recebe um sinal do anfitrião da festa, ele e seus amigos devem tirar a roupa se
estiverem usando e colocá-la se estiverem nus.

O problema consiste em descobrir como o anfitrião pode deixar todos seus convidados nus.

Nosso objetivo será o seguinte teorema.

Teorema 5.1.2. No Problema da Mansão, sempre há uma forma de acender todas as lâmpadas.
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Figura 10: Duas soluções do Problema da Mansão para o Grafo de Petersen. Os interruptores que devem
ser acionados estão marcados em laranja.

Inicialmente, faremos algumas observações simples que permitirão modelar o problema de forma mais
fácil.

Observe que podemos contar, para cada vértice de G, quantas vezes ele ou um de seus vizinhos tiveram
seu interruptor apertado e o estado final da lâmpada dependerá apenas da paridade desse número (se
for ı́mpar, a lâmpada termina acesa; se for par, a lâmpada termina apagada). Isso significa que podemos
supor que nenhum interruptor é apertado duas ou mais vezes (pois dois acionamentos correspondem a
nenhum) e a ordem dos acionamentos dos interruptores é irrelevante.

Ademais, se definirmos como S o conjunto dos vértices de G cujo interruptor foi acionado, então
uma solução deve ser tal que G[S] só possui vértices de grau par e todo vértice de V (G) \ S possui
uma quantidade ı́mpar de vizinhos em S. Dessa forma, podemos reenunciar o Teorema 5.1.2 da seguinte
forma.

Teorema 5.1.3. Para todo grafo G, existe um subconjunto de vértices S ⊂ V (G) tal que G[S] só tem
vértices de grau par e todo vértice de V (G) \ S possui uma quantidade par de vizinhos em S. Ou, em
fórmula, temos

∀v ∈ S, 2 | dG[S](v) e ∀v ∈ V (G) \ S, 2 6 | |NG(v) ∩ S|.

Enunciaremos agora um par de teoremas relacionados.

Teorema 5.1.4 (Gallai; Chen ’71). Para todo grafo G, existem subconjuntos de vértices X,Y ⊂ V (G)
disjuntos, cuja união é V (G) e tais que ambos induzem grafos em G cujos vértices têm todos grau par.
Em fórmulas, temos

X ∩ Y = ∅; X ∪ Y = V (G); ∀v ∈ X, 2 | dG[X](v) e ∀v ∈ Y, 2 | dG[Y ](v).

Teorema 5.1.5. Para todo grafo G, existem subconjuntos de vértices X,Y ⊂ V (G) disjuntos, cuja união
é V (G) e tais que X induz um grafo em G cujos vértices têm todos grau par e Y induz um grafo em G
cujos vértices têm todos grau ı́mpar. Em fórmulas, temos

X ∩ Y = ∅; X ∪ Y = V (G); ∀v ∈ X, 2 | dG[X](v) e ∀v ∈ Y, 2 6 |dG[Y ](v).

E naturalmente, surge a seguinte pergunta.

Pergunta 5.1.6. Será que para todo grafo G existem subconjuntos de vértices X,Y ⊂ V (G) disjuntos,
cuja união é V (G) e tais que ambos induzem grafos em G cujos vértices têm todos grau ı́mpar?

Com algumas pequenas observações é fácil ver que a pergunta acima não tem resposta positiva para
todo grafo.

Por exemplo, se G possuir um vértice v de grau zero, certamente não conseguiremos alterar o grau
de v para ı́mpar.
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Outro impedimento é o seguinte: se o número de vértices de G não for diviśıvel por 4, então um dos
conjuntos X ou Y deverá possuir um número ı́mpar de vértices e, como todo grafo possui uma quantidade
par de vértices de grau ı́mpar, esse conjunto de cardinalidade ı́mpar não poderá induzir um grafo cujos
vértices têm todos grau ı́mpar.

Exerćıcio 5.1.7. Caracterizar quando em um grafo G existem subconjuntos de vértices X,Y ⊂ V (G)
disjuntos, cuja união é V (G) e tais que ambos induzem grafos em G cujos vértices têm todos grau ı́mpar.

Provaremos agora que o Teorema 5.1.4 implica os outros teoremas.

Proposição 5.1.8. O Teorema 5.1.4 implica os Teoremas 5.1.3 e 5.1.5.

Demonstração. Suponha G dado e vamos provar o Teorema 5.1.4.
Seja G′ o grafo obtido a partir de G adicionando-se um novo vértice u e ligando-o a todos os vértices

de G, i.e., seja G′ tal que

V (G′) = V (G) ∪ {u};u /∈ V (G) e E(G′) = E(G) ∪ {vu : v ∈ V (G)}.

Pelo Teorema 5.1.4, existem X ′, Y ′ ⊂ V (G′) com X ′ ∪ Y ′ = V (G) e X ′ ∩ Y ′ = ∅ e que induzem
grafos em G′ cujos vértices têm todos grau par.

Sem perda de generalidade, suponha que u ∈ Y ′ e defina X = X ′ e Y = Y ′ \ {u} e trivialmente
temos X ∪ Y = V (G) e X ∩ Y = ∅.

Observe que G[X] = G′[X ′], logo X induz um grafo em G cujos vértices têm todos grau par.
Por outro lado, observe que G[Y ] = G′[Y ′]− u, e como u é adjacente a todos os vértices de G, temos

que Y induz um grafo em G cujos vértices têm todos grau ı́mpar.

Vamos provar agora o Teorema 5.1.3.
Seja G′ o grafo obtido a partir de G adicionando-se um novo vértice u e ligando-o a todos os vértices

de grau par em G, i.e., seja G′ tal que

V (G′) = V (G) ∪ {u};u /∈ V (G) e E(G′) = E(G) ∪ {vu : v ∈ V (G) com 2 | dG(v)}.

Pelo Teorema 5.1.4, existem X ′, Y ′ ⊂ V (G′) com X ′ ∪ Y ′ = V (G) e X ′ ∩ Y ′ = ∅ e que induzem
grafos em G′ cujos vértices têm todos grau par.

Sem perda de generalidade, suponha que u ∈ Y ′ e defina S = X.
Observe que G[S] = G′[X], logo G[S] só tem vértices de grau par.
Suponha então que v ∈ V (G) \ S, então temos

|NG(v) ∩ S| = dG(v)− dG−S(v).

Se dG(v) é ı́mpar, então temos dG−S(v) = dG′−S(v), logo |NG(v) ∩ S| é ı́mpar, pois dG(v) é ı́mpar
e dG′−S(v) é par.

Por outro lado, se dG(v) é par, então temos dG−S(V ) = dG′−S(v) − 1, logo |NG(v) ∩ S| é ı́mpar,
pois dG(v) é par e dG′−S(v)− 1 é ı́mpar. �

A demonstração abaixo foi apresentada por Pósa.

Demonstração do Teorema 5.1.4. Provaremos a asserção por indução em n = |V (G)|.
Se n 6 1, então a asserção é trivial, basta tomar X = V (G) e Y = ∅.
Suponha então que n > 1 e que a asserção é válida para n− 1.
Se todos os vértices de G possuirem grau par, então novamente podemos tomar X = V (G) e Y = ∅.
Suponha então que x ∈ V (G) é um vértice de grau ı́mpar. Seja G′ o grafo obtido tal que

V (G′) = V (G) \ {x} e

E(G′) = {vw : vw ∈ E(G) e w /∈ NG(x)} ∪ {vw : vw /∈ E(G) e v, w ∈ NG(x)}.

Em palavras, seja G′ o grafo obtido a partir de G removendo-se o vértice x e complementando o grafo
induzido pela vizinhança de x em G.

Pela hipótese indutiva, temos que existem X ′, Y ′ ∈ V (G′) com X ′ ∪Y ′ = V (G′) e X ′ ∩Y ′ = ∅ e tais
que X ′ e Y ′ ambos induzem em G′ grafos cujos vértice têm todos grau par.
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Como dG(x) é ı́mpar, sabemos que um dentre X ′ ∩NG(x) e Y ′ ∩NG(x) deve possuir cardinalidade
par. Sem perda de generalidade, suponha que X ′∩NG(x) possui cardinalidade par e sejam X = X ′∪{x}
e Y = Y ′.

Observe que x possui grau par em G[X], pois NG(x) ∩X ′ possui cardinalidade par.
Observe também que se v ∈ X ′ \NG(x), então dG[X](v) = dG′[X′](v), logo v possui grau par em G[X].
Analogamente, se v ∈ Y ′ \NG(x), então dG[Y ](v) = dG′[Y ′](v), logo v possui grau par em G[Y ].
Suponha então que v ∈ X ′ ∩NG(x) e observe que

dG[X](v) = |NG[X](v) ∩NG(x)|+ |NG[X](v) \NG(x)|
= (|NG(x) ∩X ′| − |NG′[X′](v) ∩NG(x)|+ 1) + |NG′[X′](v) \NG(x)|,

onde a parcela 1 vem do vértice x.
Observe agora que

|NG′[X′](v) \NG(x)| − |NG′[X′](v) ∩NG(x)|

tem a mesma paridade que

|NG′[X′](v) \NG(x)|+ |NG′[X′](v) ∩NG(x)|,

que por sua vez é igual a |NG′[X′](v)|, que sabemos ser par.
Finalmente, como NG(x) ∩X ′ tem cardinalidade par, temos que dG[X](v) é par.
Suponha agora que v ∈ Y ′ ∩NG(x) e observe que

dG[Y ](v) = |NG[Y ](v) ∩NG(x)|+ |NG[Y ](v) \NG(x)|
= (|NG(x) ∩ Y ′| − |NG′[Y ′](v) ∩NG(x)|) + |NG′[Y ′](v) \NG(x)|.

Note que dessa vez não há parcela 1 pois x /∈ Y ′.
Novamente, temos que

|NG′[Y ′](v) \NG(x)| − |NG′[Y ′](v) ∩NG(x)|

tem a mesma paridade que

|NG′[Y ′](v) \NG(x)|+ |NG′[Y ′](v) ∩NG(x)|,

que por sua vez é igual a |NG′[Y ′](v)|, que sabemos ser par.
Porém, dessa vez temos que NG(x) ∩ Y ′ possui cardinalidade ı́mpar, logo dG[Y ](v) é par (essa cardi-

nalidade ı́mpar é compensada exatamente pela ausência da parcela 1 observada anteriormente).
Portanto a asserção é válida por indução. �

Com a prova acima e a prova da Proposição 5.1.8, os Teoremas 5.1.3 e 5.1.5 ficam também demons-
trados. Terminaremos esta seção com o seguinte exerćıcio.

Exerćıcio 5.1.9. O grafo Gn×n da grade n× n é definido de forma que

V (Gn×n) = [n]2 e E(Gn×n) = {(i, j)(k, l) : |i− k|+ |j − l| = 1}

Qual é uma solução do Problema da Mansão quando o grafo em questão é o grafo da grade n× n?
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Figura 11: Solução do Problema da Mansão para as grades n × n com n = 2, 3, 4, 5, 6 respectivamente.
Os interruptores que devem ser acionados estão marcados em laranja.

46



A Soluções dos exerćıcios resolvidos

Exerćıcio resolvido. (1.1.4) Toda matriz positiva definida é diagonalizável.

Demonstração. Suponha que A � 0, mas não é diagonalizável, então existe x ∈ Rn \ {0} tal que Ax = 0.
Logo temos xtAx = 0, contradizendo o fato que A é positiva definida. �

Exerćıcio resolvido. (1.4.3) Se C ⊂ P(Rn) é uma famı́lia de conjuntos convexos, então A =
⋂
C∈C C é

um conjunto convexo.

Demonstração. Sejam x, y ∈ A arbitrários. Para todo C ∈ C, temos [x, y] ⊂ C, pois x, y ∈ C e C é
convexo, logo [x, y] ∈

⋃
C∈C C = A. �

Exerćıcio resolvido. (1.4.6) Se X ⊂ Rn, então

conv(X) = {x : x é combinação convexa de pontos de X}

=

∑
i∈[m]

λixi : m ∈ N∗;∀i ∈ [m], xi ∈ X e λi ∈ [0, 1];
∑
i∈[m]

λi = 1

 .

Demonstração. Observe inicialmente que um conjunto é convexo se e somente se todas as combinações
convexas de seus pontos pertencem a ele. De fato, pois a convexidade é caracterizada por combinações
convexas de tamanho 2, as combinações convexas de tamanho 1 são os próprios pontos do conjunto e
assumindo que as combinações de tamanho m estão no conjunto uma combinação de tamanho m+1 pode
ser vista como uma de tamanho 2 com um dos pontos sendo uma combinação convexa de tamanho m
da seguinte forma:

∑
i∈[m+1]

λixi =

∑
j∈[m]

λj

∑
i∈[m]

λi∑
j∈[m] λj

xi

+ λm+1xm+1.

Logo, definindo A = {x : x é combinação convexa de pontos de X}, temos que conv(X) ⊂ A,
pois X ⊂ conv(X).

Por outro lado, se C ⊂ Rn é um conjunto convexo que contémX, então A ⊂ X, logo A ⊂ conv(X). �

Exerćıcio resolvido (Teorema de Carathéodory). (1.4.8) Se X ⊂ Rn, então

conv(X) = {x : x é combinação convexa de n+ 1 pontos de X}

=

 ∑
i∈[n+1]

λixi : ∀i ∈ [n+ 1], xi ∈ X e λi ∈ [0, 1];
∑

i∈[n+1]

λi = 1

 .

Demonstração. Pelo Exerćıcio 1.4.6, basta provar que toda combinação convexa de m pontos de X está
em A = {x : x é combinação convexa de n+ 1 pontos de X}.

Observe que toda combinação convexa de menos de n+ 1 pontos pode ser vista como uma de n+ 1
pontos repetindo algum ponto. Logo, para todo m ∈ [n + 1], toda combinação convexa de m pontos
de X está em A.

Seja m > n + 1 e suponha por hipótese de indução que toda combinação convexa de menos que m
pontos está em A.

Considere uma combinação convexa x =
∑
i∈[m] λixi de m pontos de X qualquer (λi > 0 para

todo i ∈ [m] e
∑
i∈[m] λi = 1).

Como m > n+2, pelo Teorema 1.4.7, existem I, J ⊂ [m] disjuntos tais que conv{xi : i ∈ I}∩conv{xj :
j ∈ J} 6= ∅. Sem perda de generalidade, suponha que I ∪ J = [m].

Sejam y ∈ conv{xi : i ∈ I} ∩ conv{xj : j ∈ J} e µ1, µ2, . . . , µm ∈ R tais que∑
i∈I

µixi =
∑
j∈J

µjxj = y; e

∑
i∈I

µi =
∑
j∈J

µj = 1.
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Se algum dos λk’s for nulo, então não há o que fazer, pois x será combinação convexa de menos que m
pontos.

Suponha então que todos os λk’s são não-nulos e sejam I0 = {i ∈ I : µi 6= 0} e i0 ∈ I0 tal
que λi0/µi0 = min{λi/µi : i ∈ I0} > 0. Note que

x =
∑
k∈[m]

λkxk =
∑
i∈I0

λixi +
∑

k∈[m]\I0

λkxk

=
λi0
µi0

y +
∑

i∈I0\{i0}

(
λi −

λi0
µi0

µi

)
xi +

∑
k∈[m]\I0

λkxk

=
λi0
µi0

∑
j∈J

µjxj +
∑

i∈I0\{i0}

(
λi −

λi0
µi0

µi

)
xi +

∑
k∈[m]\I0

λkxk

=
∑

i∈I0\{i0}

(
λi −

λi0
µi0

µi

)
xi +

∑
i∈I\I0

λixi +
∑
j∈J

(
λj +

λi0
µi0

µj

)
xj .

Queremos provar agora que esse formato atesta que x é combinação convexa dos pontos de {xk : k ∈
[m] \ {i0}}.

Primeiramente observe que, pela escolha de i0, para todo i ∈ I0, temos λi/µi > λi0/µi0 , logo λi −
µiλi0/µi0 > 0, ou seja, todos os coeficientes da combinação são positivos.

Resta provar que esses coeficientes somam 1. Note que∑
i∈I0\{i0}

(
λi −

λi0
µi0

µi

)
+
∑
i∈I\I0

λi +
∑
j∈J

(
λj +

λi0
µi0

µj

)
=

∑
i∈[m]\{i0}

λi −
λi0
µi0

∑
i∈I0\{i0}

µi +
λi0
µi0

∑
j∈J

µj

= (1− λi0)− λi0
µi0

(1− µi0) +
λi0
µi0

= 1.

Como {xk : k ∈ [m] \ {i0}} possui m− 1 elementos, pela hipótese indutiva, temos que x ∈ A.
Por indução segue que toda combinação convexa de m pontos de X está em A e a demonstração está

conclúıda. �

Exerćıcio resolvido. (1.4.9) Seja X um subconjunto de Rn.

i. Se X é limitado, então conv(X) é limitado;

ii. Se X é compacto, então conv(X) é compacto.

Demonstração. Pelo Exerćıcio 1.4.8, sabemos que todo elemento y de conv(X) é da forma

y =
∑

i∈[n+1]

λixi,

com λi > 0 para todo i ∈ [n+ 1] e
∑
i∈[n+1] λi = 1.

Se X é limitado, então existe r > 0 tal que ‖x‖ < r para todo x ∈ X. Dáı temos ‖y‖ 6∑
i∈[n+1] λi‖xi‖ < (n+ 1)r, ou seja, temos que conv(X) é limitado.

Suponha agora que X é compacto.
Vamos provar inicialmente que conv(X) é fechado.
Seja (yk)k∈N uma sequência em conv(X) que converge a y ∈ Rn. Então, para todo k ∈ N, escreve-

mos yk =
∑
i∈[n+1] λ

(k)
i x

(k)
i com λ

(k)
i > 0 para todo i ∈ [n+ 1] e

∑
i∈[n+1] λ

(k)
i = 1.

Como X e [0, 1] são compactos, então [0, 1]n+1×Xn+1 é compacto, logo existe uma sequência crescente

de ı́ndices (kj)j∈N ∈ NN tal que para todo i ∈ [n + 1], temos que (λ
(kj)
i )j∈N converge a um certo µi

e (x
(kj)
i )j∈N converge a um certo zi.
Como X é fechado, todos os zi’s pertencem a X e como [0, 1] é fechado, todos os µi’s pertencem

a [0, 1]. Ademais temos∑
i∈[n+1]

µi =
∑

i∈[n+1]

lim
j→∞

λ
(kj)
i = lim

j→∞

∑
i∈[n+1]

λ
(kj)
i = lim

j→∞
1 = 1.
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Finalmente temos ∑
i∈[n+1]

µizi =
∑

i∈[n+1]

( lim
j→∞

λ
(kj)
i )( lim

j→∞
x

(kj)
i )

= lim
j→∞

∑
i∈[n+1]

λ
(kj)
i x

(kj)
i = lim

j→∞
ykj = y.

Portanto y é combinação convexa dos zi’s, o que significa que y ∈ X.
Conclúımos então que conv(X) é fechado.
Por outro lado, como X é limitado, então conv(X) é limitado, logo conv(X) é compacto. �

Exerćıcio resolvido (Generalização do Teorema de Helly). (1.4.11) Se C = {Ci : i ∈ N} ⊂ P(X) é
uma coleção infinita enumerável de subconjuntos convexos e compactos de Rn tal que quaisquer n + 1
conjuntos de C possuem intersecção não-vazia, então temos

⋂
i∈N Ci 6= ∅.

Demonstração. Pelo Teorema 1.4.10, já sabemos que toda subcoleção finita de C possui intersecção não-
vazia.

Definimos então, para todo i ∈ N, o conjunto Ki =
⋂i
j=0 Ci e temos Ki 6= ∅.

Como C é uma famı́lia de compactos, sabemos que todos os K ′is são compactos.
Pela construção dos Ki’s, sabemos também que, para todo i ∈ N, temos Ki ⊃ Ki+1. Em particular,

temos Ki ⊂ K0 para todo i ∈ N.
Para todo i ∈ N, seja xi ∈ Ki. Seja A o conjunto dos pontos de aderência da sequência (xi)i∈N (i.e.,

seja A = {x : existe uma subsequência de (xi)i∈N que converge a x}).
Como todo elemento dessa sequência está no compacto K0, sabemos que A 6= ∅, então seja x ∈ A e

seja (xik)k∈N uma subsequência de (xi)i∈N que converge a x.
Tome t ∈ N arbitrário e vamos provar que x ∈ Kt.
Tomando k0 = min{k : ik > t}, temos que a sequência s = (xik)k∈N\{[k0] é uma subsequência

de (xik)k∈N e portanto converge a x. Ademais todos os elementos de s está em Kt, então, como Kt é
fechado, temos que x ∈ Kt.

Portanto x ∈
⋂
t∈NKt =

⋂
t∈N Ct. �

Exerćıcio resolvido. (2.1.2) Se f1, f2, . . . , fn : Ω → R são funções e a1, a2, . . . , an ∈ Ω são tais que a
matriz M ∈ Rn×n definida por Mij = fi(aj) para todos i, j ∈ [n] é não-singular, então f1, f2, . . . , fn são
linearmente independentes.

Demonstração. Sejam c1, c2, . . . , cn ∈ R tais que
∑n
i=1 cifi = 0. Então, para todo j ∈ [n], podemos

avaliar a equação em aj , obtendo
∑n
i=1 cifi(aj) = 0. Mas essas n equações podem ser reescritas na

forma matricial como Ac = 0, onde c é o vetor coluna de coordenadas c1, c2, . . . , cn.
Como A é não-singular, temos c = A−10 = 0 e portanto f1, f2, . . . , fn são linearmente independentes.

�

Exerćıcio resolvido. (2.2.7) Prove que χ(R) = 2.

Demonstração. Como G1 possui pelo menos uma aresta, sabemos que χ(R) > 2.
Por outro lado, se colorirmos todo intervalo da forma [2n + k, 2n + k + 1) para n ∈ Z e k ∈ {0, 1}

com a cor k, obtemos uma 2 coloração própria de G1. �

Exerćıcio resolvido (Teorema de De Bruijn–Erdős ’51). (2.2.14) Se k é um natural e G é um grafo
tal que todos seus subgrafos finitos possuem uma k-coloração própria, então G possui uma k-coloração
própria (i.e., temos χ(G) 6 k).

Demonstração. Relembramos abaixo o Lema de Zorn (que depende do Axioma da Escolha).

Lema A.1 (Zorn). Suponha que A é um conjunto munido de uma ordem parcial � e é tal que para
todo B ⊂ A no qual � induz uma ordem total existe um m ∈ A tal que b � a para todo b ∈ B (i.e., todo
subconjuto totalmente ordenado possui um majorante em A).

Nessas condições, existe M ∈ A tal que não existe a ∈ A com M � a e M 6= a.
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Suponha que todo subgrafo finito de G é k-coloŕıvel e considere a famı́lia F dos grafos cujos vértices
são V (G), as arestas são um superconjunto de E(G) e tais que todo subgrafo finito é k-coloŕıvel (G é um
elemento particular de F , e com o número mı́nimo de arestas). Mais formalmente, seja

F = {H grafo : V (H) = V (G), E(H) ⊃ E(G) e χ(H[V ]) 6 k para todo V ⊂ V (G) finito}.

Considere a ordem parcial � sobre F definida por H � K ⇐⇒ E(H) ⊂ E(K). Vamos mostrar que F
e � satisfazem as condições do Lema de Zorn.

Suponha que B ⊂ F é um subconjunto totalmente ordenado por � e considere o grafo H definido
por V (H) = V (G) e E(H) =

⋃
K∈B E(K). Vamos mostrar agora que H ∈ F .

Trivialmente temos que E(G) ⊂ E(H). Seja então V um subconjunto finito de V (G) arbitrário e
vamos mostrar que χ(H[V ]) 6 k. Considere a famı́lia de grafos C = {K[V ] : K ∈ B}. Sabemos que
todos esses grafos são finitos e k-coloŕıveis. Ademais, sabemos que E[H[V ]] =

⋃
K′∈C E(K ′).

Observe agora que C é finito, pois C é um subconjunto dos grafos sobre o conjunto finito V (sabemos
inclusive que o conjunto dos grafos sobre V tem cardinalidade 2|V |(|V |−1)/2), logo existe K ′0 ∈ C tal
que |E(K ′0)| é máximo. Como B é totalmente ordenado, temos que E(K ′) ⊂ E(K ′0) para todo K ′ ∈ C.

Então segue que

E[H[V ]] =
⋃
K′∈C

E(K ′) = E(K ′0),

logo H[V ] = K ′0, ou seja, temos que H[V ] é k-coloŕıvel para todo V ⊂ V (G) finito e portanto H ∈ F .
Da definição de H, temos que K � H para todo K ∈ B (pois E(K) ⊂ E(H)), logo as hipóteses do

Lema de Zorn são válidas para F e �.
Seja então M ∈ F tal que não existe H ∈ F com M � H e M 6= H e vamos mostrar que χ(M) 6 k.
Para isso, vamos mostrar que a relação de não-adjacência em M é uma relação de equivalência sobre

os vértices de M .
Trivialmente, a relação de não-adjacência em M é reflexiva (vv /∈ E(M)) e simétrica (vw /∈ E(M)

implica wv /∈ E(M)).
Suponha por absurdo que a relação de não-adjacência não é transitiva. Então existem x, v, w ∈ V (M)

tais que E(M [{x, v, w}]) = {xw}. Considere os grafos H1, H2 obtidos a partir de M adicionando as
arestas xv e vw respectivamente.

Como E(M) ( E(H1) e E(M) ( E(H2), temos que H1 e H2 não são elementos de F (pois isso
contrariaria a escolha de M). Então existem V1, V2 ⊂ V (M) finitos tais que H1[V1] e H2[V2] não são k-
coloŕıveis.

Definindo V = V1 ∪ V2, temos trivialmente que H1[V ] e H2[V ] não são k-coloŕıveis. Porém, como V
é finito, sabemos que M [V ] é k-coloŕıvel e como E(H1[V ] \ E(M) = {xv}, temos que toda k-coloração
própria de M [V ] atribui a mesma cor de x a v (caso contrário, ela seria também uma k-coloração própria
de H1[V ]). Analogamente, toda k-coloração própria de M [V ] atribui a mesma cor de v a w. Mas
isso é um absurdo, pois toda k-coloração própria de M [V ] não pode atribuir a mesma cor de x a w já
que xw ∈ E(M [V ]).

Portanto a relação de não-adjacência em M é uma relação de equivalência. Seja C o conjunto das
classes de equivalência da relação de não-adjacência em M . Trivialmente |C| 6 k, senão podeŕıamos
escolher um vértice de cada uma de k + 1 classes distintas e formar um k + 1-clique em M (que é um
subgrafo finito), logo colorindo cada classe com uma cor distinta obtemos uma k-coloração própria de M .

Como E(G) ⊂ E(M), isso implica que χ(G) 6 k. �

Exerćıcio resolvido. (2.2.17) Para todo ε > 0, existe x0 > 0 tal que, para todo x > x0, existe um
primo no intervalo [x, (1 + ε)x].

Demonstração. Lembramos do Teorema dos Números Primos abaixo.

Teorema A.2 (Teorema dos Números Primos). Temos π(x) = (1 + o(1))x/ lnx, onde π(x) = {p < x :
p é primo}.
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Observe que, para todo ε ∈ (0, 1) e todo x > 0 tal que ε lnx−ln 2 > 1 (i.e., precisamos de x > (2e)1/ε),
temos

(1 + ε)x

ln((1 + ε)x)
− x

lnx
>

(1 + ε)x

ln(2x)
− x

lnx

=
εx lnx− x ln 2

(ln 2 + lnx) lnx

>
x

(ln 2 + lnx) lnx
.

Logo, para x suficientemente grande, temos

(1 + ε)x

ln((1 + ε)x)
− x

lnx
> 1, (1)

isso significa que, para x suficientemente grande, existe um primo entre x e (1+ε)x (a escolha de x0 deve
tornar verdadeira a Desigualdade (1) e deve compreender o termo o(1) do Teorema dos Números Primos).

�

Exerćıcio resolvido. (3.1.8) Se A,B ⊂ Rn são Lebesgue-mensuráveis e A ⊂ B, então δ(A) 6 δ(B).

Demonstração. Basta observar que para todo T > 0, temos

m(A ∩ [−T, T ]n)

m([−T, T ]n)
6
m(B ∩ [−T, T ]n)

m([−T, T ]n)
,

pois A ∩ [−T, T ]n ⊂ B ∩ [−T, T ]n. �

Exerćıcio resolvido. (3.1.9) Suponha que A ⊂ Rn é Lebesgue-mensurável e limitado em uma das
coordenadas, i.e., existe i ∈ [n] e R > 0 tais que

A ⊂ R× R× · · ·R︸ ︷︷ ︸
i−1 vezes

×[−R,R]× R× R× · · ·R︸ ︷︷ ︸
n−i vezes

.

Então δ(A) = 0.
Em particular, se A é limitado, então δ(A) = 0.

Demonstração. Do Exerćıcio 3.1.8, basta provar que, para todos i ∈ [n] e R > 0, a densidade superior
do conjunto

Si,R = R× R× · · ·R︸ ︷︷ ︸
i−1 vezes

×[−R,R]× R× R× · · ·R︸ ︷︷ ︸
n−i vezes

é 0.
Observe que, para todo T > R, temos

Si,R ∩ [−T, T ]n = [−T, T ]× [−T, T ]× · · · [−T, T ]︸ ︷︷ ︸
i−1 vezes

×[−R,R]× [−T, T ]× [−T, T ]× · · · [−T, T ]︸ ︷︷ ︸
n−i vezes

,

logo m(Si,R ∩ [−T, T ]n) = (2R)(2T )n−1, dáı

δ(Si,R) = lim sup
T→+∞

2nRTn−1

(2T )n
= lim sup

T→+∞

R

T
= 0. �

Exerćıcio resolvido. (3.1.10) Se (Ai)i∈N é uma sequência de subconjuntos Lebesgue-mensuráveis de Rn,
então

δ

(⋃
i∈N

Ai

)
6
∑
i∈N

δ(Ai).

Em particular, para todo k ∈ N, temos

δ

(
k⋃
i=1

Ai

)
6

k∑
i=1

δ(Ai).
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Demonstração. Seja A =
⋃
i∈NAi. Sabemos que, para todo T > 0, temos

m(A ∩ [−T, T ]n) 6
∑
i∈N

m(Ai ∩ [−T, T ]n),

donde segue que

δ(A) 6 lim sup
T→+∞

∑
i∈N

m(Ai ∩ [−T, T ]n)

m([−T, T ]n)
6
∑
i∈N

lim sup
T→+∞

m(Ai ∩ [−T, T ]n)

m([−T, T ]n)
=
∑
i∈N

δ(Ai). �

O caso particular segue substituindo todo Ai com i > k por ∅.

Exerćıcio resolvido. (3.1.11) Se A é um subconjunto Lebesgue-mensurável de Rn e v ∈ Rn é um vetor
arbitrário, então δ(A) = δ(A+ v).

Demonstração. Observe que para todo T > 0, temos que

|m(A ∩ [−T, T ]n)−m((A+ v) ∩ [−T, T ]n)| = |m(A ∩ [−T, T ]n)−m(A ∩ ([−T, T ]n − v))|
= m ((A ∩ [−T, T ]n)4 (A ∩ ([−T, T ]n − v)))

6 m ([−T, T ]n 4 ([−T, T ]n − v))

6 n(2T )n−1‖v‖.

Logo temos ∣∣∣∣m(A ∩ [−T, T ]n)

m([−T, T ]n)
− m((A+ v) ∩ [−T, T ]n)

m([−T, T ]n)

∣∣∣∣ 6 n(2T )n−1‖v‖
(2T )n

=
n‖v‖
2T

T→+∞−→ 0

(lembrando que n e v estão fixados).
Portanto δ(A) = δ(A+ v). �

Exerćıcio resolvido. (3.1.12) Se A é um subconjunto Lebesgue-mensurável de Rn e v1, v2, . . . , vr é uma
sequência de vetores de Rn tais que os conjuntos A+ vi são dois-a-dois disjuntos, então

δ

(
r⋃
i=1

(A+ vi)

)
= rδ(A).

Demonstração. O argumento desta prova é semelhante ao da prova do Exerćıcio 3.1.11.
Observe que para todo T > 0 e todo i ∈ [r], temos que

|m(A ∩ [−T, T ]n)−m((A+ vi) ∩ [−T, T ]n)| = |m(A ∩ [−T, T ]n)−m(A ∩ ([−T, T ]n − vi))|
= m ((A ∩ [−T, T ]n)4 (A ∩ ([−T, T ]n − vi)))
6 m ([−T, T ]n 4 ([−T, T ]n − vi))
6 n(2T )n−1‖vi‖.
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Seja R = maxri=1 ‖vi‖, então temos∣∣∣∣rm(A ∩ [−T, T ]n)

m([−T, T ]n)
−
m (
⋃r
i=1(A+ vi) ∩ [−T, T ]n)

m([−T, T ]n)

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
r∑
i=1

m(A ∩ [−T, T ]n)

m([−T, T ]n)
−

r∑
i=1

m((A+ vi) ∩ [−T, T ]n)

m([−T, T ]n)

∣∣∣∣∣
6

r∑
i=1

∣∣∣∣m(A ∩ [−T, T ]n)

m([−T, T ]n)
− m((A+ vi) ∩ [−T, T ]n)

m([−T, T ]n)

∣∣∣∣
6

r∑
i=1

n(2T )n−1‖vi‖
(2T )n

6 r
n(2T )n−1R

(2T )n

=
nrR

2T

T→+∞−→ 0,

onde a primeira igualdade segue do fato que os A+ vi’s são dois-a-dois disjuntos.
Por outro lado, temos

rδ(A) = r lim sup
T→+∞

m(A ∩ [−T, T ]n)

m([−T, T ]n)
= lim sup

T→+∞
r
m(A ∩ [−T, T ]n)

m([−T, T ]n)

Portanto temos

δ

(
r⋃
i=1

(A+ vi)

)
= rδ(A). �

Exerćıcio resolvido. (3.1.13) Sejam v1, v2, . . . , vn ∈ Rn uma base de Rn e k ∈ [n]. Defina

S =

{
n∑
i=1

aivi : ai ∈ R para todo i ∈ [n] e ai ∈ [0, 1) para todo i ∈ [k]

}
.

Se A ⊂ Rn é Lebesgue-mensurável tal que

A =
⋃

(ij)kj=1∈Zk

(A ∩ S) +

k∑
j=1

ijvj

 ,

então temos

δ(A) = lim sup
T→+∞

m(A ∩ S ∩ [−T, T ]n)

m(S ∩ [−T, T ]n)
.

Em particular, se S é limitado, temos

δ(A) =
m(A ∩ S)

m(S)
.

Demonstração. Queremos provar que

m(A ∩ [−T, T ]n)

m([−T, T ]n)
− m(A ∩ S ∩ [−T, T ]n)

m(S ∩ [−T, T ]n)

T→+∞−→ 0.

Seja R =
∑n
i=1 ‖vi‖ e tome T > R arbitrário e defina, para todo i ∈ [n], inteiros ai 6 bi indutivamente

a partir de

ai = min{z ∈ Z : ∀(tj)i−1
j=1 ∈ Zi−1 com aj 6 tj 6 bj ,

i−1∑
j=1

tjvj + zvi ∈ [−T, T ]n};

bi = max{z ∈ Z : ∀(tj)i−1
j=1 ∈ Zi−1 com aj 6 tj 6 bj ,

i−1∑
j=1

tjvj + zvi ∈ [−T, T ]n}.

53



Observe que os conjuntos considerados acima são limitados para todo i devido ao fato que [−T, T ]n

é limitado e que os vi’s são linearmente independentes.
Seja então

Q = [−T, T ]n ∩

{
n∑
i=1

zivi : ∀i ∈ [n], zi ∈ [ai, bi)

}
.

Observe que Q ⊃ [−T +R, T −R]n. E como Q ⊂ [−T, T ]n, temos que

m([−T, T ]n)−m(Q) 6 (2n)(2T )n−1R = O(Tn−1),

donde segue que também temos

m(A ∩ [−T, T ]n)−m(A ∩Q) = O(Tn−1).

Observe agora que ∣∣∣∣m(A ∩ [−T, T ]n)

m([−T, T ]n)
− m(A ∩Q)

m(Q)

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ (m(A ∩Q) +O(Tn−1))((2T )n +O(Tn−1))−m(A ∩Q)(2T )n

(2T )n((2T )n +O(Tn−1))

∣∣∣∣
=
m(A ∩Q)O(Tn−1) +O(T 2n−1)

O(T 2n)

= O

(
1

T

)
,

onde a última igualdade segue do fato que m(A ∩Q) 6 m([−T, T ]n) = O(Tn).
Por outro lado, temos m(S ∩ [−T, T ]n) = Θ(Tn−k) pois v1, v2, . . . , vn é uma base de Rn. Ademais,

temos que

m(S ∩ [−T, T ]n)−m(S ∩Q) 6 (2(n− k))(2R)k(2T )n−k−1R = O(Tn−k−1),

donde segue que

m(A ∩ S ∩ [−T, T ]n)−m(A ∩ S ∩Q) = O(Tn−k−1).

Observe agora que∣∣∣∣m(A ∩ S ∩ [−T, T ]n)

m(S ∩ [−T, T ]n)
− m(A ∩ S ∩Q)

m(S ∩Q)

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ (m(A ∩ S ∩Q) +O(Tn−k−1))(m(S ∩ [−T, T ]n) +O(Tn−k−1))−m(A ∩ S ∩Q)m(S ∩ [−T, T ]n)

m(S ∩ [−T, T ]n)(m(S ∩ [−T, T ]n) +O(Tn−k−1))

∣∣∣∣
=
m(A ∩ S ∩Q)O(Tn−k−1) +m(S ∩ [−T, T ]n)O(Tn−k−1) +O(T 2n−2k−2)

m(S ∩ [−T, T ]n)(m(S ∩ [−T, T ]n) +O(Tn−k−1))

=
O(Tn−k)O(Tn−k−1) + Θ(Tn−k)O(Tn−k−1) +O(T 2n−2k−2)

Θ(Tn−k)(Θ(Tn−k) +O(Tn−k−1))

= O

(
1

T

)
,

onde a penúltima igualdade segue do fato que m(A ∩ S ∩Q) 6 m(S ∩ [−T, T ]n) = Θ(Tn−k).
Portanto ficamos com∣∣∣∣(m(A ∩ [−T, T ]n)

m([−T, T ]n)
− m(A ∩ S ∩ [−T, T ]n)

m(S ∩ [−T, T ]n)

)
−
(
m(A ∩Q)

m(Q)
− m(A ∩ S ∩Q)

m(S ∩Q)

)∣∣∣∣ = O

(
1

T

)
.

Basta provar então que

m(A ∩Q)

m(Q)
− m(A ∩ S ∩Q)

m(S ∩Q)
= o(1),
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para obter que

m(A ∩ [−T, T ]n)

m([−T, T ]n)
− m(A ∩ S ∩ [−T, T ]n)

m(S ∩ [−T, T ]n)
= o(1)

(que é o que buscamos nesta prova).
Defina agora J = {(tj)kj=1 ∈ Zk : ∀j ∈ [k], aj 6 tj < bj} e observe que pela construção de Q temos

Q =
⋃

(tj)kj=1∈J

(S ∩Q) +

k∑
j=1

tjvj

 .

Por outro lado, temos por hipótese que

A =
⋃

(ij)kj=1∈Zk

(A ∩ S) +

k∑
j=1

ijvj

 ,

logo temos

A ∩Q =
⋃

(ij)kj=1∈J

(A ∩ S ∩Q) +

k∑
j=1

ijvj

 ,

donde segue que

m(A ∩Q)

m(Q)
− m(A ∩ S ∩Q)

m(S ∩Q)
=
|J |m(A ∩ S ∩Q)

|J |m(S ∩Q)
− m(A ∩ S ∩Q)

m(S ∩Q)
= 0.

Portanto

m(A ∩ [−T, T ]n)

m([−T, T ]n)
− m(A ∩ S ∩ [−T, T ]n)

m(S ∩ [−T, T ]n)
= o(1),

o que significa que

δ(A) = lim sup
T→+∞

m(A ∩ S ∩ [−T, T ]n)

m(S ∩ [−T, T ]n)
.

Para o caso particular em que S é limitado, temos que para T suficientemente grande, o argumento
do lim sup é constante, logo

δ(A) =
m(A ∩ S)

m(S)
. �

Exerćıcio resolvido. (3.2.2) Se (xn)n∈N é uma sequência de vetores de um espaço de Hilbert H tal que∑
n∈N
‖xn‖ < +∞,

então existe x ∈ H tal que ∥∥∥∥∥x−
n∑
k=0

xk

∥∥∥∥∥ n→∞−→ 0.

Demonstração. Observe que para todo n0,∈ N e todos n > m > n0, temos∥∥∥∥∥
(

n∑
k=0

xk

)
−

(
m∑
k=0

xk

)∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥
n∑

k=m+1

xk

∥∥∥∥∥ 6
n∑

k=m+1

‖xk‖ 6
n∑

k=n0

‖xk‖
n0→∞−→ 0,

logo a sequência das somas parciais
∑n
k=0 xk é de Cauchy e portanto convergente. �
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Exerćıcio resolvido. (3.2.6) Se V é um espaço vetorial, então V possui uma base.

Demonstração. Considere o conjunto B dos subconjuntos linearmente independentes de V munido da
ordem parcial ⊂.

Vamos aplicar o Lema de Zorn (Lema A.1) a esse par (B,⊂), para isso, vamos provar que a hipótese
do lema está satisfeita.

Seja A ⊂ B um conjunto totalmente ordenado por ⊂ arbitrário e considere L =
⋃
A∈AA. Trivial-

mente, para todo A ∈ A, temos A ⊂ L. Vamos provar agora que L é linearmente independente.
Suponha que não, então existem v1, v2, . . . , vn ∈ A e α1, α2, . . . , αn ∈ K \ {0} (onde K é o corpo

associado ao espaço vetorial) tais que

n∑
j=1

αjvj = 0,

ou seja, os vj ’s são linearmente dependentes.
Como {v1, v2, . . . , vn} é finito e A é totalmente ordenado, existe A ∈ A tal que {v1, v2, . . . , vn} ⊂ A,

o que é um absurdo, pois A é um conjunto linearmente independente.
Portanto, pelo Lema de Zorn, temos que existe B ∈ B tal que se B′ ∈ B e B ⊂ B′, então B′ = B.
Vamos mostrar que B é uma base de V . Como B é linearmente independente, basta mostrar que B

gera o espaço V inteiro.
Suponha que não, isto é, suponha que existe v ∈ V que não é combinação linear dos elementos em B.

Mas isso significa que B ∪ {v} é linearmente independente, ou seja, temos B ∪ {v} ∈ B, mas isso é um
absurdo pois B ( B ∪ {v}. �

Exerćıcio resolvido. (3.2.10) Se (xj)j∈J é uma sequência de reais não-negativos somável (i.e., te-
mos

∑
j∈J xj < +∞), então apenas uma quantidade enumerável de termos é (estritamente) positiva

(i.e., temos |{j ∈ J : xj > 0}| 6 |N|).

Demonstração. Como a sequência é de números não-negativos, temos que

∑
j∈J

xj = sup

∑
j∈K

xj : K ⊂ J com K enumerável

 .

Considere então, para todo n ∈ N \ {0}, o conjunto Jn = {j ∈ J : xj > 1/n}.
Observe que esse conjunto tem de ser finito, caso contrário, a soma não seria finita.
Por outro lado, temos que

⋃
n∈N\{0} Jn = {j ∈ J : xj > 0} e esse conjunto é enumerável pois é união

enumerável de conjuntos finitos. �

Exerćıcio resolvido. (3.2.11) Se H é um espaço de Hilbert, então H possui um sistema ortonormal
completo.

Demonstração. Esta prova é análoga à prova do Exerćıcio 3.2.6.
Considere o conjunto B dos subconjuntos de H que são sistemas ortonormais munido da ordem

parcial ⊂.
Vamos aplicar o Lema de Zorn (Lema A.1) a esse par (B,⊂), para isso, vamos provar que a hipótese

do lema está satisfeita.
Seja A ⊂ B um conjunto totalmente ordenado por ⊂ arbitrário e considere L =

⋃
A∈AA. Trivial-

mente, para todo A ∈ A, temos A ⊂ L. Por outro lado, também temos que L é um sistema ortonormal,
pois, se u, v ∈ L, então existe A ∈ A tal que u, v ∈ L, logo

〈u, v〉 =

{
0, se u 6= v;

1, se u = v.

Portanto, pelo Lema de Zorn, temos que existe B ∈ B tal que se B′ ∈ B e B ⊂ B′, então B′ = B.
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Vamos mostrar que B é um sistema ortonormal completo de H. Como B é sistema ortonormal, basta
mostrar que para todo x ∈ H, temos

x =
∑
v∈B

x̂(v)v.

Suponha que não, isto é, suponha que existe x ∈ H que não é da forma acima.
Vamos provar que

∑
v∈B x̂(v)v é convergente em norma.

Pelo Corolário 3.2.9, sabemos que apenas uma quantidade enumerável dos coeficientes de Fourier de x
relativos a vetores de B são não-nulos. Se apenas uma quantidade finita deles for não-nula, não há o que
fazer, então suponha que os coeficientes não-nulos são exatamente os das direções (vj)j∈N ∈ BN.

Observe que, para todo n0 ∈ N e todos n > m > n0, temos∥∥∥∥∥∥
 n∑
j=0

x̂(vj)vj

−( m∑
k=0

x̂(vj)vj

)∥∥∥∥∥∥
2

=

∥∥∥∥∥
n∑

k=m+1

x̂(vj)vj

∥∥∥∥∥
2

=

n∑
k=m+1

|x̂(vj)vj |2

6
n∑

k=n0

|x̂(vj)vj |
n0→∞−→ 0,

logo a sequência das somas parciais é de Cauchy e, portanto, convergente.
Observe também que, como o produto interno é cont́ınuo e B é ortonormal, para todo w ∈ B, temos〈∑

v∈B
x̂(v)v, w

〉
= x̂(w).

Defina então y = x−
∑
v∈B x̂(v)v e observe que y 6= 0.

Observe também que, para todo v ∈ B, temos 〈y, v〉 = 0. Logo, tomando B′ = B ∪ {y/‖y‖} obtemos
um sistema ortonormal que contém estritamente B, o que é uma contradição. �

Exerćıcio resolvido. (3.3.2) Seja {uj : j ∈ J} um sistema ortonormal em um espaço de Hilbert H.
Então {uj : j ∈ J} é sistema ortonormal completo se e somente se não existe vetor x ∈ H tal que ‖x‖ 6= 0
e 〈x, uj〉 = 0 para todo j ∈ J .

Demonstração. Se existe tal x, então temos
∑
j∈J x̂(uj)uj 6= x (i.e., a série não converge a x), pois essa

série só possui parcelas nulas, logo {uj : j ∈ J} não é sistema ortonormal completo.
Por outro lado, se {uj : j ∈ J} não é sistema ortonormal completo, então existe y ∈ H tal

que
∑
j∈J ŷ(uj)uj 6= y (i.e., a série não converge a y). Por outro lado, pela Desigualdade de Bessel

(Proposição 3.2.8), sabemos que essa série converge absolutamente e, pelo Exerćıcio 3.2.2, isso significa
que existe z ∈ H tal que z =

∑
j∈J ŷ(uj)uj (i.e., a série converge a z).

Pelo Corolário 3.2.9, sabemos que ŷ(uj) é não-nulo apenas para uma quantidade enumerável de
ı́ndices j ∈ J , logo, podemos assumir que

z =
∑
k∈N

ŷ(ujk)ujk ,

para uma sequência (jk)k∈N ∈ JN de ı́ndices distintos.

Observe agora que, para todo k̃ ∈ N, temos〈
N∑
k=0

ŷ(ujk)ujk), uj
k̃

〉
=

{
ŷ(uk̃), se N > k̃;

0, se N < k̃;

pois {uj : j ∈ J} é um sistema ortonormal.
Como o produto interno é cont́ınuo, isso significa que, para todo j ∈ J , temos ẑ(uj) = ŷ(uj).
Seja então x = z − y e observe que x 6= 0, pois y 6= z, mas, para todo j ∈ J , temos 〈x, uj〉 =

ẑ(uj)− ŷ(uj) = 0. �
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Exerćıcio resolvido. (3.3.6) Para todo n ∈ N∗, temos

m1(Rn) = sup{δ(A) : A ⊂ Rn é Lebesgue-mensurável e evita a distância 1

e existe c > 0 tal que A = A+ cZn}.

Demonstração. Seja

m̃1(Rn) = sup{δ(A) : A ⊂ Rn é Lebesgue-mensurável e evita a distância 1

e existe c > 0 tal que A = A+ cZn}.

Certamente temos m1(Rn) > m̃1(Rn). Vamos provar agora que vale a outra desigualdade.
Seja ε > 0 arbitrário. Então existe A ⊂ Rn Lebesgue-mensurável e que evita distância 1 tal que δ(A) >

m1(Rn)− ε.
Seja também T0 > 0 tal que n/(2T0) < ε. Da definição de densidade superior, sabemos que existe T >

T0 tal que

m(A ∩ [−T, T ]n)

m([−T, T ]n)
> δ(A)− ε.

A0 = A ∩ [−T, T − 1)n + 2TZn = {a+ u : a ∈ A ∩ [−T, T − 1)n, u ∈ 2TZn}.

Observe que A é 2TZn-periódico e Lebesgue-mensurável e, do Exerćıcio 3.1.13, temos

δ(A0) =
m(A0 ∩ [−T, T ]n)

m([−T, T ]n)

=
m(A ∩ [−T, T − 1)n)

m([−T, T ]n)

>
m(A ∩ [−T, T ]n)− n(2T )n−1

m([−T, T ]n)

= δ(A)− n

2T

> δ(A)− n

2T0

> δ(A)− ε
> m1(Rn)− 2ε.

Observe também que A0 evita distância 1, pois A evita distância 1 e A0∩ [−T, T ]n = A∩ [−T, T−1)n.
Portanto temos

m̃1(Rn) > δ(A0) > m1(Rn)− 2ε,

e como ε é arbitrário, temos que m̃1(Rn) > m1(Rn). �

Exerćıcio resolvido (Identidade de Parseval). (3.3.9) Se {uj : j ∈ J} é um sistema ortonormal completo
de um espaço de Hilbert H e x e y são dois vetores de H, então

〈x, y〉 =
∑
j∈J

x̂(uj)ŷ(uj).

Demonstração. Do Corolário 3.2.9, sabemos que x̂(uj) e ŷ(uj) são não-nulos apenas para uma quantidade
enumerável de ı́ndices j ∈ J , então podemos supor que (jk)k∈N ∈ JN é uma sequência de ı́ndices tal que

x =
∑
k∈N

x̂(ujk)ujk y =
∑
k∈N

ŷ(ujk)ujk .

Observe que, para todo N ∈ N, temos〈
N∑
k=0

x̂(ujk)ujk ,

N∑
k=0

ŷ(ujk)ujk

〉
=

N∑
k=0

x̂(ujk)ŷ(ujk)
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e também que

N∑
k=0

∣∣∣x̂(ujk)ŷ(ujk)
∣∣∣ 6 n∑

k=0

|x̂(ujk)|2 + |ŷ(ujk)|2

6 ‖x‖2 + ‖y‖2 ,

logo a série é convergente.
Portanto, como o produto interno é cont́ınuo (em H2) temos que

〈x, y〉 = lim
N→∞

N∑
k=0

x̂(ujk)ŷ(ujk) =
∑
j∈J

x̂(uj)ŷ(uj).

�

Exerćıcio resolvido. (3.3.10) Se {uj : j ∈ J} é um sistema ortonormal completo de um espaço de Hil-
bert H e (αj)j∈J ∈ CJ é uma sequência de coeficientes tal que

∑
j∈J αjuj = x ∈ H (i.e., a série converge

a x em norma), então, para todo j ∈ J , temos x̂(uj) = αj .

Demonstração. Provaremos primeiramente para o caso em que αj é não-nulo apenas para uma quantidade
enumerável de ı́ndices j ∈ J . Nesse caso, podemos supor que (jk)k∈N ∈ JN é uma sequência de ı́ndices
tal que

x =
∑
k∈N

αjkujk .

Observe que, para todo N ∈ N, e todo k̃ ∈ N, temos〈
N∑
k=0

αjkujk , ujk̃

〉
=

{
αj

k̃
, se N > k̃;

0, se N < k̃.

Como o produto interno é cont́ınuo, para todo k ∈ N, temos

〈x, ujk〉 = αjk .

Vamos agora provar que se
∑
j∈J αjuj é convergente então apenas uma quantidade enumerável de αj ’s

não é nula. Sem perda de generalidade, supomos que os αj ’s nulos são somados por último (lembramos
que a série não necessariamente converge incondicionalmente, mas as parcelas nulas não interferem na
série).

Seja (jk)k<β a sequência em J indexada por ordinais k < β que fornece a ordem da soma. Como
essa série é convergente, em particular, temos que para todo ordinal k a série

∑
t<k αjtujt é convergente,

então defina

xk =
∑
t<k

αjtujt ,

em particular, se k < ω1, temos

‖xk‖2 =
∑
t<k

|αjt |
2
.

Por outro lado, como ‖ · ‖ é cont́ınua, temos que

‖xω1
‖2 = sup

k<ω1

∑
t<k

|αjt |
2

=
∑
t<ω1

|αjt |
2
,

logo, pelo Exerćıcio 3.2.10, temos que αjt é não-nulo apenas para uma quantidade enumerável de ordi-
nais t < ω1 e portanto existe um ordinal enumerável t0 tal que αt = 0 para todo t > t0. �
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Exerćıcio resolvido. (4.1.7) Se F é uma face de um simplexo S ⊂ RN , então F está contido na fronteira
de S.

Demonstração. Vamos provar primeiramente para o caso em que F é uma faceta de S. Seja v o único
vértice de S que não pertence a F e tome x ∈ F arbitrário.

Observe que para todo t > 1, afirmamos que wt = v + t(x − v) /∈ S. De fato, pois x é combinação
convexa dos vértices de F , então como os vértices de S são afim independentes, sabemos que wt se escreve
de uma única maneira como combinação afim dos vértices de S, que é wt = (1 − t)v + tx e essa não é
uma combinação convexa.

Por outro lado, para todo r > 0, temos que existe t > 1 tal que d(wt, x) 6 r (a saber um tal t
é (r + 1)/ ‖x− v‖), logo x está na fronteira de S.

O caso em que F é uma face (e não faceta) segue diretamente, pois toda face de S está contida em
uma faceta de S. �
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B Notação

N = {0, 1, 2, 3, . . .}
N∗ = N \ {0}

R+ = {x ∈ R : x > 0}
[n] = {1, 2, . . . , n}, para n ∈ N∗

Jn denota a matriz n× n com todas as entradas 1

f(n) ∼ g(n) significa lim
n→+∞

f(n)

g(n)
= 1

f(n) = O(g(n)) significa lim sup
n→+∞

∣∣∣∣f(n)

g(n)

∣∣∣∣ < +∞

f(n) = Ω(g(n)) significa g(n) = O(f(n))

f(n) = Θ(g(n)) significa f(n) = O(g(n)) e f(n) = Ω(g(n))

f(n) � g(n) significa f(n) = Θ(g(n))

f(n) = o(g(n)) significa lim sup
n→+∞

∣∣∣∣f(n)

g(n)

∣∣∣∣ = 0

f(n) = ω(g(n)) significa g(n) = o(f(n))

π(n) = |{a ∈ [n] : a é primo}|, para n ∈ N
bxc denota o maior inteiro menor ou igual a x, para x ∈ R

dxe = −b−xc(
A

k

)
= {B ⊂ A : |B| = k}, para A um conjunto(

A

6 k

)
= {B ⊂ A : |B| 6 k}, para A um conjunto

n |m significa n divide m, para n,m ∈ Z,m 6= 0

NG(v) = {w ∈ V (G) : vw ∈ E(G)}, para G um grafo e v ∈ V (G)

dG(v) = |NG(v)|, para G um grafo e v ∈ V (G)

NG(X) =
⋃
x∈X

NG(x), para G um grafo e X ⊂ V (G)

δG(X) = {xy ∈ E(G) : x ∈ X}, para G um grafo e X,Y ⊂ V (G)

δG(X,Y ) = {xy ∈ E(G) : x ∈ X e y ∈ Y }, para G um grafo e X,Y ⊂ V (G)

δ(G) = min{dG(v) : v ∈ V (G)}, para G um grafo

∆(G) = sup{dG(v) : v ∈ V (G)}, para G um grafo
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