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1 Alguns Problemas Combinatorios

18/03/2014 — Yoshiharu Kohayakawa

Os problemas das préximas trés subsecoes sdo baseados em [6].

1.1 Conjuntos Equiintersectantes

O problema abaixo trata de conjuntos com intersecgoes dois-a-dois todas do mesmo tamanho.
Problema 1.1.1. Dado N € N, qual é o maior natural ¢(N) tal que exitem conjuntos distintos nao-
vazios C1,Ca, ..., Ceny C [N] e um k > 0 tais que |C; N Cj| = k para todos i, j € [¢(N)] com i # j?

Considerando a familia {{1,k} : k € [N]}, temos trivialmente a cota ¢(N) > N. A Desigualdade
de Fisherprova que esse é o valor exato de ¢(N).
Teorema 1.1.2 (Desigualdade de Fisher). Se C,Cs,...,C, C [N] sao distintos e tais que |C; N C}| =
t > 0 para um t fixo, entao n < N.

Antes de provar esse teorema, lembramos a definicdo de matrizes positivas semidefinidas e positivas

definidas; e provamos um pequeno lema.

Definicao 1.1.3. Uma matriz simétrica A € R"*™ é dita positiva semidefinida (denotamos esse fato
por A = 0) se, para todo x € R", temos xt Az > 0.

Ademais, se, para todo z € R™ \ {0}, temos 2! Az > 0, entdo A é dita positiva definida (denotamos
esse fato por A > 0).

Exercicio resolvido 1.1.4. Toda matriz positiva definida é diagonalizavel.

Lema 1.1.5. Se D € R™*"™ é uma matriz diagonal com todas as suas entradas da diagonal positivas
et >0, entdo D+ tJ,, > 0 (J, é uma notacao padrao para a matriz n X n com todas as entradas 1).

Demonstragao. Seja x € R™\ {0} e observe que

(D +t),)r = 2'Dx + ta' ], o0 = Z D”xf +t Z TiTj

i€[n] i,5€[n]
>0 2
= Z /5:%2 +t Z xT; > 0. |
i€[n] i€[n]
>0 >0

Demonstragdo do Teorema 1.1.2. Considere os vetores caracteristicos dos conjuntos (i.e., para um con-
junto A C [N], defina x4 € RY como o vetor tal que x4(i) = lI{icay para todo i € [N]).
Seja A € RVX" a matriz que possui cujas colunas sao x¢,, Xy - - -» XC,, © seja B = A'A € R™X",
Observe que, para todos i,j € [n], temos

Cil, sei=7j;
By =|Cinoy| =4 |Gk =
t, se i # j.
Caso 1. Algum dos conjuntos C; possui cardinalidade t. Sem perda de generalidade, supomos |C1| =
t.
Entao {C; \ C; : i € [N]\ 1} forma uma parti¢ao de [N]\ C1, logo temos n —1 < N —t e como ¢t > 1,
concluimos que n < N.
Caso 2. Todos os conjuntos C; possuem cardinalidade maior que t.
Entao, pelo Lema 1.1.5, sabemos que B é positiva definida. Ademais, pelo Exercicio 1.1.4, temos
que posto B = n.
Por outro lado, da defini¢ao de B, temos posto B < posto A < N. Concluimos entdo que n < N. |

Abaixo enunciamos duas generaliza¢oes do Problema 1.1.1.



Problema 1.1.6. Dados s, N € N, qual é o maior natural c¢(s, N) tal que exitem conjuntos distintos
nao-vazios C1,Cy,...,Ccn)y C [N] e um conjunto S C N* com [S| = s tais que |C; N Cj| € S para
todos i,j € [¢(N)] com i # j?
Problema 1.1.7 (Conjuntos Quase-disjuntos). Uma familia C C P(N) de subconjuntos de N é dita
quase-disjunta se para todos A, B € C distintos temos que A N B é finito.

Quao grande pode ser uma familia quase-disjunta?

1.2 Retas Equiangulares
O problema abaixo trata de retas duas-a-duas formando o mesmo angulo.

Problema 1.2.1. Dado d € N, qual é o maior natural r(d) tal que exitem retas ry,rs, ... ,Tr(d) C R?,
todas passando pela origem e um 6 € (0, 7/2] tais que o dngulo agudo entre quaisquer duas dessas retas
distintas é 67

Trivialmente, tomando as retas definidas por uma base ortonormal, temos d retas equiangulares,
logo r(d) > d.

Para d = 2, podemos tomar trés retas passando pela origem de forma que § = 7/3 (Figura 1).

Para d = 3, podemos tomar as quatro retas que ligam a origem a vértices de um tetraedro regular
centrado na origem (Figura 2).

No caso d = 3, podemos fazer algo ligeiramente melhor considerando as seis retas que ligam os pdlos
de um icosaedro regular centrado na origem (Figura 3).

Figura 1: Construgao das trés retas equiangulares no plano.

Figura 2: Construgao das quatro retas equiangulares usando o tetraedro.

O teorema abaixo fornece uma cota superior para r(d).

Teorema 1.2.2. Se 6 € (0,7/2] e 71,79,...,7, C R? sdo retas passando pela origem tais que o angulo
d+1)

agudo entre quaisquer duas dessas retas distintas é 6, entao n < ( 5
Demonstragdo. Sejam vy, vy, ..., v, € R? vetores unitérios que definem as retas 71,7y, ..., r, respectiva-
mente. Sabemos que

1 se i =J.

)

cosf, sei#j;
| (vi,v5) | =



Figura 3: Construgao das seis retas equiangulares usando o icosaedro.

Vamos mostrar que o conjunto S = {v;v! : i € [n]} é linearmente independente em R4*
Suponha que a = (a1, as,...,a,) € R™ é tal que Zie[n] a;v;v! = 0, entdo, para todo j € [n], temos

ot ot L ot
0= v; E a;viv; | v = E a;V;0;0;V;
i€[n]

i€[n]
— Z ai(U;‘»vi)2 =a; + Z a; cos? 6.
i#]

Mas isso corresponde ao sistema ((1 — cos? §)I,, + cos? 8], )a = 0 e como cos? § < 1, pelo Lema 1.1.5
e pelo Exercicio 1.1.4, temos que a tunica solugao é a = 0, pois a matriz do sistema é diagonalizavel.
Portanto S é linearmente independente.

Observe agora que S estd no subespaco das matrizes simétricas d x d, cuja dimensao é d+ (g) = (
d+1>
5 )

d;—l)’

logo n < (

Corolario 1.2.3. Temos r(2) = (;’) =3er(3)= (;1) = 6.

Exercicio 1.2.4. Encontrar exemplos que certifiquem r(d) > 2014d ou r(d) > dlogd, para d suficiente-
mente grande.

1.3 Pontos Equidistantes

O problema abaixo trata de pontos dois-a-dois equidistantes.
Problema 1.3.1. Dado um niimero natural d € N, qual é o maior natural p(d) tal que exitem pontos
distintos p1,p2, ..., Pp) C R?, dois-a-dois equidistantes (na distancia euclideana)?

Considerando um hipertetraedro regular (i.e., em R? um triangulo equildtero; em R um tetraedro
regular; etc.), conseguimos d 4+ 1 pontos equidistantes. Logo p(d) > d + 1.
O teorema abaixo prova que esse é o valor exato de p(d).

Teorema 1.3.2. Se py,ps,...,p, C R? sdo pontos distintos dois-a-dois equidistantes (na distancia eu-
clideana), entdao n < d + 1.

Demonstracdo. Para facilitar a demonstragao, vamos considerar que os pontos sao po, p1, - - - , Pm € Vamos
provar que m+ 1 < d+ 1.
Sem perda de generalidade, supomos que py = 0 e que ||p;|| = 1 para todo i € [m] (basta fazer uma

translagdo e uma dilatagao).



Considere a matriz de Gram G de p1,pa, ..., pm (€., a matriz tal que G;; = (p;, p;) para todos ¢, j €
[m]) e observe que

1, sei=y;

1 . .
. sei#y;
Gij_{z 7

onde o primeiro caso segue do fato que (po,p;, p;) forma um tridngulo equilétero.

Isso significa que G = (1/2)1,, + (1/2)J,,, entdo, pelo Lema 1.1.5 e pelo Exercicio 1.1.4, temos
que posto(G) = m.

Por outro lado, temos que G = A'A, onde A é a matriz cujas colunas sao pi,p2,...,Pm. LOgo
temos posto(G) < posto(A) < d e, portanto, temos m + 1 < d + 1. |

Abaixo enunciamos uma generalizacdo do Problema 1.3.1.

Problema 1.3.3. Dado d € N e uma métrica ||-|| em R?, qual é o maior natural p(d) tal que exitem pontos
distintos p1,p2,...,Pp@) C R?, dois-a-dois equidistantes (onde a distancia é definida como d(p,q) =

lp—qll)?

1.4 Particoes Judiciosas

25/03/2014 — Yoshiharu Kohayakawa

O problema abaixo trata de particoes judiciosas.

Problema 1.4.1. Sejam p1, pa,...,pn € R? pontos do plano. Serd que existe um ponto p € R? tal que
toda reta que passa por p define dois semiplanos fechados com pelo menos n/3 dos p;’s?

Primeiramente, observemos que nao podemos pedir mais do que n/3 pois se pi,p2,p3 formarem
um triangulo, entao para todo ponto p haverd uma reta que passa por p que deixa no maximo um
ponto em um dos semiplanos fechados por ela definidos. Mais geralmente, podemos colocar mais pontos
arbitrariamente préximos dos vértices desse triangulo e manter essa propriedade para qualquer n > 3.

No caso do triangulo, escolher p fora do mesmo é claramente uma péssima escolha, pois hd uma reta
que define um semiplano fechado sem nenhum dos p;’s. Para valores de n maiores, a escolha péssima
de p sera fora do fecho convexo do conjunto, que definiremos a seguir.

Definicao 1.4.2. Um subconjunto X de R™ é dito convezo se para todos x,y € X, temos [z,y] =
{M+(1-=Ny:Ae€0,1]} C X (o conjunto [x,y] é chamado de segmento de reta com pontas x e y).

Abaixo enunciamos uma propriedade de conjuntos convexos como exercicio.

3

Exercicio resolvido 1.4.3. Se C C P(R") é uma familia de conjuntos convexos, entdo A = (o C é
um conjunto convexo.

O Exercicio 1.4.3 torna natural a definigdo abaixo.

Definicao 1.4.4. Dado um subconjunto X de R™, o fecho convezo de X (denotado por conv(X)) é o
menor conjunto convexo que contém X, mais formalmente, definimos

conv(X) = m C.

CCR™:
C é convexo e CDX

A nogéo de segmento de reta também pode ser generalizada para mais de dois pontos.

Definigao 1.4.5. Uma combinagio convexa de x1,xs,..., Ty € R™ é um ponto da forma
Tr = Z Aixh
1€[m]

com \; > 0 para todo i € [m] e 32, Ai = 1.

O exercicio abaixo mostra uma outra caracterizagao do fecho convexo.



Exercicio resolvido 1.4.6. Se X C R™, entao

conv(X) = {x : ¢ é combinacdo convexa de pontos de X}

=) NmitmeNGVie ma € XeX €01 Y N=1

i€[m] i€[m]
A seguir enunciamos um teorema muito 1til sobre conjuntos convexos.

Teorema 1.4.7 (Radon). Se X = {x1,22,...,Zp42} C R™ é um conjunto com n + 2 pontos, entdo
existem I,.J C [n + 2] disjuntos tais que conv{z; : i € I} Nconv{z; : j € J} # .

Demonstra¢ao. Sem perda de generalidade, supomos x,, 2 = 0.

Como X' = X \ {zp42} é um conjunto com n + 1 elementos em R", temos que X’ é linearmente
dependente, ou seja, existem Aj, A2, ..., \p+1 € R nao todos nulos tais que Zie[nﬂ] Aix; = 0.

Seja Apio = — Zie[nﬂ] ); e observe que Zie[n+2} A =0.

Defina I ={i€n+2]:\; >0} eJ={je[n+2]: ) <0}. Temos

Z)\le = Z(—)\j)xj; (§

icl jeJ
D= (=N
iel jeJ

Sejam A =3, ;A\ e
A —Aj
el JjeJ
Como » ,c; Ai/ A= 3" c;—Aj/A, temos que x € conva; i € I Nconv{z; : j € J}. [ |
A partir do Teorema 1.4.7 podemos derivar uma outra caracterizacao de fecho convexo.

Exercicio resolvido 1.4.8 (Teorema de Carathéodory). Se X C R", entdo

conv(X) = {z : z é combinacdo convexa de n + 1 pontos de X}

=¢ > Amirvien+lmeXee01; > A=1
i€[n+1] i€[n+1]

Abaixo enunciamos algumas propriedades muito tteis sobre fechos convexos como um exercicio.

Exercicio resolvido 1.4.9. Seja X um subconjunto de R".
i. Se X é limitado, entdo conv(X) é limitado;
ii. Se X é compacto, entdao conv(X) é compacto.

O teorema a seguir trata de intersecgoes de conjuntos convexos.

Teorema 1.4.10 (Helly). Se C = {C1,C5,...,Cpn} C P(X) é uma colecdo finita de subconjuntos
convexos de R™ tal que quaisquer n + 1 conjuntos de C possuem interseccdo ndo-vazia, entdo te-

mos (", Ci # 2.

Demonstracao. Provaremos o teorema por indugao em m.

Se m < n+ 1, a asser¢ao é trivial. Suponha entao m > n + 1 e a assergao valida para m — 1.

Para todo i € [m], seja @; € () (i3 €5 (tal @ existe por hipdtese indutiva para a colegao {Cj :
j € [m]\ {i}}).

Pelo Teorema 1.4.7, existem I, J C [m] tais que conv{z; : i € I} Nconv{x; : j € J} # & e, sem perda
de generalidade, temos I U J = [m)].



Observe que, para todos k,l € [m] distintos, temos xp € Cj. Isso significa que, para todos i € T
ejeJ, temos x; € Cj e x; € C}, logo temos

conv{x; :i €1} C ij; econv{z; :j € J} CﬂCi.
jeJ iel

Portanto temos @ # conv{z; : i € I} Nconv{z; : j € J} C g Cr-
O resultado segue entao por indugao. |

O teorema acima nao pode ser generalizado para uma familia infinita enumeravel de conjuntos. Isso
pode ser observado com a familia C = {[i,4+00) : ¢ € N}, cuja intersecgdo é vazia, mas cujas subfamilias
finitas possuem intersecgoes nao-vazias.

Porém, adicionando apenas uma hipétese o resultado torna-se valido. Enunciamos tal generalizagao
no exercicio abaixo.

Exercicio resolvido 1.4.11 (Generalizacdo do Teorema de Helly). Se C = {C; : i € N} € P(X) é
uma colecao infinita enumeravel de subconjuntos convexos e compactos de R™ tal que quaisquer n + 1
conjuntos de C possuem interseccao nao-vazia, entao temos (),cy Ci # @.

Agora estamos em condigoes de atacar o Problema 1.4.1.

Teorema 1.4.12. Se p1,ps, ..., pn € R? sdo pontos do plano, entdo existe um ponto p € R? tal que toda
reta que passa por p define dois semiplanos fechados com pelo menos n/3 dos p;’s.

Demonstragdo. Seja K = conv{p; : i € [n]} e seja H = (H,)er a colegao dos semiplanos fechados de R?
que contém estritamente mais do que 2n/3 dos p;’s.

Defina também, para todo v € I', o conjunto K, = K N H,.

Observe que, como {p; : i € [n]} é compacto, entdo K é compacto e convexo e, portanto, todos os K.,
sao compactos e convexos.

Sejam v1,72,73 € I' e observe que

3 3 3

[N Kl zn =3\ Ky >n =32 =0,

=1 i=1 i=1

logo ﬂ?zl K, #09.

Pelo Exercicio 1.4.11, sabemos que existe p € [
requerida.

Suponha que nao, isto é, suponha que existe uma reta r que passa por p e um dos semiplanos fechados
definido por ela possui estritamente menos que n/3 dos p;’s (Figura 4).

yer K.,. Vamos mostrar que p satisfaz a propriedade

n
3

Figura 4: Redugao a absurdo caso o ponto p nao satisfaga a condigao do teorema.

Como a colecao C' dos p;’s fora desse semiplano fechado tem distancia d positiva a r, podemos
considerar uma reta r’ paralela a r e distando d/2 & colecao C.

O semiplano fechado definido por r’ do lado de C contém todos os pontos de C, que sio estritamente
mais que 2n/3 dos p;’s mas nao contém p, o que contradiz sua escolha. |



Abaixo enunciamos alguns exercicios relacionados aos tépicos dessa subsecgao.

Exercicio 1.4.13 (Generalizagao do Teorema 1.4.12). Prove que se pi,pa, - - -,pn € R? pontos de R,
entdo existe um ponto p € R? tal que toda reta que passa por p define dois semiespacos fechados com
pelo menos n/(d + 1) dos p;’s.

Exercicio 1.4.14. Encontre um conjunto X € R? fechado tal que conv(X) nao é fechado. O que acontece
com conv(X) se X é um fechado em R?

2 Teoria Extremal dos Conjuntos

08/04/2014 — Fabricio Caluza Machado

Entendemos por teoria extremal dos conjuntos o estudo do tamanho de sistemas de conjuntos satis-
fazendo certas propriedades. Alguns problemas tipicos de teoria extremal dos conjuntos sao os Proble-
mas 1.1.1 e 1.1.6 da segao anterior. Aprofundaremos agora o estudo desses problemas.

2.1 Conjuntos L-intersectantes

Os teoremas e demonstragoes desta subsegao sao baseados em [2].
Relembramos primeiramente o Teorema 1.1.2 sobre o Problema 1.1.1.

Teorema (Desigualdade de Fisher). (1.1.2) Se C4,Cs,...,C, C [N] sao distintos e tais que |C; N C;| =
t > 0 para um t fixo, entao n < N.

A ideia da demonstracio do Teorema acima era considerar o espaco vetorial {0,1}" e as funcoes
indicadoras dos conjuntos C7,Cs, ..., C, e encontrar um conjunto linearmente independente nesse espaco
vetorial relacionado as fungoes e dessa forma saberemos que tal conjunto nao pode possuir mais elementos
que a dimensao do espago vetorial.

Estamos interessados agora em estudar o Problema 1.1.6, entao comecaremos com algumas definigoes
que nos auxiliarao.

Definicao 2.1.1 (Familias uniformes e familias intersectantes). Seja F C P([n]) uma familia de subcon-
juntos de [n] e sejam L C Ne k € N,

Dizemos que F é k-uniforme se, para todo F € F, temos |F| = k.

Por brevidade, dizemos que F é uniforme se exite kg € N tal que F é kg uniforme;

Dizemos que F é L-intersectante se, para todos Fy, Fy € F distintos, temos |F; N Fy| € L.

Ao longo das demonstragdes a seguir, faremos um pequeno abuso de notacao: se A é um subconjunto
de [n], usaremos A para denotar tanto o conjunto em questao como o vetor caracteristico de A em {0, 1}"
(i.e., o vetor que possui entradas 1 exatamente nas coordenadas correspondentes aos elementos de A).
Lembramos que uma propriedade essencial de tais vetores era (A, B) = |A N B| para todos A, B C [n].
O exercicio a seguir é um resultado simples de algebra linear.

Exercicio resolvido 2.1.2. Se fi, fa,..., fn: 8 — R sao fungdes e a1,as,...,a, € ) sao tais que a
matriz M € R™*™ definida por M;; = fi(a;) para todos i, j € [n] é ndo-singular, entdo fi, fa,..., fn sdo
linearmente independentes.

O seguinte teorema fornece uma cota para o Problema 1.1.6.

Teorema 2.1.3. Se L C N com |L| = s e F € P([n]) é uma familia L-intersectante e uniforme, entéo
temos

7] <§_%(?)

Demonstragdo. Seja F = {A1, Aa,..., A} uma familia L-intersectante e k-uniforme e, sem perda de
generalidade, assumimos que k ¢ L (pois se dois conjuntos de tamanho k possuem intersecgdo de tama-
nho k, entao eles sao iguais).



Consideremos agora o espago das fungoes de valores reais sobre o dominio = {0,1}" e, para
todo i € [m], seja p;: @ — R definida por

n

pillz)iy) = [T (i, A =1 =TT [ D402, —1

leL leL \j=1

Observe agora que, para todo i € [m], temos

pi(Ai) = H (|As] = 1) #0,
leL
pois k ¢ L.
Ademais, se i e j sdo elementos distintos de [m], entdo

pi(4;) =[] (140 4| = 1) =0,

leL
pois |Az N AJ‘ e L.
Logo, considerando as fungoes p1,ps,...,Pm € 0s pontos Ay, As, ..., An, pelo Exercicio 2.1.2, temos
que p1,P2, .- -, Pm sao linearmente independentes.

Observe agora que Va € {0,1}, 22 = x, isso significa que podemos reescrever os p;’s como polindémios
multilineares em n varidveis (i.e., polindmios cujos ménomios nao contém nenhum fator que é quadrado
de varidvel).

Entao, para todo i € [n], seja p; um polindémio multilinear correspondente a p; (mais formalmente,
seja p; um polindmio multilinear tal que Vo € Q,p;(z) = p;(z)) e observe que gr(p;) < gr(p;) < s.
Ademais, sabemos que pi,pa, ..., Dy sS40 linearmente independentes.

Para todo I C [n], seja X como o polindomio multilinear em n varidveis definido por xr((z;)7_;) =
[Licr i

Observe agora que todo polindomio multilinear em n variaveis e de grau no maximo s pode ser escrito
como combinagao linear de elementos de {x; : I € ([g)} Isso significa que esse conjunto gera o
espago dos polindmios multilineares em n variaveis e de grau no maximo s, logo ele tem dimensao no

maximo Y7, (7).

Como p1,pa, - - -, Pm sdo linearmente independentes e sdo elementos desse espaco vetorial, temos que
*\(n

Fl=m< . |
|[Fl=m < ; .

A cota do teorema acima, porém, nao é justa e com um pequeno ajuste dos polindémios usados,
podemos nos livrar de umas hipéteses e obter o teorema abaixo.

Teorema 2.1.4 (Frankl-Wilson 81 [5]). Se L € N com |L| = s e F € P([n]) é uma familia L-
intersectante, entao temos

S
n
< .
n<3()
=0
Demonstragdo. Seja F = {A1, Ag, ..., Ap} uma familia L-intersectante com |A;] < [Az| < -+ < |Ap|.

Para todo i € [m], seja p;: @ — R definida por

n

pillzyo) = I (e A -0 = T [ DAz, —1

leL: leL: \j=1
1<]A; | 1<]A;|
Observe que, para todo i € [m], temos
pi(A) =[] (4il-1)>o.

leL:
1<|A;]



Ademais, para todos i,j € [m] com i < j, temos

pi(4) = T] (4n4-0n=o,
leL:
I<|Aqf
pois |[A; N A;| < |A;], ja que |Aj] < |A;| e A; # Aj.
Logo a matriz M € R™*" definida por M;; = p;(A4;) é triangular e todas as entradas de sua diagonal

sdo ndo-nulas. Isso significa que A é ndo-singular e pelo Exercicio 2.1.2, temos que p1,p2, ..., Pn S40
linearmente independentes.
Construindo p1, pa, . .., Pm da mesma forma que na demonstragdo do teorema anterior, obtemos um

conjunto linearmente independente no espago vetorial dos polinémios multilineares em n varidveis e de
grau no maximo s e portanto temos

|]-'|:m<i:(7z>. n

=0

Considerando a familia F = (L"l) e L ={0,1,...,s — 1}, observamos que a cota desse teorema é
justa.
O teorema abaixo fortalece a cota do Teorema 2.1.3 mantendo suas hipdteses.

Teorema 2.1.5 (Ray—Chaudhuri-Wilson '75 [7]). Se L C N com |L| = s e F € P([n]) é uma familia L-
intersectante e uniforme, entao temos
7l < <”>
s

Demonstragao. Seja novamente F = {Aq, Ag, ..., A, } uma familia L-intersectante e k-uniforme e, sem
perda de generalidade, assumimos que k ¢ L e que s < k (pois podemos remover de L todos os nimeros
maiores que k).

Construimos de novo, para todo i € [m], a funcao p;:  — R definida por

n
pil(@)j=) = TT ((ap)jrs 40y = 1) = T | Do (A — 1
leL leL \j=1
E consideramos os polinémios multilineares correspondentes p1, D2, - - - , Prn -

Da demonstragao do Teorema 2.1.3, ja sabemos que esses polindomios sao linearmente independentes
a ideia agora é completar essa familia a uma outra ainda linearmente independente.
Lembremos que, para todo i € [m], temos

pi(A;) = [T (4l = 1) #0,

leL

e, se i e j sdo elementos distintos de [m], entao

pi(A;) = H (JA;inA;|—-1)=0.

leL

Defina, para todo I C [n], o polinomio multilinear em n varidveis x; a partir de x1((2;)j=1) = [[;c; 7s-
Para todo I C [n], seja gr o polindmio definido a partir de

ar((z5)7=1) = xr((25)j=1) Z:ﬂj —k|,

e seja gy o polinémio multilinear de n varidveis associado a gy (observe que ¢y possui grau no maximo |I|+

1).

Por outro lado, para todo i € [m], temos ¢qr(A4;) = 0, pois |A4;| = k.
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Sejam P = {p; :i € [m]} e Q= {qr: T € (1))}

Observe que, para todo I € (J:ll), temos

> xgd) k=11 -k <0,
j=1

pois [I| <s—1<k—1.

O seguinte lema nos da que Q ¢ linearmente independente.
Lema. Se f: {0,1}" — R é uma funcao tal que, para todo I € (Z‘l), temos f(I) # 0, entdo o con-
junto {xrf : I € (1)} ¢ linearmente independente.

Demonstracdo do Lema. Observe inicialmente que se I, J € ([gni) s@o tais que I ¢ J, entdo x;(J) = 0.
Logo, se |J| < |I| e I # J, temos x1(J)f(J) =0e x1(I)f(I) # 0, ou seja, a matriz A cujas entradas
sao (xrf)(J) é triangular e com todas as entradas da diagonal ndo-nulas e, portanto, invertivel.
Pelo Exercicio 2.1.2, temos que {x;f : I € (z’l)} é linearmente independente. |

Vamos provar agora que P U Q € linearmente independente.
Sejam A1, A2,..., A\ € Re uy € R para cada I € (<[”11) tais que

S

Z AiDi + Z prqr = 0.
i—1

1e(JM)

Avaliando a expressdo acima em A;, obtemos A\;p; = 0, ou seja, para todo j € [m], temos A\; =0 e a
expressao se torna

> @ =0.
re( )

Como @ ¢ linearmente independente, temos que os p;’s sao todos nulos.
Portanto P U Q ¢ linearmente independente, logo, como Q também é uma familia de polinémios
multilineares de n variaveis e de grau no méaximo s, temos

s—1 s
n n
mty (l) =PuQl<}, (l)
=0 =0
de onde o resultado segue. |

Considerando a familia F = ([:]), observamos que a cota do teorema acima é justa.
O seguinte exercicio generaliza ambos os Teoremas 2.1.4 e 2.1.5.

Exercicio 2.1.6 (Teorema de Alon-Babai-Suzuki ’91 [1]). Sejam K, L C N conjuntos finitos nao-vazios
de naturais com |K|=r e |L| =s e tal que min K >s—r
Se F é uma familia L-intersectante tal que, para todo F' € F, temos |F| € K e, entao

() () e ().

2.2 Aplicagoes ao Niimero Cromatico de R”

22/04/2014 — Fabricio Caluza Machado

Apresentaremos inicialmente outra versao do Teorema 2.1.4.

Teorema 2.2.1. Se L C N com |L| = s, p é um primo e F € P([n]) é uma familia satisfazendo

1. Para todo ! € L e todo A € F, temos |A| # [ (mod p);

11



2. Para todos A, B € F distintos, temos que existe [ € L tal que |AN B| =1 (mod p);
entao temos
“\ (n
FI<> (Z)
i=0

Demonstragdo. A prova desse teorema é muito similar. Porém, agora trabalhamos no corpo Z, dos
inteiros médulo p. E importante que p seja primo para que Z, ndo tenha divisores de 0 (i.e., elementos
nao nulos a e b tais que ab = 0 (mod p)).

Suponha que F = {A1, As,..., Ay} e, para todo i € [m], seja p;: {0,1}" — Z,, definida por

n

pil(ay)ioy) = [T ((@)ims, Ay = 1) = T] [ D_(Ai)jay —1

leL leL \j=1

Observe que, para todo i € [m], temos

pi(Ai) = [T (Al =) #£0  (mod p).

leL

Ademais, para i,j € [m] distintos, temos

pi(4;) =041 =1) =0 (mod p).

leL

Logo a matriz M € R™*"™ definida por M;; = p;(A4;) é ndo-singular e pelo Exercicio 2.1.2, temos
que p1,P2,---,Pn S0 linearmente independentes.

Multilinearizando os polinémios, obtemos um conjunto linearmente independente no espago vetorial
dos polinémios multilineares em n varidveis e de grau no maximo s e portanto temos

|]-'|:m<i:(7z>. n

i=0
Forneceremos agora algumas estimativas para binomiais.

Proposigao 2.2.2. Para todos n,l,s € Ncom | > 2 e s < n/l temos

> ()< () ()

Demonstracdo. Observe que para todo u € N com u < n, temos

n ny u < s
u—1 u) nm—u+1 n—s+1

Logo, aplicando a equagao acima recursivamente, temos

(1) -G ()
()< 05 6=)

1—3/(n—8+1 (Z)

—(1+ ——) ("
B n—25+1 S

12

Portanto temos




Mas observe que

S < 1
n—2s+1 -2

= s(l—-2)<n—2s+1

n+1
l
<= s < fracnl,

(1)< (1+25) (1) .

Coroldrio 2.2.3. Para todos n,s € N com s < n/4, temos

> (1) <3(2) <2()

Lema 2.2.4. Se o € (0,1) N Q é um racional fixado e n € N, entao

— s <

logo temos

( n ) _ 140(1) 1 ( 1 )n
an V2ra(l —a) Vn a*(l—a)1—a)/)
Observagao. A condigao de racionalidade de « serve apenas para garantir que (O:’n
para infinitos valores de n e que possamos estudar seu comportamento assintotico.

) estard bem definido

Demonstra¢ao. Lembramos a Férmula de Stirling para o comportamento assintdtico de n! abaixo.

nl= (14 0(1))vV2mn (ﬁ)n .

e

Usando essa estimativa, temos

(on) = ey

= (1 +0(1))

(1-a)n

V2ran (%”)M 27(1 — a)n ((1_;)”)

1+ o0(1) 1
= . |
2ra(l — a)n a2 (1 — o)1-o)n

Corolario 2.2.5. Para todo a € (0,1), existem g9 > 0 e ng € N tais que, para todo € € (0,e9) e n > ng
tal que an e (1 — an) sdo inteiros, temos

(a9 < (o) < (i)

Observacgao. O g serve apenas para garantir que o € escolhido sera tal que o lado esquerdo da primeira
desigualdade nao sera negativo.

Definimos agora o nimero cromatico de R".

Defini¢ao 2.2.6. O nimero cromdtico de R™ (denotado x(R™)) é definido como o nimero cromético do
grafo G, cujos vértices sao os pontos de R™ e dois vértices sao adjacentes se e somente se a distancia
(euclidiana) entre eles é 1.

Mais formalmente, temos

V(G,) =R" E(G,) = {vw : d(v,w) = 1}.

13



Observagao. Se definirmos, para todo d > 0 o grafo G, (d) como sendo o grafo cujos vértices sdo os

pontos de R™ e dois vértices sdo adjacentes se e somente se a distancia (euclidiana) entre eles é d, entao

a contragao/dilatagao pelo fator d é um isomorfismo entre G,, e G, (d), logo x(R™) = x(G,) = x(Gr(d))
Muitas vezes é mais conveniente trabalhar com G, (d) do que G,,.

Exercicio resolvido 2.2.7. Prove que x(R) = 2.
Embora possamos calcular o nimero cromético de R (Exercicio 2.2.7), o caso geral ainda é um
problema em aberto. A seguir apresentamos alguns resultados sobre x(R"™) para valores maiores de n.

Proposigao 2.2.8. Temos x(R?) < 9.

Demonstragdo. Considere uma partigao de R? em quadrados da forma [a,a +1) x [b,b+1) de forma que
a diagonal de tais quadrados seja 1 (i.e., temos [ = 1/v/2).

Observe que se ab é uma aresta de GG, e a estd em um quadrado @, entdo b estd em um dos 8
quadrados vizinhos a @ (Figura 5).

.

Figura 5: Vizinhanca de um quadrado da particao da Proposicao 2.2.8.

Logo, considerando 9 cores, podemos colorir cada quadrado com uma cor de forma que para todo
quadrado ) todos os seus 8 vizinhos possuem uma cor distinta da cor de ). Tal coloracao é uma coloragao
propria de G,, pois toda aresta de G, é de um quadrado @) para um de seus 8 vizinhos. ]

Com apenas uma mudanga simples no argumento, podemos melhorar a cota da proposi¢ao acima.

Proposigao 2.2.9. Temos x(R?) < 7.

Demonstragdo (rascunho). Basta repetir o argumento da prova da Proposicao 2.2.8 utilizando hexdgonos
regulares cuja diagonal maior mede 1 (i.e., cujo lado mede 1/2). Dessa forma, cada hexdgono possuiré 6
vizinhos (Figura 6).

Figura 6: Vizinhanca de um hexdgono da particao da Proposicao 2.2.9.

Porém, uma aresta pode cruzar de um hexdgono para vizinhos um pouco mais distantes (uma aresta
com uma extremidade préxima a um vértice de hexdgono, por exemplo), entao a escolha das 7 cores deve
ser feita com certo cuidado (mas é possivel). O
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Exercicio 2.2.10. Complete a prova da Proposi¢ao 2.2.9, mostrando que é possivel fazer a escolha das 7
cores para os hexdgonos construidos.

A cota da Proposigao 2.2.8 também pode ser generalizada para dimensoes maiores como sugere o
exercicio abaixo.

Exercicio 2.2.11. Prove que x(R") < [2y/n]" ~ n™/2.
Observacéo. E possivel provar que y(R") < 9",
Proposigao 2.2.12. Temos x(R?) > 4.

Demonstra¢ao. Suponha por absurdo que ha uma coloracao prépria de GG,, com apenas trés cores. Con-
sidere um tridngulo equildtero de vértices a,b,c € R? do plano e seja d € R? o (tinico) ponto do plano
que dista 1 de b e ¢ e que é diferente de a.

Observe que a deve possuir a mesma cor que d pois ha apenas trés cores e triangulos equilateros
devem possuir um vértice de cada cor.

Considere agora os pontos by, ¢z, ds € R? obtidos a partir da rotacdo horaria dos pontos b, ¢ e d em
torno de a de um angulo « de forma que d e dy distam 1.

Pelo mesmo raciocinio, o vértice ds possui a mesma cor que a, o que é um absurdo pois isso implica
que d possui a mesma cor que ds. |

Coroldrio 2.2.13. Temos x(R") > n + 2.

Demonstragao (rascunho). O mesmo raciocinio da Proposic¢ao 2.2.12 trocando “tridngulos” por “hiperte-
traedros regulares” funciona em R™. O

Observe que a prova da Proposicao 2.2.12 se dé apresentando um subgrafo finito de G,, que nao é 4-
colorivel. Uma pergunta natural é se é possivel que todos os subgrafos finitos de G, sejam k-coloriveis
para um k fixo sem que G, seja k-colorivel. O Teorema de De Bruijn—Erdds(Exercicio 2.2.14) diz que
tal situagao é impossivel.

Exercicio resolvido 2.2.14 (Teorema de De Bruijn-Erdés ’51). Se k é um natural e G é um grafo
tal que todos seus subgrafos finitos possuem uma k-coloragao prépria, entao G possui uma k-coloragao
proépria (i.e., temos x(G) < k).

Nesse espirito, o teorema abaixo fornece cotas inferiores para x(R™) com n suficientemente grande.
Teorema 2.2.15 (Frankl-Wilson ’81 [5]). Existe ng € N tal que, para todo n > ng, temos x(R™) > 1.2".

Provaremos a versao enfraquecida desse teorema enunciada abaixo.

Teorema 2.2.16. Existe ng € N tal que, para todo n > ng da forma n = 4p — 1 com p um nimero
primo, temos x(R™) > 1.1397™.

Demonstragao. Nesta demonstracdo, trabalharemos com o grafo G,(d) (i.e., o grafo cujas arestas sao
entre pontos distando d) e utilizaremos o Teorema 2.2.1.

Consideramos novamente a interpretagdo de subconjuntos de [n] como vetores de {0,1}™ C R" e
observamos que se A, B C [n], entdo temos

d(A,B)® = (A,B)” = |A| - |AN B| - |BN A| + |B|,
e se |A| = |B| =k, entao

d(A,B)* =2(k — |AN BJ).

Sejak=2p—1led=/2(2p—1)— (p—1) = \/4p — 1 e considere uma familia F de subconjuntos
de [n] (e portanto de vértices de Gy, (d)) k-uniforme.

Observe que se A, B € F sao distintos, entdo |[AN B| € {0} U[2p — 2]\ {p — 1}, pois d(A,B) # d
implica que |[AN B| #p— 1.
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Ademais, observe que o dinico nimero em {0} U [2p — 2] que é congruente médulopap—1é p— 1.
Logo, tomando L = {0} U[p — 2] e s = |L| = p — 1, temos, pelo Teorema 2.2.1, que

“\ (n
F| £ .
LY (7)
Como s = p — 1 < n/4, temos pelos Coroldrios 2.2.3 e 2.2.5 que
|F| < 1.7548"™,

desde que n seja grande o suficiente.

Considere o subgrafo H induzido em G, (d) pelos vértices correspondentes aos subconjuntos de ta-
manho k de [n]. Um conjunto independente em H corresponde a uma familia 7 de subconjuntos de [n]
que é k-uniforme, logo sabemos que a(H) < 1.7548". Entao temos

V(H)]
a(H)

X(R") = x(Gn(d)) 2 x(H) =

n

1.75487"
> 1.7548 (k:

> > 1.1397". ]

Observagao. Para obter o Teorema 2.2.15 basta fazer a mesma demonstracao do Teorema 2.2.16 uti-
lizando uma proporgdo « € (0,1) entre p e n que otimiza a desigualdade do Proposicdo 2.2.2 e do
Corolario 2.2.5.

Dessa forma obtemos um teorema que depende apenas que n seja um multiplo fixado de um primo p.
Porém, o exercicio abaixo implica que, para n suficientemente grande podemos tomar uma proporgao
suficientemente proxima da desejada.

Exercicio resolvido 2.2.17. Para todo ¢ > 0, existe xg > 0 tal que, para todo = > x¢, existe um primo
no intervalo [z, (1 + ¢)z].

3 Coloracao e Preenchimento de R"

3.1 Numero Cromatico Mensuravel de R” e Densidade Superior

06/05/2014 — Fernando Mério de Oliveira Filho

Vimos ja que calcular o niimero cromético de R™ é um problema dificil. Ademais o fato de todas as
provas conhecidas do Teorema de De Bruijn—Erdés (Exercicio 2.2.14) utilizarem o Axioma da Escolha
sugere que a coloracdo prépria de R™ com um nimero minimo de cores pode depender do Axioma
da Escolha e, portanto, ser nao construtiva.

Com isso em mente, é natural exigir que a coloracdo feita ndo utilize o Axioma da Escolha e uma
forma de fazé-lo é exigir que a particao nas classes de cores seja em conjuntos Lebesgue-mensuraveis.

Sera conveniente ao longo desta segao a definicao abaixo.

Definigao 3.1.1. Dizemos que um subconjunto A de R™ evita a distancia d > 0 se para todo par de
pontos a,b € A temos d(a,b) # d.

Definimos agora o nimero cromético mensuravel que captura a nogao de colorir com o menor nimero
de cores sem usar o Axioma da Escolha.

Definicao 3.1.2. O ndmero cromdtico mensurdvel de R™ (denotado por X, (R™)) é o menor nimero
de partes em que conseguimos particionar R™ de forma que todas as partes evitam a distancia 1 e
sao Lebesgue-mensuraveis. Mais formalmente, definimos

k
Xm(R™) = min{k eN:R" = U A; com A; Lebesgue-mensuravel e

i=1

A; evita distancia 1 para todo i € [k‘]}
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Como toda coloragao mensuravel é também uma coloracao, as proposicoes abaixo seguem diretamente.
Proposigao 3.1.3. Para todo n € N, temos x(R"™) < xm(R™).
Proposigao 3.1.4. Temos x,,(R?) < 7.

A proposicao abaixo também segue diretamente do Exercicio 2.2.7.

Proposigao 3.1.5. Temos x,,(R) = 2.

J4 vimos que a melhor cota inferior que se sabe para o ntimero cromético de R? é x(R?) > 4, porém
o teorema abaixo sugere que talvez uma coloragao com quatro cores nao seja palpéavel.
Teorema 3.1.6 (Falconer 81 [4]). Temos y,,(R?) > 5.
Observagao. O teorema acima nao afirma que x(R?) < x,,(R?), ele apenas nos d4 uma cota inferior
para X (R?) que é melhor que a conhecida para x(R?).

Naturalmente, podemos nos perguntar quao grandes podem ser as partes da particao mensuravel de
uma coloracao propria. Nesse sentido, a definigdo abaixo é muito 1til.

Definigao 3.1.7. Se A é um subconjunto Lebesgue-mensuravel de R™, entdo definimos a densidade
superior de A como

SA) — L AN T
R i T e s

onde m denota a medida de Lebesgue.
Informalmente, a densidade superior é calculada pelo limite da porgao preenchida por A em hipercubos
cada vez maiores.

Os exercicios abaixo sao algumas propriedades basicas da densidade superior.
Exercicio resolvido 3.1.8. Se A, B C R" sdo Lebesgue-mensuraveis e A C B, entdo 0(A) < §(B).

Exercicio resolvido 3.1.9. Suponha que A C R" é Lebesgue-mensuravel e limitado em uma das coor-
denadas, i.e., existe ¢ € [n] ¢ R > 0 tais que

ACRXRX -+ -RX[-R,R]xRxRx---R.
—— ——
i—1 vezes n—1i vezes
Entdo 6(A) = 0. B
Em particular, se A é limitado, entdo 6(A) = 0.

Exercicio resolvido 3.1.10. Se (A;);cn ¢ uma sequéncia de subconjuntos Lebesgue-mensurdveis de R™,
entao

5 (U AZ-) <D 3(Ay).
1EN i€N

Em particular, para todo k£ € N, temos

k k
5<U Ai> <) (A,

7
O exercicio abaixo nos diz que a densidade superior é invariante sob translacao.

Exercicio resolvido 3.1.11. Se A é um subconjunto Lebesgue-mensurédvel de R" e v € R" ¢ um vetor
arbitrédrio, entdo d(A) = 6(A + v).
O exercicio abaixo nos da um caso de igualdade para o Exercicio 3.1.10.

Exercicio resolvido 3.1.12. Se A é um subconjunto Lebesgue-mensuravel de R™ e vy, vs,...,v, é uma
sequéncia de vetores de R™ tais que os conjuntos A + v; sao dois-a-dois disjuntos, entao

) (U(A + vl)> =rd(A).

i=1
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O exercicio abaixo nos diz que a densidade superior de um conjunto com simetrias de translacao pode
ser calculada restringindo a atengao apenas para uma célula do conjunto que se repete.

Exercicio resolvido 3.1.13. Sejam vy, v9, . ..,v, € R™ uma base de R"™ e k € [n]. Defina

S = {Zaivi :a; € R para todo ¢ € [n] e a; € [0,1) para todo i € [k]}

i=1

Se A C R" é Lebesgue-mensuréavel tal que

k
A: U (AQS)—FZ?;]'U]‘ y

(i)k_ €z J=1
entao temos
~ m(ANSN[=T,T])

0(A) =1
) =l = T, T

Em particular, se S é limitado, temos

- m(ANS
3(A) = mAnS)

m(S)
Estamos interessados em calcular a maior densidade superior superior de um conjunto que evita

distancia 1.

Definigao 3.1.14. Para todo n € N, definimos
m1(R") = sup{6(A) : A C R"™ é Lebesgue-mensurével e evita a distancia 1}.

A proposicao abaixo relaciona os nimeros x,,(R™) e m(R™).
Proposicao 3.1.15. Para todo n € N, temos xp, (R™)m(R™) > 1.

Demonstragdo. Sejam k = x,,(R™) e Ay, Ag, ..., Ay uma parti¢do de R™ tal que para todo i € [k], temos
que A; é Lebesgue-mensuravel e evita a distancia 1.
Do Exercicio 3.1.10, temos

k k
1=0R") =5 (U Ai> <) 8(Ai) < kma(R™) = X (R™)ma (R™). [

i=1

A proposi¢ao acima nos dé imediatamente que uma cota superior para qualquer uma de mq(R"™)
de xm (R™) implica em uma cota inferior para a outra.
Abaixo fornecemos cotas inferiores para my(R) e my(R?).

Proposigao 3.1.16. Temos m;(R) > 1.

Demonstracao. Poderiamos simplesmente usar a Proposigao 3.1.15, porém daremos uma prova indepen-
dente simples.
Considere o conjunto A = {[24,2i + 1) : i € Z} e observe que A é Lebesgue-mensuravel e evita
distancia 1.
Pelo Exercicio 3.1.13, tomando v; = 2 e k = 1, temos que a célula de simetria é S =[0,2) e
3(A4) = m(ANJ0,2)) _ 1
m([0,2)) 2

Portanto, temos que mi(R) > 1/2. [ |

Proposicao 3.1.17. Temos m;(R?) > 7/(8v/3) ~ 0.22672.
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Figura 7: Conjunto A (em cinza) da Proposicao 3.1.17 com a célula de simetria S representada (o
paralelogramo).

Demonstragdo. Sejam v; = (2,0) e vo = 2(cos(mw/3),sin(7/3)) e considere o conjunto

A= U B <Z"l)1 +j1)2,%>,

i,JEL

onde B(p,r) denota a bola aberta de raio r centrada em p, mais formalmente, temos B(p,r) = {z € R? :
d(xz,p) < r} (Figura 7).

Observe que, como o didmetro das bolas consideradas é 1 e as bolas sdo abertas, temos que nenhuma
delas contém um par de pontos distando 1.

Ademais, como os centros das bolas distam pelo menos 2 um do outro, temos que a distancia entre
quaisquer duas bolas distintas é pelo menos 1.

Portanto A é um conjunto Lebesgue-mensurdvel que evita distancia 1.

Pelo Exercicio 3.1.13 com k = 2 (e com vy e vg j& definidos), temos que a célula de simetria S é o
paralelogramo de vértices 0, v1, vo € v + v aberto nos lados que nao incidem em 0. Logo

. m(ANnS)  w(1/2)?
04 = m(S) 22./3/2
= " ~0.22672. ]

8V/3

O teorema abaixo nos dé formas de se obter limitantes superiores para ms (R™).

Teorema 3.1.18. Se G é um subgrafo finito do grafo de R™, entao

my(R™) < a(G)

V(G|
Provaremos apenas uma versao mais fraca do teorema acima.

Proposicao 3.1.19. Se G é um subgrafo finito completo (nao-vazio) do grafo de R™, entdo

a(G)
mi(R") < ——=.
S V(G
Demonstragao. Nesse caso, temos a(G) = 1. Seja A C R™ um conjunto Lebesgue-mensurédvel que evita
distancia 1 arbitrério.
Afirmamos que se z,y € V(G) sao distintos, entdo (A + x) N (A + y) = &. De fato, pois se z €
(A4 2z)N(A+y), entdo temos que existem a,b € A tais que a + x = z = b + y, logo temos

la =0l = lly ==l = 1,
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pois zy € E(G), mas isso contradiz o fato que A evita distancia 1.
Pelo Exercicio 3.1.12, temos

W@ =1=85®Y >5[ |J (4+2)| = V()P
z€V(G)

Portanto m1(R") < a(G)/|V(G). |
Enunciamos agora algumas conjecturas relacionadas ao nimero m1 (R?).
Conjectura 3.1.20 (Erdds). Temos mi(R?) < 1/4 (o que implicaria que x,,(R?) > 5).
Conjectura 3.1.21 (Erdés). O valor
sup{m(A): A C B(0,1) C R? com A um conjunto que evita distancia 1}

é /4 e é atingido pela bola (aberta) de raio 1/2 centrado na origem.

3.2 Andlise Harmonica

13/05/2014 — Fernando Mério de Oliveira Filho

Faremos agora uma breve introducao a analise harmoénica, que serd uma ferramenta muito tutil no
estudo do preenchimento do espago. Para isso, relembramos a definigao de espago de Hilbert.

Defini¢ao 3.2.1. Um espago de Hilbert é um espago vetorial sobre C munido de um produto interno (-, -),

. . 1/2 C .
a norma induzida por ele ||z| = (z, x) /2 completo quanto a essa norma, isto é, toda sequéncia de Cauchy
em relagao a essa norma é convergente.

Observagao. Quando dizemos que o espaco de Hilbert é completo em relacao & norma, estamos munindo
o espago de uma métrica induzida d(z,y) = || — y|| e da topologia métrica.

O exemplo mais simples de espago de Hilbert é C™ munido do produto interno

n
(@, y) = > @75,
j=1

1/2
e da norma ||z| = (x,z)'".
Uma propriedade muito util em espacos de Hilbert é a enunciada no exercicio abaixo.
Exercicio resolvido 3.2.2. Se (z,)nen € uma sequéncia de vetores de um espago de Hilbert H tal que
D Nl < oo,

neN

entao existe x € H tal que

n—,oo

— 0.

n
Tr — E Tk
k=0

Definigao 3.2.3. Se z e u sdo vetores em um espaco de Hilbert, entdo definimos o coeficiente de Fourier
de z na dire¢do u (denotado por Z(u)) como

T(u) = (z,u).
Observagao. Estamos mais interessados nessas definicao e notagao quando possuirmos uma base orto-

normal do espago de Hilbert, pois teremos uma forma simples de calcular os coeficientes da expansao do
vetor como combinagcao linear da base.

20



Proposigao 3.2.4. Se (Uj)?zl é um conjunto ortonormal de vetores de um espago de Hilbert H e x € H
e (a;)7_; € C" sdo tais que

n
Xr = E Oz]‘Uj,
j=1

entdo, para todo j € J, temos o = Z(u;).

Demonstrag¢ao. Observe que, para todo k € J, temos

Z(ug) = (x,ur) = <Z ozjuj,uk> = Zaj (uj, ug) = o,

jeJ
onde a tdltima igualdade segue do fato que (u;);es ¢ ortonormal, ou seja, temos (u;,ug) = 0 se j # k
e <uk, uk> =1. |
Corolério 3.2.5 (Identidade de Parseval para dimensao finita). Se (u;)7_; ¢ uma base ortonormal de
um espaco de Hilbert H de dimenséao finita, entdo para todos x,y € H, temos

n

(@.y) =D B(uy)yluy).

j=1

Demonstracao. Basta observar que

(z,y) = <Z B(ug)ug, Y ﬂ(uk)uk>

|
=)
—~
<
<.
~—
<)
<
E
~—
<
o
=
<.
<
kol

Observagao. No caso de espacos que podem possuir dimensao infinita, costumamos chamar conjuntos
ortogonais e conjuntos ortonormais respectivamente de sistemas ortogonais e sistemas ortonormasis para
enfatizar que a dimensao nao é necessariamente finita.

O exercicio abaixo relembra uma das propriedades de espacos vetoriais.

Exercicio resolvido 3.2.6. Se V' é um espacgo vetorial, entao V possui uma base.

Apesar de essa propriedade parecer muito forte, ela ndo é muito pratica quando o espago vetorial tem
dimenséo infinita, pois a base que obtemos nao é construtiva (depende do Axioma da Escolha), logo néo
temos muita ideia de como sao os coeficientes em tal base.

Com isso em mente, a definicao abaixo diminui as restrigoes sobre bases ortogonais para tentar obter
bases mais palpaveis de espacos de Hilbert de dimensao infinita.

Definicao 3.2.7. Um sistema ortonormal completo de um espago de Hilbert H é um sistema ortonor-
mal {u; : j € J} tal que, para todo vetor € H, temos que

x = Z Z(uj)u;j.
jeJ

Observagao. A soma do lado direito da equagao acima pode ser infinita, nesse caso, estamos interessados
no limite dela com respeito a norma do espaco de Hilbert.
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No caso em que o espago de Hilbert H possui um sistema ortonormal completo {u; : j € N} enume-
ravel, para todo = € H, temos que

Abaixo enunciamos a Desigualdade de Bessel, que relaciona a norma de um vetor com seus coeficientes
de Fourier em um sistema ortonormal.

Proposicao 3.2.8 (Desigualdade de Bessel). Se {u; : j € J} é um sistema ortonormal (ndo necessaria-
mente completo) em um espago de Hilbert H, entao, para todo x € H, temos

~ 2 2
1@y < el
jeJ

Demonstra¢ao. Observe que, para todo K C J finito, temos

2

0< ||z— Z Z(u;)u;

JEK
= <3U = E(uj)uj =y f(“j)“j>
JjEK JjEK
= (z,2) — <$ > i‘\(uj)uj> - <Z 5(uj)uj7$> + <Z Buj)ug, Y 5(Uj)uj>
JjEK jeK jeEK JEK
= [l2)* = > Buy) (w,uy) = Y Buy) (ugow) + Y Buy)@(un) (uy, ug)
JeK jeK ke K
= llal® = > B(u)@(uy) = Y Bluy)F(uy) + > #(u;)T(uy)
JEK JEK JEK
= [|l2)* =Y [#(uy)?
JEK

Portanto, para todo K C J finito, temos
~ 2 2
D (@) < l=)*
JEK

Isso significa que, para todo K C J enumerdvel, também temos a desigualdade acima (pois basta
tomar o limite em uma enumeragao (j,)nen de K).

Por outro lado, como, para todo j € J, temos que |Z(u;)| é um real ndo negativo, podemos calcular
a soma em J a partir das somas parciais enumeraveis, entao obtemos

Z |§(uj)\2 = sup Z |§(u])|2 : K C J com K enumerdvel » < |z]*.
j€J JEK

Corolério 3.2.9. Se {u; : j € J} é um sistema ortonormal (nido necessariamente completo) em um
espaco de Hilbert H, entéo, para todo « € H, temos que Z(u;) é ndo-nulo apenas para uma quantidade
enumerdvel de indices j € J. Em férmula, temos |{j € J : Z(u;) # 0}| < |NJ.

. ~ 2 o (. .
Demonstragio. Como a soma ), ; [Z(u;)|” ¢ finita, segue do Exercicio 3.2.10 (abaixo) que apenas uma
quantidade enumeravel das parcelas nao é nula. |
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Exercicio resolvido 3.2.10. Se (z;);jcs é uma sequéncia de reais nao-negativos somavel (i.e., te-
mos djesTj < +00), entdo apenas uma quantidade enumerdvel de termos é (estritamente) positiva
(i.e., temos |{j € J : z; > 0} < |N|).

O exercicio abaixo é andlogo ao Exercicio 3.2.6.

Exercicio resolvido 3.2.11. Se H é um espaco de Hilbert, entao H possui um sistema ortonormal
completo.

O objeto de estudo da andlise harmonica sao as fungoes periddicas. Para estudé-las, é conveniente
definirmos o espago abaixo.

Defini¢ao 3.2.12. O espacgo do toro ou circulo (denotado por T) é definido como T = R/Z, isto é, é o
conjunto das classes de equivaléncia da relagao ~ sobre R definida como

T~Yy<=z—yYEL

Com essa defini¢ao, toda fungdo f: R — C que é 1-periddica (i.e., para todo = € R, temos f(x) =
f(x + 1)) corresponde a funcao

f’]I‘: T — C
[z] —  f(2).

Estamos interessados em estudar um subconjunto de tais fungoes que possui propriedades boas.

Definigao 3.2.13. O espaco das fungdes quadrado integraveis (denotado por L?(T)) é definido como
LY(T) = {f: T — C: f é mensurdvel e /\f|2dm< —l—oo}7
T

onde m denota a medida induzida em T pela medida de Lebesgue. Em outras palavras, consideramos a
integral da funcao 1-periédica correspondente a f no intervalo [0, 1], i.e., se g é 1-periédica tal que gr = f,

entao temos
/ fdm = / gdm.
T [0,1]

Observagao. Na verdade, o espago L?(T) é definido como o espaco das classes de equivaléncia da
relagao ~ sobre o conjunto das fungoes quadrado integraveis definida como

f~g<:>/qr|f—g|2dm20.

Proposigao 3.2.14. O espaco L?(T) é um espaco de Hilbert quando munido do produto interno definido
por

(fg) = /T fgdm.

Nosso objetivo serd encontrar um sistema ortonormal completo para o espaco L?(T), para isso, re-
lembramos a Férmula de Euler e algumas propriedades que derivam dela.

Definicao 3.2.15 (Férmula de Euler). Para todo 6 € R, definimos

e = cos@ + isinb.

Proposigao 3.2.16. Para todo 6 € R, temos e = e~ ¢ ’ew‘ =1.
Demonstra¢ao. Basta observar que
e = cos(—0) + isin(—0) = cosf — isinh = e,

pois cos é uma fungao par e sin é uma funcao fmpar.
Para a segunda afirmacao, basta observar que

!ew‘ = e = cos? 0 + sin?0 = 1. |
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Definimos entéao, para todo u € Z, a funcao

ou: T — C
[I] — 27mu:1:.

Observe que essas fungoes estao bem definidas, pois, para todo k € Z, temos

e

2T @Hh) — cos(2mu(z 4 k)) + isin(2ru(z 4+ k)) = cos(2mux) + i sin(2rux) = 27U,
Proposicao 3.2.17. Para todos inteiros v e v, temos

1, seu=wv;

wPodm =
/TSD 4 {0, se u # v.

Demonstracdo. Basta observar que
/wu@dm _ /eZwiuxe—Qﬂivxdm(x)
T T

— / eZm’(u—v)xdm(x)
T

/1dm, seu=1v
T

/ (cos(2m(u — v)x) +isin(27(u — v)x)) dm(zx), seu #v
T
1, seu=vw
= . .
0, seu#wv
Isso significa que as ¢, sdo elementos de L?(T) e que formam um sistema ortonormal. A seguinte

definigao nos da os elementos do subespaco vetorial gerado por essas fungoes.

Definicao 3.2.18. Um polinémio trigonométrico é uma combinagao linear (finita) dos ¢,,’s.

O teorema abaixo é uma versao fortalecida do Teorema de Stone—Weierstrass.

Teorema 3.2.19. Para toda funcao f € L%(T), existe uma sequéncia (p,)nen de polinémios trigonomé-
tricos tal que, para todo € > 0, existe ng € N tal que

pa(z) = f(2)] <e,

para todo n > ng e todo x € T.
Ou seja, toda fungao continua em L?(T) pode ser uniformemente aproximada por polindmios trigo-
nométricos.

Coroldrio 3.2.20. O conjunto {y,, : v € Z} é um sistema ortonormal completo

Apresentaremos inicialmente um rascunho da prova desse corolario para funcoes continuas.

Demonstragdo (rascunho). Suponha que f € L*(T) é uma fungao continua mas temos

Seja g = f — > ez (f, ¥u) pu. Entao sabemos que g nao é a funcao nula.
Observe que, para todo u € Z, temos

(9 0u) = (f, 0u) = (f,0u) = 0.

Se g for continua, entdo existird uma sequéncia de polindmios trigonométricos (p,,)nen que se apro-
ximara uniformemente de g, entao teremos

0= <97 > (pnrpu) ¢u> =3 (9,9) > 0. 0

UEL

> 0.

f_z<fa90u>90u

u€EZ
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3.3 Analise Harmonica Aplicada a Densidade Superior

20/05/2014 — Fernando Madrio de Oliveira Filho
Ao longo dessa subsecao, todos os subconjuntos de R™ considerados serao Lebesgue-mensuraveis e,
por brevidade, omitiremos essa informagao.
Enunciamos agora um fato de teoria da medida.

Fato 3.3.1. As fungoes continuas sdo densas em L?(T), i.e., para toda f € L%(T) e todo ¢ > 0, existe g €
L?(T) continua tal que || f — ¢g| < e.

O exercicio abaixo nos dd uma definigdo equivalente de sistemas ortonormais completos.

Exercicio resolvido 3.3.2. Seja {u; : j € J} um sistema ortonormal em um espaco de Hilbert .
Entao {u; : j € J} é sistema ortonormal completo se e somente se nao existe vetor € H tal que [|z|| # 0
e (z,u;) =0 para todo j € J.

Munidos desse fato e desse exercicio, podemos completar a prova do Corolério 3.2.20 (que diz que {p,, :
u € Z} é um sistema ortonormal completo).

Demonstragao do Coroldrio 3.2.20. Suponha que {¢, : u € Z} nao é completo. Entdo, pelo Exerci-
cio 3.3.2, sabemos que existe f € L?(T) tal que || f|| # 0, mas {f, ¢,) = 0 para todo u € Z.

Pelo Fato 3.3.1, sabemos que, para todo € > 0, existe g. € L?(T) continua tal que ||f — g.|| < e.

Por outro lado, pelo Teorema 3.2.19, temos que, existe p. polindémio trigonométrico tal que |g:(z) —
pe(2)] < € para todo x € T.

Como p, é polinémio trigonométrico, temos que p. é combinagao linear (finita) dos ¢,,’s, logo (f, ps) =
0.

Por outro lado, temos

AP = 1 =14 £) = (fope)l
< |<f>f> - <fug€>| + |<fag€> - <f7p5>| = |<f7f_gs>| + |<f7g€ _p5>|
<A = gell + 11l ge — pell

1/2
<Ifle+ 1A ( / a2dm)

=2¢|IfIl,

onde a segunda desigualdade segue da Desigualdade de Cauchy—Schwarz.
Como || f|| # 0, para todo € > 0, temos || f|| < 2¢, o0 que é um absurdo, pois implica que ||f|| =0. B

Usaremos agora a ideia de L?(T) para dimensdes maiores e periodos diferentes de 1.

Definicao 3.3.3. Seja ¢ > 0. O espaco das fungoes quadrado integraveis em R™/(cZ™) (denotado
por L2(R"/(cZ"))) é definido como

L*(R"/(cZ™)) = {f: R"/(cZ™) — C: f é mensurdvel e /
R

\f|2 dm < +oo} ,
n/(cZm™)

onde m denota a medida induzida em R™/(cZ") pela medida de Lebesgue.

E novamente, temos um espaco de Hilbert.

Proposigao 3.3.4. O espaco L?(R"/(cZ™)) é um espaco de Hilbert quando munido do produto interno
definido por

()= = [ fadm.

Observagao. O fator 1/¢" foi incluido apenas como uma normaliza¢do que se mostrara 1til no futuro.

A proposicio abaixo afirma que L?(R™/(¢Z™)) também possui um sistema ortonormal completo enu-
meravel.
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Proposicao 3.3.5. Seja ¢ > 0 e, para todo u € ¢~ 'Z", seja

ou: R"/(cZ") — C
T — eQTri(u@)’

onde (u, z) denota o produto interno euclideano comum Z;—;l U;T;.
Entao {¢, : u € ¢71Z"} é um sistema ortonormal completo de R"™/(cZ™).

Observagao. Note que de fato as ¢,’s estdo bem definidas, pois para todo v € c¢Z™ e todo z € R",
temos

627Tz<u,z+v> _ 627rz(u,w>+27m<u,v) _ 62ﬂ1<u7w>62ﬂ'1<u,v) _ eQTrz(u,m>’

onde a tltima igualdade segue do fato que (u,v) € Z™ (pois u € ¢~ 1Z" e v € cZ™).

A andlise harmonica sobre R™ /(c¢Z™) servird para estudar conjuntos ¢Z™ periédicos em R™ e fornecerd
uma cota superior para a densidade superior maxima m4(R™) de conjuntos de R™. O exercicio abaixo
nos diz que podemos considerar apenas conjuntos periédicos ao calcular mq (R"™).

Exercicio resolvido 3.3.6. Para todo n € N*, temos

m1(R™) = sup{6(A4) : A C R" é Lebesgue-mensuravel e evita a distancia 1
e existe ¢ > 0 tal que A = A+ cZ"}.

Definimos agora, para todo subconjunto A de R™ que é c¢Z™ periddico, sua fungao caracteristica como

X Rz — C

R 1, sey € A;
y 0, sey¢ A

e observamos que XS) € L?(R"/(cZ™)), pois

/wuczn)

Definimos também, para todo x € R"™/(c¢Z™) o operador de deslocamento (que opera sobre funcoes
de R"/(¢Z™) a C) como

2

Xff) dm =m(AN[0,d").

L) L*R™/(cZ™) — L*R"/(cZ"))
f o— for RY/(cZ™) — C
y +—  fly—mx).

Observe que, em particular, temos Lgf)xff) = (quc))z = Xff)ﬂc, pois, para todo y € R™/(cZ™), temos

LX) = x¥ (v - =)

s sey—x € A
)0, sey—x¢ A;

1, sey€ A+ ux;
0, sey¢ A+ux;

=P ).

Note que o operador L preserva norma, i.e., se f € L?(R"/(cZ"™)), entdo

s =rmr = 5 [ i am

1
— )|f|2dm= If12

cn R™/(cZn
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Finalmente, definimos o operador de autocorrelagao como
.. L*R™/(cZ™) — L*R"/(cZ"))
f — o.f: R"/(cZ") — C
v o= (LLOF),

ou seja, para todo x € R"/(cZ™), temos

~

of(@) = (£LOS) = (f.f2) = F(f2)
-1 F@)Fly — z)dm(y).

€ JRn/(czm)

Observe que de fato ®.f € L2(R"/(cZ™)), pois
N ORI
R? /(cZn) R /(cZm)

2 2
</ A2 1L fll? dim
R™/(cZm)

- / 171" dm
"/(ezn)

=c"||f|* < 4o0.

Enunciamos agora uma propriedade muito util do operador de autocorrelagao quando aplicado a uma
fungao caracteristica.

Proposigao 3.3.7. Se ¢ > 0 e A C R™ é um conjunto ¢Z"-periédico (i.e., temos A + ¢Z™ = A), entdo,
para todo x € R", temos

DO (2) = 3(AN (A + ).

Demonstracdo. Basta observar que

oo (@) = (LN ) = (W)

1 ()
=— X

" Jrry(ezn) a

©

= X 2 W)dm(y

Lo it @
- m(AN(A+xz))N[0,c"

m([0, c]")

= 35(AN (A + 1)),

DX ha (y)dm(y)

onde a ultima igualdade segue do Exercicio 3.1.13.

Observagao. E aqui que o fator de normalizacdo 1/¢"™ do produto interno mostra-se ttil.

Corolario 3.3.8. Para todo ¢ > 0 e A C R" conjunto c¢Z™-periédico, temos
Pex'y) (0) = 3(4).

Ademais, se A evita distancia 1, ent@o, para todo z € R com ||z|| = 1, temos @fo)([x]) =0.

O exercicio abaixo nos diz que a Identidade de Parseval (Corolario 3.2.5) continua valida para di-
mensao infinita e sistemas ortonormais completos.
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Exercicio resolvido 3.3.9 (Identidade de Parseval). Se {u; : j € J} é um sistema ortonormal completo
de um espago de Hilbert H e x e y sao dois vetores de H, entao

{@,y) = @(u;)yluy).

jeJ

E o exercicio abaixo nos d4 a unicidade da representacao através dos coeficientes de Fourier.

Exercicio resolvido 3.3.10. Se {u; : j € J} é um sistema ortonormal completo de um espago de Hil-
bert H e (o) jes € C7 é uma sequéncia de coeficientes tal que Yjesajuj =z € H (ie., a série converge
a x em norma), entdo, para todo j € J, temos T(u;) = ¢;.

Estamos agora interessados em calcular os coeficientes de Fourier de ®.f no sistema ortonormal
dos ¢, ’s

Proposicao 3.3.11. Sejac > 0e f € L?. Se u € ¢~'Z", entdo temos

—

&oF (o) = | Tl

Em particular, se A € R™ é um conjunto ¢Z"-periédico, entdo temos

—

®ox'y (90) = 8(A)2.
Demonstragdo. Observe primeiramente que, para todos z,y € R™/(cZ™), temos

LOf(y) = faly) = f(y — )

Z ‘Pu ‘Pu - 17)

—17n

zz: f\wu Wu )@u(_x)'

uec—17Zn

Logo, pelo Exercicio 3.3.10, temos que f;(gpu) = f(gou)gou(—x).
Pela Identidade de Parseval (Exercicio 3.3.9), temos

of = (£.LEf) = (£.12)

S Fledfs

u€c— 17"
= Z f@u <PU)<PU( x)
u€c—1Z"
~ 2
= Y |fen)| vula.
u€c— 17"

~

Logo, novamente pelo Exercicio 3.3.10, temos que @(gou) = ’f((pu) .

Para a segunda afirmacao, basta observar que

—

@CX%)(SOO) ( )(900)
2
= L / Tdm
" JRn/(ezm)
=5(4)%,
onde a ultima igualdade segue do Exercicio 3.1.13. |

Finalmente, isso nos d4 uma forma de se obter cotas superiores para mq (R™).
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Corolario 3.3.12. Para todo n € N* temos

m(RY) < sup igm
P(0) =1;
d(x) =0, se ||lz|]| = 1;
D(py) € Ry, para todo u € ¢~ 'Z";
® € L*(R"/(cZ™)), com ®(R™/(cZ")) C R;
c>0.

Demonstrag¢ao. Basta observar que para todo € > 0, existem ¢ > 0 e A subconjunto ¢Z"-periédico de R"™
que evita distancia 1 tais que m1(R") < §(A) — & (e com §(A) > 0).

Entao, tomando & = @cxff) /6(A), temos que ® é solucdo vidvel do problema de otimizagio em
questao, pois

(c) 5
B(0) = LXa (0) g(A) _

3(A)

pelo Corolério 3.3.8;

~

K

(pu) = 0, para todo u € c iz,

pela Proposicao 3.3.11 e @ s6 atinge valores reais pela Proposicao 3.3.7. |

Observagao. Note que o uma solucao 6tima do problema de otimizagao em questao nao precisa corres-
ponder a uma @, f para alguma f € L%(R™/(cZ™), muito menos precisa corresponder a uma ‘I)ch:) para

algum A e um ¢ > 0.

3.4 Uma Nova Cota para Densidade Superior
27/05/2014 — Fernando Mério de Oliveira Filho

Na tdltima se¢do vimos uma cota para mq(R™) através do Corolédrio 3.3.12 que utilizava o operador
de autocorrelagao.
Reenunciamos a cota abaixo jd substituindo ¢ por sua expansdo em coeficientes de Fourier.

Coroléario 3.4.1. Para todo n € N*, temos

mi(R")  <sup  ®(po)

Z &\)(@u) =1

uEc—17Zm N

D(pu)pulr) =0, se [lz] =1;
u€e 12"
D(p,) ER,, para todo u € ¢~'Z™;
® € L*(R"/(cZ™)), com ®(R"/(cZ")) C R;
c>0.

Note que podemos adicionar a restricao &\)(cpu) = ZI;(@,U) sem alterar o valor do supremo, pois, como
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todos os coeficientes de Fourier ®(ip,,) de uma solucao vidvel ® sdo reais, temos

~ 1
D(p,) = — dp,dm
ch R™ /(cZ™)
1
=— Pp_,dm
€ Jrn/(czm)
1
= — P, dm
€ Jrn/(czm)

::<¢a¢7u>
= ().

Podemos agora relaxar a cota acima usando ® como varidvel e considerando R"™ inteiro e nao apenas
uma grade ¢~1Z".

Corolario 3.4.2. Para todo n € N*, temos

mi(R")  <sup 7(0)

u€eR™
Z y(u)pu convergente em norma L?;
u€eR™
Y(weu(z) =0, se [z =1;
ueR™
v(u) € Ry, para todo u € R™;
v: R" - Ry com suporte ¢Z™-periédico para um ¢ > 0;
y(u) = y(—u) para todo u € R™.

Essa cota é vélida pois se (¢, ®) é solugdo do problema do Corolario 3.4.1, entao a fungao
v R — R4
D(p,), seu € c iz
—
b {0, se u ¢ ¢t

é solugao viavel do problema do Corolario 3.4.2.
Reformularemos o problema ainda mais uma vez, observando que se 7y é solucao do problema do
Corolario 3.4.2, entdo, para todo x € R™, tomamos

) = oy [, 2 AWeuOlal)dmsn 1 (0),

u€eR”™

1
= s —— u 9 d n—1 9 9
> A ey [ eulbllel)ams (0
u€R™
onde S" 1 = {0 € R": ||f]| =1} e mgn—1 é a medida de superficie de Lebesgue em S™~1.
E definindo
1

BTG

/ 16it91dmsn,1(917¢92,-~-a9n)7
gn—

temos que

1 .
((2)= W(U)W/Snl A0l dm g1 (9)

u€ER™

1
_ (27| z||u,0)
Z 7m5n =y /S”ile dmgn-1(6)

u€eR”

= > (W) (2 ||| Jul)

u€eR”

=Y a()(2n |al|t),

teER L
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onde a(t) = ZuER":HuH:t v(u) e a pentiltima igualdade segue do fato que, como o integrando depende
apenas do produto interno entre u e 6 e a medida mgn-1 € invariante sob rotagoes, entao podemos
aplicar uma rotagao que leva u em um multiplo do vetor primeiro vetor da base candnica de R™ (que
é(1,0,0,...,0)) sem alterar o valor da integral.

Observe agora que, como £2,(0) = 1, temos

CO) = alt)= > yuw=1

tR u€R™
Ademais, para todo x € R™ com ||z| = 1, temos
1
_ _ (0|7 dmgn—1(0) = 0,
)= o5 o 2 Y0l (0)

pois Y, crn Y(w)@u(0]z]]) = 0, mas por outro lado

0=((2) =) a®)@rz)t)= ) a(t)(2rt).

teR, teR

Como «(u) € R, para todo u € R™, temos que «t) € Ry, para todo t € Ry. Em particular,
temos a(0) = v(0), pois 2,(0) = 1.
Isso nos dé o seguinte corolario.

Corolario 3.4.3. Para todo n € N*, temos

mi(R")  <sup «a(0)
a(t) =1;
teER L

> a(t)Qn(2nt) = 0;

teER 4
a: Ry =Ry, com suporte enumeravel;

c> 0.

Observe que o problema do corolario acima é um problema de programagao linear de infinitas variaveis

e apenas duas restricoes lineares.
Resolveremos agora esse problema analiticamente. Observe inicialmente que existem solugoes de

valores positivos, pois mi(R™) > 0.
Suponha que a é uma solucdo de valor «(0) > 0 e suponha que ¢ > 0 é um real positivo tal

que a(a) > 0 e que 2,(27a) > 0 e tome
a(0) + Q,(2ma)a(a), set=0;
B(t) =<0, set = a;
a(t), set € R\ {0,a}.

B(t) BO)+ > B(t)(2m1)

teR L teR\{0}

g0 | | 3 a0 (@)

teR, teRy
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logo o’ é solugao do problema de programacao linear e possui valor

_ a(0) + Q,(2ma)a(a)
1+ a(a)(Q,(27a) — 1)

a’(0)
Como |Q(t)] < 1 para todo t € R, temos
a(0) + Q,(27a)a(a)

_ a(0) + Q,(2ma)a(a)
14 a(a)(Q,(27a) — 1)

o/ (0)

Isso significa que, a partir de solugdes o com suporte I e que possuem «(a) > 0 para um a > 0 tal
que Q,(2ma) > 0, podemos construir uma solugdo o’ de valor maior e suporte contido em I. Como [
é enumerdvel (e o espaco vidvel do problema restrito a suportes contidos em I é fechado), podemos
construir o com suporte contido em I que possui valor maior que a(0) e tal que ndo existe a > 0
com Q,(2ma) > 0e o' (a) > 0.

Entao podemos considerar apenas solugoes « tais que €2, (2ma) < 0 para todo a > 0 no suporte de a.

Suponha agora que o é uma tal solucao e que a,b > 0 sao reais positivos no suporte de « tais
que |, (2ma)| < |2, (27D)| e tome

0, se t = a;
B(t) = a(b) + ma(a) = a(b) + ma(a), set=b;
a(t), set € Ry \ {a,b}.

BB)2(21b) + > B(t)Qn(2mt)

teR;\{b}

=

B(t)
R
-1
B(t)

(]

Z a(t)Q, (27t)

teR,

EEl

(t
(t
logo o’ é solugao do problema de programacao linear e possui valor

2, (2ma)]|

V) >0

a’(0) = a(0) (1 + a(a)(
pois |9, (27a)| < |2, (27D)].
Novamente, isso significa que podemos considerar apenas solugoes « tais que Q,,(27a) = 2, (27a’) < 0
para todos a,a’ > 0 no suporte de a.
Tome entdo uma tal solucao e suponha que existem a,a’ > 0 distintos no suporte de «.
Entao tomando

0, se t = a;
' (t) = ala) +ald), set=d;
Oé(t), sete R+ \ {aaa/};

temos que o’ é uma solugao com o mesmo valor que a e por argumento similar, isso significa que podemos
considerar apenas solugdes que possuem suporte com apenas dois pontos (um deles sendo 0).
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Seja o uma solu¢ao com apenas os pontos 0 e ¢ > 0 em seu suporte.
Sabemos que

= a(0) + a(t);
0 = a(0) + a(t)Q,(2nt);
logo temos
1
‘=0,
_ 0, (27t)
O =770, )

A fungéo Q,(t) é muito estudada e sabe-se que ela possui minimo e méximo globais em R;. Uma
férmula alternativa para €, é

Q.(t) =T (g) (3) e Jn—2)/2(t),

onde Ji,_2)/2 é a Funcao de Bessel (e I' ¢ a fungdo gama usual).
Seja entao M = minger, Q,(t) > —1 e observe que, como a funcao (—1,1) 3z — —z/(1 —x) € R é
decrescente, temos que
M
1-M

a(0) <

Por outro lado, se t* > 0 é tal que Q,(27t*) = M, entdo a solugdo o™ que possui suporte {0,¢*}
possui valor —M /(1 — M). Portanto, temos que a* é solugao 6tima do programa linear. Entao temos o
seguinte corolario.

Corolario 3.4.4. Para todo n € N*, temos m;(R") < —M/(1 — M), onde

M = min Q,(t)

teRy
1 .
o . ith1
—min ¢ Ay g1 (01, 0, . ... 0
teR Mgn—-1(S™1) Jgn1 (61,03, 0n)

(n—2)/2
n 2
=T (5) (t) Jin—2)/2(t),

e J(n—2y/2 ¢ a Funcao de Bessel.

Lembramos que cotas superiores para mq(R™) implicam cotas inferiores para x,,(R™) e apresenta-
mos abaixo uma comparagao entre algumas cotas que podem ser obtidas com esse corolario e as cotas
conhecidas anteriormente (para R? as cotas sdo piores do que as antigas).

Antiga Nova

mi(R?) <0.279  my(R?) < 0.2871
m1(R3) < 0.1875  my(R3) < 0.1784

Xm(R?) > 5 Xm(R?) > 4
Xm(R3) > 6 Xm(R?) > 6
xm(RY) > 11 Xm(R*) > 13

4 Lema de Sperner e Aplicacoes

03/06/2014 — Fabricio Caluza Machado

Essa segao é baseada em [9].
Inicialmente, enunciaremos informalmente as aplicacées do Lema de Sperner em que estamos interes-
sados.

33



Problema 4.0.5 (Ponto Fixo). Seja f: A — A uma func¢do. Sob que condigées (topoldgicas) a funcao f
possui um ponto fixo, i.e., sob que condigoes existe z € A tal que f(z) = .

Problema 4.0.6 (Divisao de Bolo). Considere um bolo (representado pelo intervalo [0,1]) e n jogado-
res p1, P2, - - -, Pn que possuem preferéncias por partes desse bolo. Sob que condigoes (topoldgicas) existe
uma particdo do bolo Ay, As, ..., A, tal que cada jogador prefere uma parte distinta da particao?

Problema 4.0.7 (Divisdo de Aluguel). Considere uma casa com quartos Q@ = {Q1,Q2,...,Qn} e com
um custo de aluguel igual a 1 (sem perda de generalidade) e n jogadores que possuem preferéncias de
quarto dependentes do valor do aluguel.

O problema consiste em encontrar condigdes (topoldgicas) em que existe uma divisdo do aluguel da
casa para os quartos, representado por uma sequéncia x1, s, ..., o, tal que Y ., x; = 1 tal que cada
jogador prefere um quarto distinto da partigao.

4.1 Combinacoes afins
Nesta secio relembraremos conceitos e propriedades relacionadas a combinacdes afins em RY.

Definigao 4.1.1. Um vetor z € RY é dito combinacdo afim dos vetores vi,vs,...,v, € RV se exis-
tem A1, Ao, ..., A\, € R tais que

O espaco afim gerado por um subconjunto A de RY (denotado por afim(A4)) é o conjunto de todas
as combinacoes afins de um numero finito de elementos de A, ou, em férmulas, temos

afim(A) = {Z)\ivi:neN,Z)\izl e Vi € [n],v; EA}.
i=1 i=1

Um conjunto A C RY é dito afim dependente se existe uma sequéncia de escalares (A\q)qca € R? com

{a € A: X, # 0} finito mas ndo vazio e Z Ao =0 e Z Aga = 0.
acA a€A

Um subconjunto de RY que ndo é afim dependente é dito afim independente e muitas vezes diremos
que v1,vs,...,U, é afim (in)dependente quando, na verdade, estamos nos referindo a {vy,ve,...,v,}.

Proposicao 4.1.2. Vetores vy, v, ..., v, € RY sdo afim independentes se e somente se nenhum dos v;’s
é combinagao afim dos demais.

Demonstra¢ao. Suponha que vy, vs, ..., v, sao afim dependentes, i.e., existem escalares A1, Az, ..., A, € R
nao todos nulos tais que

i)\z =0 e i)\ﬂ}z =0.
i=1 =1

Sem perda de generalidade, suponha que A; # 0 e observe que

n )\1_ B n >\i
;—A—l—l e vl—;—/\—lvi,

logo v1 é combinacao afim de vs,vs, ..., Uy.
Suponha agora que v; é combinacao afim de vg,vs, ..., v,, i.e., existem escalares As, A3, ..., A\, € R
tais que

n n
Z/\izl [§ Z)\ivi:vl.
=2 =2
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Tomando A\; = —1, temos

Z)\ZZO e i)\ﬂ)i:o,
i=1

i=1
ou seja, os vetores vy, Vs, ..., U, sao afim dependentes (pois A; # 0). |
Proposigao 4.1.3. Sejam vy, vs,...,v, € RY vetores quaisquer.
Entao vy, v, ..., v, sao afim independentes se e somente se vy —v1, V3 — V1, ..., U, — U1 SA0 linearmente
independentes.
Demonstra¢do. Suponha que vy, v, ..., v, sao afim dependentes, i.e., existem escalares A1, Aa, ..., A\, € R

nao todos nulos tais que

zn:)\z =0 e i)\ﬂ}l =0.
i=1 i=1

Observe agora que

n

0= Z)\ﬂ}i = \ivg + <Z )\i> v + Z)\i(vi —vy) = ZM(W — 1),
i=1 i=2 i=2

1=2

pois > ; A; = 0. Ademais, sabemos que pelo menos um dentre g, As, ..., A, ¢ diferente de \; (caso
contrario a soma nao seria nula), logo v — v1,v3 — v1,...,v, — v1 s@o linearmente dependentes.

Suponha agora que vo — vy,v3 — v1,...,0, — v1 sao linearmente dependentes, i.e., existem escala-
res Ao, A3, ..., A, € R nao todos nulos tais que

Tomando A\; = — >, \;, temos

n

0= Z)\Z(’Ul - ’Ul) = i)\ﬂ]z
i=1

i=2
e> A =0, logo vy, va,...,v, sdo afim dependentes. |
Corolério 4.1.4. Independéncia afim é invariante por translacio, i.e., se vq,vs,...,v, € RV sio afim
independentes e z € RN é um vetor qualquer, entdo v, + x,vs + , ..., v, + = sdo afim independentes.
Demonstracdo. Basta observar que, para todo x € RY, os vetores v1 + z,v2 + ,...,v, + = sdo afim
indepententes se e somente se vy — v1,v3 — v1,...,V, — v1 Sa0 linearmente independentes. |

Referimos o leitor a Segdo 1.4 para relembrar as defini¢coes associadas a combinagbes convexas e
definimos abaixo a nocao de dimensao de um conjunto convexo.

Definigao 4.1.5. A dimensdo de um subconjunto convexo A de RY (denotada por dim(A)) é a cardi-
nalidade de um maior subconjunto de A afim independente menos um, ou, em férmulas, temos

dim(A) = max{k € N: Jv1,v9,...,04+1 € A afim independente}.

Observacao. A dimensio de qualquer subespaco vetorial de RN no sentido de subconjunto convexo
coincide com a dimensao no sentido de espago vetorial.

Abaixo definimos a nocao de simplexos, que sao os conjuntos convexos mais simples em certo sentido.
Definigao 4.1.6. Um subconjunto S de RN é dito simplezo se ele é o fecho convexo de um conjunto V'
finito nao-vazio de pontos afim independentes.

Os elementos de V sdo dito de vértices de S e para todo V' C V com V' # @, o simplexo conv(V')

é dito face de S. Ademais, se dim(S) = d entao toda face de dimensao d — 1 é dita faceta de S e toda
face de dimensao 1 ¢ dita aresta de S.
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Observagao. A afim independéncia dos vértices implica que todo ponto do simplexo se escreve de
uma Unica maneira como combinagao convexa dos vértices. Isso também significa que o conjunto dos
vértices de um simplexo S é tnico, i.e., se V,V’ sdo dois subconjuntos afim independentes de RY tais
que S = conv(V) = conv(V’), entdo V = V'.

Cabe notar também que os vértices de um simplexo podem ser vistos como faces de dimenséo 0.

Enunciamos abaixo uma propriedade interessante de simplexos como exercicio.

Exercicio resolvido 4.1.7. Se F é uma face de um simplexo S C RY, entdo F estd contido na fronteira
de S.

4.2 O Lema de Sperner
Agora apresentaremos algumas defini¢oes especificas do Lema de Sperner.

Definigao 4.2.1. Uma triangulacdo de um simplexo S € R de dimensio d é uma colecio 7 de simplexos
de dimensao d tal que

SUT e VT,U € T,TNU ou é vazio ou é face de ambos T" e U.
TeT

Os vértices de simplexos da triangulagao sao ditos também wvértices da triangulagao e seu conjunto é
denotado por V(T), ou, em férmulas, temos

V(T)={z € R : z é vértice de T para algum T € T}

Uma Rotula¢do de Spernerde T é uma coloragao de V(7T) com d+1 cores, i.e., uma funcdo f: V(T ) —
[d+ 1] tal que

1. Os vértices de S recebem cores distintas;

2. Se V' é um subconjunto dos vértices de S e w € V(T) é um vértice de T tal que w € conv(V'),
entdo f(w) € f(V'). Ou seja, vértices em uma face F' de S s6 podem receber cores dos vértices de F'.

Um simplexo de T cujos vértices tém cores distintas é dito totalmente rotulado em f.

Lema 4.2.2 (Sperner, 1928 [8]). Toda Rotulacao de Sperner de uma triangulagdo de um simplexo gera
uma quantidade impar de simplexos totalmente rotulados.

Demonstracao. Provaremos esse lema por indugao na dimensao do simplexo.

O caso base é a dimensao 0 em que o simplexo consiste de apenas um ponto e consequentemente a
triangulagao possui um unico simplexo, que é totalmente rotulado.

Suponha entao que S é um simplexo de dimensao d > 1 e que o resultado é valido para d — 1 e seja f
uma Rotulagdo de Sperner qualquer de uma triangulagdo 7 qualquer de S.

Note que a intersec¢do de um simplexo T de T com a fronteira de S (denotada por 4.5) ou é vazia
ou é uma faceta de T'.

Para toda faceta F' de um simplexo de T, seja V(F) o conjunto dos vértices de F.

Seja G o grafo tal que

V(G) =T U{sS};

E(G)={TU :TNU é uma faceta de T' e f(V(T NU)) = [d]};
ou seja, as arestas do grafo G correspondem exatamente as facetas que receberam todas as cores exceto
acor d—+ 1.

Seja T um simplexo qualquer da triangulagao T tal que dg(T') > 1 e observe que, se os vértices de T
S80 V1, V2, ...,V4+1 € f(v;) =1 para todo i € [d], entdo temos

2, se f(vat1) #d+1;

da(T) = {1, se f(vay1) =d+ 1.

Portanto, para todo T € T, temos dg(T) < 2 e dg(T) = 1 se e somente se T é totalmente rotulado.
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Seja F' a face de S cujos vértices receberam as cores 1,2,...,d e observe que todas as arestas de G
que incidem em ¢S correspondem a facetas que estdo contidas em F' (pois vértices em uma face de S s6
podem receber cores dessa face de S).

Considere a rotulagdo f' = f|p da triangulagdo 7' = {T'NF : T € T} \ {@}. Observe que de fato T’
é uma triangulacao e que f’ é uma coloracao de Sperner de 7' (pois f/ nao atinge d+ 1 e toda face de F
é face de 9).

Como F' tem dimensao d — 1, pela hipdtese de indugao, existe uma quantidade impar de simplexos
de 7" totalmente rotulados por f’. Observe que tais simplexos correspondem exatamente as arestas que
incidem em 65, logo dg(85) é impar.

Como 3, ¢y (g) da(v) = 2|E(G)|, sabemos que hd uma quantidade par de vértices com grau fmpar
em G, logo existe uma quantidade impar de simplexos em 7 totalmente rotulados por f’ (pois os vértices
de grau impar sdo exatamente os simplexos totalmente rotulados e 4.5). |

Observacgao. Como corolario, temos que o grafo construido na demonstracao acima pode ser decomposto
em circuitos e caminhos cujas extremidades sdo ou simplexos totalmente rotulados ou §5S. Ademais,
nessa decomposicao sempre ha ao menos um caminho com uma extremidade 65 (vide Figura 8 para um
exemplo).

\

Figura 8: Exemplo de Rotulacdo de Sperner em dimensao 2. As cores 1,2, 3 correspondem respectiva-
mente a vermelho, azul e . As arestas do grafo estdo representadas em roxo e o vértice correspon-
dente a §.5 estd representado no exterior de S.

4.3 Aplicagoes do Lema de Sperner
10/06/2014 — Fabricio Caluza Machado

Abaixo definimos a nocdo de didmetro de uma triangulacao, que serd muito 1til ao longo dessa segao.

Defini¢ao 4.3.1. Se T é uma triangulagao de um simplexo A, definimos o didmetro de T como diam(T') =
sup{diam(S) : S € T'}.
Iniciamos com uma demonstragao alternativa do Teorema de Brouwer do Ponto Fixo.

Teorema 4.3.2 (Ponto Fixo, Brouwer, 1910 [3]). Seja B(R") = {z € R™ : ||z| < 1}.
Se f: B(R™) — B(R™) é uma funcdo continua, entdo f possui um ponto fixo, i.e., existe z € B(R™)
tal que f(z) = x.

Demonstrag¢ao. Observe primeiramente que basta provar o teorema para fungoes continuas g: A — A
sobre um conjunto A homeomorfo a B(R™). De fato, pois se A é homeomorfo a B(R™) e o teorema
vale para A, entdao existe p: A — B(R") continua, bijetora e com inversa continua. Logo, para
toda f: B(R") — B(R"), temos que g = ¢ ! o f oy é uma funcio continua, logo existe y € A tal
que g(y) =y e tomando = = ¢(y), obtemos

1

fl@)=foply) =pop  ofoply) =pog(y) =ely) ==
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Seja entdo A o simplexo de vértices e1,eq,...,e,11 € R™*! e observe que A estd contido em um
espago afim de dimenséo n e que A é homeomorfo a B(R™).

Para todo i € [n + 1], seja m; a projecdo na i-ésima coordenada.

Seja f: A — A continua arbitraria e suponha por absurdo que f néo possui ponto fixo.

Observe que se x € A, temos ), q;mi(z) = 1, logo, como f(z) # x, existe i € [n + 1] tal
que m;(f(x)) < mi(x), pois f(x) € A.

Defina entao a funcao

A A — [n+1]
x +—— min{i € [n+ 1] : m(f(z)) < mi(x)}.

Observe que se T' é uma triangulacao de A entao A é uma Rotulagao de Sperner de T', pois se x € A
pertence & face de A gerada por {e; : ¢ € I} para algum I C [n + 1], entdo temos m;(f(z)) > 0 = m;(x))
para todo j € [n+ 1]\ I, logo \(z) € I.

Seja (T )reny uma sequéncia de triangulagdes tal que limg_, o diam(7) = 0 (é ficil ver que uma tal
sequéncia de triangulagbes existe).

Pelo Lema de Sperner(Lema 4.2.2), sabemos que para todo k € N, existe Sy € T}, totalmente rotulado.

Sejam v,(cl), v,(f), e v,(cnﬂ) os vértices de S;, de forma que )\(v,(:)) = ¢ para todo i € [n + 1].

Consid éncia (v(" Como A é to, sab énci i
onsidere a sequencla (Uk )kEN- omo € compacto, Sabemos que essa Sequencla possul uma

b @) Por simplicidade d ~ . .
subsequencla (Ukl )lEN convergente. or simplicidade de notagao, vamos Supor que a propria sequen-

. 1 .
cia (v,(c ))kEN é convergente.

Seja v = limg_s o0 v,il). Como limg_, o diam(7Ty) = 0, temos que limy_,o, v

Observe que, para todo ¢ € [n + 1], temos m(f(v,(f))) < m(v,(:)), pois )\(v](:)) = 4. Mas, como f é
continua, isso significa que m;(f(v)) < m;(v) para todo i € [n+ 1].

Logo temos m;(f(v)) = m;(v) para todo i € [n + 1], pois 3 e,y Ti(f(v)) = Xicpqy mi(v) =1. W

,(j) = v para todo i € [n+1].

Corolario 4.3.3. Se A é um conjunto homeomorfo a B(R™) e f: A — A é uma fungao continua, entdo f
possui um ponto fixo.

Teorema 4.3.4 (Divisdo de Bolo). Suponha que um bolo de comprimento 1 estd para ser dividido
entre n jogadores utilizando exatamente m — 1 cortes. Cada divisao é representada como uma n-
upla (z1,x2,...,2,) de reais ndo-negativos tal que > . x; = 1, ou seja, um ponto no simplexo A
gerado por e, ea,...,e,. Suponha também que cada jogador i € [n] possui uma preferéncia de pedagos
em cada divisdo, i.e., suponha que para todo i € [n] é dada uma fungéo f;: A — P([n]) (dessa forma,
se x € A, entdo f;(x) sdo quais pedagos o jogador ¢ prefere na divisao x).

Suponha também que a familia (f;)?_, satisfaz as seguintes condigoes.

1. (Auséncia de indiferenca) Os jogadores sempre preferem algum pedaco, i.e., se x € A, entdo f;(x) # @
para todo i € [n].

2. (Fome) Os jogadores nunca preferem um pedago de tamanho 0, ie., se z = (x1,22,...,2,) € A
e z; = 0 para algum j € [n], entdo j ¢ fi(x) para todo ¢ € [n].

3. (Continuidade de preferéncias) Se um jogador preferiu um pedago ao longo de uma sequéncia de
divisdes convergente, entdo ele ainda preferird o mesmo pedaco no limite, i.e., para todo i € [n] e
todo j € [n], se (7,)nen € AN é uma sequéncia que converge a € A e j € f;(z,) para todo n € N,
entdo j € fi(x).

Sob essas condigoes, existe uma divisao do bolo que satisfaz todos os jogadores, i.e., existe z € A e
uma permutacdo o: [n] — [n] tal que o(i) € f;(z) para todo i € [n].

A demonstragao abaixo estd completa a menos da existéncia de sequéncias de triangulacoes e rotula-
¢Oes e que provaremos mais tarde através das triangulagoes baricéntricas (Lema 4.3.6).

Demonstragdo. Suponha que (T)ien é uma sequéncia de triangulagoes de A com limy,_, o diam(T;) =0 e
suponha que (xx)ren ¢ uma sequéncia de fungoes tal que xx: V(Tx) — [n] é uma funcao dos vértices de T},
a [n] tal que todo simplexo S de T}, recebe todos os rétulos, i.e., para todo k € N, temos (V) = [n] para
todo V' conjunto de vértices de um simplexo de T}, (cabe ressaltar que ndo requeremos que tal rotulagao
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seja uma Rotulagdo de Sperner e uma tal escolha é apresentada no Lema 4.3.6). Essa rotulagdo nos dird
que na triangulagéo Tj o “dono” de um vértice v € V(T}) é xx(v).
Defina, para todo k € N, a seguinte rotulagao de V(Tk).

Ae: V(T) —  [n]
v min fy, ) (v)

Em palavras, para cada vértice v de Ty, perguntamos ao seu “dono” (xx(v)) qual é um pedago que ele
prefere (min f,, (,)(v)). Observe que essa rotulacdo estd bem definida devido & condigdo de auséncia de
indiferenca.

Vamos provar que A\, é uma Rotulagao de Sperner.

Observe primeiramente que, da condigdo de fome, temos f;(e;) = j para todos i,j € [n], logo todos
os vértices de A possuem rétulos distintos em Ag. Ademais, se x = (1,22, ..., 2,) é um vértice da face
de A gerada por {e, : u € U} para algum U C [n], entdo temos x,, = 0 para todo v € [n] \ U e, como
os jogadores tém fome, sabemos que f;(z) C U = f;({e, : u € U}) para todos 4, j € [n]. Em particular,
temos que \g(z) C Ap(({ew : u € U}).

Portanto, para todo k € N, temos que A\, é uma Rotulagao de Sperner.

Pelo Lema de Sperner (Lema 4.2.2), temos que para todo k € N existe S, € Ty que é totalmente
rotulado em \;. Sejam v,il), 11,(62), . ,v,i") os vértices de Sj, de forma que Xk(v,(j)) = ¢ para todo i € [n]
(observe que isso s6 é possivel gragas & condi¢do imposta sobre yi) e considere a sequéncia (pg)ren €
(A x [n]™)N definida por

i = () @), M@)o A (0lM))

Como A X [n]™ é compacto, sabemos que (pg)ren possui uma subsequéncia convergente. Por simplici-

dade de notacao, passando a subsequéncias, vamos supor que (v,(cl))keN é convergente e que ()\k(v,(:)))keN
é constante para todo i € [n].
Seja o: [n] = [n] a permutagdo tal que o(i) = )\k(v,(j)) para todos i € [n] e k € N (observe que a

injetividade de o segue do fato que Sy é totalmente rotulado) e seja x = limy_, o0 v,(cl) e A.

Como limy_, o diam(T) = 0, sabemos que limg_, o v,(:) =z para todo i € [n].

Observe agora que, para todo i € [n] e todo k € N, temos
o(i) = Me(vy)) € £, (0, (o) = File)),

logo, como limg_, o, 11,(:) =z, temos o(i) € f;(x), da condigao de continuidade de preferéncias. |

Teorema 4.3.5 (Divisdo de Aluguéis). Suponha que uma casa com quartos 1,2,...,n estd para ser
alugada por n jogadores por um valor total de 1 de aluguel. Suponha que o aluguel para ser dividido
entre os quartos. Cada divisdo de aluguel é representada como uma n-upla (z1,xs,...,z,) de reais
nao-negativos tal que Z?:l x; = 1, ou seja, um ponto no simplexo A gerado por e, es, ..., e,. Suponha
também que cada jogador i € [n] possui uma preferéncia de quartos em cada divisdo do aluguel, i.e.,
suponha que para todo ¢ € [n] é dada uma funcdo f;: A — P([n]) (dessa forma, se x € A, entdo f;(x)
s@o quais quartos o jogador i prefere na divisdo x).
Suponha também que a familia (f;)?_; satisfaz as seguintes condigoes.

1. (Auséncia de indiferenca) Os jogadores sempre preferem algum quarto, i.e., se z € A, entéo f;(z) # @
para todo i € [n].

2. (Moradia de graga) Os jogadores sempre preferem um quarto de aluguel 0 a um de alguel nao-nulo,
e, sex = (x1,22,...,2,) € Aex; =0 F# x;, para certos j, k € [n], entdo k ¢ f;(x) para todo i € [n].

3. (Continuidade de preferéncias) Se um jogador preferiu um quarto ao longo de uma sequéncia de
divisoes de aluguel convergente, entao ele ainda preferird o mesmo pedago no limite, i.e., para todo i €
[n] e todo j € [n], se (zn)nen € AN é uma sequéncia que convergeax € Ae j € f;(z,) paratodon € N,
entao j € fi(x).

Sob essas condigoes, existe uma divisdo do aluguel que satisfaz todos os jogadores, i.e., existe z € A
e uma permutacao o: [n] — [n] tal que o(i) € f;(x) para todo i € [n].
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Abaixo apresentamos um demonstragao baseada na demonstragao do teorema anterior. Ressaltamos,
porém, que essa demonstracao nao é completamente analoga a anterior.

Demonstragdo. Provaremos inicialmente que se v pertence a uma face de A gerada por {e; : k € K}
para algum K C [n], entdo f;(v) = K para todo i € [n].

Da condigdo de moradia de graca, j4 sabemos que temos f;(v) C K. Isso, aliado a condicao de
auséncia de indiferenga, significa que se |K| = 1, entdo f;(v) = K. Por outro lado, se |K| # 1, para
todo inteiro k € K, existe uma sequéncia (&, )men que converge a v e tal que &, = (Tim1, Tm2, -« - s Tmn)
com Ty = 0 € xp,; # 0 para todo j # k. Como f;(zy,) = {k} para todo i € [n] e todo m € N, temos,
pela condicao de continuidade de preferéncias que k € f;(v) para todo i € [n].

Portanto f;(v) = K para todo i € [n] (ou seja, se houver quartos de graca, a preferéncia serd
exatamente pelos quartos de graga).

Novamente consideramos uma sequéncia (T )ren de triangulagoes de A com limyg_,o diam(7;) =0 e
uma sequéncia (xx)ren de fungoes tal que xi: V(T}) — [n] satisfaz xx (V) = [n] para todo V' conjunto
de vértices de um simplexo de Tj (uma tal escolha é a do Lema 4.3.6).

Em seguida, perguntaremos para cada dono de um vértice v de Ty qual é um quarto que ele prefere
para produzir uma rotulagao A\p: V(1)) — [n].

Porém certo cuidado deve ser tomado para que a rotulagao produzida seja de fato uma Rotulagao
de Sperner.

Para todo z = (21, %2,...,2Z,) € A, seja

L,={ken:xx=0ex,#0, paral=k—1 (mod n)},

ou, em palavras, o conjunto L, é o conjunto das coordenadas nulas de = que sucedem coordenadas
nao-nulas (considerando que a coordenada 1 sucede n).

Observe que se x estd em uma face prépria de A, entdo L, # &, pois x possui ao menos uma
coordenada nula e uma nao-nula. Por outro lado, se x estd no interior de A, entao L, = &, pois x nao
possui coordenada nula. Observe também que, em qualquer dos casos, temos L, C f;(x) para todo i € [n]
(pois se houver quarto de graga, a preferéncia serd exatamente pelos quartos de graga).

Considere entdo, para todo k € N, a rotulacao

A V(Tx) —  [n]

N min L, se L, # @;
min fy, )(7), se L, = J;

e observe que temos A\x(x) € fy, (2)(2) para todo x € V(T}).

Vamos mostrar agora que A ¢ uma Rotulacao de Sperner.

Observe primeiramente que A(ej) = min L., = j mod n + 1, logo todos os vértices de A possuem
rétulos distintos em A;. Ademais, se  é um vértice da face prépria de A gerada por {e, : u € U} para
algum U C [n], entdo temos & # L, C (U mod n + 1), logo Ax(z) C (U mod n + 1) = A\, (U).

Portanto, para todo k € N, temos que )\, é uma Rotulagao de Sperner.

A demonstragao agora segue como a do Teorema 4.3.4.

Pelo Lema de Sperner (Lema 4.2.2), temos que para todo k € N existe Sy € Ty que é totalmente
rotulado em \j. Sejam v,(cl), v,(cz), e ,v,(cn) os vértices de S de forma que ch(U;(;)) = ¢ para todo i € [n].

Pelo mesmo argumento de compacidade da prova do Teorema 4.3.4 e passando a subsequéncias,
podemos supor que (v,gl))keN é convergente e que (\g (v,(;)))keN é constante para todo ¢ € [n].

Seja o: [n] — [n] a permutagao tal que o(i) = )\k(v,(;)) para todos ¢ € [n] e k € N e seja x =
limpg o0 v,(:) € A.

Como limg_, o, diam(T) = 0, sabemos que limg_, oo v,(;) = z para todo i € [n].
Observe agora que, para todo i € [n] e todo k € N, temos

o(i) = Ak(vlgi)) c ka(vii))(U](ci)) — fi(U;(j))a

logo, como limg_, o, v,(:) =z, temos o(i) € f;(x), da condigao de continuidade de preferéncias. |
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Observagao. Observe que o ponto x = (z1,22,...,2,) da divisdo de aluguéis que satisfaz todos os
jogadores nunca estd em uma face prépria de A, pois se estivesse, terfamos @ # K = {k € [n] : z, =0} C
[n] e fi(x) = K para todo ¢ € [n], o que contradiria o fato que o é sobrejetora (pois terfamos o([n]) C [n]).

Em outras palavras, a divisao de aluguéis que satisfaz todos os jogadores nunca possui um quarto de
graga.

Completaremos agora as demonstragoes dos Teoremas 4.3.4 e 4.3.5, apresentando uma possivel escolha
de (Tk)ken € (Xk)ken-

Lema 4.3.6. Existe uma sequéncia de triangulages (T )ren do simplexo A gerado por e, ea, ..., e, €
existe uma sequéncia (xx)ken tais que limg_, o diam(7y) = 0 e para todo k € N, temos que x;: V(Ty) —
[n] é tal que todo simplexo S de T} recebe todos os rétulos, i.e., para todo k € N, temos xx (V) = [n]
para todo V' conjunto de vértices de um simplexo de T}.

Demonstragao. A sequéncia de triangulacoes que construiremos é chamada de sequéncia de triangulagoes
baricéntricas.

Relembramos primeiramente que se .S é um simplexo gerado por vy, va, ..., v,, entdo seu baricentro é
dado por Y., v;/n € S e tal ponto nao estd em nenhuma face propria de S. Isso em particular significa
que se S é um simplexo com n vértices, entao os baricentros de todas as suas faces sao dois-a-dois distintos
e incluem seus vértices (a saber, o conjunto de baricentros de faces de S tem cardinalidade 2™ — 1).

Ademais, se b é o baricentro de S, e by é baricentro de uma face de S gerada por {v; : i € I'}, entdo
temos

d(bg,b) = Z(I}I_Dvi_ > %vj

i€l J€M\I
1| 1 1
( 2Tt 2 o
i€l JEMI\I

< (1- 2 dins)
< (1 - 711) diam(S)

Relembramos também que o didmetro de um simplexo S é dado pelo maior comprimento de uma
aresta de S.
Dado um simplexo S com conjunto de vértices W, definimos sua triangulacdo baricéntrica como

B(S) ={conv{by, ba,...,b,} : A(V;)I; C W tal que b; é baricéntro de conv(V;) para todo i € [n] e
Vi C Viq1 para todo ¢ € [n]},

e definimos sua rotulacdo baricéntrica como

x(8): V(B(S)) — [n
v +——> d+1, onde d é a dimensdo da face de S da qual v é baricentro.

Observe que de fato B(S) é triangulagao de S e que x(.9) estd bem-definida, pois um baricentro de F
nao estd em uma face prépria de F'.

Observe também que diam(B(S5)) < (1 — 1/n) diam(S), pois toda aresta de um simplexo de B(S) é
gerada por dois baricentros de faces de S.

Observe finalmente que x(S)(T) = [n] para todo T' € B(S), pois cada simplexo de B(S) possui
apenas um baricentro de cada dimensao.

Defina entéo as sequéncias (Tx)ken € (X)ken indutivamente tomando Ty = A e x( uma bijegao entre
os vértices de A e [n] e, supondo que Ty, estd definido, defina

Tin= |J B(S)

SeTy
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e defina

Xk: V(Try1) —  [n]
v —  x(S)(v), parav € S € Tj.

Figura 9: A esquerda, exemplo de T} e, a direita, exemplo de T para o caso em que A é gerado por 3
pontos. Os rétulos 1,2, 3 correspondem respectivamente a vermelho, azul e

Observe que xi estd bem definida, pois se v pertence a interseccao de dois simplexos S; e Sy de Ty,
entdo v estd em uma face comum a ambos (pois T} é triangulacdo de S), logo v é um baricentro de
mesma dimensao em B(S1) e B(S2).

Como os simplexos de T1 sdo simplexos de B(.S) para algum S em Ty, temos que i (S) = [n] para
todo S € Tjy1-

Finalmente, observe que diam(Ty41) < (1 — 1/n) diam(T%), logo limy_, o diam (7)) = 0. ]

Observagao. Na sequéncia de triangulagoes baricéntricas, a rotulagdo xi4+1 nao é consistente com a
rotulacdo xx. Na verdade, temos xg+1(v) =1 para todo v € V(Tk).

5 Paridade em Grafos e Aplicacgoes

5.1 Problema da Mansao
24/06/2014 — Yoshiharu Kohayakawa

Nesta secao estudaremos o seguinte problema.

Problema 5.1.1 (Problema da Mansao). Suponha dado um grafo G cujos vértices representam salas de
uma mansao e cujas arestas representam ligagoes entre as salas.

Essa mansao possui uma lampada e um interruptor em cada comodo. Porém, ao acionar um inter-
ruptor de uma sala, a lampada da prépria sala e as lampadas de todas as salas adjacentes trocam de
estado (i.e., se a lampada estiver apagada, ela acende; e se estiver acesa, ela apaga).

Ao anoitecer, o mordomo foi instruido a acender todas as lampadas da mansdo (elas estavam todas
apagadas) e a pergunta é: existe uma sequéncia de interruptores que ele pode apertar para completar a
tarefa?

Observagao. O problema acima também é chamado de Problema da Festa dos Cabides, quando enun-
ciado na seguinte variante.

Uma festa dos cabides consiste em uma festa em que todos os convidados levam um cabide e toda
vez que um convidado recebe um sinal do anfitriao da festa, ele e seus amigos devem tirar a roupa se
estiverem usando e coloca-la se estiverem nus.

O problema consiste em descobrir como o anfitriao pode deixar todos seus convidados nus.

Nosso objetivo serd o seguinte teorema.

Teorema 5.1.2. No Problema da Mansao, sempre ha uma forma de acender todas as lampadas.
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Figura 10: Duas solugoes do Problema da Mansao para o Grafo de Petersen. Os interruptores que devem
ser acionados estao marcados em laranja.

Inicialmente, faremos algumas observagoes simples que permitirao modelar o problema de forma mais
facil.

Observe que podemos contar, para cada vértice de GG, quantas vezes ele ou um de seus vizinhos tiveram
seu interruptor apertado e o estado final da lampada dependerd apenas da paridade desse nimero (se
for fmpar, a lampada termina acesa; se for par, a lampada termina apagada). Isso significa que podemos
supor que nenhum interruptor é apertado duas ou mais vezes (pois dois acionamentos correspondem a
nenhum) e a ordem dos acionamentos dos interruptores é irrelevante.

Ademais, se definirmos como S o conjunto dos vértices de GG cujo interruptor foi acionado, entao
uma solucao deve ser tal que G[S] sé possui vértices de grau par e todo vértice de V(G) \ S possui
uma quantidade impar de vizinhos em S. Dessa forma, podemos reenunciar o Teorema 5.1.2 da seguinte
forma.

Teorema 5.1.3. Para todo grafo G, existe um subconjunto de vértices S C V(G) tal que G[S] s6 tem
vértices de grau par e todo vértice de V(G) \ S possui uma quantidade par de vizinhos em S. Ou, em
férmula, temos

Vo €S, 2]dgs)(v) e Vo € V(G)\ S,2 [|Ng(v) N S|.

Enunciaremos agora um par de teoremas relacionados.

Teorema 5.1.4 (Gallai; Chen ’71). Para todo grafo G, existem subconjuntos de vértices X, Y C V(G)
disjuntos, cuja unido é V(G) e tais que ambos induzem grafos em G cujos vértices tém todos grau par.
Em férmulas, temos

XNY =2; XUY =V(G); Yve X, 2|dgx)(v) e Vv €Y, 2|dagpy)(v).

Teorema 5.1.5. Para todo grafo G, existem subconjuntos de vértices X, Y C V(G) disjuntos, cuja unido
é V(Q) e tais que X induz um grafo em G cujos vértices tém todos grau par e Y induz um grafo em G
cujos vértices tém todos grau impar. Em férmulas, temos

XNY =2; XUY =V(G); Vv € X, 2|dgx)(v) e Vv €Y, 2 fdgiy(v).

E naturalmente, surge a seguinte pergunta.

Pergunta 5.1.6. Serd que para todo grafo G existem subconjuntos de vértices X,Y C V(G) disjuntos,
cuja uniao é V(G) e tais que ambos induzem grafos em G cujos vértices tém todos grau impar?

Com algumas pequenas observagoes é facil ver que a pergunta acima nao tem resposta positiva para
todo grafo.

Por exemplo, se G possuir um vértice v de grau zero, certamente nao conseguiremos alterar o grau
de v para impar.
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Outro impedimento é o seguinte: se o nimero de vértices de G nao for divisivel por 4, entao um dos
conjuntos X ou Y deverd possuir um nimero impar de vértices e, como todo grafo possui uma quantidade
par de vértices de grau impar, esse conjunto de cardinalidade impar nao podera induzir um grafo cujos
vértices tém todos grau impar.

Exercicio 5.1.7. Caracterizar quando em um grafo G existem subconjuntos de vértices X,Y C V(G)
disjuntos, cuja uniao é V(G) e tais que ambos induzem grafos em G cujos vértices tém todos grau fmpar.

Provaremos agora que o Teorema 5.1.4 implica os outros teoremas.

Proposigao 5.1.8. O Teorema 5.1.4 implica os Teoremas 5.1.3 e 5.1.5.

Demonstrag¢ao. Suponha G dado e vamos provar o Teorema 5.1.4.
Seja G’ o grafo obtido a partir de G adicionando-se um novo vértice u e ligando-o a todos os vértices
de G, i.e., seja G’ tal que

V(G)=V(G)U{u}u¢ V(G) e E(G") = E(G)U{vu:v e V(G)}.

Pelo Teorema 5.1.4, existem X', Y’ C V(G') com X' UY' = V(G) e X' NY’' = @ e que induzem
grafos em G’ cujos vértices tém todos grau par.

Sem perda de generalidade, suponha que u € Y’ e defina X = X’ e Y = Y’ \ {u} e trivialmente
temos X UY =V(G) e X NY = 2.

Observe que G[X] = G'[X], logo X induz um grafo em G cujos vértices tém todos grau par.

Por outro lado, observe que G[Y] = G'[Y’] — u, e como u é adjacente a todos os vértices de G, temos
que Y induz um grafo em G cujos vértices tém todos grau impar.

Vamos provar agora o Teorema 5.1.3.
Seja G’ o grafo obtido a partir de G adicionando-se um novo vértice u e ligando-o a todos os vértices
de grau par em G, i.e., seja G’ tal que

V(G)=V(@)U{uhu¢ V(G)e E(G') = E(G)U{vu:v e V(G) com 2 |dg(v)}.

Pelo Teorema 5.1.4, existem X', Y’' C V(G') com X' UY’' = V(G) e X' NY’' = @ e que induzem
grafos em G’ cujos vértices tém todos grau par.

Sem perda de generalidade, suponha que u € Y’ e defina S = X.

Observe que G[S] = G'[X], logo G[S] s6 tem vértices de grau par.

Suponha entéo que v € V(G) \ S, entao temos

|Ng(v) N S| =de(v) — dg-s(v).

Se dg(v) é impar, entdo temos dg_s(v) = dgr—s(v), logo |[Ng(v) N S| é impar, pois dg(v) é impar
e dg/_s(v) é par.

Por outro lado, se dg(v) é par, entdo temos dg_g(V) = dg—s(v) — 1, logo |Ng(v) N S| é fmpar,
pois dg(v) é par e dg/—g(v) — 1 é {mpar. [ |

A demonstracao abaixo foi apresentada por Pdsa.

Demonstragao do Teorema 5.1.4. Provaremos a assercao por indugdo em n = |V(G)|.
Se n < 1, entdo a assercdo é trivial, basta tomar X =V (G) e Y = 2.
Suponha entao que n > 1 e que a assercao é valida para n — 1.
Se todos os vértices de G possuirem grau par, entdo novamente podemos tomar X =V (G) e Y = 2.
Suponha entdao que x € V(G) é um vértice de grau fmpar. Seja G’ o grafo obtido tal que

V(G) =V(G)\{z} e
E(G") ={vw:vw € E(G) e w ¢ Ng(z)} U {vw :vw ¢ E(G) e v,w € Ng(z)}.
Em palavras, seja G’ o grafo obtido a partir de G removendo-se o vértice x e complementando o grafo
induzido pela vizinhanga de z em G.

Pela hipétese indutiva, temos que existem X', Y’ € V(G’) com X' UY' =V (G') e X'NY’ = & e tais
que X’ e Y’ ambos induzem em G’ grafos cujos vértice tém todos grau par.
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Como dg(z) é impar, sabemos que um dentre X' N Ng(x) e Y/ N Ng(z) deve possuir cardinalidade
par. Sem perda de generalidade, suponha que X' N Ng(z) possui cardinalidade par e sejam X = X'U{z}
eY =Y.

Observe que = possui grau par em G[X], pois Ng(z) N X’ possui cardinalidade par.

Observe também que se v € X'\ Ng(z), entao dgx)(v) = dar[x/)(v), logo v possui grau par em G[X].

Analogamente, se v € Y’ \ Ng(z), entao dgy)(v) = dg/y(v), logo v possui grau par em G[Y].

Suponha entéo que v € X’ N Ng(x) e observe que

daix)(v) = [Napx)(v) N Ne ()] + [N (v) \ Ne(2)]
= (INg(x) N X'| = [Ngr(x1(v) N Ne(@)| + 1) + [Nerx (v) \ Ne(@)],

onde a parcela 1 vem do vértice x.
Observe agora que

[Nerx)(v) \ Ne(z)| — [Ngrx(v) N Ne ()]
tem a mesma paridade que
|Ng/ix1(v) \ Na(2)| + [Nerx(v) N Ne(z)],

que por sua vez é igual a |[Ng/x1(v)|, que sabemos ser par.
Finalmente, como Ng(x) N X’ tem cardinalidade par, temos que dgx)(v) é par.
Suponha agora que v € Y’ N Ng(x) e observe que

dapy)(v) = [Ngpy)(v) N Ne(z)| + [Ngpy)(v) \ Ne ()]
= (INa(z) NY'| = [Ngr iy (v) N Na(z)]) + [Neryq(v) \ Na(z)|.

Note que dessa vez nao hé parcela 1 pois = ¢ Y.
Novamente, temos que

[Ny (v) \ Na(z)| = [Ngry(v) N Na(z)]

tem a mesma paridade que
[Neryn(0) \ Ne(z)| + [ Nary(v) 0 Ne ()],

que por sua vez é igual a | Ngry(v)], que sabemos ser par.
Porém, dessa vez temos que Ng(z) MY’ possui cardinalidade fmpar, logo dgpy|(v) é par (essa cardi-
nalidade impar é compensada exatamente pela auséncia da parcela 1 observada anteriormente).
Portanto a assergao é vélida por inducao. |

Com a prova acima e a prova da Proposicao 5.1.8, os Teoremas 5.1.3 e 5.1.5 ficam também demons-
trados. Terminaremos esta secao com o seguinte exercicio.

Exercicio 5.1.9. O grafo G, «, da grade n x n é definido de forma que
V(Guxn) = [0]* € E(Guxn) = {(i,4)(k,1) : |i — k| + | — 1| =1}

Qual é uma solucao do Problema da Mansao quando o grafo em questao é o grafo da grade n x n?
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Figura 11: Solucao do Problema da Mansao para as grades n x n com n = 2,3,4,5, 6 respectivamente.
Os interruptores que devem ser acionados estdo marcados em laranja.
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A Solucoes dos exercicios resolvidos

Exercicio resolvido. (1.1.4) Toda matriz positiva definida é diagonalizavel.

Demonstragdo. Suponha que A = 0, mas nao é diagonalizavel, entdo existe 2 € R™\ {0} tal que Az = 0.
Logo temos z' Az = 0, contradizendo o fato que A é positiva definida. |

3

Exercicio resolvido. (1.4.3) Se C C P(R") ¢ uma familia de conjuntos convexos, entao A = (o C é
um conjunto convexo.

Demonstragdo. Sejam z,y € A arbitrdrios. Para todo C' € C, temos [z,y] C C, pois z,y € C e C é
convexo, logo [z,y] € Upee C = A. [ ]

Exercicio resolvido. (1.4.6) Se X C R", entdo

conv(X) = {x : 2 é combinagio convexa de pontos de X}

Z Xiz; 2 m € N Vi € [m],x; € X e \; € [0,1]; Z Ai=1

i€[m] i€[m]

Demonstrag¢ao. Observe inicialmente que um conjunto é convexo se e somente se todas as combinagoes
convexas de seus pontos pertencem a ele. De fato, pois a convexidade é caracterizada por combinagoes
convexas de tamanho 2, as combinagoes convexas de tamanho 1 sao os préprios pontos do conjunto e
assumindo que as combinagoes de tamanho m estao no conjunto uma combinagao de tamanho m+1 pode
ser vista como uma de tamanho 2 com um dos pontos sendo uma combinacao convexa de tamanho m
da seguinte forma:

i
2: AiTi = 2: Aj EZ]ELeWﬂiji + Am+1Tm+1-

i€[m+1] i€ ie[m

Logo, definindo A = {z : x é combinagao convexa de pontos de X}, temos que conv(X) C A,
pois X C conv(X).
Por outro lado, se C' C R™ é um conjunto convexo que contém X, entdo A C X, logo A C conv(X). H

Exercicio resolvido (Teorema de Carathéodory). (1.4.8) Se X C R", entao

conv(X) = {z : x é combinacdo convexa de n + 1 pontos de X}

= Z )\1537,VZG[TL-F].],IEZGXG)\,LG[(L].], Z =1
i€[n+1] i€[n+1]

Demonstracdo. Pelo Exercicio 1.4.6, basta provar que toda combinacao convexa de m pontos de X esta
em A = {z: x é combinagdo convexa de n + 1 pontos de X }.

Observe que toda combinagdo convexa de menos de n + 1 pontos pode ser vista como uma de n + 1
pontos repetindo algum ponto. Logo, para todo m € [n + 1], toda combinag¢ao convexa de m pontos
de X estd em A.

Seja m > n + 1 e suponha por hipétese de indugao que toda combinagao convexa de menos que m
pontos estd em A.

Considere uma combinagao convexa r = Zz‘e[m] Aix; de m pontos de X qualquer (\; > 0 para
todo i € [m] e 32 c Ai = 1)

Como m > n+2, pelo Teorema 1.4.7, existem I, J C [m] disjuntos tais que conv{x; : ¢ € I}Nconv{z; :
j € J} # @. Sem perda de generalidade, suponha que I U J = [m].

Sejam y € conv{z; : i € [} Nconv{x; : j € J} e pu1, pa, - .., fm € R tais que

> wiwi =Y px;=vy; e

iel jes
zz:l% :ZZE:A%'::1~
iel jes
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Se algum dos A ’s for nulo, entdao nao ha o que fazer, pois = serda combinagao convexa de menos que m
pontos.

Suponha entdo que todos os Ax’s sdo nao-nulos e sejam Iy = {i € I : pu; # 0} e iy € Iy tal
que Aj,/pi, = min{\;/p; : i € Iy} > 0. Note que

T = Z Ay = Z NiT; + Z ATk

ke[m] i€ly ke[m]\Io

_ )\z:oy_k Z <>\i _ )\zo Hz‘) T; + Z )\kl'k

Hio i€Io\ {io} i ke[m\ o

- ZOZ#J%JF Z (1 2 >“TZ+ Z ATk

0 jeJ ZEIO\{ZU} kE[?n]\Io

S (O AR SRS (1

i€lo\{io} i€I\Io JjeJ

)

Queremos provar agora que esse formato atesta que x é combinagao convexa dos pontos de {zy : k €

[m] \ {io}}-
Primeiramente observe que, pela escolha de g, para todo i € Iy, temos A;/p; = iy /iy, logo A; —
WiXio /1o = 0, ou seja, todos os coeficientes da combinagio sao positivos.

Resta provar que esses coeficientes somam 1. Note que

S (ngee) s S ()= S > mrne S

i€lo\{i0} o i€I\Ip JjeJ i€[m]\{io} o i€lo\{io} 0 jeJ

0

Ai A
(1= Xig) = (1 — i) + —* = L.
Hig )
Como {zy : k € [m] \ {io}} possui m — 1 elementos, pela hipétese indutiva, temos que x € A.
Por indugao segue que toda combinagao convexa de m pontos de X estd em A e a demonstracao esta
concluida. ]

Exercicio resolvido. (1.4.9) Seja X um subconjunto de R™.
i. Se X é limitado, entao conv(X) é limitado;
ii. Se X é compacto, entdo conv(X) é compacto.

Demonstragdo. Pelo Exercicio 1.4.8, sabemos que todo elemento y de conv(X) é da forma

Z )‘ixi;

i€[n+1]

com \; > 0 para todo i € [n+1] e 3,0,y Ai = 1.
Se X ¢é limitado, entdo existe r > 0 tal que ||z| < r para todo x € X. Dal temos |yl
>iems) Aillzill < (n+1)r, ou seja, temos que conv(X) ¢ limitado.

Suponha agora que X é compacto.
Vamos provar inicialmente que conv(X) é fechado.
Seja (yr)ren uma sequéncia em conv(X) que converge a y € R"™. Entdo, para todo k € N, escreve-

MOS Yk = Y ic(n+1] )\Z(k)z(,k) com )\gk) > 0 para todo i € [n+1] e 3204y )‘Ek) =1.

]
Como X e [0, 1] sdo compactos, entdo [0, 1]"F1 x X"*+1 é compacto, logo existe uma sequéncia crescente
de ndices (kj)jen € NV tal que para todo i € [n + 1], temos que ()\Ekj))jeN converge a um certo p;

(k)

e (z; 7)jen converge a um certo z;.

Como X é fechado, todos os z;’s pertencem a X e como [0, 1] é fechado, todos os p;’s pertencem
a [0,1]. Ademais temos

Do m= > JmN=jm 3 A= lim 1=

i€[n+1] i€[n+1] i€[n+1]
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Finalmente temos

Z Wiz = Z ( lim /\Ekj))(_lim xgkj))

) — 00 Jj—00
i€[n+1] i1€[n+1]
- (kj), (k) _ 1.
= lim 37 A = Jim o, =y,
i€[n+1]

Portanto y é combinagao convexa dos z;’s, o que significa que y € X.
Concluimos entdo que conv(X) é fechado.
Por outro lado, como X ¢é limitado, entdo conv(X) é limitado, logo conv(X) é compacto. |

Exercicio resolvido (Generalizagdo do Teorema de Helly). (1.4.11) Se C = {C; : i € N} C P(X) é
uma cole¢ao infinita enumeravel de subconjuntos convexos e compactos de R™ tal que quaisquer n + 1
conjuntos de C possuem interseccao nao-vazia, entao temos (,cy Ci # 9.

Demonstracdo. Pelo Teorema 1.4.10, ja sabemos que toda subcolecao finita de C possui intersecgao nao-
vazia. '

Definimos entao, para todo i € N, o conjunto K; = ﬂ;zo C; e temos K; # @.

Como C é uma familia de compactos, sabemos que todos os K/s sdo compactos.

Pela construgao dos K;’s, sabemos também que, para todo i € N, temos K; D K; ;. Em particular,
temos K; C K para todo ¢ € N.

Para todo i € N, seja z; € K;. Seja A o conjunto dos pontos de aderéncia da sequéncia (x;);en (i.€.,
seja A = {z : existe uma subsequéncia de (z;);en que converge a x}).

Como todo elemento dessa sequéncia estd no compacto Ky, sabemos que A # &, entdo seja z € A e
seja (2, )keny uma subsequéncia de (z;);eny que converge a x.

Tome ¢t € N arbitrario e vamos provar que z € Kj.

Tomando ko = min{k : ix > t}, temos que a sequéncia s = (z;, )ren\ (k] ¢ uma subsequéncia
de (z;,)ken € portanto converge a x. Ademais todos os elementos de s estd em Ky, entdo, como K; é
fechado, temos que x € Kj;.

Portanto x € (,cy Kt = (yen Ct- |
Exercicio resolvido. (2.1.2) Se f1, fa,..., fn: & — R s@o fungoes e aj,as,...,a, € § sdo tais que a
matriz M € R"*" definida por M;; = f;(a;) para todos i, j € [n| é ndo-singular, entdo fi, fa,..., f, sdo

linearmente independentes.

Demonstragdo. Sejam ¢y, ¢z,...,c, € R tais que Y . ¢;f; = 0. Entdo, para todo j € [n], podemos

avaliar a equacdo em aj, obtendo Y . ¢;fi(a;) = 0. Mas essas n equagdes podem ser reescritas na
forma matricial como Ac = 0, onde ¢ é o vetor coluna de coordenadas c1,co, ..., Cp,.

Como A é nao-singular, temos ¢ = A~10 = 0 e portanto fi, fa, ..., fn a0 linearmente independentes.

|

Exercicio resolvido. (2.2.7) Prove que x(R) = 2.

Demonstragdo. Como G possui pelo menos uma aresta, sabemos que x(R) > 2.
Por outro lado, se colorirmos todo intervalo da forma [2n + k,2n + k + 1) paran € Z e k € {0,1}
com a cor k, obtemos uma 2 coloragao propria de G . |

Exercicio resolvido (Teorema de De Bruijn—Erdds ’'51). (2.2.14) Se k é um natural e G é um grafo
tal que todos seus subgrafos finitos possuem uma k-coloragao prépria, entao G possui uma k-coloragao
prépria (i.e., temos x(G) < k).

Demonstragdo. Relembramos abaixo o Lema de Zorn (que depende do Axioma da Escolha).

Lema A.1 (Zorn). Suponha que A é um conjunto munido de uma ordem parcial < e é tal que para
todo B C A no qual = induz uma ordem total existe um m € A tal que b < a para todo b € B (i.e., todo
subconjuto totalmente ordenado possui um majorante em A).

Nessas condicoes, existe M € A tal que nao existe a € A com M <a e M # a.
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Suponha que todo subgrafo finito de GG é k-colorivel e considere a familia F dos grafos cujos vértices
sao V(G), as arestas sdo um superconjunto de E(G) e tais que todo subgrafo finito é k-colorivel (G é um
elemento particular de F, e com o nimero minimo de arestas). Mais formalmente, seja

F ={H grafo: V(H) =V (G),E(H) > E(G) e x(H[V]) < k para todo V C V(G) finito}.

Considere a ordem parcial < sobre F definida por H < K <= F(H) C E(K). Vamos mostrar que F
e =< satisfazem as condigoes do Lema de Zorn.

Suponha que B C F é um subconjunto totalmente ordenado por =< e considere o grafo H definido
por V(H) =V(G) e E(H) = Jgcp E(K). Vamos mostrar agora que H € F.

Trivialmente temos que E(G) C E(H). Seja entdo V um subconjunto finito de V(G) arbitrério e
vamos mostrar que x(H[V]) < k. Considere a familia de grafos C = {K[V] : K € B}. Sabemos que
todos esses grafos sao finitos e k-colorfveis. Ademais, sabemos que E[H[V]] = Uy cc E(K').

Observe agora que C é finito, pois C' é um subconjunto dos grafos sobre o conjunto finito V' (sabemos
inclusive que o conjunto dos grafos sobre V tem cardinalidade 2/VI(IVI=1/2) logo existe K| € C tal
que |E(KY])| é méximo. Como B é totalmente ordenado, temos que F(K') C E(K]) para todo K’ € C.

Entao segue que

EHV] = |J B(K') = E(Kp),
K'eC

logo H[V] = K|}, ou seja, temos que H[V] é k-colorivel para todo V C V(G) finito e portanto H € F.

Da definicao de H, temos que K < H para todo K € B (pois E(K) C E(H)), logo as hipdteses do
Lema de Zorn sao véalidas para F e <.

Seja entdo M € F tal que nao existe H € F com M < H e M # H e vamos mostrar que x(M) < k.

Para isso, vamos mostrar que a relagao de nao-adjacéncia em M é uma relagao de equivaléncia sobre
os vértices de M.

Trivialmente, a relacdo de nao-adjacéncia em M é reflexiva (vv ¢ E(M)) e simétrica (vw ¢ E(M)
implica wv ¢ E(M)).

Suponha por absurdo que a relagdo de ndo-adjacéncia nao é transitiva. Entao existem z,v,w € V(M)
tais que E(M[{z,v,w}]) = {zw}. Considere os grafos Hy, Hy obtidos a partir de M adicionando as
arestas xv e vw respectivamente.

Como E(M) C E(Hy) e E(M) C E(Hs), temos que Hy e Hy nao sao elementos de F (pois isso
contrariaria a escolha de M). Entéo existem Vi, Vo C V(M) finitos tais que H:[Vi] e Ha[V5] néo sdo k-
coloriveis.

Definindo V' = V; U V3, temos trivialmente que H;[V] e H3[V] néo séo k-coloriveis. Porém, como V'
é finito, sabemos que M[V] é k-colorivel e como E(H;[V]\ E(M) = {zv}, temos que toda k-coloragao
prépria de M[V] atribui a mesma cor de x a v (caso contrario, ela seria também uma k-coloracao prépria
de H;[V]). Analogamente, toda k-coloragao prépria de M[V] atribui a mesma cor de v a w. Mas
isso é um absurdo, pois toda k-coloragdo prépria de M[V] nao pode atribuir a mesma cor de x a w ji
que zw € E(M[V]).

Portanto a relagao de nao-adjacéncia em M é uma relacao de equivaléncia. Seja C o conjunto das
classes de equivaléncia da relagdo de nao-adjacéncia em M. Trivialmente |C| < k, sendo poderfamos
escolher um vértice de cada uma de k + 1 classes distintas e formar um k + 1-clique em M (que é um
subgrafo finito), logo colorindo cada classe com uma cor distinta obtemos uma k-coloragao prépria de M.

Como E(G) C E(M), isso implica que x(G) < k. |

Exercicio resolvido. (2.2.17) Para todo ¢ > 0, existe zy > 0 tal que, para todo = > zg, existe um
primo no intervalo [z, (1 + ¢)z].

Demonstracdo. Lembramos do Teorema dos Ntuimeros Primos abaixo.

Teorema A.2 (Teorema dos Numeros Primos). Temos 7(x) = (1 4+ o(1))z/Inx, onde w(x) = {p < z :
p é primo}.

50



Observe que, para todo € € (0,1) e todo 2 > 0 tal que e lInz—In2 > 1 (i.e., precisamos de z > (2¢)/¢),
temos
(I+e)x x (1+e)x x
In((1+e)z) Inz~ In(2z) Iz
exlnx —zln2

(In2+Inz)lnz
x

~ (In2+Inz)lnz’

Logo, para x suficientemente grande, temos

(I1+e)x x

(o)) Tz " M

isso significa que, para z suficientemente grande, existe um primo entre z e (1+¢)z (a escolha de xy deve
tornar verdadeira a Desigualdade (1) e deve compreender o termo o(1) do Teorema dos Nimeros Primos).

|
Exercicio resolvido. (3.1.8) Se A, B C R" sdo Lebesgue-mensuraveis e A C B, entdo §(A) < §(B).
Demonstracao. Basta observar que para todo T > 0, temos
m(AN[-T,T)") o m(BN[-T,T]"™)
m(=T.7]")  ~ m(-T,T]")
pois AN[-T,T|" C BN[-T,T]™. |

Exercicio resolvido. (3.1.9) Suponha que A C R™ é Lebesgue-mensurdvel e limitado em uma das
coordenadas, i.e., existe ¢ € [n] e R > 0 tais que

ACRXRX - -RX[-R,R]XxRxRx---R.
— —
i—1 vezes n—i vezes
Entdo §(A) = 0.

Em particular, se A é limitado, entdo §(A4) = 0.

Demonstragdo. Do Exercicio 3.1.8, basta provar que, para todos i € [n] e R > 0, a densidade superior
do conjunto

Sin=RxRx---Rx[-R,R| xRxRx---R
—_——— —_————
i—1 vezes n—1i vezes
é 0.
Observe que, para todo T' > R, temos
SigN[-T,7T" = [-T. 7] x [-T,T] x --- [-T,T] X[-R, R] x [-T, T x [-T,T) x --- [T, T,
i—1 vezes n—1i vezes

logo m(S;,r N [-T,T)") = (2R)(2T)"~ !, dai

. nRTnfl R
6(S; r) = limsu = limsup — = 0. |
( Z7R) Tﬁ+o<I>) (2T)n T%+oop T

Exercicio resolvido. (3.1.10) Se (4;);en é uma sequéncia de subconjuntos Lebesgue-mensuréveis de R™,
entao

5 (U AZ-) <) (A,
1€EN

Em particular, para todo k € N, temos



Demonstragdo. Seja A = |,y A;. Sabemos que, para todo T > 0, temos

€N
m(AN[=T,71") <> m(A; N [-T,T]"),
1€N
donde segue que

6(A hrnsupz < thsup gﬁ; T)]n) = zg(Ai). [ |

T—+oco T—)Jroo ieN

O caso particular segue substituindo todo A; com ¢ > k por @.

Exercicio resolvido. (3.1.11) Se A é um subconjunto Lebesgue-mensurdvel de R" e v € R"™ é um vetor
arbitrédrio, entdo d(A) = 6(A + v).

Demonstracdo. Observe que para todo T > 0, temos que

m(AN[=T,T]") = m((A+ o) N [=T,T]")| = [m(AN [T, T]") = m(AN ([=T,T]" —v))|
=m((AN[- T ") A (AN (=T, 71" = v)))
<m (=T, 71" A([=T,T]" = v))
< n(2T)” Hiwll

Logo temos

m(AN[-T,T]") m((A+v)N[-T,T]") o n(2T)" 1 |v||

m([=T,T]") m([-T,T]") ENCR
_ o]l 7o+
=57 — 0
(lembrando que n e v estao fixados).
Portanto 6(A) = 6(A + v). |
Exercicio resolvido. (3.1.12) Se A é um subconjunto Lebesgue-mensurdvel de R™ e v, va, ..., v, é uma

sequéncia de vetores de R™ tais que os conjuntos A + v; sao dois-a-dois disjuntos, entao

5 (O(A + vz—)) = r3(A).
=1

Demonstracao. O argumento desta prova é semelhante ao da prova do Exercicio 3.1.11.
Observe que para todo T' > 0 e todo i € [r], temos que

m(A N [-T.T1") = m((A + o) V[T, T1)] = m(AN [T, 71") — m(AQ (=T, 71" - )
(AN T]) A (AN (=T, 71"~ )
<m (=T, 10" & (=1.7" - v)
< 2Ty ]
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Seja R = max}]_, ||v;||, entdo temos
m AN[=1,71Y) m(Uisy (A + o) N [=T,777)
m([=T,T]") m([=T,T]")

mAN[-TT]Y) = m((A+v) 0 [=T,T]")
Z ([ ") m([=T,T]")

") m((A+v) N[=T,T]")
,TIm) m([=T,T]")

n(2T)"" 1\\sz|
= Z 2T n

(2T)" 'R
ST e
nrR 110
=— "2
2T ’

onde a primeira igualdade segue do fato que os A + v;’s sdo dois-a-dois disjuntos.
Por outro lado, temos

(A) = rlimsu m(AN[-T,T|") ~lmsa rm(Am [—T,T]")
ro(4) = 1T~>+oop m([-T,T]™) lTﬁJroE m([~=T,T]")

Portanto temos
5 (U(A+vi)> =r5(A). [ |
i=1

Exercicio resolvido. (3.1.13) Sejam vq, va,...,v, € R™ uma base de R" e k € [n]. Defina

S = {Zaivi :a; € R para todo i € [n] e a; € [0,1) para todo i € [k]}

i=1

Se A C R™ é Lebesgue-mensuravel tal que

k
A= U (ANS)+> i |

(iy)k_ €z j=1
entao temos

— limsu m(ANSN[=-T,7]™)
o) = lmewp = S AT T

Em particular, se S é limitado, temos

3(4) = m;f(g)s ).

Demonstracdo. Queremos provar que
m(AN[=T,T|") B m(ANSN[-T,T|") Tooo )
m([-T,T]™) m(SN[=T,T]") '

Seja R =", ||v;]| e tome T" > R arbitrario e defina, para todo i € [n], inteiros a; < b; indutivamente
a partir de

a; =min{z € Z : V(¢ )] Y ez coma; <tj < b],Zt vj +zv; € [T, 7"}

b, = max{z € Z:V(t )z 1 €727 com a; <t; < bJ,Zt vj +zv; € [T, T]"}.
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Observe que os conjuntos considerados acima sao limitados para todo ¢ devido ao fato que [-T, T]"
é limitado e que os v;’s sao linearmente independentes.
Seja entao

Q= [—T7 T]n n {Z z;v; Vi € [n],zl S [ai,bi)} .
i=1
Observe que @ D [-T + R,T — R]™. E como Q C [-T,T]", temos que
m([~T,T]") = m(Q) < (2n)(2T)" 'R =O(T""),
donde segue que também temos
m(AN[-T,T]") —m(ANQ) = O(T" ).

Observe agora que

’ m(AN[-T,T]|") 3 m(ANQ)
m([=T,T]") m(Q)
_ ‘ (m(ANQ) +Oo(T" " N(ET)" +0(T" 1)) —m(AnQ)(2T)"
@T)(2T)" +O(T"1))
~ m(ANQ)O(T" 1) +0(T*" 1)

O(T?")
of3)

onde a ultima igualdade segue do fato que m(AN Q) < m([-T,T]") = O(T™).
Por outro lado, temos m(S N [T, T]") = ©(T™*) pois v1,va,...,v, é uma base de R"”. Ademais,
temos que

m(SN[-T,T]") = m(SNQ) < (2(n — k))(2R)*2T)" " 'R =0(T"*1),
donde segue que
m(ANSN[=T,T]") = m(ANSNQ) = O(T" ).
Observe agora que

‘m(AmSm [-T,7T]") m(ANSNQ)
m(S N [=T,T]") m(SNQ)
B ‘ (mANSNQ)+O(T" *Nm(SN[-T,T|") + O(T" * 1)) —m(ANSNQ)m(SN[-T,T]")
m(S N [T, T)")(m(SN[-T,T]") + O(Tr—*=1))
m(ANSNQ)O(T =1 +m(SN[-T,T)")O(T"*~1) + O(T?"~2k-2)
m(SN[=T,T|")(m(SN[=T,T|") + O(Tr—Fk-1))
O(T™ M O(T" 1) + (T F)O(T™ "+ 1) + O(T? 2
(T =) (O(T"F) + O(T"~+1))

of3).

onde a pentltima igualdade segue do fato que m(AN SN Q) < m(SN[-T,T]") = O(T"*).
Portanto ficamos com

(m(Am[—T,T]”) m(AﬂSﬂ[—T,T]"))_(m(AﬂQ) m(AﬁSﬂQ))’:O(l)

m([-T,T]") m(SN[=T,T]")

m(Q) m(SNQ)

T

Basta provar entao que

mANQ) mANSNQ) —o(l)
m(Q) m(SNQ) ’
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para obter que

mAN[-T.11")  mANSN[-T.17]") _ o(1)
m([=T,T]") m(SN[-T,T]")

(que é o que buscamos nesta prova).

Defina agora J = {(t;)¥_, € Z" : Vj € [k],a; < t; < b;} e observe que pela construgao de @ temos

k
Q= (SNQ)+ >t
(tj)5_1€J j=1
Por outro lado, temos por hipétese que

k

A= U (AQS)—FZ?;]'U]‘ y
(i5)k_ €z J=1
logo temos
k
AnQ= |J (@AnsSn@)+> i |,
(i)k_ € =1

donde segue que

mANQ) mANSNQ) _ [Jm(ANSNQ) m(AnSnQ) _
m(Q) m(SNQ) — |[Jm(SNQ) msNQ)

Portanto

m(AN[-T,T]") m(AnSA[-T,T]")

m([-T,T]") B m(SN[-T,T]") = o(1),

o que significa que

o m(AN SN [-T,T]")
P e AT T

Para o caso particular em que S é limitado, temos que para T suficientemente grande, o argumento
do lim sup é constante, logo

5(A) = m(AﬁS).

m(S) "

Exercicio resolvido. (3.2.2) Se (z,,)nen ¢ uma sequéncia de vetores de um espaco de Hilbert H tal que

S lleall < +os,

neN

entao existe x € H tal que

n—,oo

— 0.

n
Tr — E Tk
k=0

Demonstragao. Observe que para todo ng, € N e todos n > m > ng, temos

(%))

logo a sequéncia das somas parciais ZZ:O x), € de Cauchy e portanto convergente. |

n

> @

k=m-+1

n

n
< D Ml < Y el ™0,

k=m-+1 k=ng
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Exercicio resolvido. (3.2.6) Se V é um espaco vetorial, entdo V possui uma base.

Demonstracdo. Considere o conjunto B dos subconjuntos linearmente independentes de V' munido da
ordem parcial C.

Vamos aplicar o Lema de Zorn (Lema A.1) a esse par (B, C), para isso, vamos provar que a hipitese
do lema estd satisfeita.

Seja A C B um conjunto totalmente ordenado por C arbitrario e considere L = J . 4 A. Trivial-
mente, para todo A € A, temos A C L. Vamos provar agora que L é linearmente independente.

Suponha que néo, entdo existem vi,vs,...,v, € A e aj,qs,...,a, € K\ {0} (onde K é o corpo
associado ao espago vetorial) tais que

n
E ajvj = 0,
Jj=1

ou seja, 0s v;’s sdo linearmente dependentes.

Como {v1,vs,...,v,} é finito e A é totalmente ordenado, existe A € A tal que {vy,va,...,v,} C A,
0 que é um absurdo, pois A é um conjunto linearmente independente.

Portanto, pelo Lema de Zorn, temos que existe B € B tal que se B’ € Be B C B’, entao B’ = B.

Vamos mostrar que B é uma base de V. Como B ¢ linearmente independente, basta mostrar que B
gera o espaco V inteiro.

Suponha que nao, isto é, suponha que existe v € V' que nao é combinacao linear dos elementos em B.
Mas isso significa que B U {v} é linearmente independente, ou seja, temos B U {v} € B, mas isso é um
absurdo pois B C B U {v}. |

Exercicio resolvido. (3.2.10) Se (z;)jes é uma sequéncia de reais ndo-negativos somdvel (i.e., te-
mos Zje] xj < 400), entdo apenas uma quantidade enumerdvel de termos é (estritamente) positiva
(i.e., temos |{j € J : z; > 0} < IN|).

Demonstracdo. Como a sequéncia é de nimeros nao-negativos, temos que

E T; = sup E z; : K C J com K enumerdvel
j€J JEK

Considere entao, para todo n € N\ {0}, o conjunto J,, = {j € J : x; > 1/n}.

Observe que esse conjunto tem de ser finito, caso contrario, a soma nao seria finita.

Por outro lado, temos que UneN\{o} Jn ={j € J : x; > 0} e esse conjunto é enumeravel pois é uniao
enumeravel de conjuntos finitos. |

Exercicio resolvido. (3.2.11) Se H ¢é um espaco de Hilbert, entdo H possui um sistema ortonormal
completo.

Demonstracao. Esta prova é andloga a prova do Exercicio 3.2.6.

Considere o conjunto B dos subconjuntos de H que sao sistemas ortonormais munido da ordem
parcial C.

Vamos aplicar o Lema de Zorn (Lema A.1) a esse par (B, C), para isso, vamos provar que a hipGtese
do lema esté satisfeita.

Seja A C B um conjunto totalmente ordenado por C arbitririo e considere L = J . 4 A. Trivial-
mente, para todo A € A, temos A C L. Por outro lado, também temos que L é um sistema ortonormal,
pois, se u,v € L, entdo existe A € A tal que u,v € L, logo

(0 = {O, se u # v;

1, seu=w.

Portanto, pelo Lema de Zorn, temos que existe B € B tal que se B’ € Be B C B’, entao B’ = B.
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Vamos mostrar que B é um sistema ortonormal completo de H. Como B é sistema ortonormal, basta
mostrar que para todo z € H, temos

x = Z z(v)v.

vEB

Suponha que nao, isto é, suponha que existe € H que nao é da forma acima.

Vamos provar que ) 5 Z(v)v é convergente em norma.

Pelo Corolério 3.2.9, sabemos que apenas uma quantidade enumerédvel dos coeficientes de Fourier de x
relativos a vetores de B sao nao-nulos. Se apenas uma quantidade finita deles for ndo-nula, ndo hé o que
fazer, entdo suponha que os coeficientes ndo-nulos sao exatamente os das diregoes (v;) en € BN,

Observe que, para todo ng € N e todos n > m > ng, temos

2 2
n m n
Z/.’L'\’UJ <Z§(vj)vj> = Z z(vj)v,
j=0 k=0 k=m-+1
n
~ 2
= > 3wl
k=m+1

n
<Y [Bvy)o | =0

k}:’l’bo

logo a sequéncia das somas parciais é de Cauchy e, portanto, convergente.
Observe também que, como o produto interno é continuo e B é ortonormal, para todo w € B, temos

<Z z(v)v, w> = Z(w).

vEB

Defina entdo y =z — > 5 T(v)v e observe que y # 0.
Observe também que, para todo v € B, temos (y,v) = 0. Logo, tomando B’ = BU {y/||y||} obtemos
um sistema ortonormal que contém estritamente B, o que é uma contradicao. |

Exercicio resolvido. (3.3.2) Seja {u; : j € J} um sistema ortonormal em um espaco de Hilbert .
Entao {u; : j € J} é sistema ortonormal completo se e somente se ndo existe vetor z € H tal que ||z|| # 0
e (z,u;) =0 para todo j € J.

Demonstragdo. Se existe tal x, entdo temos ZJGJ (uj)uj # z (i.e., a série ndo converge a x), pois essa
série s6 possui parcelas nulas, logo {u; : j € J} nao é sistema ortonormal completo.

Por outro lado, se {u; : j € J} nao ¢é sistema ortonormal completo, entdo existe y € H tal
que > y(uj)u; # y (ie., a série nao converge a y). Por outro lado, pela Desigualdade de Bessel
(Proposigao 3.2.8), sabemos que essa série converge absolutamente e, pelo Exercicio 3.2.2, isso significa
que existe z € H tal que z =, ; Y(u;)u; (i.e., a série converge a z)

Pelo Corolério 3.2.9, sabemos que y(u;) é nao-nulo apenas para uma quantidade enumeravel de
indices j € J, logo, podemos assumir que

z= Z Y(uj)ug,

keN

para uma sequéncia (jx)reny € J* de indices distintos.
Observe agora que, para todo k € N, temos

N R ~

_ Y(uz), se N >k;

<Zy(ujk)ujk)aujg> = { g ~
k=0

0, se N < k;

pois {u; : j € J} é um sistema ortonormal.

Como o produto interno é continuo, isso significa que, para todo j € J, temos z(u;) = y(u;).

Seja entdo x = z — y e observe que x # 0, pois y # z, mas, para todo j € J, temos (z,u;) =
/Z\(Uj) — ﬂ(u]) =0. |
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Exercicio resolvido. (3.3.6) Para todo n € N*, temos

m1(R™) = sup{6(A4) : A C R" é Lebesgue-mensuravel e evita a distancia 1
e existe ¢ > 0 tal que A = A+ cZ"}.

Demonstracdo. Seja

m1(R™) = sup{6(A4) : A C R" é Lebesgue-mensuravel e evita a distancia 1
e existe ¢ > 0 tal que A = A + cZ"}.

Certamente temos m1 (R™) > mj(R™). Vamos provar agora que vale a outra desigualdade.

Seja e > 0 arbitrario. Entdo existe A C R™ Lebesgue-mensuravel e que evita distancia 1 tal que 6(A) >
my(R™) —e.

Seja também Ty > 0 tal que n/(27y) < e. Da defini¢do de densidade superior, sabemos que existe T' >
Ty tal que

m(AN [-T, T]")
m([_T’ T]n)

> 5(A) —e.

Ay=AN[-T,T-1)"+2TZ" ={a+u:a€ AN[-T,T - 1)",u € 2TZ"}.
Observe que A é 2TZ™-periédico e Lebesgue-mensurédvel e, do Exercicio 3.1.13, temos

m(Ao N[-T,T]")

0d) = = Er T
(AN [T,T - 1y
(.1
(AN [T, T]") - n(2T)"!
> (LT
—3(A) — 2i
= S(A) - %
8(A) —¢

Observe também que A evita distancia 1, pois A evita distancia 1 e AgN[-T,T|" = AN[-T,T—-1)".
Portanto temos

T (R") > 5(Ao) > ma (R") — 2,
e como ¢ é arbitrério, temos que m3 (R™) > m4(R™). [ |

Exercicio resolvido (Identidade de Parseval). (3.3.9) Se {u; : j € J} é um sistema ortonormal completo
de um espaco de Hilbert H e x e y sao dois vetores de H, entao

(@.y) =D B(uy)luy).
jeJ

Demonstra¢do. Do Corolario 3.2.9, sabemos que Z(u;) e §(u;) sao nao-nulos apenas para uma quantidade
enumeravel de indices j € J, entdo podemos supor que (jx)reny € JV é uma sequéncia de indices tal que

T = Z‘/f(ujk)ujk y= Z g(u]k)u]k
keN keN

Observe que, para todo N € N, temos

N N N
§ x(ujk)ujk’ E : u]k Wy, E U’Jk
k=0

k=0 k=0
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e também que

N
~ 2
> [@ )55 Z|x w )+ [9(u5,)]

k=0

< |I$H + llyl?

logo a série é convergente.
Portanto, como o produto interno é continuo (em H?) temos que

k=0 jeJ

y(uj).

Exercicio resolvido. (3.3.10) Se {u; : j € J} é um sistema ortonormal completo de um espaco de Hil-
bert H e (o) es € C’ é uma sequéncia de coeﬁfientes tal que Zje] ajuj = x € H (i.e., a série converge
a x em norma), entdo, para todo j € J, temos T(u;) = «;.
Demonstragdo. Provaremos primeiramente para o caso em que «; é ndo-nulo apenas para uma quantidade
enumeravel de fndices j € J. Nesse caso, podemos supor que (jr)reny € JV é uma sequéncia de indices
tal que

T = E :ajkujk'

keN

Observe que, para todo N € N, e todo ke N, temos

Z aj., seN =k

QU Ui ) =

i Wi > Uj ~
" 0, se N < k.

Como o produto interno é continuo, para todo k € N, temos

<x7ujk> = Q-

Vamos agora provar que se » e QU ¢é convergente entao apenas uma quantidade enumeravel de ;s
nao é nula. Sem perda de generalidade, supomos que os «;’s nulos sdo somados por ultimo (lembramos
que a série nao necessariamente converge incondicionalmente, mas as parcelas nulas nao interferem na
série).

Seja (jr)rk<p a sequéncia em J indexada por ordinais k < 5 que fornece a ordem da soma. Como
essa série é convergente, em particular, temos que para todo ordinal k a série ), . aj,u;j, é convergente,
entao defina

Tk = § :ajtujtV

t<k

em particular, se k < wy, temos

lzel® = oy,

t<k
Por outro lado, como || - || é continua, temos que
2
[ sup D ola =" sl
k<wrick t<wi

logo, pelo Exercicio 3.2.10, temos que o, é ndo-nulo apenas para uma quantidade enumeravel de ordi-
nais t < wy e portanto existe um ordinal enumerével ¢, tal que a; = 0 para todo ¢ > tg. |
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Exercicio resolvido. (4.1.7) Se F é uma face de um simplexo S C R entdo F est4 contido na fronteira
de S.

Demonstra¢do. Vamos provar primeiramente para o caso em que F' é uma faceta de S. Seja v o Unico
vértice de S que nao pertence a F' e tome x € I’ arbitrario.

Observe que para todo ¢t > 1, afirmamos que w; = v + t(x — v) ¢ S. De fato, pois z é combinagao
convexa dos vértices de F', entao como os vértices de S sdo afim independentes, sabemos que w; se escreve
de uma tnica maneira como combinagao afim dos vértices de S, que é wy = (1 — t)v + tx e essa nao é
uma combinagao convexa.

Por outro lado, para todo r > 0, temos que existe ¢ > 1 tal que d(w¢,z) < r (a saber um tal ¢
é (r+1)/||lx —vl|), logo x estd na fronteira de S.

O caso em que F' é uma face (e ndo faceta) segue diretamente, pois toda face de S estd contida em
uma faceta de S. |
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B Notacao

N={0,1,2,3,...}
=N\ {0}
Ry={zeR:z>0}
[n] ={1,2,...,n}, paran € N
J,, denota a matriz n X n com todas as entradas 1

f(n) ~ g(n) significa nll)rfoo ;E:i =1

f(n)
(n)

(n))

(n)) e f(n) = Qg(n))
(n)

n))

fn)

fn)
f(n

O(g(n)) significa lim sup < 400

n—+oco | 9

Q(g(n)) significa g(n) = O(f
O(g(n)) significa f(n) = O(g
O(g

/

)
f
f(n) = o(g(n)) significa lim sup

n—-+o0o

A

n) < g(n) significa f(n) =

f| _
gn)|

f(n) = w(g(n)) significa g(n) = o(f(n))
m(n) = [{a € [n] : a é primo}|, paran € N

|z] denota o maior inteiro menor ou igual a z, para € R
[2] = = -]
A .
={B C A:|B| =k}, para A um conjunto

o~

N
ZANES
l

) ={B C A:|B| <k}, para A um conjunto

n | m significa n divide m, para n,m € Z,m #0
Ng() ={w € V(G) : vw € E(G)}, para G um grafo e v € V(G)
dg(v) = |Ng(v)l|, para G um grafo e v € V(G)

= U N¢g(zx), para G um grafo e X C V(G)
reX

0c(X) ={2y € E(G) : x € X}, para G um grafo e X, Y C V(G)
da¢(X,)Y)={zy € E(G):z € X ey € Y}, para G um grafo e X, Y C V(G)

§(G) = min{dg(v) : v € V(G)}, para G um grafo

A(G) = sup{dg(v) : v € V(G)}, para G um grafo
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