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1 Teoria dos numeros e grafos

1.1 Um problema e um teorema de Erdé6s

27/08/2013 — Yoshiharu Kohayakawa

O seguinte problema foi enunciado (e resolvido) por Erdds.

Problema 1.1. Determinar o maior f = f(n) tal que existem a1, as,...,ay € [n] distintos satisfazendo
Vi, j, k € [f] distintos, a; fajag.

E imediato que, se tomarmos os primos em [n], temos a propriedade requerida, logo temos a proposicao
abaixo.

Proposicao 1.2. Para todon € N, f(n) = n(n) = [{a € [n] : a é primo}|
Com o teorema dos nimeros primos (abaixo) podemos ter uma ideia do crescimento assintdtico dessa
funcéo.

Fato 1.3 (Teorema dos nimeros primos). Temos 7(n) ~ n/lnn.
Porém é possivel encontrar uma familia assintoticamente maior que essa e melhorar a cota inferior

de f(n).

Proposigao 1.4. Para todo n € N com n > 125, temos

1 1 n2/3
n)znn)+|{=+o —-
) 2 7 + (54 01)) g
Demonstracio. Fixe n € N com n > 125 e sejam t = W(Ln1/3J) >3el<pr <py<...<p;<nos
primos em [n].
A ideia é considerar nimeros da forma p;p;pi de forma a satisfazer as propriedades requeridas, para
isso consideraremos familias da forma 7 C ([g]) que satisfazem

VT, T" € T distintos, |TNT"| < 1.

Seja g(t) a tamanho de uma maior familia 7 C () satisfazendo a propriedade acima.

Observe que a propriedade requerida é equivalente a Vi,j € [t],[{T € T : 4,5 € T} < 1, logo
temos g(t) < (%).

Por outro lado, cada elemento T' = {a,b,c} de uma familia 7 com essa propriedade impede que
exatamente 3(t — 3) outros elementos de ([g]) também estejam em 7. A saber {a,b,c} impede que
qualquer elemento de {{a,b,i} : i € [t]\{a,b,c}U{{a,i,c} :i € [t]\{a,b,c}} U{{3,b,c} : i € [t]\{a,b,c}}
esteja em T .

Logo, se 7 é uma familia com essa propriedade de tamanho méaximo, entdo temos (é) < |TI3(t —

3)+ 1) < 3(t — 2), ou seja
11\ tt-1)(—2) 1t
g(t)>3(t—2)<3) 18(t — 2) 9(2)'

Munidos de uma famfilia 7 satisfazendo essa propriedade e de cardinalidade g¢(t) consideramos o
subconjunto X = AU B de [n], onde

A= {pipjpr : {i,j,k} €T} e
B={pi€n]:p;>n'}

Observe que, se p;p;pr € A, entdo max{p;,p;,pi} < n'/3, logo DiPiDE < M.
E imediato que, se b € B, entdo nenhum produto de elementos de X \ {b} é divisivel por b. Ademais,
se ay,as € A e b€ B, entdo a; | asb se e somente se a; = as.

Finalmente, se p;p;pk, PrPsPt, PubwPo € A sao distintos, entdo p;p;px A(prpspt) (PuPwpv), caso con-
trario terfamos |{r,s,t} N {u,w,v}| > 3, contradizendo a construgéo de A a partir de T.



Portanto X C [n] é de fato uma familia satisfazendo a propriedade requerida. Logo

X| = () = ([0 |) + (|2 ]) = wlm) — (14 ou))m%; 4 1(7“["” 3J>> _

9 2
nl/3 nl/3\ 2 n2/3
= n(n) ~ (3 + (1) T ((3 + 0(1))1nn> — n(n) + (; + 0(1)) e
Portanto f(n) > |X| = 7(n) + (1/2 + o(1)) n?/3 /(Inn)?. |

O teorema abaixo nos da que essa construcao é assintoticamente justa.

Teorema 1.5 (Erdés "38 [10]). Existe uma funcéo ndo-negativa g(n) = O (n%?/(Inn)?) tal que f(n) <
m(n) +g(n).

Vamos provar uma versao levemente mais fraca desse teorema.

Teorema 1.6. Para todo n € N*, temos f(n) < 7(n) + 2n?/3.

Demonstracdo. Fixe n € N* e vamos provar inicialmente o seguinte fato.

Fato 1.7. Sejam Vi = [[n?/3]] e Vo = {d € N : |n*?] < d < nedéprimo}. Todo a € [n] é da
forma a =bd, combe Vi ede Vi UVs.

Prova do Fato 1.7. Fixe a € [n]. Se a < n*/? o resultado é trivial tomando b =a e d = 1.

Suponha entdo que a > n?/3 e seja p o maior primo que divide a.

Se p > n'/3 entdo a/p < n?/?, dai tomamos b=a/peVied=pe VUV,

Suponha entéo que todo primo que divide a é menor ou igual a n'/3 e que esses primos séo p; < pa <

- < Dk

Certamente existe s € [k] tal que n'/3 < pipa---ps < n?/3, pois todos os primos sdo menores ou
iguais a n2/3/n1/3 ea>nl/3

Dai tomamos b= pips---pr € Vi e d = a/(pip2 - pr) < /3 (d também estd em V7). [ ]

Suponha que ai,as,...ay satisfazem a propriedade do Problema 1.1 e seja A = {a; : i € [f]}.
Consideramos entdo um grafo G sobre V; U V5 fixando para cada a; € A uma decomposicao a; = b;d;
com b; € V4 ed; € V, e fazendo E(G) = {{b;,d;} : i € [f]}. Note que G pode possuir lagos, mas G possui
no méximo |V;| = n?/? lagos.

Seja G’ o grafo obtido a partir de G removendo seus lagos. Afirmamos que G’ nao pode possuir
trilhas (passeios que nao repetem arestas) de comprimento trés.

De fato, pois wvg, v1,v9, v3 fossem vértices consecutivos de uma trilha terfamos vgvy, v1vg, vov3 € A,
mas v1vs | (vgv1)(vav3), contradizendo a propriedade do Problema 1.1.

Logo, G’ é uma floresta, o que significa que |E(G")| < |[V(G")| — 1 < 7(n) + n?/3.

Portanto |A| = |E(G)| < |E(G")| 4+ n?/? < w(n) + 2n?/3. |

A seguir enunciamos um problema similar.

Problema 1.8. Determinar o maior g = g(n) tal que existem a1, as, ..., a4 € [n] distintos satisfazendo
V{i,j},{k, 1} C [g] distintos e com i # j e k # I, a;a; # ara;.

Novamente é imediato que se tomarmos os primos em [n] temos a propriedade requerida, logo temos
a proposicao abaixo.

Proposigao 1.9. Para todo n € N, g(n) > n(n).

Exercicio 1.10. Encontrar uma cota inferior melhor para g(n).



1.2 Convexidade de pontos no plano
A seguir enunciamos um problema sobre convexidade de pontos no plano.

Problema 1.11 (Problema de Klein). Para todo n € N com n > 3, determinar N = N(n) menor o
possivel tal que toda cole¢ao de m > N pontos no plano em posigao geral (ndo hé trés pontos colineares)
contém n deles formando um poligono convexo.

Facilmente calculamos N(3) e N(4).
Proposicao 1.12. Temos N(3) =3 e N(4) =5.

Demonstrag¢dgo. Como quaisquer trés pontos nao colineares formam um triangulo (que é convexo), te-
mos N(3) = 3.

Suponha agora que temos 5 pontos no plano. Se ao calcularmos o fecho convexo desses pontos
obtivermos um quadrildtero ou um pentagono, nao ha nada o que fazer.

Suponha entao que o fecho convexo é um triangulo, entao ha dois pontos no interior desse triangulo e
a reta que passa por esses dois pontos intersecta exatamente dois lados do triangulo. Portanto os vértices
do lado restante mais os dois do interior formam um quadrildtero convexo. Logo N(4) < 5.

Como certamente N(4) > 5, entdo N(4) = 5. |

Figura 1: Exemplo de disposi¢ao dos 5 pontos no iltimo caso da demonstragao.

Lembremos (uma das versées do) o Teorema de Ramsey.

Teorema 1.13 (Ramsey). Para todos k,m,l € N, existe R = R(k,m,l) € N tal que se n > R, entao
toda m-coloragao de ([Z]) possui um conjunto monocromatico de tamanho 1.

Observagao. Uma m-coloragao de ([z]) é uma fungéo c: ([2]) — [m].
Um conjunto monocromético (em relagéo a ¢) é um conjunto A C [n] tal que existe uma cor « € [m]
de forma que todo subconjunto de k elementos de A possui cor a, i.e. (’2) C ¢ Ha).

Com o Teorema de Ramsey, podemos provar que N(n) existe para todo n.

Proposigao 1.14. Para todo n € N com n > 3, temos que N(n) existe.

Demonstragao. O caso n € {3,4} ja foi provado.
Fixe n > 5 e considere uma colecao de m pontos no plano em posicao geral.
Considere a 2-coloragao de subconjuntos de 4 elementos dentre os m pontos dada por

0, se A forma um poligono convexo;
c(4) =

1, caso contrario.

Pelo Teorema de Ramsey, se m for grande o suficiente, existird um conjunto monocromaético A de
tamanho n. Como n > 5 = N(4), sabemos que a cor de A é 0 (toda cole¢ao de pelo menos 5 pontos
possui um quadrildtero convexo).

Vamos mostrar agora que A forma um poligono convexo.

Para isso, basta considerar o fecho convexo B de A munido de uma triangulacao T'. Certamente nao
pode existir nenhum ponto p de A no interior de B, caso contrario p juntamente com os vértices do
triangulo de T' em cujo interior p esta formaria um quadrildtero concavo. Portanto A é convexo. |



Essa prova fornece uma cota superior para N(n) baseada nos nimeros de Ramsey. Porém, Erdés
e Szekeres provaram uma cota superior melhor que essa.

Teorema 1.15 (Erdés-Szekeres '35 [9]). Para todo n € N com n > 3, temos N(n) < (*'7)}) + 1.

n—2
A seguir definimos duas nogoes tteis para estudar o problema.

Definigao 1.16. Sejam (x1,%1), (¥2,%2), - - -, (T, yn) € R2, com 71 < x5 < ... < T.
Uma U-configuragdo é uma subsequéncia (x;,, Yi, ), (Tiys Yis ), - - - » (@i),, ¥i,, ) da sequéncia acima tal que

v] 6 [k: o 2]’ ylj+2 ylj+1 > ylj+1 ylj )
Tijpr = Tijpn  Tijpq — Ty

Uma N-configuragdo é uma subsequéncia (x;,, Yi, )s (Tiys Yis ), - - - » (@i, , ¥i,, ) da sequéncia acima tal que

v.] c [k _ 2]’ yij+2 - yij+1 < yij+1 - yij )

~X
Tijpr = LTijpn  Tijpy — Ty

Se definirmos g(a, b) como o maior nimero de pontos no plano (sem coordenadas x coincidentes) que
evita uma U-configuracao de tamanho a e evita uma N-configuracao de tamanho b, teremos trivialmente
que

Vn e N\ {0,1,2}, N(n) < g(n,n) + 1.

2n—4) .

Exercicio 1.17. Prove que, para todo n > 3, temos g(n,n) < (n_2

Dica. Tente fazer algo parecido com a prova do teorema abaizo.

Um outro teorema de Erdés e Szekeres é provado a seguir.

Teorema 1.18 (Erdds—Szekeres ’35 [9]). Toda sequéncia de n?+1 niimeros reais possui uma subsequéncia
monétona de n elementos.

A prova abaixo deve-se a Seidenberg [20].

Demonstracdo. Fixe n? + 1 pontos de R?: (pl);ﬁl+1 = ((zy, yZ));’;H e defina para todo p; o par (a;, b;) €
[n] X [n], onde a; é o tamanho da maior subsequéncia decrescente terminando em p; e b; é o tamanho da
maior subsequéncia crescente terminando em p;.

Como ha n? + 1 pontos e |[n] x [n]| = n?, pelo principio da casa dos pombos, existem 1 <i < j < n
tais que (a;, b;) = (aj,b;).

Suponha que y; < y;, entao conseguimos construir uma sequéncia crescente terminando em p; de
tamanho b; + 1 tomando a sequéncia crescente terminando em p; de tamanho b; e adicionando p; ao
final, o que contradiz o valor de b;.

Suponha entdo que y; > y;, nesse caso, conseguimos construir uma sequéncia decrescente termi-
nando em p; de tamanho a; + 1 tomando a sequéncia decrescente terminando em p; de tamanho a; e
adicionando p; ao final, o que contradiz o valor de b;.

Portanto a sequéncia tem de possuir uma subsequéncia mondétona de tamanho n. |

1.3 Outro problema de Erdoés
10/09/2013 — Yoshiharu Kohayakawa

A seguir relembramos o Problema 1.8.

Problema. (1.8) Determinar o maior g = g(n) tal que existem a1, as, ..., a4 € [n] distintos satisfazendo
V{i,j}, {k, 1} C [g] distintos e com i # j e k # I, a;a; # ara;.
Definigao 1.19. Dizemos que (a;)?_; € [n]? é uma sequéncia de Sidon multiplicativa se (a;)?_, satisfaz

a propriedade do Problema 1.8.

Com essa defini¢ao, o Problema 1.8 consiste em determinar g(n) = max{g : 3(a;)?_; € [n]Y sequéncia
de Sidon multiplicativa.
Em 1938, Erdés provou o seguinte teorema.



Teorema 1.20 (Erdé8s '38). Com a definigdo de g(n) do Problema 1.8, temos (para todo n € N*):

L. g(n) < m(n) + O(n**);

2. Existe uma constante ¢ > 0 tal que g(n) = w(n) + en®/*/(Inn)3/2.

Para estudar a prova desse teorema, estudaremos primeiramente outro problema.

Problema 1.21 (Problema de Zarankiewicz). Determinar o maior M = z(m,n) tal que existe G um
grafo (V, W) bipartido com |V|=mn, |W|=m, |[E(G)|=M e Ky2=Cs ¢ G.
Teorema 1.22. Para todos m e n naturais, temos z(m,n) < ny/m + m.

Antes de provar o teorema acima, enunciamos uma propriedade simples de grafos como exercicio.

Exercicio resolvido 1.23. Se G ¢é um grafo (V, W) bipartido com |V| = n, |W| =m e |E(G)| = M,

entao
> (%27)= (")

weWw

Demonstragdo. Seja G um grafo (V, W) bipartido com |V| = n, |[W| = m, |[E(G)] = M = z(m,n)
(§] K272 = C4 §Z G.

Como Koo ¢ G, temos que Yu1,vy € V distintos, {v1, v2} estd contido em no maximo um conjunto
dentre (Ng(w))wew, logo, pelo Exercicio 1.23, temos

o (32 5 () 5 (47) ()82 (- )

weWw weWw
Donde segue que n > M/y/m — \/m, e, portanto M < ny/m + m. |
A seguir provamos o primeiro item do Teorema 1.20.

Prova do Teorema 1.20. Fixemos n > 2 e lembremos do seguinte fato.

Fato. (1.7) Sejam Vi = [[n*?|] e Vo = {d € N : [n?/3| < d < nedéprimo}. Todo a € [n] é da
forma a =bd, combe Vi ede Vi UVs.

Observe que, na decomposi¢ao acima, podemos assumir, sem perda de generalidade, que b < d.

Suponha entdao que (a;)?_; é uma sequéncia de Sidon multiplicativa e fixe, para cada i € [g], uma
decomposicao a; = b;d; como no Fato 1.7.

Seja V] = {2’ : © € V1} uma cdpia disjunta de V4 e considere o grafo (V{, V1 U Va)-bipartido G tal
que B(G) = {tid: +1 € [g]}.

Observe que G 2 Ks 9, caso contririo terfamos b/, Ve Vie d,d € V4 U Vs induzindo um Ky9 em G
o que significa que existiriam i, j,k,l € [g] tais que a; = bd, a; = bd, ar, = bd e a; = bd, o que é uma
contradicdo, pois terfamos a;a; = a;a; em uma sequéncia de Sidon multiplicativa.

Considere a partigdo de E(G) = AU BUC, onde

A={bd:d<n'?

B={bd:n'? <d<n?*}

C={vd:n**<d}
Observe que, se b'd € A, entdo temos b’ < n'/2, logo, pelo Teorema 1.22, temos |A| < z(|n'/?|, [n1/2]) <

nl/2pt/4 4 p1/2 < 9p3/4,
Analogamente, se b'd € C, entdo temos b’ < n'/* e d € Vs, logo

O] < 2(mwln) = w(|n?*]), [0 | < 0/ /w(n) + () ~



Para dar uma boa cota para o tamanho do conjunto B, teremos que subparticiona-lo. Fazendo By =
{v'd:2F"1nl/2 < d < 2Fnt/2} e t = [Ign'/*], temos

t
- U By
k=1

(pois 2[1e"*] > p1/4).
Para cada k € [t], temos que, se b'd € By, entao b’ < n/(28~'n'/?) = 21=*n, logo, pelo Teorema 1.22,
temos

nl/4
|Bk| Sz((2k—2k_1)n1/2,21_kn1/2 < 91— k 1/2«/2]6 1 1/2+2k 1 1/2 (k 57 +2k—1n1/2.

Dai segue que

t t 1/4
n k=1,1/2 | _ pl/4 t 1/2
3101 < (3 g ) + (35 7)< gt @

k=1

S

nl/4 (2n1/4 _ 1)n1/2

) it

Portanto M < m(n) + O(n®/4). [ ]

<5

[\
EH

5

A seguir damos uma ideia de uma prova do segundo item do Teorema 1.20.

Demonstragdo (Rascunho). Consideramos uma sequéncia (a;)?_; tal que {a; : i € [g]} = AUB, onde A =
{p€n]:péprimoep=n'/?} e B C {pg:peqsio primos e p,q < n'/?} é tal que (a;)?_, é de Sidon
de tamanho pelo menos cr(n)3/2.

Observe primeiramente que, se a;a; = ara; com pelo menos um dentre a;,a;,ax,a; em A, entao
temos {a;,a;} = {ag, a}.

Resta saber como construir tal B, que pode ser resumido no seguinte exercicio.

Exercicio 1.24. Existe uma constante o > 0 tal que, para todo t € N, existe um grafo G bipartido tal
que G % Koo e BE(G) > at’/?.

Tomando t = m( Lnl/ QJ) construimos B a partir das arestas de G e de uma bijecao entre os vértices
de G e os primos menores que n'/? (observe que cada produto de primos corresponde a no méximo duas

arestas de G).
Portanto, existe uma constante ¢ > 0 tal que g(n) > m(n) + cn®//(Inn)3/2. O

1.4 Happy ending problem ou o Problema de Klein
01/10/2013 — Yoshiharu Kohayakawa

Relembramos abaixo o Problema de Klein.

Problema (Problema de Klein). (1.11) Para todo n € N com n > 3, determinar N = N(n) menor o
possivel tal que toda cole¢ao de m > N pontos no plano em posigao geral (ndo hd trés pontos colineares)
contém n deles formando um poligono convexo.

Curiosidade (Happy ending problem). O Problema de Klein também é conhecido como Happy ending
problem. Esse nome foi dado ao problema por Paul Erdds porque o problema desencadeou o casamento
de George Szekeres e Esther Klein.

Definimos Klein(n) = N(n) como acima.
J& vimos que Klein(n) existe para todo natural n, mas a prova dada nos fornecia a seguinte cota:

Proposicao 1.25. Para todon € N com n > 5, temos Klein(n) < R§4)(k, 5), onde Rgl) denota o ntimero
de Ramsey para hipergrafos 4-uniformes com bicoloragoes.



Observagao. A prova dada anteriormente fornecia a cota Klein(n) < Rg4)(k, k), mas é facil ver que o
segundo k pode ser substituido por 5.

Essa cota nao é muito boa e para melhoré-la relembramos uma versao mais geral do Teorema de Ram-
sey.

Teorema 1.26 (Ramsey). Para todos 7, k1, ka,...,k € N, existe R = ng)(kl,k/’g, ..., ki) € N tal que

se n > R, entao toda coloragao c de ([Z]) em cores 1,2,...,n possui um conjunto monocromético de cor %
de tamanho k; para algum i € [¢].

Além disso, enunciamos e provamos novamente um lema implicitamente provado durante a demons-
tracao da cota da Proposigao 1.25.

Lema 1.27. Para todo n € N com n > 4, se n pontos no plano em posicao geral nao sao os vértices de
um n-agono convexo, entao existem 4 desses pontos que nao sao os vértices de um quadrilatero convexo.

Demonstracdo. Basta considerar uma triangulagao do fecho convexo dos n pontos e observar que o ponto
no interior deve pertencer a um triangulo dessa triangulagao. |

Esse lema certamente motiva a coloracao de quadruplas de pontos, mas, para obter uma cota melhor
para Klein(n), uma primeira ideia seria colorir triplas de pontos.

Teorema 1.28. Para todo n € N com n > 5, temos Klein(n) < Rég)(k:, k).

Demonstracao. Fixe n > 5 e suponha que temos N pontos no plano com N > RS’)(k7 k).

Considere uma ordenacao qualquer desses pontos 1, Z2,...,TN-

Cada tripla {z;,z;,z} forma um tridangulo em que os indices %, j, k quando lidos na ordem estao na
ordem horaria ou anti-horédria no plano.

Considere entdo essa coloracao de triplas c: (I§)) — {hordria, antihoraria}.

3 . . "
Como N > R (k, k), sabemos que existe um conjunto monocromético A de tamanho k.
2 I ’
Sem perda de generalidade, assumimos que A é monocromatico “horaria”. Observe que, se ha quatro
pontos de A que nao sao vértices de um quadrildtero convexo, entdo trés desses pontos deveriam ser da
cor “antihoraria”’, o que é uma contradicao.

T

Zy

Figura 2: Se definirmos, para todos a,b € [N] distintos, o conjunto (a,b)ny como {a+1,a+2,...,b—1}
sea<be{l,2,...,a—1,b+1,b+2,...,N}, se b < a; entdo, na figura temos i € (I,j)n, 1 € (k, )N, J €
(k,l)N el € (],k)N

Se [ for o menor dos indices, entdo teremos [ < i < j,l <k <i,l <k < jeié€ (j,k)n, uma contradicao
(I < k <i<jéincompativel com i € (j,k)n).

E, se i for o menor dos indices, entdo teremos i < j <, i <l <k, j € (k,))y ei < k < j, também uma
contradigao (j <! < k < j).

Logo, pelo Lema 1.27, segue que A é convexo. |

Para ter uma ideia da grandeza dessa cota, enunciamos algumas cotas para numeros de Ramseyabaixo.



Fato 1.29. Para todos naturais k e [, temos

2
RO (kD) < (75
22 < RPkk) < () < 22
200 < RP(kk) < 227"
20(k?) < Rgl)(k k:) < 920

Observagao. As cotas inferiores provém do Stepping-up Lemma de Erdés e Hajnalque pode ser encon-
trado no livro [12].

A melhor cota que se conhece para Klein(n), porém, nao utiliza nimeros de Ramsey.

Teorema 1.30 (Erdds—Szekeres '35 [9]). Para todo n € N com n > 5, temos Klein(n) < (27?__24).

A prova que daremos é devida a Moshkovitz e Shapira e demonstra um resultado um pouco mais
geral.

Teorema 1.31 (Moshkovitz—Shapira 2012 [19]). Para todo n € N*, temos que toda configuragdo de
pelo menos (2:) + 1 pontos em posicao geral possui uma U-configuragao de tamanho n + 2 ou uma N-
configuracao de tamanho n + 2.

Antes de fornecer a prova, definimos alguns conceitos tteis e provamos um pequeno lema.

Definigao 1.32. Seja X um conjunto parcialmente ordenado por <. Um subconjunto A de X é dito
um down-set se

Ve e X,Va€a,(x 2a = x€A).

Defini¢ao 1.33. Para todos naturais d e n, definimos Py(n) como o nimero de down-sets em [n]?*!
quando munido da ordem parcial z < y se e s6 se x é menor ou igual a y coordenada-a-coordenada.

Lema 1.34. Para todo natural n, temos P (n) = (*").

Demonstragdo. Seja D C [n]> um down-set e, para todo j € [n], defina a; = max{i : (i,j) € D} U{0}.
Observe que (a;)7_; forma uma sequéncia decrescente de elementos de {0,1,...,n}. Ademais, essa
correspondéncia é uma bijegao.

Considere entao o conjunto Ap = |J; eln] [0,a;] x [j — 1, j] e observe que a fronteira de Ap é composta
por segmentos dos eixos e y mais uma poligonal de (0,n) a (n,0) cujos segmentos sdo paralelos aos
eixos, tém comprimento inteiro e seguem para cima ou para esquerda.

Note também que essa é uma bijecio entre down-sets de [n]? e poligonais dessa forma.

Y

Figura 3: Exemplo de poligonal com (a;)?_; = (5,4,4,2,0).

Porém, toda poligonal dessa forma possui exatamente n (sub)segmentos de comprimento 1 para cima
e n para esquerda. Portanto ha exatamente (2:) dessas poligonais. |



Prova do Teorema 1.81. Fixe n € N* e uma colecao de pontos {1, Za, ...,z N} em posi¢do geral com N >
() +1=Pi(n)+1.

Considere a coloracao das triplas de (
se {x;,;, 1} é uma U-configuragio.

Queremos encontrar um caminho ordenado monocromético com n arestas, i.e. uma sequéncia cres-
cente (a;)17 tal que todas as arestas da forma {a;, @it 1, @iy2}{aiy1,ait2, air3} sdo da mesma cor. Tal
caminho serd uma U-configuragdo ou uma N-configuracao de tamanho n + 2.

Suponha que néo existe tal caminho. Para todos u,v € [N] com u < v, defina ¢(u,v) = (n1+1,na+1),
onde n; é o nimero de arestas em um caminho ordenado monocromatico de cor ¢ e terminando em (u, v)
de tamanho maior possfvel. Note que n; < n, pois nao hd tais caminhos com n arestas, logo c(u, v) € [n]?.

Para todo v € [n], seja D(v) = {z € [n]? : x < ¢(u,v) para algum u < v}. Note que D(v) é down-set.

Como hd N possibilidades de escolha para v e N > P;(n), segue que existem vy, ve € [N] distintos
tais que D(v1) = D(v2).

Sem perda de generalidade, assumimos que v; < vs.

Por definigao, temos c(vy,v2) € D(v2) = D(vy), logo, existe um u < vy tal que c(v1,v2) =< c(u,vy).

Seja ¢ a cor da tripla {u,v1,v2} e seja P um caminho ordenado monocromético de cor ¢ terminando
em (u,v1) de tamanho maior possivel (tal tamanho é uma coordenada de c¢(u,v;)). Adicionando a
aresta {u,v1,v2} obtemos um caminho ordenado monocromético de cor ¢ terminando em (v1,vy), logo
uma das coordenadas de c(vi,v2) é estritamente maior que a respectiva de c(u,v1), mas isso contra-
diz c(v1,v2) < e(u,vy).

Portanto tem de haver um caminho ordenado monocromaético com n arestas. |

[N]

3 ) em duas cores U e N na qual {4, j, k} recebe cor U se e s6

Essa prova pode ser generalizada para o problema de encontrar cup-configuragoes e N-configuragoes
de tamanhos diferentes. Ademais, essa cota é justa. Deixamos tal generalizacao e a prova de que a cota
é justa como exercicio.

Exercicio 1.35. Prove que, se p, ¢ € N*, entao toda colecao de (p ;q) + 1 pontos em posigao geral possui
ou uma U-configuracao de p 4+ 2 pontos ou uma N-configuragdo de g + 2 pontos.

Prove também que hd uma colecao de (p ;q) pontos em posigao geral que nao possui nem uma U-

configuracao de p + 2 pontos nem uma N-configuracao de ¢ + 2 pontos.

Nao se sabe se a cota fornecida por essa prova para Klein(n) é justa ou ndo. Enunciamos no exercicio
abaixo as cotas conhecidas para Klein(n).

Exercicio 1.36. Prove que, para todo n € N com n > 3, temos

2n —4
22 41 < Klein(n) < < " )
n—2

2 Coloracoes fortes de hipergrafos

2.1 Definigoes e resultados preliminares

15/10/2013 — Lucas Colucci Cavalcante de Souza

Vamos inicialmente relembrar algumas defini¢oes bésicas de hipergrafos.

Defini¢ao 2.1. Um hipergrafo é um par ordenado H = (V, E), onde V é um conjunto e E C P(V). O
conjunto V é dito conjunto de vértices de H (denotado por V(H)) e o conjunto F é dito o conjunto de
hiperarestas de H (denotado por E(H)).

Ademais, se ¢t é um natural, o hipergrafo H é dito t-intersectante se E(H) for uma familia ¢ intersec-
tante, isto é, para todas hiperarestas e e f de H, temos |eN f| > ¢ (em particular, toda hiperaresta de H
possui pelo menos ¢ elementos).

Definimos a seguir a nogao de coloragoes ¢ fortes, que é uma generalizacao da nogao de coloragoes
proéprias de grafos.

Defini¢ao 2.2. Uma coloragdo c-forte de um hipergrafo H é uma fungio g: V(H) — X, onde X é um
conjunto qualquer e tal que, para toda hiperaresta e de H, temos |g(e)| = min{|e|, c}.
O conjunto X é chamado conjunto de cores da coloragéo g e o tamanho de g é definido como | X|.
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Definimos entdo o nimero cromdtico c-forte de H como X (H) = min{|X| : 3g: V(H) — X colora-
¢éo c-forte de H}.

Além disso, definimos x(t,¢) = sup{x.(#) : H é um hipergrafo ¢-intersectante}.
Observagao. Considerar coloragoes 2-fortes de hipergrafos 2-uniformes coincide exatamente com o con-
ceito de coloragoes préprias de grafos.

Como toda coloragao (¢ 4 1)-forte de um hipergrafo H ¢é também uma coloracao c-forte de H, en-
680 Xet1(H) = xe(H). Portanto x(t, ¢+ 1) = x(¢, ¢).

Ademais, como todo hipergrafo (¢ + 1)-intersectante é também um hipergrafo t-intersectante, en-
tao x(t+1,¢) < x(¢,¢).

A seguir, fornecemos duas provas distintas para um resultado de Erd&s e Lovéasz sobre hipergrafos 1-
intersectantes (chamados apenas de intersectantes).

Teorema 2.3 (Erdés—Lovész "73 [8]). Todo hipergrafo H intersectante possui uma coloragéo 2-forte com
no maximo 3 cores.
Isto é, temos x(1,2) < 3.

Demonstragao 1. Seja e uma hiperaresta minimal de #, isto é, uma hiperaresta que nao contém pro-
priamente nenhuma outra hiperaresta. Seja v € e.
Suponha que |e| > 2. Counsidere a coloragao

1, sex=w;
r 2, sexecel{v};
3, sexde.

Observe que, como toda hiperaresta f # e deve intersectar tanto e como V(H) \ e, entdo |g(f)| > 2,
portanto g é coloracao 2-forte de H.

Suponha entdao que |e|] = 1. Considere a coloragdo 1.. Novamente, como toda hiperaresta deve
intersectar tanto e como V(H) \ e, entdo 1. ¢é coloragao 2-forte de H. |

Demonstracao 2. Considere uma coloracao 2-forte gulosa de H. Isto é, ordene os vértices de H, diga-
mos V(H) = {v1,v2,...,v,} e defina a coloragao g recursivamente como:

e Atribua a cor 1 para vy (g(v1) = 1);

e Suponha que ja foram definidos g(v1),g(v2),...,g(vk—1) e atribua a cor t a vy, onde ¢t é o menor
natural tal que, para toda hiperaresta e contida em {vy,va,...,vx}, temos g(e \ {vp}) # {t}, ou
seja, atribuir a cor t a vy, preserva a 2-forca da coloragao g.

Afirmamos que tal coloragao nunca usa a cor 4.

De fato, pois caso usasse, existiriam vértices v; e v; tais que g(v;) =2 e g(v;) =4 com ¢ e j menores
o possivel.

Devido a construgao de g, a atribuicao dessas cores a esses vértices implica a existéncia de hiperares-
tas e e f tais que v; € e, v; € f, gle\{v;}) = {1} e g(f \ {v;}) = {3}. Donde segue que eN f = &, o que
é um absurdo (pois H é intersectante). |

A proposi¢ao mostra que esse resultado para x(1,2) é 6timo.

Proposigao 2.4. Temos x(1,2) > 2.
Demonstracdo. Considere o hipergrafo H dado por

V(H) = {A, B,C, AB, AC, BC, ABC}
E(H) = {{A, AB,B},{A, AC,C},{B, BC,C%},{A, ABC, BC},
(B, ABC, AC},{C, ABC, AB}, {AB, AC, BC}}.

Suponha que H possui uma coloragao 2 forte g em apenas duas cores, digamos 1 e 2.
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AB AC

ABC

B BC C

Figura 4: O hipergrafo H, com suas hiperarestas representadas em cores duas-a-duas distintas.

Suponha que g(A) = g(B) = g(C) e, sem perda de generalidade, suponha g(A) = 1. Entao temos que
ter g(AB) = g(AC) = g(BC) = 2 devido as hiperarestas {A, AB, B}, {4, AC,C} e {B,BC,C}. Mas
isso gera uma contradi¢do com a hiperaresta {AB, AC, BC}.

Suponha entao que {g(4),g(B),g(C)} = {1,2} e, sem perda de generalidade, suponha g(A) = 1
e g(B) = g(C) = 2. Entdo a hiperaresta {B, BC,C} nos dé g(BC) = 1, em seguida, a hipera-
resta {A, ABC, BC} nos dd g(ABC) = 2. Segue entdao que g(AB) = ¢g(AC) = 1, devido as hi-
perarestas {C, ABC, AB} e {B,ABC, AC}, o que novamente gera uma contradicdo com a hipera-
resta {AB, ACBC'}.

Portanto x2(H) > 2, o que significa que x(1,2) > 2. [ ]

Abaixo, calculamos mais alguns valores de x(t, ¢).

Proposigao 2.5. Temos x(0,2) = +0o0 e, para todo t > 2, temos x(¢,2) = 2.

Demonstra¢ao. Como ja observamos, considerar coloragoes 2-fortes em hipergrafos uniformes corres-
ponde a nogao de coloragdo proépria de grafos. Como grafos sdo hipergrafos O-intersectantes e existem
grafos com ndmero cromadtico arbitrariamente grande (e.g., todo grafo completo possui niimero cromético
igual & sua ordem), entao x(0,2) = +oo.

Como x(t, ¢) é decrescente com ¢ e x(t,2) > 2 (pois um hipergrafo com uma hiperaresta de tamanho 2
certamente precisard de mais de uma cor para ser colorido 2-fortemente), entdo basta provar que x(2,2) <
2.

Seja ‘H um hipergrafo 2-intersectante e faga uma coloracao 2-forte de H pelo método guloso.

Afirmamos que tal coloragao nao utiliza a cor 3.

De fato, pois caso usasse, existiriam vértices v; e v; tais que g(v;) =2 e g(v;) = 3 com ¢ e j menores
o possivel.

Devido a construcao de g, a atribuigao dessas cores a esses vértices implica a existéncia de hiperares-
tas e e f tais que v; € e, vj € f, gle\ {vi}) = {1} e g(f \ {v;}) = {2}. Donde segue que e N f C {v;}, o
que é um absurdo (pois H é 2-intersectante). [ |

A seguir, provamos um lema que permite obter cotas para x(t, ¢) recursivamente.

Lema 2.6. Se ¢ e ¢ sdo naturais com ¢ > 2, entao temos x(t + 1,¢+ 1) > x(¢,¢) + 1.

Demonstragdo. Seja H um hipergrafo t-intersectante tal que x.(H) = x(t, ¢).

Considere o hipergrafo H’ obtido adicionando um novo vértice v ao hipergrafo H e a todas as suas
hiperarestas, i.e., H' = (V(H)U{v},E), onde v ¢ V(H) e E={eU{v}:e € E(H)}.

Observe que H' é (t+ 1)-intersectante e vamos mostrar que x.+1(H') > x(t, ¢) + 1, donde o resultado
seguird imediatamente.

Seja entdo g uma coloracao (¢ + 1)-forte qualquer de H’ que usa xq41(H') cores e seja z = g(v) a cor
de v e y uma outra cor qualquer usada por g.
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Considere a coloracao h de H obtida a partir de g tal que, para todo w € V(H), temos

) = J90) s gtw)
Y, se g(w) = .
Observe que, para toda hiperaresta e de H, temos |g(e U {v})| > min{|e| + 1,c + 1}, donde segue
que |h(e)| = {lel, c}.
Portanto h é uma coloragao c-forte de Husando x.4+1(H’) —1 cores, o que significa que x(t+1,c+1) >
Xet1(H') = xe(H) +1 = x(t,c) + 1. [ |
Com esse lema, podemos mostrar que alguns valores de (¢, ¢) sdo infinitos.

Corolario 2.7. Se t e ¢ sdo naturais tais que t < ¢ — 2, entao x(t,¢) = +oo.
Demonstracdo. Basta observar que
x(t,e)zxt—1,ce=1) =2 x{t—2,¢c—2) > ... 2 x(0,t —¢)

e que, como X(t,c) é crescente com ¢ e t — ¢ > 2, temos x(0,t —¢) > x(0,2) = +oo. [ ]

2.2 Familias intersectantes e uma cota superior

A seguir, enunciamos alguns resultados relacionados a familias intersectantes.

Teorema 2.8 (Dinur—Safra '05 [6]; Friedgut '08 [11]). Se F é uma familia ¢-intersectante de subconjuntos
de [n] e 0 <p<1/(t+1), entao Py(F) < p', onde P, denota a medida

P,: P(n)) — [0,1]

Fo— > pfla—pirl
FeF

Coroldrio 2.9 (Blais-Weinstein—Yoshida '12 [3]). Se F ¢é uma familia ¢-intersectante de subconjuntos
de [n] e 0 <p<1/(t+1),entdao Pp({S C P([n]) : existe S” € F tal que S D S'}) < p'.

Demonstragdo. Seja F' = {S C P([n]) : existe S’ € F tal que S D S'}).

Observe que F’ é (¢ + 1)-intersectante, pois se A, B’ € F', entdo existem A, B € F tais que A D A’
e B D B’ e como F é t-intersectante, temos |A'N B’| > |ANB| > t.

Portanto, pelo Teorema 2.8, temos P, (F’) < p'. [ ]

Teorema 2.10 (Blais—Weinstein—Yoshida '12 [3]). Se ¢, ¢ e [ sdo naturais tais que t > ¢ > 2, | >

(c—1)(t+1)e
(L) () <

Demonstracdo. Seja H um hipergrafo t-intersectante e considere uma coloracao g de H em [ cores esco-
lhida uniformemente ao acaso.

Fixe C' um conjunto de ¢ — 1 cores.

Considere o conjunto Sc = g~ 1(C) e observe que cada vértice de H pertence a Sc com probabili-
dade p = (¢ — 1)/l independentemente de outros vértices.

O Corolério 2.9 nos garante que a probabilidade de existir uma hiperaresta de H que esta contida
em Sc é no maximo pt.

Pela cota da uniao, a probabilidade de existir um conjunto C' de ¢ — 1 cores e uma hiperaresta de H

que esta contida em S¢ é no maximo
l c—1\'
<1
(20) ()

Isso significa que existe uma coloracao de H em [ cores tal que toda hiperaresta recebe ao menos ¢
cores distintas, i.e., é uma coloragao c-forte. |

entao x(t,c) < L.
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Observagao. No teorema acima, como ¢ > ¢ a condigéo de c-forga de uma coloragéo g reduz-se a |g(e)| >
c para toda hiperaresta e.

Corolério 2.11. Para todos naturais t e ¢ com t > ¢ > 2, temos x(t,c) < t*, x(c,c) < /ce e x(2¢,¢) <
2¢2.

Demonstracdo. Basta observar que os valores satisfazem as condigoes pedidas pelo Teorema 2.10.
Para a primeira desigualdade, temos

(c—DEt+)<E-D(t+1)<th e

tt c—1\" _ #teD (c—1)t 7t (=1t fe—1\" 1
— ) < — < ; <1
c—1 tt (c=1) ¢ (c=1) ¢ t (c—1)!

Para a segunda desigualdade, temos

(c— e+ 1) < vee's e

(\ﬁ60><c—1>“ _ 2 1 (c—1)° G

c—1) \\cee = Veee (e —1)! ec/2ec? Vveee (e—1)!
(c—1)° et -1 1
veee  \/2r(c—1)(c — 1)e-t e 2me(c—1)

c—1 1
= \|——— < 1.
Cc eV2mw

Finalmente, para a terceira desigualdade, temos

(c—=1)(2c+1) =2 —2c+c—1<2% e

< 2¢2 > (c 1)2C 27 e—1 1 (e—D* 1

c—1 2c2 (c—1)! 22¢cte T Qerl T c2e c(ec—1)!

Observagao. O Teorema 2.10 nao pode ser usado para t = ¢ — 1, pois

) () ()

2.3 Cotas inferiores

22/10/2013 — Lucas Colucci Cavalcante de Souza

Apresentando alguns hipergrafos, conseguimos obter algumas cotas inferiores para x(t, ¢).
Proposigao 2.12. Se ¢ é um inteiro tal que ¢ > 2, entdo x(c —1,¢) = 2¢ — 1.

Demonstragdo. Considere o hipergrafo H = ([3¢ — 3], ([gzjg]))

Observe que H é (c — 1)-intersectante, pois se e e f sdo hiperarestas de H, entdo temos |e N f| =
le] +[fl—leUf]>4c—4—(3¢c=3)=c—1.

Considere uma (2¢ — 2)-coloragao arbitraria de H.

Afirmamos que as ¢ — 1 cores mais usadas nessa coloragdo cobrem 2c¢ — 2 vértices.

De fato, pois, se cobrissem apenas 2¢—3, em média, cada uma dessas cores cobriria (2¢—3)/(c—1) < 2
vértices, ou seja, uma delas cobriria menos que dois vértices. Isso significaria que as ¢ — 1 cores menos
usadas cobririam no maximo um vértice cada, logo no maximo a quantidade total de vértices cobertos
por todas as cores seria ¢ — 1 +2¢ — 3 = 3¢ — 4 < |V(H)|, 0 que é um absurdo.

Como as ¢ — 1 cores mais usadas cobrem 2c — 2 vértices, alguma hiperaresta recebeu apenas essas
cores, ou seja, a coloragao nao é c-forte. |

14



Proposigao 2.13. Se t e ¢ sdo inteiros positivos, entdo x(t,c¢) > 2¢ — 2.
Demonstragio. Considere o hipergrafo H = ([(6¢ — 1)¢], ([(6%;tl)t]).

Observe que H é t-intersectante, pois se e e f sdo hiperarestas de H, entao temos |eN f| = |e|+ | f| —
leU f| = 6ct — (6c — 1)t =t.

Considere uma (2c — 3)-coloragao arbitraria de H.

Afirmamos que as ¢ — 1 cores mais usadas nessa coloragdo cobrem 3ct vértices.

De fato, pois, se cobrissem apenas 3¢t — 1, as ¢ — 2 cores menos usadas cobririam apenas (3¢t —1)(c—
2)/(c — 1). Isso significaria que no maximo a quantidade total de vértices cobertos por todas as cores
seria

3ct —1)(c—2
Bt =D(C=2) 5y 1< (6e—1)t
c—1
A inequagao acima segue de
(3c%t — ¢ — 6ct +2) + (3¢*t —c — 3t + 1) — (6¢*t — ct — 6et + 1) = —3ct —2c —t +3 < 0.

Como |V(H)| = (6¢ — 1)t, isso é um absurdo.
Logo, temos que as ¢ — 1 cores mais usadas cobrem 3ct vértices, entao alguma hiperaresta recebeu
apenas essas cores, ou seja, a coloracao nao é c-forte. |

2.4 Coloracgoes 3-fortes de hipergrafos 2-intersectantes

Vamos calcular agora (2, 3) precisamente.
Teorema 2.14 (Colucci-Gyérfas 2013 [5]). Temos x(2,3) = 5.

Demonstragao. Pela Proposigao 2.12, basta provar que x(2,3) < 5.
Seja entdo H um hipergrafo 2-intersectante arbitrario.
Observe que, se Hpossuir uma hiperaresta e = {v, w} de cardinalidade 2, a coloragao

g: V(H) — [l
1, sex=w;
r 2, sex=w;
3, sex¢e.

serd 3-forte.

Observe também que se e e f s@o hiperarestas de H com e C f, entdo a condi¢do de que f recebe
cores suficientes implica que e recebe cores suficientes.

Entao podemos supor que H possui apenas hiperarestas de cardinalidade pelo menos 3 e que nao
existem hiperarestas distintas e e f com e C f.

Caso 1. Toda tripla de hiperarestas distintas (e, f, g) possui intersec¢ao nao-vazia (e N f N g # &).
Fixe eg uma hiperaresta de H qualquer e considere o hipergrafo H' = (e, E), onde E = {eNeg : e €
Observe que H' é intersectante, pois se e Neg e f N eg sao hiperarestas de H’, entao e N f Neg # <.
Pelo Teorema 2.3, sabemos que H’ possui uma 3-coloragao 2-forte. Sem perda de generalidade, podemos
assumir que foram utilizadas 3 cores distintas (e ndo menos).

Pintando o conjunto V(H) \ eg com uma quarta cor, obtemos uma 4-coloragiao de H que é 3-forte, pois ey
possui 3 cores distintas e toda outra hiperaresta e possui duas cores distintas em e N ey mais a quarta
cor.

Caso 2. Existem hiperarestas e, f e g taisqueenN fNg=a.

Tome entao e;, es e e3 tais que e; NeaNes = & e |eg Ueg Ueg| é menor o possivel.
Sejam

E=e1UeyUes
Ei=e1\ (e2Ues)
E; =e2\ (e1 Ues)
Es=e3\ (e1 Ues)

15



Por simetria, basta considerar apenas quatro subcasos: (i) Fy, Es, B35 # @; (ii) F1, E5 # &, FEy = &;
(lll) Ey,#4290 E1=E3=0e (iV) FEy=Fy,=F;=0.
A coloragao de E em todos esses casos serd a mesma, para isso, sejam v € e; Neg e w € e1 Neg arbitrarios

(lembramos que H é 2-intersectante) e tome

g E — [

se x € By U{w};

se x € B U{v};

se x € E3U (e; Nes \ {w});
sex €erNeg )\ {v};
sexr € exMNes;

8
U = W N

€3

Figura 5: A coloragdo g: E — {1,2, ,4,5}.

Denotaremos por f;; uma hiperaresta arbitraria que recebeu exatamente as cores i e j (apds estendermos
a coloracdo a V(H)). Nosso objetivo serd entdo provar que nao existe f;; qualquer que seja 1 <i<j <5
em cada um desses casos.

Caso i. Nenhum dentre Fy, F5 e E3 é vazio.

Estendemos entao g para V(H) colorindo os vértices de V() \ E sucessivamente com a cor 2 a menos que
o vértice seja o ultimo de alguma hiperaresta que recebeu apenas as cores 2 e 3, nesse caso, colorimo-lo
com a cor 1.

A tabela abaixo fornece justificativas para a nao existéncia de algumas das fj;’s. Os principais argumentos
sdo que H é 2-intersectante e que ndo hé hiperarestas e e f com e C f.

fuuNe =@
IfizNes| <1 | fooNez=9a
fizsNea =9 * fzzNey =02
[fianes] <1 | faaNes =0 * fauNes=o
* |fas Mer| <1 f3s S e3 fas S e2 fssNer =@

Restam apenas fi5, foz € f34 (marcadas com ).

Suponha que existe fi5. Se fi5 C F, entdo teremos fi5Ne;Ney = & e | fisUe; Ues| < |E| o que contraria
a escolha de (eg, eq, e3).

Suponha entao que existe fi5 ¢ E. Seja x € f15 \ E e observe que x possui cor 1. Pela construcao da
(extensao da) coloragao, sabemos que existe uma hiperaresta f contendo x tal que f\ {z} possui apenas
as cores 2 e 3. Como H é 2-intersectante, temos | f15 N f| = 2, o que significa que f tem que possuir pelo
menos dois vértices de cor 1, uma contradigao.

Portanto nao existe fis.
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Suponha agora que existe faz. Se fog3 C E, entdo teremos foz NesNez = F e |fis Uea Ues| < |E| o que
contraria a escolha de (eq, s, e3).

Suponha entao que existe fo3 ¢ E. Seja © € fo3 \ E e observe que z possui cor 2, mas isso é uma
contradi¢do com a construcao da (extensdo da) coloragdo, pois algum dos vértices de fo3 deveria ter
recebido a cor 1.

Portanto nao existe fo3.

Finalmente, suponha que existe f34. Observe que f34 C E. Mas entdo fosNeiNes = & e | fagUeiUes| < |E]|
contrariam a escolha de (e, €2, e3).

Portanto nao existe fs4.

Caso ii. Dentre F1, Fy e E3, apenas Fy é vazio.

Estendemos entdo g para V() colorindo os vértices de V(#) \ E com a cor 2.

A tabela abaixo fornece justificativas para a nao existéncia de algumas das f;;’s.

fuuNes =92
[fiaNes| <1 | fooNes=@
fisNea =@ | |faaNeza| <1 | fazNey =9
[fiuNes| <1 | fuNes=09 * fuaNes =02
* |fas Ner| <1 f35 S es fas S ez fssNer =2

Restam apenas f15 e f34 (marcadas com ).

Suponha que existe fi5. Observe que f15 C E. Mas entdo temos fi5Ne;Nes = @ e |fisUeg Ues| < |E|,

o que contraria a escolha de (eq, ez, e3).
Portanto nao existe fis.

Suponha agora que existe f3s4. Observe que f34 C E. Mas entéo fosNejNea = e |fag Ueg Ues| < |E]

contrariam a escolha de (eg, eq, e3).
Portanto nao existe f34.

Caso iii.

Dentre E7, Es e E3, apenas Fs é nao-vazio.

Estendemos entao g para V() colorindo os vértices de V(#H) \ E com a cor 1.
A tabela abaixo fornece justificativas para a nao existéncia de algumas das f;;’s.

fiiNes=9

|fizNes| <1 | faaNes =@

fisNey =9 * fzzNes =

|fiaNes] <1 | fasNes =@ faa C ey fuuNez =0

|fisNeil| <1 | [fasNe| <1 fas S es J15 C e2 fssNer =2

Resta apenas provar que nao existe fo3.

Suponha que existe fo3. Observe que fo3 C E. Mas entdo temos fozNeaNes = @ e |fogUea Ues| < |E|,

o que contraria a escolha de (e, ea, €3).
Portanto nao existe fo3.

Caso iv.

Todos dentre Fy, F5 e E3 sao vazios.

Estendemos entao g para V() colorindo os vértices de V(#H) \ E com a cor 2.
A tabela abaixo fornece justificativas para a nao existéncia das f;;’s.

fiiNes=9

[fizNes| <1 | fooNez=a

fizNea =@ | |fazNez| <1 | fazNex =0

[fiunes| <1 | foaNez=0a f3a Cer JfuuNez =0

IfisNell <1 | [fasNe| <1 fas S es J15 S e2 fssNer =2

Portanto x(2,3) = 5.

2.5 Problemas em aberto

A seguir apresentamos alguns problemas ainda em aberto sobre coloracoes fortes de hipergrafos intersec-

tantes.
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Conjectura 2.15. O valor de x(3,4) é finito.
Conjectura 2.16. Para todo inteiro ¢ > 3, temos lim;_, o, x(¢,¢) = 2¢ — 2.

Conjectura 2.17. Para todos inteiros t > ¢ > 2, temos x(¢,¢) = 2¢ — 2.

3 Familias intersectantes

3.1 Teoremas classicos

29/10/2013 — Yoshiharu Kohayakawa

Um dos grandes teoremas sobre familias intersectantes é devido a Erdés, Ko e Radoe estd enunciado
abaixo.

Teorema 3.1 (Erdés—Ko—Rado 61 [7]). Se k <n/2e AC ([Z]) é intersectante, entdo [A| < (}7]).

Ademais, se k < n/2e|A| = ([Z]), entdo exite z € [n] tal que z pertence a todo conjunto da familia A.

Uma maneira bem simples de se construir uma familia intersectante é considerar A(l ) = {U € ([Z]) :
1 € U} e essa familia possui exatamente (Zj) Logo o teorema acima diz que, para k < n/2, esse é o
maior tamanho de familia intersectante possivel e, para k < n/2, essa é a unica familia maxima a menos
de isomorfismo.

Podemos tentar generalizar o teorema acima através do seguinte problema.

Problema 3.2. Sejam t < k < n naturais e M(n, k,t) = max{|A| : A C ([Z]) é t-intersectante}.

Quao grande é M (n, k,t)?

Analogamente, podemos considerar a familia ¢-intersectante Aftk]:) ={U ¢ ([Z]) : [t] € U} e obtemos
a cota M(n,k,t) > (Z:E)

Por outro lado, podemos fazer uma construcio levemente diferente. Fixe r < (n — t)/2 natural e
seja I(n, k,t,r) ={U € (W) - jun[t+2r] =t +7}.

Observe que, se Uy e Uy s@o elementos de I(n, k,t,r), entdo temos

[UiNUs| 2| UiNUeN[t+2r)| 2 (t+7)+ (E+7r)— (t+2r) =t,

ou seja, a familia I(n, k,t,r) é t-intersectante.
Note que I(n, k,t,0) = A%).

Portanto temos a cota M(n, k,t) > rnaxk(:"()_t)/2J [I(n,k,t,r)|.
Franklconjecturou em 1978 que essa cota seria justa, o que foi provado mais tarde por Ahlswede
e Khachatrian.

Teorema 3.3 (Ahlswede—Khachatrian ’97 [1]). Para todos naturais t < k < n, temos M(n,k,t) =
maxtU O 1(n, k)|

r=0 s vy Uy .

A maior parte das provas do Teorema 3.1 podem ser generalizadas para o caso t-intersectante desde
que n > k,t para obter M (n, k,t) = |I(n, k,t,0)]|.

Ja se torna um problema dificil considerar n =4s, k =2s et = 2.

Se abdicarmos da hipétese de que os conjuntos da familia tém o mesmo tamanho, o problema se torna
um pouco mais simples.

Problema 3.4. Sejam t < n naturais e M (n,t) = max{|A| : A C P([n]) é t-intersectante}.

Quao grande é M (n,t)?

Novamente, podemos considerar a familia t-intersectante Ay = {U C [n] : U D [t]} e obter a
cota M(n,t) > 2"t

No caso t = 2 e n = 2s, podemos considerar a familia (2[::]_1) ={UCn]:|U|l>2s+1}.

Essa familia é 2-intersectante pois, se Uy e Uz sdo elementos dela, entao |U; N Us| = |Up| + |Us| —
|U1UU2| > (S+1)+(S+1)—28=2.
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Ademais, temos

‘<>T]+1)’:k§1 @S) = (2"_(Z>)/2N2n_17

o que da uma cota assintoticamente melhor do que a construgao anterior.

3.2 A p-medida sobre P([n])

Fixado p € [0, 1], definimos a fungao

e a medida de probabilidade

chamada p-medida sobre P([n]).

Observe que essa medida também pode ser calculada da seguinte forma: Consideramos o experimento
aleatério de gerar um subconjunto X, de [n] jogando uma moeda com probabilidade p de resultar cara
para cada elemento de [n] independentemente e inclui-lo em X, se o resultado for cara.

Dessa forma temos fi,(U) = P(X, = U) para todo U C [n] e pu,(A) =P(X, € A) para toda familia A
de subconjuntos de [n].

Identificamos P([n]) com 2" = {0,1}[" através da bijecio

v P(n) — 20
U — 1y: [n] — {0,1}

0, sexz¢U;
T —
1, sexel.

Dessa forma, a medida induzida por p, em 2ln] — xie[n]{o, 1} é a medida produto

® Vp;

i€[n]

onde v,: P({0,1}) — [0,1] é definida na tabela abaixo.

Al o | {0} | {1} ]| {0,1}
wA) 0| 1-p| p 1

Para calcular 1, é muito 1til considerar X,,, ilustramos esse fato calculando p, para a familia A; =
{UcC[n]:1€U}.
Pela definigao, temos

mp(A) = 0 pl—p = YT PP B

UeA; BC[n\{1}
n—1 n—1

=py ( b >Pb(1 —p)" I =pp+ (1 -p)"t =p.
b=0

Por outro lado, considerando o experimento X, basta observar que X,, € A; se e somente se a moeda
jogada para 1 resultar cara, donde segue trivialmente que p,(A;) =P(1 € X,,) = p.
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Problemas relacionados com obter familias satisfazendo certas propriedades com medida p, maior
possivel podem ser vistos como uma generalizagao dos problemas andlogos em que queremos apenas
cardinalidade maior possivel. Essa assercao segue de observar que se A C P([n]), entao

U] n—|U|
ma =Y (3) (3) -Xer -2
UeA
Vamos calcular a p-medida das familias (1) Ay = {U C [n] : U D [t]}; (2) A® ={U C [n] :
[UN[t+2]] >t+1}.
Para o caso 1, temos claramente fu,(Ap)) = P(X, D [t]) = p".
Para o caso 2, temos

pp(AD) =P(X, N[t +2] >t +1) =P(X, N[t +2] =t +2) +P(X, N[t +2] =t +1)
=p "+ (t+2)pH (1 - p).

Observe que, para p €]0, 1], temos
up(A(t)) < pp(Ap) <= P2 (t+2p"M (1 —p) <pt = P+ (t+2)p(1—p)—1<0
= (p+Dp+1)+t+2)p(1—p) <0 <= —(p+1)+(t+2)p<0

<~ < —.
PS5

Essa observagao mostra a necessidade de uma das hipdteses do Teorema 2.8 enunciado novamente
abaixo.

Teorema (Dinur-Safra ’05 [6]; Friedgut ’08 [11]). (2.8) Se F é uma familia ¢-intersectante de subcon-
juntos de [n] e 0 < p < 1/(t+ 1), entdo Py(F) < p', onde P, denota a medida

P,: P(n)) — [0,1]

Fo— Y pfla—pr ol
FeF

Vamos apresentar inicialmente uma prova desse teorema para o caso t = 1 que, apesar de nao ser
a prova mais simples conhecida, é uma prova cuja ideia serd reaproveitada para o caso t > 1. Porém
precisaremos de um pouco de teoria dos grafos o que é justificado abaixo.

Se considerarmos o grafo G sobre P([n]) tal que EF(G) = {UV : UNV # @}, entdao A C P([n])
intersectante corresponderd a um conjunto estével (independente) de G, ou seja, queremos provar que a
medida p, de conjuntos estaveis de G nao excede p.

A seguir provaremos a Cota de Hoffman para o nimero de estabilidade (a(G)) de um grafo G, para
isso lembramos da definigao de matriz de adjacéncia de um grafo G.

Definicao 3.5 (Matriz de adjacéncia). A matriz de adjacéncia de um grafo G, denotada por Mg, é a
matriz real de ordem |V (G)| x |V(G)| cujas linhas e colunas séo indexadas por V(G) e cujas entradas
sao

. )0, sewvw ¢ E(G);
v weV(G) 1, sewvw € E(G).

Observagao. Claramente, a matriz Mg é simétrica, entao todos seus autovalores sao reais e podem ser
ordenados A1 > X2 > -+ = Ajy(qg)|-
Denotamos Ay (g)| também por Amin.

Como ZLZ(IG)‘ Ai = tr(Mg) = 0, entdo temos Apin < 0. Ademais a igualdade s6 vale se Mg for nula
(i.e., o grafo G for vazio).

Estamos especialmente interessados no caso em que o grafo G é r-regular. Nessa situagao é fécil
ver que r é um autovalor associado ao autovetor Ly gy = (1,1,...,1), pois toda linha de Mg possui
exatamente r entradas nao-nulas.
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Exercicio resolvido 3.6. Se G é um grafo r-regular entao todos os autovalores de M sao menores ou
iguais a 7.

Estamos em condigoes agora de enunciar a Cota de Hoffman.

Teorema 3.7 (Hoffman 1969/70 [14, 15]). Seja G um grafo r-regular com N vértices, Mg sua matriz
de adjacéncia e A1 e Ay, 0s autovalores maximo e minimo respectivamente de M. Nessas condigoes
temos

)\mm

—FN.
)\1 )\min

a(G) <

Antes da demonstragio, faremos algumas defini¢oes que se tornardo convenientes ao longo da prova.

Definimos @(G) = a(G)/N e definimos o seguinte produto interno em RY(¢) =~ RN
= > fgn({v}) = Eee,v(f(2)g(x)),
veV(G)

onde p é a medida de probabilidade uniforme sobre V(G).

Esse produto interno por sua vez gera a norma

1/2
1
1/2
||f||2=<f’f>/ Zﬁ Z (f(v))2
veV(G)

Dessa forma, temos ||14]]3 = |A|/N.

Tomamos entao ui, us, . .., un uma base ortonormal de RV (%) composta de autovetores de Mg as-
sociados aos autovalores A\; > Ao > --- > Ay, respectivamente e podemos assumir, sem perda de

generalidade, que u; = 1y ().
Entao todo elemento f de RY(%) pode ser escrito da forma f = Zivzl a;u;, onde a; = (f,u;). Ademais,

N N
teremos || f[3 = (f, f) = Zz] y aiag (ug,ug) = 3.0 af.

Demonstragao da Cota de Hoffman. Seja A C V(G) um conjunto estavel de tamanho méximo em G.
Temos || Al|3 = |A|/N = a(G).
Ademais, se 14 = YN | agus, entdo a = (La,u1) = (14, Iy (@) = |A|/N = a(G)
Note que 14 Mgla =3, ,cv(a) La(@)muwla(w) =32, camow = 2|E(G[A])| =
Por outro lado, temos

N ¢ N N
14 Mgla = (Z aiui) Me <Z ai“i) = Z aia;\jugu;
i=1 j=

=
N

= Z a;a;\; iN ( ul,uj ZaQ)\ N.
3,j=1

Portanto, temos

N N
0=> aiXi=aih + Y al)
=1 1=2

N
P> a%)\l + )\min Z (l,? = a%()\l - )\min) + )\min”]]-AH% = a(671)2()\1 - )\min) + )\mina(G)
1=2
Donde segue que @(G) < —Amin/ (A1 — Amin)- [ |
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3.3 Rumo ao Teorema de Dinur, Safra e Friedgut

05/11/2013 — Lucas Colucci Cavalcante de Souza

Nosso objetivo serd generalizar a prova feita com a cota de Hoffman. Para isso, faremos primeiramente
algumas definigoes.

Definicao 3.8 (Produto tensorial). Sejam A = (@;j)mxn € B = (bij)pxq duas matrizes com entradas
reais.
O produto tensorial de A por B é definido como a matriz

ClnB a,lgB e alnB
a1B  azeB -+ a,B
A® B = .

amlB amgB e amnB
aibir aibiz - allblq ai2bi1 aizbiz - a12b1q te a1nb11 aipbiz - a1nb1q
a11b21 aiibae -+ aiibag  aiabar aigbaa - aibag -0 aipbar aipbae - ainbay
allbpl allpr ce allbpq alszl aubp2 te a12bpq te alnbp1 alnbpz T alnbpq
a21b11 ag21biz - abig  agebin abiz - agbiy o ag2pbin agpbiz - aspbig
a21b21  az1bay - - a21b2q agoba1  agobay - a22b2q T aopba1  agpbay - a2nb2q
a21bp1  aoibpe -+ acibpg  G22bp1 a2abpa - a2dbpy 0 aopbpr G2nbpa o G2nbpg
Gm1bi1 amibia - -- amlblq Am2bi1 amabiz - amzblq o Gmnbin Gmnbi2 - amnblq
Qm1ba1 amibay - -- amlbzq Am2ba1 amaban - am2b2q ot Gmnb21 Gmnbae - - a'mnb2q
am1 bpl am1 bp2 s Gml bpq amepl am2bp2 e amepq e amnbpl amnbp2 e amnbpq

A seguir enunciamos algumas propriedades do produto tensorial como exercicios.
Exercicio resolvido 3.9. Prove que o produto tensorial ndo é comutativo, mas é associativo.

Exercicio resolvido 3.10. Sejam A, B, C e D matrizes com entradas reais de ordens m X n, g X r,
n X p e r X s respectivamente. Prove que (A ® B)(C ® D) = (AC ® BD,).

Exercicio resolvido 3.11. Suponha que v é autovetor de uma matriz A associado ao autovalor A e w
é autovetor de uma matriz B associado ao autovalor p. Prove que v ® w é autovetor de A ® B associado
ao autovalor Ay (os autovetores estao considerados como matrizes coluna multiplicadas & direita).

Provaremos agora uma versao mais fraca do Teorema 2.8 de Dinur,Safra e Friedgut com uma de-
monstragao com a ideia da cota de Hoffman, porém com céalculos um tanto artificiais.

Teorema 3.12. Se A C P([n]) é uma familia intersectante e p < 1/2, entdo p,(A) < p.

Demonstracdo. Definimos o grafo G como antes:

V(G) =P([n))
EG)={ST:5NnT =0}

E relembramos que familias intersectantes correspondem a conjuntos estaveis de G.
Definimos também o seguinte produto interno em RY (&)

(f,9) =Y. F(A)g(A)py(A).
)

AeV (G

22



Ordenamos os elementos de V(G) lexicograficamente a partir de suas representagdes como vetores
de {0,1}" (para facilitar na representagdo das matrizes).
Observe que, na prova baseada na cota de Hoffman, usamos apenas o fato de que a matriz de

adjacéncia de G possuia entradas nulas nas posigoes correspondentes a nao-arestas e que seus autovalores
sao faceis de se calcular.

Seja ¢ = 1 — p e defina a seguinte matriz:

A — q

()

forma uma base ortonormal de autovetores de A1) e esses autovetores estao associados aos autovalores 1
e —p/q respectivamente.

Isso pode ser verificado com simples contas abaixo.

(1))
Au)(_pr) ﬁ[f g

o I3

Vamos mostrar que

ap
q pq

<( )( 1 )>21'1-up(®)+1-1up({1}):qﬂozl

)> (@) + L) = 2o+ Lp=1
<(1)<‘%>> Jom@ = Lt = o= [0

Definimos agora, para todo inteiro positivo n, a matriz

n

A — ®A(1).

i=1

Observe que, ao indexarmos A™ com V(G) = P([n]), temos que toda entrada de A" correspondente
ndo-arestas ST de G é nula, pois SNT # @ implica que

(n) _ q—-p
A= T ST T2 I o=0
i€[n]\(SUT) i€S\T ieT\S 1eSnT
Defina também, para todos inteiros positivos n e i com i < n, a fungao

Xg§: P() — R

\/ﬁ, sei¢T;
T +— q
—\/E, seieT.
p
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Finalmente, para todo inteiro positivo n e todo subconjunto S de [n], defina a funcao

(n) H X(n)

€S

Observe que, para todo S C [n], temos

X = ®ﬂ,

onde

1), sei ¢ S;

p/a , sei€S.
—\q/p

Dai segue que {X(n) : S C [n]} forma uma base de autovetores de A™).

(n) 4

Ademais, sabemos que xg~ ¢ associado ao autovalor (—p/ L

Também é facil ver que, se f,g € RPU) ¢ r s € RPU™D | temos

(forges)= Y  (fOr)(S)(ges)(S)u(s)
SC[n+m]
= > (fer)(RUT)(g®s)(RUT)uy(RUT)
RC[n]

TC{n+1,n+2,....n+m}

Y FRIr(U)g(R)s(U)py(R)p(U)

RC|[n]
UcC[m]
= (Z f(R)g(R)up(R)) ( > T(U)S(U)up(U)) =(f.9)(r.s).
RC[n] UcC[m]

O que significa que {X(Sn) : S C [n]} é também um conjunto ortonormal.
Seja A C [n] uma familia intersectante qualquer, seja f seu vetor caracteristico e seja o = 1, (A).

Observe que

(1x87) = PR (S)(S) = 3 F(S)(S) = ap(A) = o

SC[n]

S (G =0 = X GO 8 = X F(S)plS) = () =

SC[n] SC[n] SC[n]

Como A é um conjunto estavel em G, temos

(LAY = 3 FOAGI D) = Y AGu(S) =0.

S,TC[n] STeE(G[A])
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Por outro lado, também temos

<f7A(")f> = < > <f, x(s")>qu")~4(") > <f, x(s")>xfs~")>
SCln] SCln]
= > <f, ngn)> <f, X(T")> <xfg"),A(")x(T")>
S, TC[n]
(n) @\ [ om (Y w w2 ()"
= > <f7Xs ><f,xT > <Xs ; (—q> Xr > = <f,><s > <—q>
S, TC[n] ScCn]
T
— () () 22 S () ettt
SCn] q q SCn] q
S4@ S#@
Na desigualdade acima, é essencial que p < 1/2 para que p/q < 1.
Finalmente, ficamos com
0>a-— g(l —a),
0 que significa que a < p. |

Como ja foi comentado, os nimeros e calculos dessa prova sdo um tanto artificiais. A seguir apresenta-
remos outra prova do Teorema 3.12 baseado em uma prova de Katona do Teorema 3.1 (Erdés—-Ko—Rado).
Mas antes apresentaremos tal prova de Katona, que requer a definicao abaixo.

Definic¢ao 3.13. Scja A C [n] de cardinalidade a e o € S,, uma permutagéo sobre [n] (i.e., uma fungao
bijetora de [n] em [n]).
Dizemos que A é uma secdo circular de o se existe um inteiro k tal que

A=0(((Ja] + k) mod n)+ 1) =o(({(: + k) modn) +1:i € [a]})

Observacgao. Uma forma intuitiva das segoes circulares consiste em dispor a imagem da permutacao em
uma circunferéncia e observar se os elementos de A estdo em um setor do circulo.

5 2

Figura 6: O conjunto A = {1, 3,4} é uma segao circular da permutacao o € S5 tal que o(1) =4, 0(2) = 3,
03)=2,0(4)=5e0(5) =1.

Relembramos o Teorema 3.1 e fornecemos a prova de Katona (apenas para a desigualdade).
Teorema (Erdés-Ko-Rado ’61 [7]). (3.1) Se k <n/2e AC ([Z]) ¢ intersectante, entao |A| < (Z:})
Ademais, se k <n/2e|A| = ([Z]), entdo exite = € [n] tal que x pertence a todo conjunto da familia A.

Demonstragao. (Katona 72 [17]) Consideramos os elementos de A como segoes circulares de permutagoes
sobre [n].

Fixada uma permutagao ¢ e considerando sua disposicao em uma circunferéncia, sabemos que, para
qualquer divisdo da circunferéncia em dois lados iguais A e B, ndo hé elementos S4 e S de A secoes
circulares de o que estao completamente contidos nos lados A e B respectivamente, pois eles nao se
intersectariam e A é intersectante (é essencial que k < n/2).

Isso significa que todos os elementos de A que sdo segdes circulares de o devem estar contidos em uma
secao circular A de tamanho 2k — 1. Ou seja, ha no maximo k elementos de A que s&o segoes circulares
de o
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Figura 7: Segbes circulares em lados opostos nao se intersectam.

Contamos entdo a quantidade de pares (S,0) tais que S € A, o0 € S,, e S é secao circular de o de
duas maneiras diferentes.

Com o que observamos anteriormente, ndo hd mais do que kn! tais pares.

Ademais, cada elemento S de A é secao circular de exatamente k!(n — k)!n permutagoes (o fator k!
corresponde a permutar elementos de S, o fator (n — k)! corresponde a permutar elementos de [n] \ S e
o fator n corresponde a escolher o(1)).

Portanto, temos |A|k!(n — k)In < knl, o que significa que

(n—1)! _(n—1
A G —m <k—1>

como querfamos. |
Agora apresentamos a prova do Teorema 3.12 baseada na prova acima.

Demonstragdo. (do Teorema 3.12) Sejam X1, Xo,..., X, varidveis aleatérias independentemente esco-
lhidas uniformemente na circunferéncia de comprimento 1 em R? (centrada na origem).

Escolha aleatoria e independentemente um arco dessa circunferéncia de comprimento p, seja S¢ =
{i € [n] : X; € C} e considere o evento E = [S¢ € AJ.

Como os sorteios sao independentes, podemos fazé-los em qualquer ordem.

Fazendo o sorteio do arco antes dos sorteios dos X;’s, dai temos P(E) = » 4. P(Sc = S) =
Dsea!¥I(1 =)= gy (A).

Por outro lado, fixado um sorteio dos X;’s, as escolhas de C que satisfarao o evento E devem todas se
intersectar (pois A é intersectante). Isso significa que, para qualquer divisdo da circunferéncia no meio
em lados A e B, ndo pode haver escolhas C'4 e Cg de C satisfazendo FE completamente contidas em A e
em B respectivamente (é essencial que p < 1/2).

%

Figura 8: Escolhas de C' em lados opostos nao se intersectam.

Considerando uma divisdo no meio de uma escolha de C' que satisfaz F, temos P(E|X; = x1, Xo =
Zay ..., Xn = 2n) < p, para todos x1, xa, ..., %, na circunferéncia.
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Dai, pelo Teorema de Fubini, temos

pp(A) = P(E) = / 1gdPx, x,,...x,.c = / (/ ﬂEdPC> dPx, x,,....x,
Qc

3.4 O Teorema de Dinur, Safra e Friedgut
12/11/2013 — Lucas Colucci Cavalcante de Souza

Nessa secao, apresentaremos agora uma prova do Teorema 2.8 baseada na primeira prova do Teo-
rema 3.12. Observe que o essencial dessa prova era que as matrizes construidas possuiam entradas nulas
correspondentes a indices S e T tais que SNT # @.

Gostarfamos do mesmo comportamento para o caso |SNT| > t, isso requererd que tomemos entradas
em R[z]/(z%) (i.e., as entradas das matrizes serdo polindmios em uma varidvel z médulo x?).

Abaixo enunciamos novamente o teorema e apresentamos sua prova.

Teorema (Dinur—Safra ’05 [6]; Friedgut '08 [11]). (2.8) Se F ¢ uma familia ¢-intersectante de subcon-
juntos de [n] e 0 < p < 1/(t+1), entao P,(F) < p, onde P, denota a medida

P,: P(n)) — [0,1]

Fo— > pfla—pir
FeF

Demonstragdo. Seja R = R[x]/(z') o anel dos polindémios sobre x médulo z*.
Novamente ordenamos os elementos de P([n]) lexicograficamente a partir de suas representages como
vetores de {0,1}" e definimos a seguinte forma bilinear em RP ("))

(f,9) =Y. F(A)g(A)py(A).
)

AeV (G

Notamos que essa forma bilinear é simétrica e que sua restricao a RP({") ¢ um produto interno. Isso
se tornard conveniente para trabalharmos com bases ortonormais de RP ()

Observacao. Bases de R™, nesse contexto, serao bases de R™ considerando-o como R-médulo livre.
E possivel provar que todas as bases de R™ possuem tamanho n (pois R é comutativo nao-trivial).
Um conjunto ortogonal em R™ serd um conjunto em R™ que é ortogonal com respeito ao produto
interno definido. Analogamente para conjuntos ortonormais.
Um exemplo de base ortonormal de R" é a base candnica

1 0 0
0 1 0
0 0 1

Ademais, qualquer base de R" serd automaticamente uma base de R™.

Definimos agora ¢ = 1 — p e a seguinte matriz sobre R:

a-p. v, P
AW = ¢ ¢ q q

Afirmamos que



forma (novamente) uma base ortonormal de autovetores de AM) ¢ esses autovetores estdo associados aos

autovalores 1 e —(p/q)(1 — x/p) respectivamente.
A mesma conta mostra a ortonormalidade desses vetores

<< 1 )( 1 >>:1'1-up(®)+1~1up({1}):q+p:1
<< - pcj;]p )( - pc;;]p >>:Z“P(®)+;up({1})=§q+2p=1
<( } )( % >>:\/§“p(@)—\/gup({l})=\/fq—\/zpzo.

E o fato de que esses sao autovetores de A(Y) é verificado com as contas abaixo.

YRR T e e
= ¢« 7 a0 ¢ |={]
l—z+=z

o ) 2(‘%5%)%“@ (i)
_ 1,

(VG ) C-3)
e )R )

Para todo inteiro positivo n, definimos a matriz

n

Al — ®A(1).

i=1

Mostramos a propriedade essencial de A | que é possuir 0 na entrada ST quando |SNT| > t abaixo.
Se S,T C [n] sdo tais que |SNT| > ¢, entdo

g T (E+k) Ta-o I1 (2-2) I ==o
i€[n]\(SUT) q 4 i€S\T i€T\S 4 q i€SNT

onde a tltima igualdade segue do fato que o tltimo produto terd |S NT| > ¢ elementos, logo ¢ dividird

o resultado.
. ~ n .
Definimos novamente as fungoes qu ) abaixo.
Seja, para todos inteiros positivos n e ¢ com i < n, a fungao

X3 Pll) — R
\/5, sei ¢ T;
T +— q

_ /4 seteT.
p

b

E, para todo inteiro positivo n e todo subconjunto S de [n], defina a funcao

& =T
i€S

E lembramos que , se f,g € RP({") e r s € RP(™D | temos

(forges) =(fg)(rs).
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O que significa que {Xgn) : S C [n]} é uma base ortonormal de autovetores de A™) e que, para

todo S C [n], o autovalor associado a ng") é

Seja A C [n] uma familia ¢-intersectante qualquer, seja f seu vetor caracteristico e seja a = pp,(A).

Escrevendo f = ZSC[n] st(Sn) com fg € R para todo S C [n], temos

< (")> S Js <xs ,X(T")>:fT,

SC[n]

para todo T C [n].
Observe agora que

(£57) = 22 FENS S)n($) = Y- F(S)up(S) = pp(A) =

Scin) SC[n]

S Y == X GO S = X F(S)lS) = iyl A) =

SCln] SCln] 5Cn]

Como A é t-intersectante, temos

(rA™f) = > (s = > AGm(S) =

8,TC[n) S,TeA)

Por outro lado, temos

— <f7 A(n)f> — < Z fSX(n) A®) Z fSX(n)>

5cn] 5Cn]
= Z Fsfr <X(sn)7 XY > Z F2As
S, TC[n] SC[n]
S| S| [S] t=1 m
x —p S -1 m
SR () -2 ) 56
SCln] p SCln] 4 m=0 p
t—1 m |S|
-1 S m
-2\G) Z2E) G))
m=0 p SC[n] q
Mas para que esse polindémio seja o polinémio nulo, para todo m € {0,1...,¢t — 1}, temos que ter
LIS _
-2 (T ()-Z@ TR
SCln] s=0 SCln]:

|S|=s

Consideramos entao tais valores como polindémios em R[s] e observamos que

() G ()G mewreon)

forma uma R-base dos polinémios de varidvel s de grau no maximo ¢ — 1. Isso significa que, para todo

29



polindémio @ € R[s] de grau no méximo ¢ — 1, temos

s=0 q SC[n]
|S|=s
=mm%+§j(m)Qw> %=Q@ﬁ+§j(¢)@@) S
s=1 4 SC[n]:|S|=s s=1 4 SC[n]:|S|=s
>Q(0)a2+mm{<_p> Q(s) se[n]} > 72
4 SC[n]:S#2

Queremos obter a < p?, isso significa que, se fizermos M = min{(—p/q)*Q(s) : s € [n]} e supusermos
que Q(0) > 0, precisamos que

M —p'Q(0)

1—pt "’

pois a conta acima implicard que 0 > Q(0)a + M (1 — ), levando a

R VO O
T Q0) - M Q(0) +p'Q(0)/(1 - p)
I
T1opip

Para concluir a demonstragao, basta provar o seguinte lema.

Lema 3.14. Se 0 < p < 1/(t+1) e ¢ = 1 — p, entéo existe um polinémio @ de grau no maximo t — 1 tal
que, se F(s) = Q(s)(—p/q)?, entdo F possui as seguintes propriedades

F(0) =1;
_pt
F1)=F(2)=...=F() = ;
(1) = F) 0= 12
_pt
F(s) > i para todo inteiro s > t.
-p

Demonstragao (Rascunho). Provaremos o caso em que ¢ é impar (o caso em que t é par pode ser feito
com célculos e argumentos andlogos e algumas manipulagoes).

Para simplificar a notacio, sejam d = —q/p e M = —p'/(1 — pt).
Seja @ um polinémio de grau no maximo ¢ — 1 tal que

Qi) = Md', parai=1,2,...,t,

ou seja, temos

= Z knx_ﬂ
Qz)y=M d, [
k=1 j=1
J#k
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O célculo abaixo mostra que Q(0) = 1.

~ 7T (D) 1
0)=M d — =
QO =M ¢ ] =5 =M S e e
J#k
t ¢ t
- MZd’f( >(—1)’€1 = M((1-d)'—1)=-M (( q> - 1)
k
k=1
1 1—pt
:—M(t—1> - -—M—r -1
p p
Observe agora que o sinal de Q(7) é (—1)**! parai =1,2,...,t, isso significa que todas as t — 1 raizes

de Q(i) estao no intervalo ]0,¢[. Como ¢ é fmpar, temos que Q(z) > 0 para todo = > t.
Observe agora que se s > t é um inteiro par, entao temos

s t
—p —p
F(s) = — ] >0> =M
=00 (L) =0> 2
Resta provar o mesmo para s > t impar.
Provaremos inicialmente o caso s = t + 2 e, para fazé-lo, basta provar que Q(t + 2)d~(**+2) /M < 1.

Observe entao que

Q( & t+2— Jh—t-2 (t+ 1)! 1
E d E
Md*+2 df+2 k—] Pt t+2—k(k—1DIt—k)!(-1)*

J#k

— de7t72 (t JF(;)'_(tl)'(l;ir;)j_;)? Z dk t—2 (t + 1> (t —k+ 1)(_1)t7k+2

¢ t—k+2
t+1 -1
_Z<k_1>(t—k+1)<d> :
Fazendo m =t — k 4+ 2 no somatério envolvido (entdo k =t — m + 2), obtemos
t+1 m
Qt+2) _ t41 -1 (m—1)
Mdt+2 S \t—m+1 d
41 m
t+1\ /-1
= — ~1
2 (G) e
t+1 m
t+1\ /-1
= - -1
(W) E) ey
B ;1§ t+1) =1\ § t+1) (—1\"
A AN " .\ m ) \d

m=1

Como —d = q/p > 0e (1—1/d)! > 0, temos Q(t+2)d~ 2 /M < 1 se e somente se 0 > t+d = t—q/p,
o que equivale a 0 > tp — 1+ p, ou entdo a p < 1/(t + 1) que é uma hipdtese.
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Vamos provar agora que a funcdo R(z) = Q(x) + M(q/p)* possui exatamente t raizes (contando
multiplicidade).

Primeiramente, observe que a equagao possui no méximo ¢ raizes, pois o grau de @ é t — 1 (exercicio
abaixo).

Exercicio resolvido 3.15. Se ¢ > 0 e p € R[z] possui grau n, entdo a fungdo f(z) = p(x) — ¢® possui
no mdximo n + 1 raizes (contando multiplicidade).

Para ¢ = 1,3,...,t, temos, pela construgao de @, que Q(z) = Md* = M(—q/p)* = —M(q/p)*, ou
seja, esses pontos sao raizes de R.

Por outro lado, para © = 2,4,...,t— 1, temos Q(z) = M(—q/p)® = M(q/p)* < 0, ou seja, para esses
pontos, temos R(x) = 2M (q/p)* < 0.

Ademais, temos Q(t + 2) < Md'*? = M(—q/p)'™? = —M(q/p)'?, ou seja, temos R(t + 2) < 0.

Isso significa que hd pelo menos duas raizes de R em cada intervalo da forma |z, x + 2] para z =
2,4,...,t—3 (uma delas sendo x + 1), hd mais duas raizes no intervalo |t — 1, ¢ + 2[ (uma delas sendo )
e finalmente uma raiz em 1.

Isso nos dé que R possui pelo menos (t — 3) + 2 4+ 1 = ¢ raizes, como querfamos.

Isso significa que, para x > t + 2, temos R(x) < 0, em particular, se s > ¢ + 2 é um inteiro {mpar,
temos

Q(s) < =M(q/p)* = M(—q/p)*,
o que conclui a prova do lema (no caso ¢ fmpar). (I

Conforme mencionado anteriormente, o lema acima implica que o < p! como queriamos. |

4 O jogo dos policiais e ladrao em grafos

4.1 A definicao do jogo
19/11/2013 — Thiago da Silva Pinheiro

O jogo dos policiais e ladrao é jogado por dois jogadores com um grafo conexo G como tabuleiro.

O primeiro jogador controla k-policiais e o segundo jogador controla um ladrao. O objetivo do
primeiro jogador é colocar um policial no mesmo vértice de G que o ladrao estiver (pegar o ladrao) e o
objetivo do segundo jogador é impedir isso (infinitamente).

O primeiro jogador inicia o jogo colocando cada um dos policiais sobre um vértice. Em seguida o
segundo jogador coloca o ladrao sobre um vértice. A partir de entao os jogadores jogam alternadamente
em turnos.

Em seu turno, cada jogador pode mover suas pecas de um vértice para um vértice adjacente ou
escolher nao mover a pega (no caso do primeiro jogador, ele move um subconjunto de todos os policiais).

E permitido que duas pegas ocupem o mesmo vértice.

Observagao. O jogo poderia ser definido para grafos arbitrarios, mas uma vez colocadas as pegas, a
Unica componente conexa de G relevante para o jogo seria a que possui o ladrao.

4.2 Definigoes e resultados

Observe primeiramente que o primeiro jogador possui uma estratégia vencedora no grafo conexo G se
possuir pelo menos |V(G)| policiais.
Entao definimos, para todo grafo conexo G, seu cop number como

¢(G) = min{k € N : k policiais pegam o ladrao em G},

i.e., é o menor numero de policiais para o qual o primeiro jogador possui uma estratégia vencedora em G.
Um resultado que foi provado em um semestre anterior no PICME caracteriza o cop number de grafos
planares.

Teorema 4.1. Se G é um grafo conexo planar, entdo ¢(G) < 3.

Relembremos as nogdes de contragio de aresta e de menor (“minor”) em grafos.
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Definicao 4.2 (Contragio de aresta). Seja e = zy uma aresta de um grafo G. O grafo G/e da contragao
da aresta e em G é definido de forma que

V(G/e) =V (G)\ {z,y} U{z}, onde z ¢ V(G);
E(G/e) = E(G—v—w)U{vz:vx € E(G) ouvy € E(G)};

ou seja, o grafo G/e é obtido a partir de G identificando os vértices x e y e removendo possiveis arestas
paralelas e lagos.

G GJe

Figura 9: Exemplo de contracao da aresta e.

Definicao 4.3 (Menor). Um grafo H é dito um menor (“minor”) de um grafo G (denotado H < G
ou G = H) se existe um subgrafo K de G tal que H pode ser obtido a partir de K através de uma
sequéncia de contragoes de arestas, i.e., existe uma sequéncia de grafos H = Hy, Hy, ..., H;y = K tal que,
para todo i € [k], existe uma aresta e em H; 1 tal que H; = H;_1/e.

Observagao. A definicao acima é equivalente a seguinte defini¢ao:

Um grafo H ¢ dito menor de um grafo G se existe uma sequéncia (X,),ev () C PV(G)VH) de
subconjuntos de V(G) tal que

(A) Para todo v € V(H), temos que G[X,] é conexo;

(B) Para toda aresta vw de H, temos que dg(X,, X)) # 9.

g

/\

/\
S

Figura 10: Exemplo de G tal que K5 < G.

Ks

Definimos agora algumas nogoes que serao uteis para o estudo do jogo de policiais e ladrao.

Definicao 4.4. Sejam x e y dois vértices de um grafo G. Um zy-caminho é um caminho de x a y de
comprimento minimo (i.e., de comprimento dg(z,y)).
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Definicao 4.5. Seja G um grafo e X, Y C V(G). Um XY -caminho é um xy-caminho P tal que V(P)N
X={z}eV(P)NY = {y}.

Observagao. Um XY-caminho nio necessariamente terd comprimento dg(X,Y).

Ao longo das descrigoes das estratégias para o primeiro jogador, associaremos estratégias a cada
policial. Para isso, diremos que um policial estd protegendo um subgrafo H de G se a estratégia associada
a ele é tal que, se o ladrao entrar em H, o policial é capaz de pegé-lo em seu préximo movimento.

Lema 4.6. Se x e y sao vértices de um grafo G, entao um policial é capaz, apés um numero finito de
passos, de proteger um xy-caminho.

Demonstragdo. Seja P o xy-caminho em questdo, d = dg(z,y) seu comprimento e, para todo i € N
com i < d, seja A; = {v € V(G) : dg(z,v) = i}. Seja ainda Ag = {v € V(G) : dg(z,v) > d}.

Observe que {4; : ¢ € {0,1,...,d}} é uma particio de V(G). Ademais, temos que se 6(4;, A;) # O,
entdo |i — j| < 1.

Finalmente, para todo i € N com i < d, seja v; o tnico vértice de V(P) N A; (essa unicidade vem do
fato que P é um menor caminho entre z e y). Note que vg = e vg = y.

Considere a seguinte estratégia para o policial ¢ em questao.

1. Enquanto ¢ nao estiver em P, sucessivamente mova-se para um vértice mais proximo de P;
2. Seja k tal que o ladrao estd em Ay. Mova-se na direcao de vy.

Observe que, como o grafo é conexo, o passo 1 ndo pode ser executado infinitamente.

Diremos que o estado do jogo é bom se k for tal que o ladrao estd em Ay, o policial ¢ estd em vy e é
a vez do ladrao.

E facil ver que ap6s um numero finito de aplicagdes do passo 2 (no méaximo d), o estado do jogo é
bom.

Suponha entao que o estado do jogo é bom. Entao afirmamos que c estd protegendo P, pois, da
construcdo dos A;’s, o ladréo, estando em Ay s6 pode mover-se para Ap_1, Ax ou Agy1, ou seja, se o
ladrao entrar em P, estara adjacente ao policial ou na mesma casa do policial. |

Observagao. Se w € o vértice em que o policial ¢ estd inicialmente, essa estratégia faz com que o policial ¢
esteja protejendo P em no méximo dg(w, P) + d passos.

Observagao. Se em algum momento da estratégia descrita o policial ¢ estiver em v; e o ladrdao em Ay,
com i < k, entdao o ladrao nao consegue mais entrar em vg,v1,...,v;+1 Sem ser pego por ¢ na proxima
rodada, ou seja, o policial ¢ esta implicitamente protegendo v, v1, ..., Vit1.

Coroldrio 4.7. Se G é um grafo e X, Y C V(G), entdo um policial é capaz, apds um niimero finito de
passos, de proteger um XY -caminho.

Demonstracao. Basta observar que um XY -caminho é um zy-caminho para algum par de vértices x
ey. |
Definimos agora mais duas nogoes titeis para o estudo desse jogo.

Definicao 4.8. Seja T" um subgrafo de um grafo G. Um vértice v de G é dito um T-vizinho se v €
Ne(V(T) \ V(T).
Definicao 4.9. Seja T' um subgrafo de um grafo G e x,y € Ng(V(T)) UV (T).
Definimos o grafo T'® {z,y} de forma que
V(T @ {z,y}) = V(T) U{z,y};
ET®{z,y}) =EMU{tv:teT\{z,y}eve{r,y}}

Estamos agora em condig¢oes de enunciar e provar o teorema abaixo sobre o cop number.

Teorema 4.10 (Andreae ’86 [2]). Sejam G e H grafos e h € V(H) tais que H — h nao possui vértices
isolados e G # H.
Nessas condigoes, temos ¢(G) < |E(H — h)]|.
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Demonstragdo. Como temos a nossa disposi¢ao |E(H — h)| policiais, podemos rotuld-los com elementos
de E(H — h), entao seja C' = {¢;; : ij € E(H — h)} o conjunto dos policiais e H=H—h.

A todo momento da estratégia, cada policial estard ou ocioso, ou incumbido de proteger algum XY'-
caminho com X,Y C V(@) (que vimos ser possivel no Coroldrio 4.7).

A estratégia se baseard em proteger um conjunto K de forma que o ladrao ficard preso em uma
componente conexa T de G — K e sucessivamente alterar K para K’ de forma que o ladrao nao escape
de T e de forma que a componente conexa T” de G — K’ que possui o ladrao seja estritamente menor
que T. A finitude do grafo nos garantird entao que tal estratégia é vencedora.

Utilizaremos também alguns objetos auxiliares para descrever a estratégia dos policiais.

A todo momento teremos os seguintes objetos com as seguintes propriedades:

(a) Um subgrafo ndo-vazio A de H de forma que os policiais ¢, com e € E(A) estardo protegendo algum
caminho de G;

(b) Um subconjunto X das arestas em 05 (V(A))\ E(A) de forma que os policiais c. com e € X estarao
protegendo um vértice de G;

(¢) Uma sequéncia (Hy)yev(a) € P(V(G))Y W de subconjuntos nao-vazios dois-a-dois disjuntos de V/(G)
indexada por vértices de A tal que, para todo v € V(A), temos que G[H,] é conexo;

(d) Uma sequéncia (P.)ccp(a) de caminhos em G dois-a-dois internamente disjuntos nos vértices inde-
xadas pelas arestas de A, onde, para toda aresta e = zy € E(A), temos que P, é um H,H,-caminho
em G tal que V(P.) N H, = & para todo k ¢ {x,y} e c. estd incumbido de proteger P.;

(e) Uma sequéncia (pe)eex € V(G)X de vértices de G, onde, para toda aresta e = xy € X, temos
que p. € H, U Hy e c. estd incumbido de proteger pe;

(f) Um subgrafo K do grafo G definido como

K=G|| | B |ul U V)

vEV(A) ecE(A)
tal que o ladrdo ndo consegue entrar em K sem passar por um vértice protegido (note que K = A);

(g) Um conjunto P de vértices de G definido como

p=| |J v U(Um)

ecE(A) eeX
que estd sendo completamente protegido pelos policiais em {c. : e € E(A) U X }.

(h) Um grafo T que serd a componente conexa de G — K em que estd o ladrao e de forma que todo T-
vizinho pertence a P.

A jogada inicial do primeiro jogador serd colocar todos os policiais em um mesmo vértice w de G de
forma que teremos

V(A)] =1
E(A) = g
X[ =1;

H, = {w}, para o tnico elemento v € V(A);

pe = {w}, para o unico elemento e € X.

Em seguida, precisamos apenas provar que conseguimos fazer o passo indutivo, i.e., se estivermos
em uma situagao descrita por esses objetos, conseguimos fazer uma transicdo a uma nova situacao que
diminui o tamanho de T
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Figura 11: Exemplo dos objetos mencionados. A esquerda, temos o grafo A mais as arestas de X
representadas tracejadas (os vértices que sao extremidades de arestas de X que ndo sdo vértices de A
estao representados menores). A direita, temos o grafo G com os H,’s, P.’s e p.’s representados em cores
correspondentes e 1" representado na parte cinza inferior do desenho.

Faremos uma transicao inicial para adquirir duas novas propriedades:

@

Para toda aresta e € X, temos que p, é T-vizinho:

Essa propriedade pode ser obtida simplesmente removendo de X as arestas que nao satisfazem a
propriedade requerida.

Certamente essa operagdo nao viola a propriedade a pois ndo remove vértices de A.

Quanto as propriedades b e e, ao realizarmos essa operagao, os policiais correspondentes as arestas
removidas se tornarao ociosos.

As propriedades c e d claramente nao sao afetadas.

E, como as arestas e removidas de X nao tinham seu p, sendo um T-vizinho, claramente a alteracao
de P (item g) nao viola as propriedades f e h.

Para todo v € V(A), temos que H, possui pelo menos um T-vizinho:

Para obter essa propriedade, primeiramente removemos todas as arestas e de A tais que P, nao
possui um T-vizinho. Em seguida, removemos todos os vértices v de A que tornaram-se isolados
com a operacao anterior. Finalmente, para todo vértice de A que restou e que viola a propriedade
(i.e., ndo ha T-vizinho em H,), escolhemos uma aresta e de A incidente a v e consideramos a menor
secao de P, que contém um vértice de H, como extremidade e um T-vizinho como extremidade,
incluimo-la em H, e removemo-la de P,.

Observe que, como T néo é vazio (o ladrao estd em T') e G é conexo, temos que existe pelo menos
um 7T-vizinho, isso significa que ndo removemos todos os vértices de A, ou seja, a propriedade a
continua valida.

Observe também que se e € X, entao pelo menos uma de suas extremidades, digamos v é tal
que H, possui um T-vizinho (a saber, o T-vizinho é p.), ou seja, a propriedade b nao é violada.

Como as operagoes realizadas ou removem H,,’s ou aumentam H,’s com caminhos iniciados em H,,
temos que os G[H,|’s restantes continuam conexos (i.e., o item ¢ continua vélido).

Também sabemos que os P.’s ou sao removidos ou tem secoes de suas extremidades removidas e
adicionadas no H, correspondente, isso significa que a propriedade d continua valida.

Trivialmente, o item e nao é afetado pois X nao é alterado.
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Certamente P é alterado (item g), porém isso nao afeta os itens f e h, pois o ladrdo nao pode
mover-se para nenhum vértice em K que nao seja T-vizinho (o valor de K pode mudar, mas os
vértices removidos de K nao sio acessiveis a partir de T sem passar por nenhum vértice de P).

Figura 12: O mesmo exemplo da Figura 11 depois da transformacao inicial dos itens I e II. Novamente, a
esquerda, temos o grafo A mais as arestas de X representadas tracejadas (os vértices que so extremidades
de arestas de X que néo sdo vértices de A estao representados menores). A direita, temos o grafo G com
os H,’s, P.’s e p.’s representados em cores correspondentes e T' representado na parte cinza inferior do
desenho.

Nessa nova situagao, observe que A C H, pois caso contrario, terfamos G > G[V(K) U V(T)] = H
(basta contrair os H,’s aos vértices de H e T ao vértice h). Como H nio possui vértices isolados, isso
significa que existe uma aresta, digamos uyuy em E(H) \ E(A).

Consideramos entao dois casos.

Caso 1. A aresta ujus nao estd em X.

Nesse caso, para todo i € {1,2}, escolhemos

x; € V(H,,) um T-vizinho, se u; € V(A);
x; € V(T), se u; ¢ V(A).

(Isso é possivel devido ao item II.)
Observe agora que ¢, 4, estd ocioso, entdo escolhemos um x1z5-caminho @ em T®{x1, x5}, criamos H; =
G[{z;}] se u; ndo pertencia a V(A), logo @ serd um H; Ha-caminho e incumbimos ¢,,,, de protegé-lo.
Observe que @ tem de passar por pelo menos um vértice de T, isso significa que T" diminuira de tamanho.
Ao realizar essa operagdo, o grafo A ndo diminui (i.e., o item a se mantém) e o conjunto X nao é alterado
(i.e., os itens b e e se mantém).
Ademais, se foram criados novos H,’s, esses possuem apenas um vértice que nao estava em nenhum
outro H,, (ou seja, o item ¢ se mantém).
A escolha de Q certamente nao viola o item d, pois os vértices de seu interior estao todos em 7.

Caso 2. A aresta ujus estd em X.
Nesse caso uma das extremidades da aresta estd em A.
Fazemos entéo a mesma escolha para todo i € {1,2}

x; € V(H,,) um T-vizinho, se u; € V(A);
xz; € V(T), se u; ¢ V(A);

porém, de forma que pelo menos um dos x;’s seja Py, u,; 1880 é possivel pois Py, u, € Hy, U Hy, (item e)
e devido ao fato de py, 4, ser T-vizinho (item I).
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Observe agora que ¢y, y, Protege apenas py,u,, entao escolhemos um xjxs-caminho Q em T ® {x1, 22},
criamos H; = G[{z;}] se u; ndo pertencia a V(A), logo @ serd um H; Hs-caminho e incumbimos ¢, ,
de protegeé-lo.
Como ¢y, v, ja estava protegendo uma das extremidades de @, pela segunda observacao da prova do
Lema 4.6, esse policial pode passar a proteger () sem deixar de proteger p,,., em nenhum momento.
Observe que novamente ) tem de passar por algum vértice de T, isso significa que T diminuird de
tamanho.
Novamente a operagao ndo diminui o grafo A (o item a se mantém).
O conjunto X perde o elemento ujus, ou seja, ele diminui (i.e., os itens b e e se mantém).
Mais uma vez, se foram criados novos H,’s, esses possuem apenas um vértice que nao estava em nenhum
outro H, (ou seja, o item c se mantém).
Finalmente, a escolha de ) certamente nao viola o item d, pois os vértices de seu interior estao todos
em T.

Através dessas construgoes, conseguimos sucessivamente reduzir a componente conexa em que o ladrao
consegue ficar sem ser pego e como o grafo é finito, isso significa que essa estratégia é vencedora. |

Observagao. Na verdade, na prova acima, para podermos afirmar que o ) escolhido é um H; Hs-
caminho, precisamos considerar apenas o grafo que é acessivel pelo ladrao (i.e., algo como T mais os T-
vizinhos).

5 Numero cromatico de grafos densos livres de triangulos

5.1 Resultados iniciais e o Grafo de Kneser

26/11/2013 — Marcelo Tadeu Sales

Estamos interessados em estudar o seguinte problem.

Problema 5.1. Se G é um grafo livre de triangulos (K3 ¢ G) € 6(G) > ¢|V(G)| (para uma constante ¢ >
0 fixada), entdao como x(G) se comporta?
Nossa intuicao poderia erroneamente sugerir que o nimero cromatico de tal grafo seria pequeno pois,
para cada vértice, sua vizinhanga serd um conjunto independente (caso contrario, haveria um tridngulo).
O Grafo de Grotzsch é um exemplo de um grafo livre de tridngulos, mas com ntmero cromético 4.

Figura 13: O Grafo de Grotzsch.

A proposicao abaixo mostra que nossa intuicdo inicial estava errada.

Proposigao 5.2. Para todo natural k, existe um grafo livre de tridngulos com nimero cromatico k.
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Demonstragio. O resultado para k € {0,1} é trivial.

Vamos construir uma sequéncia de grafos (G;);en+ recursivamente.

Seja G1 = Ks.

Para ¢ > 1, suponha que G;_; j4 foi construido e seja V(G;_1) = {v1,va,...,v,}. Construimos entéo
o grafo G; fazendo

V(G;) = {v1,v2,...,Un,Z1,T2,...,Tn,y} (de forma que |V(G;)| =2|V(Gi—1)| +1=2n+1);
E(G;) = E(Gi—1) U{zpvg : p,q € [n] e vpvy € E(Gi—1)} U{yz, 1 p € [n]}.

U1 2

G

Ga G3

Figura 14: Os grafos G1, G5 e G3 da sequéncia construida com a nomenclatura dos vértices herdada da
construgao indutiva.

Vamos provar agora as seguintes assergoes sobre essa sequéncia:
i. Para todo i € N*, o grafo G; é livre de triangulos;
ii. Para todo i € N*, o grafo G; possui nimero cromético x(G;) =14+ 1.

A prova serd por inducdo em 1.

Trivialmente, o grafo G é livre de tridngulos e possui ntimero cromético x(G1) = 2.

Seja i > 1 e suponha, por hipétese indutiva, que as asser¢oes sejam validas para ¢ — 1.

Suponha por absurdo que G; possui um triangulo. Considerando a nomenclatura da construgao de Gj,
como nao hé arestas da forma x,z, nem da forma yv, e ndo ha tridangulos da forma v,v,v, (pela hipétese
indutiva), esse tridngulo tem de ser da forma vpzqv;.

Como vpxq, zqvr € E(G;), entdo temos v,vq, v40r € E(G_1)

Por outro lado, como v,v, € E(G;), entdo temos v,v, € E(G;_1), mas isso significa que v,v,v, é um
triangulo de G;_1, que é uma contradigao com a hip6tese indutiva.

Vamos mostrar agora que x(G;) < i+ 1.

A hipétese indutiva nos fornece uma coloragao prépria g: V(G;—1) — [i] de G;—1 com i cores.

Considere a seguinte coloragao dos vértices de G;:

h: V(G;) — [i+1]
g(vi), sew=wv; ouw = x;;
i+1, sew=uy.

w

Observe que h é coloragao prépria de G;, pois ha apenas trés tipos de arestas em Gj:
1. Para arestas da forma v;v;, temos h(v;) = g(v;) # g(v;) = h(v;), pois v;v; € E(Gi—1);
2. Para arestas da forma z;v;, temos h(x;) = g(vi) # g(v;) = h(v;), pois v;v; € E(Gi—1);

3. Para arestas da forma yx;, temos h(y) =i+ 1 # g(v;) = h(x;), pois g usa apenas i cores.
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Portanto x(G;) <+ 1.

Vamos mostrar agora que x(G;) > i + 1, que concluird a prova.

Suponha por absurdo que x(G;) < i e seja h uma coloragao prépria de G; utilizando apenas 4 cores.

Seja ¢ = h(y) a cor do vértice y de G;. Observe que, como y é adjacente a todos os x;’s, temos que a
COT ¢ NA0 0COoTTe NOS X;’S.

Considere a seguinte coloragao dos vértices de G;_1:

g: V(G — [\ {c}
h(vi), se h(v;) # ¢
v {h(a:i), se h(v;) = c.

Vamos mostrar que essa é uma coloragao préopria de G;_.

Se v;v; € E(G;_1) e ¢ ¢ {h(v;), h(vj)}, entdo g(v;) = h(v;) # h(v;) = g(v;), pois v;v; € E(G;).

Por outro lado, se v;v; € E(Gi—1) e ¢ € {h(v;), h(v;)}, entdo sem perda de generalidade, podemos
assumir que ¢ = h(v;). Nesse caso, como v;v; € E(G;), temos ¢ # h(v;). Finalmente, temos g(v;) =
h(z;) # h(v;) = g(v;), pois z;v; € E(G;).

Portanto x(G;—1) < i — 1, o que é uma contradicao. [ ]

Observagao. O grafo G3 da sequéncia construida é isomorfo ao Grafo de Grotzsch apresentado anteri-
ormente.

Definimos agora o Grafo de Kneser.
Definicao 5.3. O Grafo de Kneser, denotado por Kn(n, k) é definido a partir de

V(Kn(n, k) = <[Z}>

E(Kn(n, k) ={UV:UNV =g

Observagao. O grafo Kn(5,2) é isomorfo ao Grafo de Petersen.

Figura 15: O Grafo de Petersen.

Note que Kn(n, k) é regular, pois todos seus vértices possuem grau (";k)

Note também que, se k > n/3, entdo Kn(n, k) é livre de tridngulos (pois trés conjuntos de tamanho k&
em [n] terdo de se intersectar).

Ademais, note que a colorac¢ao g tal que g(U) = minU para todo U € V(Kn(n, k) é uma coloragao
prépria de Kn(n, k) (pois UV € E(Kn(n, k)) se e somente se UNV = &). Portanto x(Kn(n, k)) < n—k+1.

A proposic¢ao abaixo melhora um pouco essa cota para o nimero cromatico do Grafo de Kneser.

Proposigao 5.4. Para todos naturais n e k, temos x(Kn(n, k)) < n — 2k + 2.

Demonstra¢ao. Considere a coloragao

g: V(Kn(n,k)) — [n—2k+2]
U — min(UU{n-2k+2})
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Observe que, se UV € E(Kn(n,k)), entdao temos UNV = &, dal minU UV < n — 2k + 2, donde
segue que g(U) # g(V).
Portanto g é uma coloragao prépria de Kn(n, k). |

O teorema abaixo, devido a Lovéasz, mostra que esse é, na verdade, o valor exato do nimero cromatico
do Grafo de Kneser.

Teorema 5.5 (Lovdsz '78 [18]). Para todos naturais n e k, temos x(Kn(n, k) > n — 2k + 2.

Agora estamos em condicbes de provar o seguinte resultado sobre nimeros crométicos de grafos
densos.

Teorema 5.6. Para toda constante ¢ € ]0,1/3[ e para todo natural x, existe um grafo G livre de
tridngulos tal que 6(G) = ¢|V(G)] e x(G) = x.

Demonstragao. Considere o grafo G(n, k,t) definido a partir de

A, (B x [n]), C conjuntos 2-a-2 disjuntos com
|A] = tn;
|B| = 2t;

C = V(Kn(n, k) = ([Z])

V(G(n,k,t)) = AU (B x [n]) U C;
E(G(n,k,t)) ={a(b,i):a€ A,be Beie n}U{(bi)U:beB,ien,UecCeicU}UEXKn(n,k)).

Dessa forma, temos

G(n,k,t)[C] = Kn(n, k);
G(n,k,t)[AU (B x [n])] = Kin 2tn;

IV(G(n, k,t)| = 3nt + <Z>

Escolhemos agora ¢ € |0,1/6[ arbitrdrio e impomos k = (1/2 — ¢)n (de forma que k/n < 1/3).
Observe agora que, para todo vértice v de G(n, k,t), temos

dG(U) 2nt t—00

2
cEA = = — —;
Y V(G k)] 3nt+ () 3

)

Além disso, sabemos que x(G(n, k,t)) = x(Kn(n,k)) =n — 2k + 2 = 2em + 2.

Portanto, podemos escolher ¢ de modo que (1 — 2¢)/3 > ¢ (pois ¢ < 1/3) e para n e t grandes o
suficiente (com t >> n), o grafo G(n, k, t) satisfard as propriedades requeridas.

(A ordem de escolha é e =¢(c), n=n(e), k= (1/2—¢e)net=1t(n).) |

E natural se perguntar o que acontece se exigirmos 0(G) > ¢|V(G)| com ¢ > 1/3. O teorema trata
de um caso que forga o grafo a ser bipartido.
Teorema 5.7. Se G é um grafo livre de tridngulos tal que 6(G) > 2|V (G)|/5, entdo x(G) < 2.
Demonstragio. Fixe n € N e seja G um grafo maximal tal que |V(G)| =n, §(G) > 2n/5 e G 7 Ks.

Suponha por absurdo que G nao ¢é bipartido, entao G possui um circuito impar.
Como G é maximal, entao G possui um C5. Seja X o conjunto dos vértices de um C.
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Observe agora que, como G € livre de triangulos, cada vértice de G é adjacente a no maximo 2 vértices
de X, donde segue que

Y dg(x) <10+2(n —5) = 2n.
zeX

Por outro lado, temos
2n
E d > E — = 2n,
a(z) 5 n
reX zeX

o que é um absurdo. |

5.2 O Teorema de Thomassen

03/12/2013 — Marcelo Tadeu Sales

Nosso proximo objetivo serd provar o seguinte teorema.

Teorema 5.8 (Thomassen '02 [21]). Para todo ¢ > 1/3, existe f. > 0 tal que se G é um grafo livre de
tridngulos com 0(G) > ¢|V(G)|, entao x(G) < fe..

A prova é uma generalizagdo do Teorema 5.7 através do conceito de pentagono generalizado definido
abaixo.

Definicao 5.9. Um grafo G é dito um pentdgono generalizado se existe uma sequéncia de grafos Gy, Gy, ...,G,
tal que

1. O grafo Gg é isomorfo a Cs;
2. O grafoG,, é isomorfo a G;
3. Para todo i € [n], temos

a. Temos V(G;) = V(Gi—1) U{z,y,w}, com x, y e w trés novos vértices (distintos);

b. Existe um v € V(G;_1) tal que
E(G;) = E(Gi—1) U {vz,zy,yw} U{wu : vu € E(G;-1)}.

Se G % Cj5 (i.e., temos n > 0), diremos também que qualquer grafo isomorfo a G,,_; é um pentdgono
generalizado antecessor a G.

Figura 16: O tnico (a menos de isomorfismo) pentdgono generalizado com 8 vértices.

Observe primeiramente que todo pentdgono generalizado P satisfaz |V(P)| =2 (mod 3).
Apresentamos agora algumas propriedades de pentagonos generalizados.

Proposigao 5.10. Seja P um pentdgono generalizado com |V (P)| = 3k — 1. Entao temos as seguintes
propriedades.
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(i) O grafo P é livre de tridngulos;
(ii) Temos a(P) = k;

(iii) O grafo P é a-dominado (i.e., para todo conjunto independente I méximo de P, existe um vértice v
tal que Np(v) C I);

(iv) Se P é subgrafo gerador de um grafo H livre de tridngulos, entdo A(H) < k.

Demonstracao. Provaremos as assercoes por indugao em k.

Observe primeiramente que, para k = 2, o grafo P é isomorfo a Cs, logo os itens i, ii e iii sao
trivialmente satisfeitos. Ademais, como a adi¢ao de qualquer aresta a C5 forma um triangulo, temos que
o item iv ¢ satisfeito (pois A(C5) = 2).

Suponha entdo k > 2 e seja P’ um pentdgono generalizado antecessor a P e considere as definigbes
de z, y, v e w como na construcao de P a partir de P’.

Por hipétese de inducao P’ satisfaz todas as propriedades.

Observe que se P possui um tridngulo T, entdo T possui pelo menos dois vértices de {v,w,z,y}
(se possuir apenas v, entdo T' C P’; se possuir apenas w, entao (T'U {v}) \ {w} serd tridngulo em P’
e x e y s6 possuem vizinhos no conjunto mencionado). Porém isso é um absurdo, ji que vw ¢ E(P),
Np(a) = {0.5} e Np(y) = {z,w}.

Portanto P é livre de triangulos (item 1i).

Seja I' um conjunto independente maximo em P’, entdo claramente I’ U {y} é independente em P,
logo a(P) > a(P') + 1 =k.

Suponha que «(P) > k + 1 e seja I um conjunto independente méximo em P. Observe que |I N
{z,y,w}| > 2 (caso contrario I \ {z,y,w} seria um conjunto independente em P’ de tamanho k),
logo z,w € I. Mas entéo temos que (I U{v})\ {z}) é um conjunto independente de P’ de tamanho k, o
que é um absurdo.

Portanto «(P) = k (item ii).

Seja entao I um conjunto independente maximo arbitrario em P.

Observe que a construcdo de P a partir de P’ é simétrica ao trocarmos (v, x) por (w,y), entdo basta
considerar os seguintes casos.

Casol. welex¢l.
Entao temos y ¢ I e v € I. Seja a € V(P') tal que Np/(a) C I\ {w}. Nesse caso, sabemos que a # v,
logo Np(a) C I.

Caso2. welexel.
Entao temos v,y ¢ I. E sabemos que Np(y) C I.

Caso3. w¢lexel
Entao temos v,y ¢ I. Seja a € V(P’) tal que Npi(a) C I\ {z}.

Se a # v, entdo trivialmente Np(a) C I. Por outro lado, se a = v, entdo Np:/(a) = Np(a) U {z} C I.

Portanto P é a-dominado (item iii).

Observe finalmente que se P é subgrafo gerador de um grafo H livre de triangulos, entdo para todo
vértice v de H temos que Ny (v) é independente em H, logo A(H) < a(H) < a(P) =k (item iv). N

Estamos agora em condicoes de apresentar a prova do Teorema 5.8.

Demonstragio do Teorema de Thomassen. Seja G um grafo livre de K3 com §(G) > ¢|V(G)| maximal e
seja n = |[V(G)]. Suponha que G néo é bipartido (caso contririo, ndo hd o que fazer). Entdo G possui
um Cf.

Seja P um pentagono generalizado contido em G de tamanho maximo e sejam H = G[V(P)] e k tal
que |V(P)| =3k — 1.

Observe que

en(3k —1) < Z da(v) = Z dy(w) | + Z |Ne(w) N V(H)|

veV (H) weV (H) weV (G)\V (H)
< DD K|+ > a(H)| <nk.
weV (H) weV(G)\V(H)
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Logo temos (3k — 1)c < k e a seguinte cadeia de equivaléncias
1
3c—1°

Sejam entdo A ={v € V(G)\V(H) : [INc(v)NV(H)| =k} e B=V(G)\ (V(H)UA) e observe que
para todo vértice v de B, temos que N¢(v) NV (H) possui cardinalidade menor ou igual a k — 1 (pois é
um conjunto independente em H e v ¢ A).

Bk—1c<k < Bk—1)3c<3k—-141 <= Bk—1)Bc—1)<1 < 3k—-1<

Enumeremos os elementos de (V(kH)) como S1,5%,...,5y, onde N = (Skk_l) e particionemos o con-
junto A tomando, para todo i € [N], o conjunto A; = {v € A: Ng(v)NV(H) = S;}.

Observe que os A;’s sdo dois-a-dois disjuntos e para todo i € [N], o conjunto A; é independente em G
(pois estd contido na vizinhanga de um vértice).

Vamos agora estimar o tamanho de B. Observe que

aBk-1< Y dew)=| 3 du(w) +<Z|Ne<me<H>|>+<Z|Na<w>mV(H>|>

veV(H) weV (H) weA weB

< > )k +<Zk>+<2k1) = nk —|B|,

weV (H weA wEB

donde segue que |B| < nk — (3k — 1)en = n(c — k(3¢ — 1)).
Vamos mostrar agora que, para todo vértice v de B, existe um vértice w em A tal que vw € E(Q).
Suponha que nao, entao temos

en <dg(v) =|Ng()NV(H)|+|Ne(v)NB|<k—1+4+|B]—1<k+|B| <k+n(c—Ek(Bc—1)).

Entao temos 0 < k 4+ nk(3c — 1), donde segue que n(3c — 1) < 1, o que é um absurdo para n
suficientemente grande.

Observagao. E suficiente provar o teorema para n > ng para um ng fixo, pois x(G) < [V(G)].

Particionemos o conjunto B tomando, para todo i € [N], o conjunto
B;={ve B:Ng(v)NA # D e, para todo j <1, Na(v)NA; = a}.

Afirmamos agora que se v, w € A;, entdo Ng(v) = Ng(w).

Suponha que néo, entdo sem perda de generalidade, existe y € Ng(w) \ Ng(v).

Pela maximalidade de G, sabemos que existe € Ng(v) N Ng(y).

Observe que zw ¢ E(G), caso contrério G[{z,y, w}] = Ks.

Como v e w pertencem a A;, temos que Ng(v) NV(H) = S; = Ng(v) NV (H), logo =,y ¢ V(H).

Seja I = Ng(v) NV (H) e observe que I é independente em H e portanto em P. Entao existe um
vértice a de P tal que Np(a) C I, isso significa que (V(H) \ {a}) U {v} possui uma cépia de P.

Mas entao o grafo G[(V(H) \ {a}) U{v,z,y, w}]| possui um pentdgono generalizado maior do que P
0 que contraria sua escolha.

Portanto, se v,w € A;, entdo Ng(v) = Ng(w).

Observe agora que, para todo i € [N], o conjunto B; é independente (pois existe um vértice de A;
que é adjacente a todos os vértices de B;).

Logo x(G) < 2(3’“,;1) + 3k — 1 (basta colorir cada A; de uma cor distinta, cada B; de um cor distinta
e cada vétice de H de uma cor distinta) e como 3k —1 < 1/(3¢ — 1) a prova esta completa. |

5.3 Outros resultados

Em 1973, Erdés e Simonovitz conjecturaram que nao existiria um grafo G livre de tridngulos com x(G) <
4 e 6(G) > n/3, mas Higgkvist [13] provou em 1981 que ao tomar o grafo de Grotzsch (Figura 13) e
substituir cada vértice de grau 3 por dois vértices, cada vértice de grau 4 por trés vértices, o vértice
restante por quatro vértices e cada aresta por um grafo bipartido completo entre as partes geradas por
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suas extremidades, obtemos um grafo de ordem 29, que é 10-regular e possui niimero cromadtico 4 (como
o grafo de Grotzsch), provando que a Conjectura de Erdés e Simonovitz era falsa.

Em 1995, Jin [16] provou que todo grafo G de ordem n livre de tridngulos e com §(G) > 29n/30 pode
ser 3-colorido propriamente.

Finalmente, Brandt e Thomassé apresentaram uma prova [4] de que todo grafo G de ordem n livre
de triangulos e com §(G) > n/3 pode ser 4-colorido.
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A Solucoes dos exercicios resolvidos
Exercicio resolvido. (1.23) Se G é um grafo (V, W) bipartido com |V| = n, |[W|=m e |E(G)| = M,
entao
de(w) M/m
> .
Z ( 2 Z m 2
weWw

Demonstragao 1. Considere a funcdo f : [1,+oo[ 2 z +— z(x — 1)/2 € R e observe que f é convexa.
Logo, pela desigualdade de Jensen, temos

de(w) 1 1 B % B M/m
wXVjV( ) = T Sdatu) > ms (mw;Vde)) —mf (5) =m (M)
Demonstracao 2. Observe que

> (dgéw)) _ % (wgv dG(w)2> - % (Z dG(w)) -

weWw weW

DO =

(Z dG(w)2> - %

weWw

Pela desigualdade de Cauchy—Schwarz, temos

2 2
> do(w)? > - (Z d(;(w)) -2,

weWw weWw

E(447) 2 () (),

weWw

Portanto

Exercicio resolvido. (3.6) Se G é um grafo r-regular entdo todos os autovalores de Mg sdo menores
ou iguais a r.

Demonstragdo. Suponha que A = (aw)wev(q) ¢ um autovetor associado ao autovalor A de Mg =
(Moyw)v,wev(a) € seja v € V(G) tal que ay, < a, para todo vértice w de G.

Sem perda de generalidade, assumimos que a,, > 0 (pois A # 0 e se a,, = 0, podemos considerar —A
como autovetor).

Como MgA = MA, temos A\a, = D, cy Mowluw < D ycy Mowlo = Gy Yy Mow = G

Portanto A < r. |

Exercicio resolvido. (3.9) Prove que o produto tensorial ndo é comutativo, mas é associativo.

Demonstracdo. A ndo comutatividade pode ser observada diretamente de

(o)e(1)- “(V)e()

Para provar a associatividade, usaremos uma notagao um pouco mais conveniente para as matrizes.
Sejam A = (a[i, j])mxn, B = (b[i, j])pxq € C = (c[i, j])rxs trés matrizes reais arbitrérias indexadas
a partir do nimero 0 e observe que a entrada (i, j) da matriz A ® B é dada por a[|i/p], |j/q]]b[i mod

p,j mod ql.
Dai, para todos naturais i e j com i < mpr e j < ngs, temos

cor o
N
o~ oo

(A®B)®C)[i,j]l =a HZJ , USH b H;J mod p, M modq} c[i mod r, j mod s ;

pr S
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(A® (B®0))[i,j]
H Z J {sH HZ tmod (pT)J ; V mod (qS)H c {(z’ mod (pr)) mod 7, (§ mod (gs)) mod 5]

pr r S

o[ [l 5] ot [2] o o] .

Exercicio resolvido. (3.10) Sejam A, B, C' e D matrizes com entradas reais de ordens m X n, ¢ X r,
n X p e r X s respectivamente. Prove que (A ® B)(C ® D) = (AC ® BD).

Demonstracdo. Novamente usaremos a notagao do exercicio anterior.
Para todos naturais i e j com i < mq e j < ps, temos

nr

(A® B)(C® D)[i,j] = Z(A®B)['7k](C®D)[k,j]

nr—1
k

ZA[H TH zmodq,kmodr}CHfJ,KHD[kmodmmods}
ZZAH V”"H’H zmodq,ar—i—bmodr]CHM:bJ,ﬁ”D{ar—i—bmodr,jmods}

:ggAH;_ ,a]B[imodq,b}C[m BHD[bdmods}
_ <§AH;J ,a] C’{a, MD (gB[z‘modq,b]D[b,jmodsD
= (AC) H;J : Vs” (BD) [z mod ¢, j mod s] = (AC ® BD)i, j. n

Exercicio resolvido. (3.11) Suponha que v é autovetor de uma matriz A associado ao autovalor A e w
é autovetor de uma matriz B associado ao autovalor u. Prove que v ® w é autovetor de A ® B associado
ao autovalor Ay (os autovetores estdo considerados como matrizes coluna multiplicadas & direita).

Demonstracdo. Do exercicio anterior, temos
(A® B)(v®@w) = (Av ® Bw) = (Av ® pw) = Ap(v @ w).
Isso significa que (v ® w) é autovetor de (A ® B) associado ao autovalor Apu. [ |

Exercicio resolvido. (3.15) Se ¢ > 0 e p € R[z] possui grau n, entao a fungao f(z) = p(z) — ¢ possui
no maximo n + 1 raizes (contando multiplicidade).

Demonstracdo. Provamos por indugao em n.

O caso n = 0 é trivial pois ¢* > 0 para todo x € R.

Suponha que n > 0 e que a afirmagao seja verdadeira polindmios de grau n — 1.

Observe que f'(x) = p'(z) — ¢® Inc, ou seja, temos f/(x) = 0 se e somente se p/(z)/Inc — ¢® = 0.

Como p'(z)/Inc é um polinémio de grau n — 1, sabemos pela hipétese de inducao que f'(x) possui
no méximo n rafzes (contando multiplicidade). Isso significa que f(x) possui no méximo n + 1 raizes
(contando multiplicidade). |
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B Notacao

N={0,1,2,3,...}
N* =N\ {0}
[n] ={1,2,...,n}, paran € N

significa  lim () =
f(n) ~ g(n) significa i _“"ov =1
o : f(n) ~
f(n) = O(g(n)) significa 153?01? () <+
f(n) = (g(n)) significa g(n) = O(f(n))
f(n) = ©(g(n)) significa f(n) = O(g(n)) e f(n) = Q(g(n))
f(n) = g(n) significa f(n) = ©(g(n))
)

n—-4oo
F(n) = w(g(n)) significa g(n) = o(f(n)
w(n) = |{a € [n] : a é primo}|, para n € N
|z | denota o maior inteiro menor ou igual a x, para € R

o] = — [~
A .
(k) ={B C A:|B| =k}, para A um conjunto

n | m significa n divide m, para n,m € Z,m # 0
Ng(v) ={w € V(G) : vw € E(G)}, para G um grafo e v € V(G)
dg(v) = |[Ng(v)|, para G um grafo e v € V(G)
Ng(X) = U Ng(x), para G um grafo e X C V(G)
reX
dc(X) ={2y € E(G) : x € X}, para G um grafo e X, Y C V(G)
I¢(X,Y)={ay € E(G):x € X ey € Y}, para G um grafo e X,Y C V(G)
§(G) = min{dg(v) : v € V(G)}, para G um grafo
A(G) = sup{dg(v) : v € V(G)}, para G um grafo
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