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B Notação 48
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1 Teoria dos números e grafos

1.1 Um problema e um teorema de Erdős

27/08/2013 – Yoshiharu Kohayakawa

O seguinte problema foi enunciado (e resolvido) por Erdős.

Problema 1.1. Determinar o maior f = f(n) tal que existem a1, a2, . . . , af ∈ [n] distintos satisfazendo

∀i, j, k ∈ [f ] distintos, ai 6 |ajak.

É imediato que, se tomarmos os primos em [n], temos a propriedade requerida, logo temos a proposição
abaixo.

Proposição 1.2. Para todo n ∈ N, f(n) > π(n) = |{a ∈ [n] : a é primo}|
Com o teorema dos números primos (abaixo) podemos ter uma ideia do crescimento assintótico dessa

função.

Fato 1.3 (Teorema dos números primos). Temos π(n) ∼ n/ lnn.

Porém é posśıvel encontrar uma famı́lia assintoticamente maior que essa e melhorar a cota inferior
de f(n).

Proposição 1.4. Para todo n ∈ N com n > 125, temos

f(n) > π(n) +

(
1

2
+ o(1)

)
n2/3

(lnn)2
.

Demonstração. Fixe n ∈ N com n > 125 e sejam t = π(
⌊
n1/3

⌋
) > 3 e 1 < p1 < p2 < . . . < pt 6 n os

primos em [n].
A ideia é considerar números da forma pipjpk de forma a satisfazer as propriedades requeridas, para

isso consideraremos famı́lias da forma T ⊂
(

[t]
3

)
que satisfazem

∀T, T ′ ∈ T distintos, |T ∩ T ′| 6 1.

Seja g(t) a tamanho de uma maior famı́lia T ⊂
(

[t]
3

)
satisfazendo a propriedade acima.

Observe que a propriedade requerida é equivalente a ∀i, j ∈ [t], |{T ∈ T : i, j ∈ T}| 6 1, logo
temos g(t) 6

(
t
2

)
.

Por outro lado, cada elemento T = {a, b, c} de uma famı́lia T com essa propriedade impede que

exatamente 3(t − 3) outros elementos de
(

[t]
3

)
também estejam em T . A saber {a, b, c} impede que

qualquer elemento de {{a, b, i} : i ∈ [t]\{a, b, c}∪{{a, i, c} : i ∈ [t]\{a, b, c}}∪{{i, b, c} : i ∈ [t]\{a, b, c}}
esteja em T .

Logo, se T é uma famı́lia com essa propriedade de tamanho máximo, então temos
(
t
3

)
6 |T |(3(t −

3) + 1) 6 3(t− 2), ou seja

g(t) >
1

3(t− 2)

(
t

3

)
=
t(t− 1)(t− 2)

18(t− 2)
=

1

9

(
t

2

)
.

Munidos de uma famı́lia T satisfazendo essa propriedade e de cardinalidade g(t) consideramos o
subconjunto X = A ∪B de [n], onde

A = {pipjpk : {i, j, k} ∈ T } e

B = {pi ∈ [n] : pi > n
1/3}.

Observe que, se pipjpk ∈ A, então max{pi, pj , pk} 6 n1/3, logo pipjpk 6 n.

É imediato que, se b ∈ B, então nenhum produto de elementos de X \ {b} é diviśıvel por b. Ademais,
se a1, a2 ∈ A e b ∈ B, então a1 | a2b se e somente se a1 = a2.

Finalmente, se pipjpk, prpspt, pupwpv ∈ A são distintos, então pipjpk 6 |(prpspt)(pupwpv), caso con-
trário teŕıamos |{r, s, t} ∩ {u,w, v}| > 3, contradizendo a construção de A a partir de T .
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Portanto X ⊂ [n] é de fato uma famı́lia satisfazendo a propriedade requerida. Logo

|X| = π(n)− π(
⌊
n1/3

⌋
) + g(

⌊
n1/3

⌋
) = π(n)− (1 + o(1))

n1/3

lnn1/3
+

1

9

(
π(
⌊
n1/3

⌋
)

2

)
=

= π(n)− (3 + o(1))
n1/3

lnn

1

18

(
(3 + o(1))

n1/3

lnn

)2

= π(n) +

(
1

2
+ o(1)

)
n2/3

(lnn)2
.

Portanto f(n) > |X| = π(n) + (1/2 + o(1))n2/3/(lnn)2. �

O teorema abaixo nos dá que essa construção é assintoticamente justa.

Teorema 1.5 (Erdős ’38 [10]). Existe uma função não-negativa g(n) = O
(
n2/3/(lnn)2

)
tal que f(n) 6

π(n) + g(n).

Vamos provar uma versão levemente mais fraca desse teorema.

Teorema 1.6. Para todo n ∈ N∗, temos f(n) 6 π(n) + 2n2/3.

Demonstração. Fixe n ∈ N∗ e vamos provar inicialmente o seguinte fato.

Fato 1.7. Sejam V1 = [
⌊
n2/3

⌋
] e V2 = {d ∈ N :

⌊
n2/3

⌋
< d 6 n e d é primo}. Todo a ∈ [n] é da

forma a = bd, com b ∈ V1 e d ∈ V1 ∪ V2.

Prova do Fato 1.7. Fixe a ∈ [n]. Se a < n2/3 o resultado é trivial tomando b = a e d = 1.

Suponha então que a > n2/3 e seja p o maior primo que divide a.

Se p > n1/3, então a/p < n2/3, dáı tomamos b = a/p ∈ V1 e d = p ∈ V1 ∪ V2

Suponha então que todo primo que divide a é menor ou igual a n1/3 e que esses primos são p1 6 p2 6
. . . 6 pk.

Certamente existe s ∈ [k] tal que n1/3 6 p1p2 · · · ps 6 n2/3, pois todos os primos são menores ou
iguais a n2/3/n1/3 e a > n1/3.

Dáı tomamos b = p1p2 · · · pk ∈ V1 e d = a/(p1p2 · · · pk) 6 n2/3 (d também está em V1). �

Suponha que a1, a2, . . . af satisfazem a propriedade do Problema 1.1 e seja A = {ai : i ∈ [f ]}.
Consideramos então um grafo G sobre V1 ∪ V2 fixando para cada ai ∈ A uma decomposição ai = bidi
com bi ∈ V1 e di ∈ V2 e fazendo E(G) = {{bi, di} : i ∈ [f ]}. Note que G pode possuir laços, mas G possui
no máximo |V1| = n2/3 laços.

Seja G′ o grafo obtido a partir de G removendo seus laços. Afirmamos que G′ não pode possuir
trilhas (passeios que não repetem arestas) de comprimento três.

De fato, pois v0, v1, v2, v3 fossem vértices consecutivos de uma trilha teŕıamos v0v1, v1v2, v2v3 ∈ A,
mas v1v2 | (v0v1)(v2v3), contradizendo a propriedade do Problema 1.1.

Logo, G′ é uma floresta, o que significa que |E(G′)| 6 |V (G′)| − 1 6 π(n) + n2/3.

Portanto |A| = |E(G)| 6 |E(G′)|+ n2/3 6 π(n) + 2n2/3. �

A seguir enunciamos um problema similar.

Problema 1.8. Determinar o maior g = g(n) tal que existem a1, a2, . . . , ag ∈ [n] distintos satisfazendo

∀{i, j}, {k, l} ⊂ [g] distintos e com i 6= j e k 6= l, aiaj 6= akal.

Novamente é imediato que se tomarmos os primos em [n] temos a propriedade requerida, logo temos
a proposição abaixo.

Proposição 1.9. Para todo n ∈ N, g(n) > π(n).

Exerćıcio 1.10. Encontrar uma cota inferior melhor para g(n).
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1.2 Convexidade de pontos no plano

A seguir enunciamos um problema sobre convexidade de pontos no plano.

Problema 1.11 (Problema de Klein). Para todo n ∈ N com n > 3, determinar N = N(n) menor o
posśıvel tal que toda coleção de m > N pontos no plano em posição geral (não há três pontos colineares)
contém n deles formando um poĺıgono convexo.

Facilmente calculamos N(3) e N(4).

Proposição 1.12. Temos N(3) = 3 e N(4) = 5.

Demonstração. Como quaisquer três pontos não colineares formam um triângulo (que é convexo), te-
mos N(3) = 3.

Suponha agora que temos 5 pontos no plano. Se ao calcularmos o fecho convexo desses pontos
obtivermos um quadrilátero ou um pentágono, não há nada o que fazer.

Suponha então que o fecho convexo é um triângulo, então há dois pontos no interior desse triângulo e
a reta que passa por esses dois pontos intersecta exatamente dois lados do triângulo. Portanto os vértices
do lado restante mais os dois do interior formam um quadrilátero convexo. Logo N(4) 6 5.

Como certamente N(4) > 5, então N(4) = 5. �

Figura 1: Exemplo de disposição dos 5 pontos no último caso da demonstração.

Lembremos (uma das versões do) o Teorema de Ramsey.

Teorema 1.13 (Ramsey). Para todos k,m, l ∈ N, existe R = R(k,m, l) ∈ N tal que se n > R, então

toda m-coloração de
(

[n]
k

)
possui um conjunto monocromático de tamanho l.

Observação. Uma m-coloração de
(

[n]
k

)
é uma função c :

(
[n]
k

)
−→ [m].

Um conjunto monocromático (em relação a c) é um conjunto A ⊂ [n] tal que existe uma cor α ∈ [m]
de forma que todo subconjunto de k elementos de A possui cor α, i.e.

(
A
k

)
⊂ c−1(α).

Com o Teorema de Ramsey, podemos provar que N(n) existe para todo n.

Proposição 1.14. Para todo n ∈ N com n > 3, temos que N(n) existe.

Demonstração. O caso n ∈ {3, 4} já foi provado.
Fixe n > 5 e considere uma coleção de m pontos no plano em posição geral.
Considere a 2-coloração de subconjuntos de 4 elementos dentre os m pontos dada por

c(A) =

{
0, se A forma um poĺıgono convexo;

1, caso contrário.

Pelo Teorema de Ramsey, se m for grande o suficiente, existirá um conjunto monocromático A de
tamanho n. Como n > 5 = N(4), sabemos que a cor de A é 0 (toda coleção de pelo menos 5 pontos
possui um quadrilátero convexo).

Vamos mostrar agora que A forma um poĺıgono convexo.
Para isso, basta considerar o fecho convexo B de A munido de uma triangulação T . Certamente não

pode existir nenhum ponto p de A no interior de B, caso contrário p juntamente com os vértices do
triângulo de T em cujo interior p está formaria um quadrilátero côncavo. Portanto A é convexo. �
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Essa prova fornece uma cota superior para N(n) baseada nos números de Ramsey. Porém, Erdős
e Szekeres provaram uma cota superior melhor que essa.

Teorema 1.15 (Erdős–Szekeres ’35 [9]). Para todo n ∈ N com n > 3, temos N(n) 6
(

2n−4
n−2

)
+ 1.

A seguir definimos duas noções úteis para estudar o problema.

Definição 1.16. Sejam (x1, y1), (x2, y2), . . . , (xn, yn) ∈ R2, com x1 < x2 < . . . < xn.
Uma ∪-configuração é uma subsequência (xi1 , yi1), (xi2 , yi2), . . . , (xik , yik) da sequência acima tal que

∀j ∈ [k − 2],
yij+2

− yij+1

xij+2 − xij+1

>
yij+1

− yij
xij+1 − xij

.

Uma ∩-configuração é uma subsequência (xi1 , yi1), (xi2 , yi2), . . . , (xik , yik) da sequência acima tal que

∀j ∈ [k − 2],
yij+2

− yij+1

xij+2
− xij+1

6
yij+1

− yij
xij+1

− xij
.

Se definirmos g(a, b) como o maior número de pontos no plano (sem coordenadas x coincidentes) que
evita uma ∪-configuração de tamanho a e evita uma ∩-configuração de tamanho b, teremos trivialmente
que

∀n ∈ N \ {0, 1, 2}, N(n) 6 g(n, n) + 1.

Exerćıcio 1.17. Prove que, para todo n > 3, temos g(n, n) 6
(

2n−4
n−2

)
.

Dica. Tente fazer algo parecido com a prova do teorema abaixo.

Um outro teorema de Erdős e Szekeres é provado a seguir.

Teorema 1.18 (Erdős–Szekeres ’35 [9]). Toda sequência de n2+1 números reais possui uma subsequência
monótona de n elementos.

A prova abaixo deve-se a Seidenberg [20].

Demonstração. Fixe n2 + 1 pontos de R2: (pi)
n2+1
i=1 = ((xi, yi))

n2+1
i=1 e defina para todo pi o par (ai, bi) ∈

[n]× [n], onde ai é o tamanho da maior subsequência decrescente terminando em pi e bi é o tamanho da
maior subsequência crescente terminando em pi.

Como há n2 + 1 pontos e |[n]× [n]| = n2, pelo prinćıpio da casa dos pombos, existem 1 6 i < j 6 n
tais que (ai, bi) = (aj , bj).

Suponha que yi 6 yj , então conseguimos construir uma sequência crescente terminando em pj de
tamanho bj + 1 tomando a sequência crescente terminando em pi de tamanho bi e adicionando pj ao
final, o que contradiz o valor de bj .

Suponha então que yi > yj , nesse caso, conseguimos construir uma sequência decrescente termi-
nando em pj de tamanho aj + 1 tomando a sequência decrescente terminando em pi de tamanho ai e
adicionando pj ao final, o que contradiz o valor de bj .

Portanto a sequência tem de possuir uma subsequência monótona de tamanho n. �

1.3 Outro problema de Erdős

10/09/2013 – Yoshiharu Kohayakawa

A seguir relembramos o Problema 1.8.

Problema. (1.8) Determinar o maior g = g(n) tal que existem a1, a2, . . . , ag ∈ [n] distintos satisfazendo

∀{i, j}, {k, l} ⊂ [g] distintos e com i 6= j e k 6= l, aiaj 6= akal.

Definição 1.19. Dizemos que (ai)
g
i=1 ∈ [n]g é uma sequência de Sidon multiplicativa se (ai)

g
i=1 satisfaz

a propriedade do Problema 1.8.

Com essa definição, o Problema 1.8 consiste em determinar g(n) = max{g : ∃(ai)gi=1 ∈ [n]g sequência
de Sidon multiplicativa.

Em 1938, Erdős provou o seguinte teorema.
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Teorema 1.20 (Erdős ’38). Com a definição de g(n) do Problema 1.8, temos (para todo n ∈ N∗):

1. g(n) 6 π(n) +O(n3/4);

2. Existe uma constante c > 0 tal que g(n) > π(n) + cn3/4/(lnn)3/2.

Para estudar a prova desse teorema, estudaremos primeiramente outro problema.

Problema 1.21 (Problema de Zarankiewicz). Determinar o maior M = z(m,n) tal que existe G um
grafo (V,W ) bipartido com |V | = n, |W | = m, |E(G)| = M e K2,2 = C4 6⊂ G.

Teorema 1.22. Para todos m e n naturais, temos z(m,n) 6 n
√
m+m.

Antes de provar o teorema acima, enunciamos uma propriedade simples de grafos como exerćıcio.

Exerćıcio resolvido 1.23. Se G é um grafo (V,W ) bipartido com |V | = n, |W | = m e |E(G)| = M ,
então ∑

w∈W

(
dG(w)

2

)
> m

(
M/m

2

)
.

Demonstração. Seja G um grafo (V,W ) bipartido com |V | = n, |W | = m, |E(G)| = M = z(m,n)
e K2,2 = C4 6⊂ G.

Como K2,2 6⊂ G, temos que ∀v1, v2 ∈ V distintos, {v1, v2} está contido em no máximo um conjunto
dentre (NG(w))w∈W , logo, pelo Exerćıcio 1.23, temos

n2/2 >

(
n

2

)
>
∑
w∈W

(
|NG(w)|

2

)
=
∑
w∈W

(
dG(w)

2

)
> m

(
M/m

2

)
> m

(M/m− 1)2

2
=

1

2

(
M√
m
−
√
m

)2

.

Donde segue que n >M/
√
m−

√
m, e, portanto M 6 n

√
m+m. �

A seguir provamos o primeiro item do Teorema 1.20.

Prova do Teorema 1.20. Fixemos n > 2 e lembremos do seguinte fato.

Fato. (1.7) Sejam V1 = [
⌊
n2/3

⌋
] e V2 = {d ∈ N :

⌊
n2/3

⌋
< d 6 n e d é primo}. Todo a ∈ [n] é da

forma a = bd, com b ∈ V1 e d ∈ V1 ∪ V2.

Observe que, na decomposição acima, podemos assumir, sem perda de generalidade, que b 6 d.
Suponha então que (ai)

g
i=1 é uma sequência de Sidon multiplicativa e fixe, para cada i ∈ [g], uma

decomposição ai = bidi como no Fato 1.7.
Seja V ′1 = {x′ : x ∈ V1} uma cópia disjunta de V1 e considere o grafo (V ′1 , V1 ∪ V2)-bipartido G tal

que E(G) = {b′idi : i ∈ [g]}.
Observe que G 6⊃ K2,2, caso contrário teŕıamos b′, b̂′ ∈ V ′1 e d, d̂ ∈ V1 ∪ V2 induzindo um K2,2 em G

o que significa que existiriam i, j, k, l ∈ [g] tais que ai = bd, aj = bd̂, ak = b̂d e al = b̂d̂, o que é uma
contradição, pois teŕıamos aial = ajak em uma sequência de Sidon multiplicativa.

Considere a partição de E(G) = A ∪B ∪ C, onde

A = {b′d : d 6 n1/2}
B = {b′d : n1/2 < d 6 n3/4}
C = {b′d : n3/4 < d}

Observe que, se b′d ∈ A, então temos b′ 6 n1/2, logo, pelo Teorema 1.22, temos |A| 6 z(
⌊
n1/2

⌋
,
⌊
n1/2

⌋
) 6

n1/2n1/4 + n1/2 6 2n3/4.
Analogamente, se b′d ∈ C, então temos b′ < n1/4 e d ∈ V2, logo

|C| 6 z(π(n)− π(
⌊
n3/4

⌋
),
⌊
n1/4

⌋
6 n1/4

√
π(n) + π(n) ∼ n3/4

√
lnn

+ π(n) 6 n3/4 + π(n).
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Para dar uma boa cota para o tamanho do conjunto B, teremos que subparticioná-lo. Fazendo Bk =
{b′d : 2k−1n1/2 < d 6 2kn1/2} e t =

⌈
lg n1/4

⌉
, temos

B =

t⋃
k=1

Bk

(pois 2dlg n1/4e > n1/4).
Para cada k ∈ [t], temos que, se b′d ∈ Bk, então b′ < n/(2k−1n1/2) = 21−kn, logo, pelo Teorema 1.22,

temos

|Bk| 6 z((2k − 2k−1)n1/2, 21−kn1/2) 6 21−kn1/2
√

2k−1n1/2 + 2k−1n1/2 =
n1/4

2(k−1)/2
+ 2k−1n1/2.

Dáı segue que

t∑
k=1

|Bk| 6

(
t∑

k=1

n1/4

2(k−1)/2

)
+

(∑
k=1

t2k−1n1/2

)
=

1

1− 2−1/2
n1/4 + (2t − 1)n1/2

6

√
2√

2− 1
n1/4 + (2n1/4 − 1)n1/2

6

( √
2√

2− 1
+ 2

)
n3/4.

Portanto M 6 π(n) +O(n3/4). �

A seguir damos uma ideia de uma prova do segundo item do Teorema 1.20.

Demonstração (Rascunho). Consideramos uma sequência (ai)
g
i=1 tal que {ai : i ∈ [g]} = A∪B, onde A =

{p ∈ [n] : p é primo e p > n1/2} e B ⊂ {pq : p e q são primos e p, q < n1/2} é tal que (ai)
g
i=1 é de Sidon

de tamanho pelo menos cπ(n)3/2.
Observe primeiramente que, se aiaj = akal com pelo menos um dentre ai, aj , ak, al em A, então

temos {ai, aj} = {ak, al}.
Resta saber como construir tal B, que pode ser resumido no seguinte exerćıcio.

Exerćıcio 1.24. Existe uma constante α > 0 tal que, para todo t ∈ N, existe um grafo G bipartido tal
que G 6⊃ K2,2 e E(G) > αt3/2.

Tomando t = π(
⌊
n1/2

⌋
) constrúımos B a partir das arestas de G e de uma bijeção entre os vértices

de G e os primos menores que n1/2 (observe que cada produto de primos corresponde a no máximo duas
arestas de G).

Portanto, existe uma constante c > 0 tal que g(n) > π(n) + cn3/4/(lnn)3/2. �

1.4 Happy ending problem ou o Problema de Klein

01/10/2013 – Yoshiharu Kohayakawa

Relembramos abaixo o Problema de Klein.

Problema (Problema de Klein). (1.11) Para todo n ∈ N com n > 3, determinar N = N(n) menor o
posśıvel tal que toda coleção de m > N pontos no plano em posição geral (não há três pontos colineares)
contém n deles formando um poĺıgono convexo.

Curiosidade (Happy ending problem). O Problema de Klein também é conhecido como Happy ending
problem. Esse nome foi dado ao problema por Paul Erdős porque o problema desencadeou o casamento
de George Szekeres e Esther Klein.

Definimos Klein(n) = N(n) como acima.
Já vimos que Klein(n) existe para todo natural n, mas a prova dada nos fornecia a seguinte cota:

Proposição 1.25. Para todo n ∈ N com n > 5, temos Klein(n) 6 R(4)
2 (k, 5), onde R

(4)
2 denota o número

de Ramsey para hipergrafos 4-uniformes com bicolorações.
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Observação. A prova dada anteriormente fornecia a cota Klein(n) 6 R
(4)
2 (k, k), mas é fácil ver que o

segundo k pode ser substitúıdo por 5.

Essa cota não é muito boa e para melhorá-la relembramos uma versão mais geral do Teorema de Ram-
sey.

Teorema 1.26 (Ramsey). Para todos r, k1, k2, . . . , kt ∈ N, existe R = R
(k)
t (k1, k2, . . . , kt) ∈ N tal que

se n > R, então toda coloração c de
(

[n]
r

)
em cores 1, 2, . . . , n possui um conjunto monocromático de cor i

de tamanho ki para algum i ∈ [t].

Além disso, enunciamos e provamos novamente um lema implicitamente provado durante a demons-
tração da cota da Proposição 1.25.

Lema 1.27. Para todo n ∈ N com n > 4, se n pontos no plano em posição geral não são os vértices de
um n-ágono convexo, então existem 4 desses pontos que não são os vértices de um quadrilátero convexo.

Demonstração. Basta considerar uma triangulação do fecho convexo dos n pontos e observar que o ponto
no interior deve pertencer a um triângulo dessa triangulação. �

Esse lema certamente motiva a coloração de quádruplas de pontos, mas, para obter uma cota melhor
para Klein(n), uma primeira ideia seria colorir triplas de pontos.

Teorema 1.28. Para todo n ∈ N com n > 5, temos Klein(n) 6 R(3)
2 (k, k).

Demonstração. Fixe n > 5 e suponha que temos N pontos no plano com N > R(3)
2 (k, k).

Considere uma ordenação qualquer desses pontos x1, x2, . . . , xN .
Cada tripla {xi, xj , xk} forma um triângulo em que os ı́ndices i, j, k quando lidos na ordem estão na

ordem horária ou anti-horária no plano.
Considere então essa coloração de triplas c :

(
[N ]
3

)
→ {horária, antihorária}.

Como N > R(3)
2 (k, k), sabemos que existe um conjunto monocromático A de tamanho k.

Sem perda de generalidade, assumimos que A é monocromático “horária”. Observe que, se há quatro
pontos de A que não são vértices de um quadrilátero convexo, então três desses pontos deveriam ser da
cor “antihorária”, o que é uma contradição.

xi

xj

xk

xl

Figura 2: Se definirmos, para todos a, b ∈ [N ] distintos, o conjunto (a, b)N como {a+ 1, a+ 2, . . . , b− 1}
se a < b e {1, 2, . . . , a− 1, b+ 1, b+ 2, . . . , N}, se b < a; então, na figura temos i ∈ (l, j)N , i ∈ (k, l)N , j ∈
(k, l)N e i ∈ (j, k)N .
Se l for o menor dos ı́ndices, então teremos l < i < j, l < k < i, l < k < j e i ∈ (j, k)N , uma contradição
(l < k < i < j é incompat́ıvel com i ∈ (j, k)N ).
E, se i for o menor dos ı́ndices, então teremos i < j < l, i < l < k, j ∈ (k, l)N e i < k < j, também uma
contradição (j < l < k < j).

Logo, pelo Lema 1.27, segue que A é convexo. �

Para ter uma ideia da grandeza dessa cota, enunciamos algumas cotas para números de Ramseyabaixo.
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Fato 1.29. Para todos naturais k e l, temos

R
(2)
2 (k, l) 6

(
k+l+2
k−1

)
;

2k/2 6 R
(2)
2 (k, k) 6

(
2k−2
k−1

)
6 22k−2;

2O(k2) 6 R
(3)
2 (k, k) 6 22O(k)

;

22O(k2)

6 R
(4)
2 (k, k) 6 222O(k)

.

Observação. As cotas inferiores provêm do Stepping-up Lemma de Erdős e Hajnalque pode ser encon-
trado no livro [12].

A melhor cota que se conhece para Klein(n), porém, não utiliza números de Ramsey.

Teorema 1.30 (Erdős–Szekeres ’35 [9]). Para todo n ∈ N com n > 5, temos Klein(n) 6
(

2n−4
n−2

)
.

A prova que daremos é devida a Moshkovitz e Shapira e demonstra um resultado um pouco mais
geral.

Teorema 1.31 (Moshkovitz–Shapira 2012 [19]). Para todo n ∈ N∗, temos que toda configuração de
pelo menos

(
2n
n

)
+ 1 pontos em posição geral possui uma ∪-configuração de tamanho n + 2 ou uma ∩-

configuração de tamanho n+ 2.

Antes de fornecer a prova, definimos alguns conceitos úteis e provamos um pequeno lema.

Definição 1.32. Seja X um conjunto parcialmente ordenado por �. Um subconjunto A de X é dito
um down-set se

∀x ∈ X,∀a ∈ a, (x � a =⇒ x ∈ A).

Definição 1.33. Para todos naturais d e n, definimos Pd(n) como o número de down-sets em [n]d+1

quando munido da ordem parcial x � y se e só se x é menor ou igual a y coordenada-a-coordenada.

Lema 1.34. Para todo natural n, temos P1(n) =
(

2n
n

)
.

Demonstração. Seja D ⊂ [n]2 um down-set e, para todo j ∈ [n], defina aj = max{i : (i, j) ∈ D} ∪ {0}.
Observe que (aj)

n
j=1 forma uma sequência decrescente de elementos de {0, 1, . . . , n}. Ademais, essa

correspondência é uma bijeção.
Considere então o conjunto AD =

⋃
j∈[n][0, aj ]× [j−1, j] e observe que a fronteira de AD é composta

por segmentos dos eixos x e y mais uma poligonal de (0, n) a (n, 0) cujos segmentos são paralelos aos
eixos, têm comprimento inteiro e seguem para cima ou para esquerda.

Note também que essa é uma bijeção entre down-sets de [n]2 e poligonais dessa forma.

0

1

2

3

4

5

y

1 2 3 4 5 x

Figura 3: Exemplo de poligonal com (aj)
5
j=1 = (5, 4, 4, 2, 0).

Porém, toda poligonal dessa forma possui exatamente n (sub)segmentos de comprimento 1 para cima
e n para esquerda. Portanto há exatamente

(
2n
n

)
dessas poligonais. �
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Prova do Teorema 1.31. Fixe n ∈ N∗ e uma coleção de pontos {x1, x2, . . . , xN} em posição geral comN >(
2n
n

)
+ 1 = P1(n) + 1.

Considere a coloração das triplas de
(

[N ]
3

)
em duas cores ∪ e ∩ na qual {i, j, k} recebe cor ∪ se e só

se {xi, xj , xk} é uma ∪-configuração.
Queremos encontrar um caminho ordenado monocromático com n arestas, i.e. uma sequência cres-

cente (ai)
n+2
i=1 tal que todas as arestas da forma {ai, ai+1, ai+2}{ai+1, ai+2, ai+3} são da mesma cor. Tal

caminho será uma ∪-configuração ou uma ∩-configuração de tamanho n+ 2.
Suponha que não existe tal caminho. Para todos u, v ∈ [N ] com u < v, defina c(u, v) = (n1+1, n2+1),

onde ni é o número de arestas em um caminho ordenado monocromático de cor i e terminando em (u, v)
de tamanho maior posśıvel. Note que ni < n, pois não há tais caminhos com n arestas, logo c(u, v) ∈ [n]2.

Para todo v ∈ [n], seja D(v) = {x ∈ [n]2 : x � c(u, v) para algum u < v}. Note que D(v) é down-set.
Como há N possibilidades de escolha para v e N > P1(n), segue que existem v1, v2 ∈ [N ] distintos

tais que D(v1) = D(v2).
Sem perda de generalidade, assumimos que v1 < v2.
Por definição, temos c(v1, v2) ∈ D(v2) = D(v1), logo, existe um u < v1 tal que c(v1, v2) � c(u, v1).
Seja c a cor da tripla {u, v1, v2} e seja P um caminho ordenado monocromático de cor c terminando

em (u, v1) de tamanho maior posśıvel (tal tamanho é uma coordenada de c(u, v1)). Adicionando a
aresta {u, v1, v2} obtemos um caminho ordenado monocromático de cor c terminando em (v1, v2), logo
uma das coordenadas de c(v1, v2) é estritamente maior que a respectiva de c(u, v1), mas isso contra-
diz c(v1, v2) � c(u, v1).

Portanto tem de haver um caminho ordenado monocromático com n arestas. �

Essa prova pode ser generalizada para o problema de encontrar cup-configurações e ∩-configurações
de tamanhos diferentes. Ademais, essa cota é justa. Deixamos tal generalização e a prova de que a cota
é justa como exerćıcio.

Exerćıcio 1.35. Prove que, se p, q ∈ N∗, então toda coleção de
(
p+q
p

)
+ 1 pontos em posição geral possui

ou uma ∪-configuração de p+ 2 pontos ou uma ∩-configuração de q + 2 pontos.
Prove também que há uma coleção de

(
p+q
p

)
pontos em posição geral que não possui nem uma ∪-

configuração de p+ 2 pontos nem uma ∩-configuração de q + 2 pontos.

Não se sabe se a cota fornecida por essa prova para Klein(n) é justa ou não. Enunciamos no exerćıcio
abaixo as cotas conhecidas para Klein(n).

Exerćıcio 1.36. Prove que, para todo n ∈ N com n > 3, temos

2n−2 + 1 6 Klein(n) 6

(
2n− 4

n− 2

)
.

2 Colorações fortes de hipergrafos

2.1 Definições e resultados preliminares

15/10/2013 – Lucas Colucci Cavalcante de Souza

Vamos inicialmente relembrar algumas definições básicas de hipergrafos.

Definição 2.1. Um hipergrafo é um par ordenado H = (V,E), onde V é um conjunto e E ⊂ P(V ). O
conjunto V é dito conjunto de vértices de H (denotado por V (H)) e o conjunto E é dito o conjunto de
hiperarestas de H (denotado por E(H)).

Ademais, se t é um natural, o hipergrafo H é dito t-intersectante se E(H) for uma famı́lia t intersec-
tante, isto é, para todas hiperarestas e e f de H, temos |e∩ f | > t (em particular, toda hiperaresta de H
possui pelo menos t elementos).

Definimos a seguir a noção de colorações c fortes, que é uma generalização da noção de colorações
próprias de grafos.

Definição 2.2. Uma coloração c-forte de um hipergrafo H é uma função g : V (H) → X, onde X é um
conjunto qualquer e tal que, para toda hiperaresta e de H, temos |g(e)| > min{|e|, c}.

O conjunto X é chamado conjunto de cores da coloração g e o tamanho de g é definido como |X|.
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Definimos então o número cromático c-forte de H como χc(H) = min{|X| : ∃g : V (H) → X colora-
ção c-forte de H}.

Além disso, definimos χ(t, c) = sup{χc(H) : H é um hipergrafo t-intersectante}.

Observação. Considerar colorações 2-fortes de hipergrafos 2-uniformes coincide exatamente com o con-
ceito de colorações próprias de grafos.

Como toda coloração (c + 1)-forte de um hipergrafo H é também uma coloração c-forte de H, en-
tão χc+1(H) > χc(H). Portanto χ(t, c+ 1) > χ(t, c).

Ademais, como todo hipergrafo (t + 1)-intersectante é também um hipergrafo t-intersectante, en-
tão χ(t+ 1, c) 6 χ(t, c).

A seguir, fornecemos duas provas distintas para um resultado de Erdős e Lovász sobre hipergrafos 1-
intersectantes (chamados apenas de intersectantes).

Teorema 2.3 (Erdős–Lovász ’73 [8]). Todo hipergrafo H intersectante possui uma coloração 2-forte com
no máximo 3 cores.

Isto é, temos χ(1, 2) 6 3.

Demonstração 1. Seja e uma hiperaresta minimal de H, isto é, uma hiperaresta que não contém pro-
priamente nenhuma outra hiperaresta. Seja v ∈ e.

Suponha que |e| > 2. Considere a coloração

g : V (H) −→ [3]

x 7−→


1, se x = v;

2, se x ∈ e \ {v};
3, se x /∈ e.

Observe que, como toda hiperaresta f 6= e deve intersectar tanto e como V (H) \ e, então |g(f)| > 2,
portanto g é coloração 2-forte de H.

Suponha então que |e| = 1. Considere a coloração 1e. Novamente, como toda hiperaresta deve
intersectar tanto e como V (H) \ e, então 1e é coloração 2-forte de H. �

Demonstração 2. Considere uma coloração 2-forte gulosa de H. Isto é, ordene os vértices de H, diga-
mos V (H) = {v1, v2, . . . , vn} e defina a coloração g recursivamente como:

• Atribua a cor 1 para v1 (g(v1) = 1);

• Suponha que já foram definidos g(v1), g(v2), . . . , g(vk−1) e atribua a cor t a vk, onde t é o menor
natural tal que, para toda hiperaresta e contida em {v1, v2, . . . , vk}, temos g(e \ {vk}) 6= {t}, ou
seja, atribuir a cor t a vk preserva a 2-força da coloração g.

Afirmamos que tal coloração nunca usa a cor 4.
De fato, pois caso usasse, existiriam vértices vi e vj tais que g(vi) = 2 e g(vj) = 4 com i e j menores

o posśıvel.
Devido à construção de g, a atribuição dessas cores a esses vértices implica a existência de hiperares-

tas e e f tais que vi ∈ e, vj ∈ f , g(e \ {vi}) = {1} e g(f \ {vj}) = {3}. Donde segue que e∩ f = ∅, o que
é um absurdo (pois H é intersectante). �

A proposição mostra que esse resultado para χ(1, 2) é ótimo.

Proposição 2.4. Temos χ(1, 2) > 2.

Demonstração. Considere o hipergrafo H dado por

V (H) = {A,B,C,AB,AC,BC,ABC}
E(H) = {{A,AB,B}, {A,AC,C}, {B,BC,C}, {A,ABC,BC},

{B,ABC,AC}, {C,ABC,AB}, {AB,AC,BC}}.

Suponha que H possui uma coloração 2 forte g em apenas duas cores, digamos 1 e 2.
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A

B C

AB AC

BC

ABC

Figura 4: O hipergrafo H, com suas hiperarestas representadas em cores duas-a-duas distintas.

Suponha que g(A) = g(B) = g(C) e, sem perda de generalidade, suponha g(A) = 1. Então temos que
ter g(AB) = g(AC) = g(BC) = 2 devido às hiperarestas {A,AB,B}, {A,AC,C} e {B,BC,C}. Mas
isso gera uma contradição com a hiperaresta {AB,AC,BC}.

Suponha então que {g(A), g(B), g(C)} = {1, 2} e, sem perda de generalidade, suponha g(A) = 1
e g(B) = g(C) = 2. Então a hiperaresta {B,BC,C} nos dá g(BC) = 1, em seguida, a hipera-
resta {A,ABC,BC} nos dá g(ABC) = 2. Segue então que g(AB) = g(AC) = 1, devido às hi-
perarestas {C,ABC,AB} e {B,ABC,AC}, o que novamente gera uma contradição com a hipera-
resta {AB,ACBC}.

Portanto χ2(H) > 2, o que significa que χ(1, 2) > 2. �

Abaixo, calculamos mais alguns valores de χ(t, c).

Proposição 2.5. Temos χ(0, 2) = +∞ e, para todo t > 2, temos χ(t, 2) = 2.

Demonstração. Como já observamos, considerar colorações 2-fortes em hipergrafos uniformes corres-
ponde à noção de coloração própria de grafos. Como grafos são hipergrafos 0-intersectantes e existem
grafos com número cromático arbitrariamente grande (e.g., todo grafo completo possui número cromático
igual à sua ordem), então χ(0, 2) = +∞.

Como χ(t, c) é decrescente com t e χ(t, 2) > 2 (pois um hipergrafo com uma hiperaresta de tamanho 2
certamente precisará de mais de uma cor para ser colorido 2-fortemente), então basta provar que χ(2, 2) 6
2.

Seja H um hipergrafo 2-intersectante e faça uma coloração 2-forte de H pelo método guloso.
Afirmamos que tal coloração não utiliza a cor 3.
De fato, pois caso usasse, existiriam vértices vi e vj tais que g(vi) = 2 e g(vj) = 3 com i e j menores

o posśıvel.
Devido à construção de g, a atribuição dessas cores a esses vértices implica a existência de hiperares-

tas e e f tais que vi ∈ e, vj ∈ f , g(e \ {vi}) = {1} e g(f \ {vj}) = {2}. Donde segue que e ∩ f ⊂ {vi}, o
que é um absurdo (pois H é 2-intersectante). �

A seguir, provamos um lema que permite obter cotas para χ(t, c) recursivamente.

Lema 2.6. Se t e c são naturais com c > 2, então temos χ(t+ 1, c+ 1) > χ(t, c) + 1.

Demonstração. Seja H um hipergrafo t-intersectante tal que χc(H) = χ(t, c).
Considere o hipergrafo H′ obtido adicionando um novo vértice v ao hipergrafo H e a todas as suas

hiperarestas, i.e., H′ = (V (H) ∪ {v}, E), onde v /∈ V (H) e E = {e ∪ {v} : e ∈ E(H)}.
Observe que H′ é (t+ 1)-intersectante e vamos mostrar que χc+1(H′) > χ(t, c) + 1, donde o resultado

seguirá imediatamente.
Seja então g uma coloração (c+ 1)-forte qualquer de H′ que usa χc+1(H′) cores e seja x = g(v) a cor

de v e y uma outra cor qualquer usada por g.
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Considere a coloração h de H obtida a partir de g tal que, para todo w ∈ V (H), temos

h(w) =

{
g(w), se g(w) 6= x;

y, se g(w) = x.

Observe que, para toda hiperaresta e de H, temos |g(e ∪ {v})| > min{|e| + 1, c + 1}, donde segue
que |h(e)| > {|e|, c}.

Portanto h é uma coloração c-forte de Husando χc+1(H′)−1 cores, o que significa que χ(t+1, c+1) >
χc+1(H′) > χc(H) + 1 = χ(t, c) + 1. �

Com esse lema, podemos mostrar que alguns valores de χ(t, c) são infinitos.

Corolário 2.7. Se t e c são naturais tais que t 6 c− 2, então χ(t, c) = +∞.

Demonstração. Basta observar que

χ(t, c) > χ(t− 1, c− 1) > χ(t− 2, c− 2) > . . . > χ(0, t− c)

e que, como χ(t, c) é crescente com c e t− c > 2, temos χ(0, t− c) > χ(0, 2) = +∞. �

2.2 Famı́lias intersectantes e uma cota superior

A seguir, enunciamos alguns resultados relacionados a famı́lias intersectantes.

Teorema 2.8 (Dinur–Safra ’05 [6]; Friedgut ’08 [11]). Se F é uma famı́lia t-intersectante de subconjuntos
de [n] e 0 < p < 1/(t+ 1), então Pp(F) 6 pt, onde Pp denota a medida

Pp : P([n]) −→ [0, 1]

F 7−→
∑
F∈F

p|F |(1− p)n−|F |.

Corolário 2.9 (Blais–Weinstein–Yoshida ’12 [3]). Se F é uma famı́lia t-intersectante de subconjuntos
de [n] e 0 < p < 1/(t+ 1), então Pp({S ⊂ P([n]) : existe S′ ∈ F tal que S ⊃ S′}) 6 pt.

Demonstração. Seja F ′ = {S ⊂ P([n]) : existe S′ ∈ F tal que S ⊃ S′}).
Observe que F ′ é (t+ 1)-intersectante, pois se A′, B′ ∈ F ′, então existem A,B ∈ F tais que A ⊃ A′

e B ⊃ B′ e como F é t-intersectante, temos |A′ ∩B′| > |A ∩B| > t.
Portanto, pelo Teorema 2.8, temos Pp(F ′) 6 pt. �

Teorema 2.10 (Blais–Weinstein–Yoshida ’12 [3]). Se t, c e l são naturais tais que t > c > 2, l >
(c− 1)(t+ 1) e (

l

c− 1

)(
c− 1

l

)t

< 1,

então χ(t, c) 6 l.

Demonstração. Seja H um hipergrafo t-intersectante e considere uma coloração g de H em l cores esco-
lhida uniformemente ao acaso.

Fixe C um conjunto de c− 1 cores.
Considere o conjunto SC = g−1(C) e observe que cada vértice de H pertence a SC com probabili-

dade p = (c− 1)/l independentemente de outros vértices.
O Corolário 2.9 nos garante que a probabilidade de existir uma hiperaresta de H que está contida

em SC é no máximo pt.
Pela cota da união, a probabilidade de existir um conjunto C de c− 1 cores e uma hiperaresta de H

que está contida em SC é no máximo (
l

c− 1

)(
c− 1

l

)t

< 1.

Isso significa que existe uma coloração de H em l cores tal que toda hiperaresta recebe ao menos c
cores distintas, i.e., é uma coloração c-forte. �
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Observação. No teorema acima, como t > c a condição de c-força de uma coloração g reduz-se a |g(e)| >
c para toda hiperaresta e.

Corolário 2.11. Para todos naturais t e c com t > c > 2, temos χ(t, c) 6 tt, χ(c, c) 6
√
cec e χ(2c, c) <

2c2.

Demonstração. Basta observar que os valores satisfazem as condições pedidas pelo Teorema 2.10.
Para a primeira desigualdade, temos

(c− 1)(t+ 1) 6 (t− 1)(t+ 1) < tt; e

(
tt

c− 1

)(
c− 1

tt

)t

6
tt(c−1)

(c− 1)!

(c− 1)t

tt2
6

tt
2−t

(c− 1)!

(c− 1)t

tt2

(
c− 1

t

)t
1

(c− 1)!
< 1.

Para a segunda desigualdade, temos

(c− 1)(c+ 1) 6
√
cec; e(√

cec

c− 1

)(
c− 1√
cec

)c

6
cc/2ec

2

√
cec

1

(c− 1)!

(c− 1)c

ec/2ec2
=

(c− 1)c√
cec

1

(c− 1)!

∼ (c− 1)c√
cec

ec−1√
2π(c− 1)(c− 1)c−1

=
c− 1

e

1√
2πc(c− 1)

=

√
c− 1

c

1

e
√

2π
< 1.

Finalmente, para a terceira desigualdade, temos

(c− 1)(2c+ 1) = 2c2 − 2c+ c− 1 < 2c2; e

(
2c2

c− 1

)(
c− 1

2c2

)2c

6
2c−1c2c−2

(c− 1)!

(c− 1)2c

22cc4c
=

1

2c+1

(c− 1)2c

c2c
1

c2(c− 1)!
< 1.

�

Observação. O Teorema 2.10 não pode ser usado para t = c− 1, pois(
l

c− 1

)(
c− 1

l

)c−1

>

(
l

c− 1

)c−1(
c− 1

l

)c−1

= 1.

2.3 Cotas inferiores

22/10/2013 – Lucas Colucci Cavalcante de Souza

Apresentando alguns hipergrafos, conseguimos obter algumas cotas inferiores para χ(t, c).

Proposição 2.12. Se c é um inteiro tal que c > 2, então χ(c− 1, c) > 2c− 1.

Demonstração. Considere o hipergrafo H = ([3c− 3],
(

[3c−3]
2c−2

)
).

Observe que H é (c − 1)-intersectante, pois se e e f são hiperarestas de H, então temos |e ∩ f | =
|e|+ |f | − |e ∪ f | > 4c− 4− (3c− 3) = c− 1.

Considere uma (2c− 2)-coloração arbitrária de H.
Afirmamos que as c− 1 cores mais usadas nessa coloração cobrem 2c− 2 vértices.
De fato, pois, se cobrissem apenas 2c−3, em média, cada uma dessas cores cobriria (2c−3)/(c−1) < 2

vértices, ou seja, uma delas cobriria menos que dois vértices. Isso significaria que as c − 1 cores menos
usadas cobririam no máximo um vértice cada, logo no máximo a quantidade total de vértices cobertos
por todas as cores seria c− 1 + 2c− 3 = 3c− 4 < |V (H)|, o que é um absurdo.

Como as c − 1 cores mais usadas cobrem 2c − 2 vértices, alguma hiperaresta recebeu apenas essas
cores, ou seja, a coloração não é c-forte. �
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Proposição 2.13. Se t e c são inteiros positivos, então χ(t, c) > 2c− 2.

Demonstração. Considere o hipergrafo H = ([(6c− 1)t],
(

[(6c−1)t]
3ct

)
.

Observe que H é t-intersectante, pois se e e f são hiperarestas de H, então temos |e∩ f | = |e|+ |f | −
|e ∪ f | > 6ct− (6c− 1)t = t.

Considere uma (2c− 3)-coloração arbitrária de H.
Afirmamos que as c− 1 cores mais usadas nessa coloração cobrem 3ct vértices.
De fato, pois, se cobrissem apenas 3ct−1, as c−2 cores menos usadas cobririam apenas (3ct−1)(c−

2)/(c − 1). Isso significaria que no máximo a quantidade total de vértices cobertos por todas as cores
seria

(3ct− 1)(c− 2)

c− 1
+ 3ct− 1 < (6c− 1)t

A inequação acima segue de

(3c2t− c− 6ct+ 2) + (3c2t− c− 3ct+ 1)− (6c2t− ct− 6ct+ t) = −3ct− 2c− t+ 3 < 0.

Como |V (H)| = (6c− 1)t, isso é um absurdo.
Logo, temos que as c − 1 cores mais usadas cobrem 3ct vértices, então alguma hiperaresta recebeu

apenas essas cores, ou seja, a coloração não é c-forte. �

2.4 Colorações 3-fortes de hipergrafos 2-intersectantes

Vamos calcular agora χ(2, 3) precisamente.

Teorema 2.14 (Colucci–Gyárfás 2013 [5]). Temos χ(2, 3) = 5.

Demonstração. Pela Proposição 2.12, basta provar que χ(2, 3) 6 5.
Seja então H um hipergrafo 2-intersectante arbitrário.
Observe que, se Hpossuir uma hiperaresta e = {v, w} de cardinalidade 2, a coloração

g : V (H) −→ [3]

x 7−→


1, se x = v;

2, se x = w;

3, se x /∈ e.

será 3-forte.
Observe também que se e e f são hiperarestas de H com e ⊂ f , então a condição de que f recebe

cores suficientes implica que e recebe cores suficientes.
Então podemos supor que H possui apenas hiperarestas de cardinalidade pelo menos 3 e que não

existem hiperarestas distintas e e f com e ⊂ f .
Caso 1. Toda tripla de hiperarestas distintas (e, f, g) possui intersecção não-vazia (e ∩ f ∩ g 6= ∅).

Fixe e0 uma hiperaresta de H qualquer e considere o hipergrafo H′ = (e0, E), onde E = {e ∩ e0 : e ∈
E(H)}.
Observe que H′ é intersectante, pois se e ∩ e0 e f ∩ e0 são hiperarestas de H′, então e ∩ f ∩ e0 6= ∅.
Pelo Teorema 2.3, sabemos que H′ possui uma 3-coloração 2-forte. Sem perda de generalidade, podemos
assumir que foram utilizadas 3 cores distintas (e não menos).
Pintando o conjunto V (H)\e0 com uma quarta cor, obtemos uma 4-coloração de H que é 3-forte, pois e0

possui 3 cores distintas e toda outra hiperaresta e possui duas cores distintas em e ∩ e0 mais a quarta
cor.

Caso 2. Existem hiperarestas e, f e g tais que e ∩ f ∩ g = ∅.
Tome então e1, e2 e e3 tais que e1 ∩ e2 ∩ e3 = ∅ e |e1 ∪ e2 ∪ e3| é menor o posśıvel.
Sejam

E = e1 ∪ e2 ∪ e3

E1 = e1 \ (e2 ∪ e3)

E2 = e2 \ (e1 ∪ e3)

E3 = e3 \ (e1 ∪ e2)
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Por simetria, basta considerar apenas quatro subcasos: (i) E1, E2, E3 6= ∅; (ii) E1, E3 6= ∅, E2 = ∅;
(iii) E2 6= ∅, E1 = E3 = ∅ e (iv) E1 = E2 = E3 = ∅.
A coloração de E em todos esses casos será a mesma, para isso, sejam v ∈ e1∩e2 e w ∈ e1∩e3 arbitrários
(lembramos que H é 2-intersectante) e tome

g : E −→ [5]

x 7−→



1, se x ∈ E1 ∪ {w};
2, se x ∈ E2 ∪ {v};
3, se x ∈ E3 ∪ (e1 ∩ e3 \ {w});
4, se x ∈ e1 ∩ e2 \ {v};
5, se x ∈ e2 ∩ e3;

v

w

e1 e2

e3

E1 E2

E3

Figura 5: A coloração g : E → {1, 2, 3, 4, 5}.

Denotaremos por fij uma hiperaresta arbitrária que recebeu exatamente as cores i e j (após estendermos
a coloração a V (H)). Nosso objetivo será então provar que não existe fij qualquer que seja 1 6 i 6 j 6 5
em cada um desses casos.
Caso i. Nenhum dentre E1, E2 e E3 é vazio.
Estendemos então g para V (H) colorindo os vértices de V (H)\E sucessivamente com a cor 2 a menos que
o vértice seja o último de alguma hiperaresta que recebeu apenas as cores 2 e 3, nesse caso, colorimo-lo
com a cor 1.
A tabela abaixo fornece justificativas para a não existência de algumas das fij ’s. Os principais argumentos
são que H é 2-intersectante e que não há hiperarestas e e f com e ( f .

f11 ∩ e2 = ∅
|f12 ∩ e3| 6 1 f22 ∩ e3 = ∅
f13 ∩ e2 = ∅ ∗ f33 ∩ e2 = ∅
|f14 ∩ e3| 6 1 f24 ∩ e3 = ∅ ∗ f44 ∩ e3 = ∅

∗ |f25 ∩ e1| 6 1 f35 ( e3 f45 ( e2 f55 ∩ e1 = ∅

Restam apenas f15, f23 e f34 (marcadas com ∗).
Suponha que existe f15. Se f15 ⊂ E, então teremos f15∩e1∩e2 = ∅ e |f15∪e1∪e2| < |E| o que contraria
a escolha de (e1, e2, e3).
Suponha então que existe f15 6⊂ E. Seja x ∈ f15 \ E e observe que x possui cor 1. Pela construção da
(extensão da) coloração, sabemos que existe uma hiperaresta f contendo x tal que f \ {x} possui apenas
as cores 2 e 3. Como H é 2-intersectante, temos |f15 ∩ f | > 2, o que significa que f tem que possuir pelo
menos dois vértices de cor 1, uma contradição.
Portanto não existe f15.
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Suponha agora que existe f23. Se f23 ⊂ E, então teremos f23 ∩ e2 ∩ e3 = ∅ e |f15 ∪ e2 ∪ e3| < |E| o que
contraria a escolha de (e1, e2, e3).
Suponha então que existe f23 6⊂ E. Seja x ∈ f23 \ E e observe que x possui cor 2, mas isso é uma
contradição com a construção da (extensão da) coloração, pois algum dos vértices de f23 deveria ter
recebido a cor 1.
Portanto não existe f23.
Finalmente, suponha que existe f34. Observe que f34 ⊂ E. Mas então f24∩e1∩e2 = ∅ e |f24∪e1∪e2| < |E|
contrariam a escolha de (e1, e2, e3).
Portanto não existe f34.
Caso ii. Dentre E1, E2 e E3, apenas E2 é vazio.
Estendemos então g para V (H) colorindo os vértices de V (H) \ E com a cor 2.
A tabela abaixo fornece justificativas para a não existência de algumas das fij ’s.

f11 ∩ e2 = ∅
|f12 ∩ e3| 6 1 f22 ∩ e3 = ∅
f13 ∩ e2 = ∅ |f23 ∩ e2| 666 1 f33 ∩ e2 = ∅
|f14 ∩ e3| 6 1 f24 ∩ e3 = ∅ ∗ f44 ∩ e3 = ∅

∗ |f25 ∩ e1| 6 1 f35 ( e3 f45 ( e2 f55 ∩ e1 = ∅

Restam apenas f15 e f34 (marcadas com ∗).
Suponha que existe f15. Observe que f15 ⊂ E. Mas então temos f15 ∩ e1 ∩ e2 = ∅ e |f15 ∪ e1 ∪ e2| < |E|,
o que contraria a escolha de (e1, e2, e3).
Portanto não existe f15.
Suponha agora que existe f34. Observe que f34 ⊂ E. Mas então f24 ∩ e1 ∩ e2 = ∅ e |f24 ∪ e1 ∪ e2| < |E|
contrariam a escolha de (e1, e2, e3).
Portanto não existe f34.
Caso iii. Dentre E1, E2 e E3, apenas E2 é não-vazio.
Estendemos então g para V (H) colorindo os vértices de V (H) \ E com a cor 1.
A tabela abaixo fornece justificativas para a não existência de algumas das fij ’s.

f11 ∩ e2 = ∅
|f12 ∩ e3| 6 1 f22 ∩ e3 = ∅
f13 ∩ e2 = ∅ ∗ f33 ∩ e2 = ∅
|f14 ∩ e3| 6 1 f24 ∩ e3 = ∅ f34 ⊂ e1 f44 ∩ e3 = ∅
|f15 ∩ e1| 666 1 |f25 ∩ e1| 6 1 f35 ( e3 f45 ( e2 f55 ∩ e1 = ∅

Resta apenas provar que não existe f23.
Suponha que existe f23. Observe que f23 ⊂ E. Mas então temos f23 ∩ e2 ∩ e3 = ∅ e |f23 ∪ e2 ∪ e3| < |E|,
o que contraria a escolha de (e1, e2, e3).
Portanto não existe f23.
Caso iv. Todos dentre E1, E2 e E3 são vazios.
Estendemos então g para V (H) colorindo os vértices de V (H) \ E com a cor 2.
A tabela abaixo fornece justificativas para a não existência das fij ’s.

f11 ∩ e2 = ∅
|f12 ∩ e3| 6 1 f22 ∩ e3 = ∅
f13 ∩ e2 = ∅ |f23 ∩ e2| 666 1 f33 ∩ e2 = ∅
|f14 ∩ e3| 6 1 f24 ∩ e3 = ∅ f34 ⊂ e1 f44 ∩ e3 = ∅
|f15 ∩ e1| 6 1 |f25 ∩ e1| 6 1 f35 ( e3 f45 ( e2 f55 ∩ e1 = ∅

Portanto χ(2, 3) = 5. �

2.5 Problemas em aberto

A seguir apresentamos alguns problemas ainda em aberto sobre colorações fortes de hipergrafos intersec-
tantes.
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Conjectura 2.15. O valor de χ(3, 4) é finito.

Conjectura 2.16. Para todo inteiro c > 3, temos limt→+∞ χ(t, c) = 2c− 2.

Conjectura 2.17. Para todos inteiros t > c > 2, temos χ(t, c) = 2c− 2.

3 Famı́lias intersectantes

3.1 Teoremas clássicos

29/10/2013 – Yoshiharu Kohayakawa

Um dos grandes teoremas sobre famı́lias intersectantes é devido a Erdős, Ko e Radoe está enunciado
abaixo.

Teorema 3.1 (Erdős–Ko–Rado ’61 [7]). Se k 6 n/2 e A ⊂
(

[n]
k

)
é intersectante, então |A| 6

(
n−1
k−1

)
.

Ademais, se k < n/2 e |A| =
(

[n]
k

)
, então exite x ∈ [n] tal que x pertence a todo conjunto da famı́lia A.

Uma maneira bem simples de se construir uma famı́lia intersectante é considerar A(k)
1 = {U ∈

(
[n]
k

)
:

1 ∈ U} e essa famı́lia possui exatamente
(
n−1
k−1

)
. Logo o teorema acima diz que, para k 6 n/2, esse é o

maior tamanho de famı́lia intersectante posśıvel e, para k < n/2, essa é a única famı́lia máxima a menos
de isomorfismo.

Podemos tentar generalizar o teorema acima através do seguinte problema.

Problema 3.2. Sejam t 6 k 6 n naturais e M(n, k, t) = max{|A| : A ⊂
(

[n]
k

)
é t-intersectante}.

Quão grande é M(n, k, t)?

Analogamente, podemos considerar a famı́lia t-intersectante A(k)
[t] = {U ∈

(
[n]
k

)
: [t] ⊂ U} e obtemos

a cota M(n, k, t) >
(
n−t
k−t
)
.

Por outro lado, podemos fazer uma construção levemente diferente. Fixe r 6 (n − t)/2 natural e

seja I(n, k, t, r) = {U ∈
(

[n]
k

)
: |U ∩ [t+ 2r]| > t+ r}.

Observe que, se U1 e U2 são elementos de I(n, k, t, r), então temos

|U1 ∩ U2| > |U1 ∩ U2 ∩ [t+ 2r]| > (t+ r) + (t+ r)− (t+ 2r) = t,

ou seja, a famı́lia I(n, k, t, r) é t-intersectante.

Note que I(n, k, t, 0) = A(k)
[t] .

Portanto temos a cota M(n, k, t) > max
b(n−t)/2c
r=0 |I(n, k, t, r)|.

Franklconjecturou em 1978 que essa cota seria justa, o que foi provado mais tarde por Ahlswede
e Khachatrian.

Teorema 3.3 (Ahlswede–Khachatrian ’97 [1]). Para todos naturais t 6 k 6 n, temos M(n, k, t) =

max
b(n−t)/2c
r=0 |I(n, k, t, r)|.

A maior parte das provas do Teorema 3.1 podem ser generalizadas para o caso t-intersectante desde
que n� k, t para obter M(n, k, t) = |I(n, k, t, 0)|.

Já se torna um problema dif́ıcil considerar n = 4s, k = 2s e t = 2.

Se abdicarmos da hipótese de que os conjuntos da famı́lia têm o mesmo tamanho, o problema se torna
um pouco mais simples.

Problema 3.4. Sejam t 6 n naturais e M(n, t) = max{|A| : A ⊂ P([n]) é t-intersectante}.
Quão grande é M(n, t)?

Novamente, podemos considerar a famı́lia t-intersectante A[t] = {U ⊂ [n] : U ⊃ [t]} e obter a
cota M(n, t) > 2n−t.

No caso t = 2 e n = 2s, podemos considerar a famı́lia
(

[n]
>s+1

)
= {U ⊂ [n] : |U | > s+ 1}.

Essa famı́lia é 2-intersectante pois, se U1 e U2 são elementos dela, então |U1 ∩ U2| = |U1| + |U2| −
|U1 ∪ U2| > (s+ 1) + (s+ 1)− 2s = 2.
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Ademais, temos ∣∣∣∣( [n]

> s+ 1

)∣∣∣∣ =

2s∑
k=s+1

(
2s

k

)
=

(
2n −

(
n

s

))/
2 ∼ 2n−1,

o que dá uma cota assintoticamente melhor do que a construção anterior.

3.2 A p-medida sobre P([n])
Fixado p ∈ [0, 1], definimos a função

µ̂p : P([n]) −→ [0, 1]

U 7−→ p|U |(1− p)n−|U |

e a medida de probabilidade

µp : P(P([n])) −→ [0, 1]

A 7−→
∑
U∈A

µ̂p(U)

chamada p-medida sobre P([n]).

Observe que essa medida também pode ser calculada da seguinte forma: Consideramos o experimento
aleatório de gerar um subconjunto Xp de [n] jogando uma moeda com probabilidade p de resultar cara
para cada elemento de [n] independentemente e inclúı-lo em Xp se o resultado for cara.

Dessa forma temos µ̂p(U) = P(Xp = U) para todo U ⊂ [n] e µp(A) = P(Xp ∈ A) para toda famı́lia A
de subconjuntos de [n].

Identificamos P([n]) com 2[n] = {0, 1}[n] através da bijeção

χ : P([n]) −→ 2[n]

U 7−→ 1U : [n] −→ {0, 1}

x 7−→

{
0, se x /∈ U ;

1, se x ∈ U.

Dessa forma, a medida induzida por µp em 2[n] =×i∈[n]
{0, 1} é a medida produto⊗

i∈[n]

νp,

onde νp : P({0, 1})→ [0, 1] é definida na tabela abaixo.

A ∅ {0} {1} {0, 1}
νp(A) 0 1− p p 1

Para calcular µp é muito útil considerar Xp, ilustramos esse fato calculando µp para a famı́lia A1 =
{U ⊂ [n] : 1 ∈ U}.

Pela definição, temos

µp(A1) =
∑

U∈A1

p|C|(1− p)n−|C| =
∑

B⊂[n]\{1}

p|B|+1(1− p)n−|B|−1

= p

n−1∑
b=0

(
n− 1

b

)
pb(1− p)(n−1)−b = p(p+ (1− p))n−1 = p.

Por outro lado, considerando o experimento Xp, basta observar que Xp ∈ A1 se e somente se a moeda
jogada para 1 resultar cara, donde segue trivialmente que µp(A1) = P(1 ∈ Xp) = p.
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Problemas relacionados com obter famı́lias satisfazendo certas propriedades com medida µp maior
posśıvel podem ser vistos como uma generalização dos problemas análogos em que queremos apenas
cardinalidade maior posśıvel. Essa asserção segue de observar que se A ⊂ P([n]), então

µ1/2(A) =
∑
U∈A

(
1

2

)|U |(
1

2

)n−|U |

=
∑
U∈A

2−n =
|U |
2n

.

Vamos calcular a p-medida das famı́lias (1) A[t] = {U ⊂ [n] : U ⊃ [t]}; (2) A(t) = {U ⊂ [n] :
|U ∩ [t+ 2]| > t+ 1}.

Para o caso 1, temos claramente µp(A[t]) = P(Xp ⊃ [t]) = pt.
Para o caso 2, temos

µp(A(t)) = P(Xp ∩ [t+ 2] > t+ 1) = P(Xp ∩ [t+ 2] = t+ 2) + P(Xp ∩ [t+ 2] = t+ 1)

= pt+2 + (t+ 2)pt+1(1− p).

Observe que, para p ∈]0, 1[, temos

µp(A(t)) 6 µp(A[t]) ⇐⇒ pt+2 + (t+ 2)pt+1(1− p) 6 pt ⇐⇒ p2 + (t+ 2)p(1− p)− 1 6 0

⇐⇒ (p+ 1)(p+ 1) + (t+ 2)p(1− p) 6 0 ⇐⇒ −(p+ 1) + (t+ 2)p 6 0

⇐⇒ p 6
1

t+ 1
.

Essa observação mostra a necessidade de uma das hipóteses do Teorema 2.8 enunciado novamente
abaixo.

Teorema (Dinur–Safra ’05 [6]; Friedgut ’08 [11]). (2.8) Se F é uma famı́lia t-intersectante de subcon-
juntos de [n] e 0 < p < 1/(t+ 1), então Pp(F) 6 pt, onde Pp denota a medida

Pp : P([n]) −→ [0, 1]

F 7−→
∑
F∈F

p|F |(1− p)n−|F |.

Vamos apresentar inicialmente uma prova desse teorema para o caso t = 1 que, apesar de não ser
a prova mais simples conhecida, é uma prova cuja ideia será reaproveitada para o caso t > 1. Porém
precisaremos de um pouco de teoria dos grafos o que é justificado abaixo.

Se considerarmos o grafo G sobre P([n]) tal que E(G) = {UV : U ∩ V 6= ∅}, então A ⊂ P([n])
intersectante corresponderá a um conjunto estável (independente) de G, ou seja, queremos provar que a
medida µp de conjuntos estáveis de G não excede p.

A seguir provaremos a Cota de Hoffman para o número de estabilidade (α(G)) de um grafo G, para
isso lembramos da definição de matriz de adjacência de um grafo G.

Definição 3.5 (Matriz de adjacência). A matriz de adjacência de um grafo G, denotada por MG, é a
matriz real de ordem |V (G)| × |V (G)| cujas linhas e colunas são indexadas por V (G) e cujas entradas
são

mvw
v,w∈V (G)

=

{
0, se vw /∈ E(G);

1, se vw ∈ E(G).

Observação. Claramente, a matriz MG é simétrica, então todos seus autovalores são reais e podem ser
ordenados λ1 > λ2 > · · · > λ|V (G)|.

Denotamos λ|V (G)| também por λmin.

Como
∑|V (G)|

i=1 λi = tr(MG) = 0, então temos λmin 6 0. Ademais a igualdade só vale se MG for nula
(i.e., o grafo G for vazio).

Estamos especialmente interessados no caso em que o grafo G é r-regular. Nessa situação é fácil
ver que r é um autovalor associado ao autovetor 1V (G) = (1, 1, . . . , 1), pois toda linha de MG possui
exatamente r entradas não-nulas.
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Exerćıcio resolvido 3.6. Se G é um grafo r-regular então todos os autovalores de MG são menores ou
iguais a r.

Estamos em condições agora de enunciar a Cota de Hoffman.

Teorema 3.7 (Hoffman 1969/70 [14, 15]). Seja G um grafo r-regular com N vértices, MG sua matriz
de adjacência e λ1 e λmin os autovalores máximo e mı́nimo respectivamente de MG. Nessas condições
temos

α(G) 6
−λmin

λ1 − λmin
N.

Antes da demonstração, faremos algumas definições que se tornarão convenientes ao longo da prova.
Definimos α(G) = α(G)/N e definimos o seguinte produto interno em RV (G) ∼= RN

〈f, g〉 =
∑

v∈V (G)

f(v)g(v)µ({v}) = Ex∈µV (f(x)g(x)),

onde µ é a medida de probabilidade uniforme sobre V (G).
Esse produto interno por sua vez gera a norma

‖f‖2 = 〈f, f〉1/2
=

1√
N

 ∑
v∈V (G)

(f(v))2

1/2

.

Dessa forma, temos ‖1A‖22 = |A|/N .
Tomamos então u1, u2, . . . , uN uma base ortonormal de RV (G) composta de autovetores de MG as-

sociados aos autovalores λ1 > λ2 > · · · > λN , respectivamente e podemos assumir, sem perda de
generalidade, que u1 = 1V (G).

Então todo elemento f de RV (G) pode ser escrito da forma f =
∑N

i=1 aiui, onde ai = 〈f, ui〉. Ademais,

teremos ‖f‖22 = 〈f, f〉 =
∑N

i,j=1 aiaj 〈ui, uj〉 =
∑N

i=1 a
2
i .

Demonstração da Cota de Hoffman. Seja A ⊂ V (G) um conjunto estável de tamanho máximo em G.
Temos ‖A‖22 = |A|/N = α(G).

Ademais, se 1A =
∑N

i=1 aiui, então a1 = 〈1A, u1〉 =
〈
1A,1V (G)

〉
= |A|/N = α(G).

Note que 1t
AMG1A =

∑
v,w∈V (G) 1A(v)mvw1A(w) =

∑
v,w∈Amvw = 2|E(G[A])| = 0.

Por outro lado, temos

1
t
AMG1A =

(
N∑
i=1

aiui

)t

MG

(
N∑
i=1

aiui

)
=

N∑
i,j=1

aiajλju
t
iuj

=

N∑
i,j=1

aiajλjN 〈ui, uj〉 =

N∑
i=1

a2
iλiN.

Portanto, temos

0 =

N∑
i=1

a2
iλi = a2

1λ1 +

N∑
i=2

a2
iλi

> a2
1λ1 + λmin

N∑
i=2

a2
i = a2

1(λ1 − λmin) + λmin‖1A‖22 = α(G)2(λ1 − λmin) + λminα(G)

Donde segue que α(G) 6 −λmin/(λ1 − λmin). �
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3.3 Rumo ao Teorema de Dinur, Safra e Friedgut

05/11/2013 – Lucas Colucci Cavalcante de Souza

Nosso objetivo será generalizar a prova feita com a cota de Hoffman. Para isso, faremos primeiramente
algumas definições.

Definição 3.8 (Produto tensorial). Sejam A = (aij)m×n e B = (bij)p×q duas matrizes com entradas
reais.

O produto tensorial de A por B é definido como a matriz

A⊗B =


a11B a12B · · · a1nB
a21B a22B · · · a2nB

...
...

. . .
...

am1B am2B · · · amnB



=



a11b11 a11b12 · · · a11b1q a12b11 a12b12 · · · a12b1q · · · a1nb11 a1nb12 · · · a1nb1q
a11b21 a11b22 · · · a11b2q a12b21 a12b22 · · · a12b2q · · · a1nb21 a1nb22 · · · a1nb2q

...
...

. . .
...

...
...

. . .
...

. . .
...

...
. . .

...
a11bp1 a11bp2 · · · a11bpq a12bp1 a12bp2 · · · a12bpq · · · a1nbp1 a1nbp2 · · · a1nbpq

a21b11 a21b12 · · · a21b1q a22b11 a22b12 · · · a22b1q · · · a2nb11 a2nb12 · · · a2nb1q
a21b21 a21b22 · · · a21b2q a22b21 a22b22 · · · a22b2q · · · a2nb21 a2nb22 · · · a2nb2q

...
...

. . .
...

...
...

. . .
...

. . .
...

...
. . .

...
a21bp1 a21bp2 · · · a21bpq a22bp1 a22bp2 · · · a22bpq · · · a2nbp1 a2nbp2 · · · a2nbpq

...
...

. . .
...

...
...

. . .
...

. . .
...

...
. . .

...

am1b11 am1b12 · · · am1b1q am2b11 am2b12 · · · am2b1q · · · amnb11 amnb12 · · · amnb1q
am1b21 am1b22 · · · am1b2q am2b21 am2b22 · · · am2b2q · · · amnb21 amnb22 · · · amnb2q

...
...

. . .
...

...
...

. . .
...

. . .
...

...
. . .

...
am1bp1 am1bp2 · · · am1bpq am2bp1 am2bp2 · · · am2bpq · · · amnbp1 amnbp2 · · · amnbpq


A seguir enunciamos algumas propriedades do produto tensorial como exerćıcios.

Exerćıcio resolvido 3.9. Prove que o produto tensorial não é comutativo, mas é associativo.

Exerćıcio resolvido 3.10. Sejam A, B, C e D matrizes com entradas reais de ordens m × n, q × r,
n× p e r × s respectivamente. Prove que (A⊗B)(C ⊗D) = (AC ⊗BD).

Exerćıcio resolvido 3.11. Suponha que v é autovetor de uma matriz A associado ao autovalor λ e w
é autovetor de uma matriz B associado ao autovalor µ. Prove que v⊗w é autovetor de A⊗B associado
ao autovalor λµ (os autovetores estão considerados como matrizes coluna multiplicadas à direita).

Provaremos agora uma versão mais fraca do Teorema 2.8 de Dinur,Safra e Friedgut com uma de-
monstração com a ideia da cota de Hoffman, porém com cálculos um tanto artificiais.

Teorema 3.12. Se A ⊂ P([n]) é uma famı́lia intersectante e p 6 1/2, então µp(A) 6 p.

Demonstração. Definimos o grafo G como antes:

V (G) = P([n])

E(G) = {ST : S ∩ T = ∅}

E relembramos que famı́lias intersectantes correspondem a conjuntos estáveis de G.
Definimos também o seguinte produto interno em RV (G)

〈f, g〉 =
∑

A∈V (G)

f(A)g(A)µp(A).
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Ordenamos os elementos de V (G) lexicograficamente a partir de suas representações como vetores
de {0, 1}n (para facilitar na representação das matrizes).

Observe que, na prova baseada na cota de Hoffman, usamos apenas o fato de que a matriz de
adjacência de G possuia entradas nulas nas posições correspondentes a não-arestas e que seus autovalores
são fáceis de se calcular.

Seja q = 1− p e defina a seguinte matriz:

A(1) =

 q − p
q

p

q
1 0


Vamos mostrar que {(

1
1

)
,

( √
p/q

−
√
q/p

)}

forma uma base ortonormal de autovetores de A(1) e esses autovetores estão associados aos autovalores 1
e −p/q respectivamente.

Isso pode ser verificado com simples contas abaixo.

A(1)

(
1
1

)
=

 q − p
q

+
p

q
1

 =

(
1
1

)

A(1)

( √
p/q

−
√
q/p

)
=


√
p

q

q − p
q
−
√
p

q√
p

q

 =

 −
√
p

q

p

q√
q

p

p

q


〈(

1
1

)
,

(
1
1

)〉
= 1 · 1 · µp(∅) + 1 · 1µp({1}) = q + p = 1〈( √

p/q

−
√
q/p

)
,

( √
p/q

−
√
q/p

)〉
=
p

q
µp(∅) +

q

p
µp({1}) =

p

q
q +

q

p
p = 1〈(

1
1

)
,

( √
p/q

−
√
q/p

)〉
=

√
p

q
µp(∅)−

√
q

p
µp({1}) =

√
p

q
q −

√
q

p
p = 0

Definimos agora, para todo inteiro positivo n, a matriz

A(n) =

n⊗
i=1

A(1).

Observe que, ao indexarmos A(n) com V (G) = P([n]), temos que toda entrada de A(n) correspondente
não-arestas ST de G é nula, pois S ∩ T 6= ∅ implica que

A
(n)
ST =

∏
i∈[n]\(S∪T )

q − p
q

∏
i∈S\T

1
∏

i∈T\S

p

q

∏
i∈S∩T

0 = 0.

Defina também, para todos inteiros positivos n e i com i 6 n, a função

χ
(n)
{i} : P([n]) −→ R

T 7−→


√
p

q
, se i /∈ T ;

−
√
q

p
, se i ∈ T.
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Finalmente, para todo inteiro positivo n e todo subconjunto S de [n], defina a função

χ
(n)
S =

∏
i∈S

χ
(n)
{i}.

Observe que, para todo S ⊂ [n], temos

χ
(n)
S =

n⊗
i=1

τi,

onde

τi =



(
1

1

)
, se i /∈ S;( √

p/q

−
√
q/p

)
, se i ∈ S.

Dáı segue que {χ(n)
S : S ⊂ [n]} forma uma base de autovetores de A(n).

Ademais, sabemos que χ
(n)
S é associado ao autovalor (−p/q)|S|.

Também é fácil ver que, se f, g ∈ RP([n]) e r, s ∈ RP([m]), temos

〈f ⊗ r, g ⊗ s〉 =
∑

S⊂[n+m]

(f ⊗ r)(S)(g ⊗ s)(S)µp(S)

=
∑

R⊂[n]
T⊂{n+1,n+2,...,n+m}

(f ⊗ r)(R ∪ T )(g ⊗ s)(R ∪ T )µp(R ∪ T )

=
∑

R⊂[n]
U⊂[m]

f(R)r(U)g(R)s(U)µp(R)µp(U)

=

 ∑
R⊂[n]

f(R)g(R)µp(R)

 ∑
U⊂[m]

r(U)s(U)µp(U)

 = 〈f, g〉 〈r, s〉 .

O que significa que {χ(n)
S : S ⊂ [n]} é também um conjunto ortonormal.

Seja A ⊂ [n] uma famı́lia intersectante qualquer, seja f seu vetor caracteŕıstico e seja α = µp(A).

Observe que 〈
f, χ

(n)
∅

〉
=
∑
S⊂[n]

f(S)χ
(n)
∅ (S)µp(S) =

∑
S⊂[n]

f(S)µp(S) = µp(A) = α;

∑
S⊂[n]

〈
f, χ

(n)
S

〉2

= 〈f, f〉2 =
∑
S⊂[n]

(f(S))
2
µp(S) =

∑
S⊂[n]

f(S)µp(S) = µp(A) = α.

Como A é um conjunto estável em G, temos〈
f,A(n)f

〉
=

∑
S,T⊂[n]

f(S)A
(n)
ST f(T )µp(S) =

∑
ST∈E(G[A])

A
(n)
STµp(S) = 0.
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Por outro lado, também temos

〈
f,A(n)f

〉
=

〈∑
S⊂[n]

〈
f, χ

(n)
S

〉
χ

(n)
S , A(n)

∑
S⊂[n]

〈
f, χ

(n)
S

〉
χ

(n)
S

〉

=
∑

S,T⊂[n]

〈
f, χ

(n)
S

〉〈
f, χ

(n)
T

〉〈
χ

(n)
S , A(n)χ

(n)
T

〉

=
∑

S,T⊂[n]

〈
f, χ

(n)
S

〉〈
f, χ

(n)
T

〉〈
χ

(n)
S ,

(
−p
q

)|T |
χ

(n)
T

〉
=
∑
S⊂[n]

〈
f, χ

(n)
S

〉2
(
−p
q

)|T |

= α2 +
∑
S⊂[n]
S 6=∅

〈
f, χ

(n)
S

〉2
(
−p
q

)|T |
> α2 − p

q

∑
S⊂[n]
S 6=∅

〈
f, χ

(n)
S

〉2

= α2 − p

q
(α− α2).

Na desigualdade acima, é essencial que p 6 1/2 para que p/q 6 1.
Finalmente, ficamos com

0 > α− p

q
(1− α),

o que significa que α 6 p. �

Como já foi comentado, os números e cálculos dessa prova são um tanto artificiais. A seguir apresenta-
remos outra prova do Teorema 3.12 baseado em uma prova de Katona do Teorema 3.1 (Erdős–Ko–Rado).
Mas antes apresentaremos tal prova de Katona, que requer a definição abaixo.

Definição 3.13. Seja A ⊂ [n] de cardinalidade a e σ ∈ Sn uma permutação sobre [n] (i.e., uma função
bijetora de [n] em [n]).

Dizemos que A é uma seção circular de σ se existe um inteiro k tal que

A = σ((([a] + k) mod n) + 1) = σ(({(i+ k) mod n) + 1 : i ∈ [a]})

Observação. Uma forma intuitiva das seções circulares consiste em dispor a imagem da permutação em
uma circunferência e observar se os elementos de A estão em um setor do ćırculo.

4
3

25

1

Figura 6: O conjunto A = {1, 3, 4} é uma seção circular da permutação σ ∈ S5 tal que σ(1) = 4, σ(2) = 3,
σ(3) = 2, σ(4) = 5 e σ(5) = 1.

Relembramos o Teorema 3.1 e fornecemos a prova de Katona (apenas para a desigualdade).

Teorema (Erdős–Ko–Rado ’61 [7]). (3.1) Se k 6 n/2 e A ⊂
(

[n]
k

)
é intersectante, então |A| 6

(
n−1
k−1

)
.

Ademais, se k < n/2 e |A| =
(

[n]
k

)
, então exite x ∈ [n] tal que x pertence a todo conjunto da famı́lia A.

Demonstração. (Katona ’72 [17]) Consideramos os elementos de A como seções circulares de permutações
sobre [n].

Fixada uma permutação σ e considerando sua disposição em uma circunferência, sabemos que, para
qualquer divisão da circunferência em dois lados iguais A e B, não há elementos SA e SB de A seções
circulares de σ que estão completamente contidos nos lados A e B respectivamente, pois eles não se
intersectariam e A é intersectante (é essencial que k 6 n/2).

Isso significa que todos os elementos de A que são seções circulares de σ devem estar contidos em uma
seção circular A de tamanho 2k − 1. Ou seja, há no máximo k elementos de A que são seções circulares
de σ
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4
7

2

36

1

5

Figura 7: Seções circulares em lados opostos não se intersectam.

Contamos então a quantidade de pares (S, σ) tais que S ∈ A, σ ∈ Sn e S é seção circular de σ de
duas maneiras diferentes.

Com o que observamos anteriormente, não há mais do que kn! tais pares.
Ademais, cada elemento S de A é seção circular de exatamente k!(n − k)!n permutações (o fator k!

corresponde a permutar elementos de S, o fator (n− k)! corresponde a permutar elementos de [n] \ S e
o fator n corresponde a escolher σ(1)).

Portanto, temos |A|k!(n− k)!n 6 kn!, o que significa que

|A| 6 (n− 1)!

(k − 1)!(n− k)!
=

(
n− 1

k − 1

)
como queŕıamos. �

Agora apresentamos a prova do Teorema 3.12 baseada na prova acima.

Demonstração. (do Teorema 3.12) Sejam X1, X2, . . . , Xn variáveis aleatórias independentemente esco-
lhidas uniformemente na circunferência de comprimento 1 em R2 (centrada na origem).

Escolha aleatoria e independentemente um arco dessa circunferência de comprimento p, seja SC =
{i ∈ [n] : Xi ∈ C} e considere o evento E = [SC ∈ A].

Como os sorteios são independentes, podemos fazê-los em qualquer ordem.
Fazendo o sorteio do arco antes dos sorteios dos Xi’s, dáı temos P(E) =

∑
S∈A P(SC = S) =∑

S∈A p
|S|(1− p)n−|S| = µp(A).

Por outro lado, fixado um sorteio dos Xi’s, as escolhas de C que satisfarão o evento E devem todas se
intersectar (pois A é intersectante). Isso significa que, para qualquer divisão da circunferência no meio
em lados A e B, não pode haver escolhas CA e CB de C satisfazendo E completamente contidas em A e
em B respectivamente (é essencial que p 6 1/2).

x4

x7

x2

x3

x6

x1
x5

Figura 8: Escolhas de C em lados opostos não se intersectam.

Considerando uma divisão no meio de uma escolha de C que satisfaz E, temos P(E|X1 = x1, X2 =
x2, . . . , Xn = xn) 6 p, para todos x1, x2, . . . , xn na circunferência.
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Dáı, pelo Teorema de Fubini, temos

µp(A) = P(E) =

∫
ΩX1,X2,...,Xn,C

1EdPX1,X2,...,Xn,C =

∫
ΩX1,X2,...,Xn

(∫
ΩC

1EdPC

)
dPX1,X2,...,Xn

6
∫

ΩX1,X2,...,Xn

pdPX1,X2,...,Xn = p. �

3.4 O Teorema de Dinur, Safra e Friedgut

12/11/2013 – Lucas Colucci Cavalcante de Souza

Nessa seção, apresentaremos agora uma prova do Teorema 2.8 baseada na primeira prova do Teo-
rema 3.12. Observe que o essencial dessa prova era que as matrizes constrúıdas possuiam entradas nulas
correspondentes a ı́ndices S e T tais que S ∩ T 6= ∅.

Gostaŕıamos do mesmo comportamento para o caso |S∩T | > t, isso requererá que tomemos entradas
em R[x]/(xt) (i.e., as entradas das matrizes serão polinômios em uma variável x módulo xt).

Abaixo enunciamos novamente o teorema e apresentamos sua prova.

Teorema (Dinur–Safra ’05 [6]; Friedgut ’08 [11]). (2.8) Se F é uma famı́lia t-intersectante de subcon-
juntos de [n] e 0 < p < 1/(t+ 1), então Pp(F) 6 pt, onde Pp denota a medida

Pp : P([n]) −→ [0, 1]

F 7−→
∑
F∈F

p|F |(1− p)n−|F |.

Demonstração. Seja R = R[x]/(xt) o anel dos polinômios sobre x módulo xt.
Novamente ordenamos os elementos de P([n]) lexicograficamente a partir de suas representações como

vetores de {0, 1}n e definimos a seguinte forma bilinear em RP([n])

〈f, g〉 =
∑

A∈V (G)

f(A)g(A)µp(A).

Notamos que essa forma bilinear é simétrica e que sua restrição a RP([n]) é um produto interno. Isso
se tornará conveniente para trabalharmos com bases ortonormais de RP([n]).

Observação. Bases de Rn, nesse contexto, serão bases de Rn considerando-o como R-módulo livre.
É posśıvel provar que todas as bases de Rn possuem tamanho n (pois R é comutativo não-trivial).
Um conjunto ortogonal em Rn será um conjunto em Rn que é ortogonal com respeito ao produto

interno definido. Analogamente para conjuntos ortonormais.
Um exemplo de base ortonormal de Rn é a base canônica


1
0
...
0

 ,


0
1
...
0

 , . . . ,


0
0
...
1


 .

Ademais, qualquer base de Rn será automaticamente uma base de Rn.

Definimos agora q = 1− p e a seguinte matriz sobre R:

A(1) =

 q − p
q

+
p

q
x

p

q
− p

q
x

1− x x


Afirmamos que {(

1
1

)
,

( √
p/q

−
√
q/p

)}
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forma (novamente) uma base ortonormal de autovetores de A(1) e esses autovetores estão associados aos
autovalores 1 e −(p/q)(1− x/p) respectivamente.

A mesma conta mostra a ortonormalidade desses vetores〈(
1
1

)
,

(
1
1

)〉
= 1 · 1 · µp(∅) + 1 · 1µp({1}) = q + p = 1〈( √

p/q

−
√
q/p

)
,

( √
p/q

−
√
q/p

)〉
=
p

q
µp(∅) +

q

p
µp({1}) =

p

q
q +

q

p
p = 1〈(

1
1

)
,

( √
p/q

−
√
q/p

)〉
=

√
p

q
µp(∅)−

√
q

p
µp({1}) =

√
p

q
q −

√
q

p
p = 0.

E o fato de que esses são autovetores de A(1) é verificado com as contas abaixo.

A(1)

(
1
1

)
=

 q − p
q

+
p

q
x+

p

q
− p

q
x

1− x+ x

 =

(
1
1

)

A(1)

( √
p/q

−
√
q/p

)
=


√
p

q

(
q − p
q

+
p

q
x

)
−
√
p

q
(1− x)√

p

q
(1− x)−

√
q

p
x

 =


√
p

q

(
q − p− q

q
+
p+ q

q
x

)
−
√
q

p

(
−p
q

(1− x) + x

)


=


√
p

q

(
−p
q

+
1

q
x

)
−
√
q

p

(
−p
q

+
1

q
x

)
 =


√
p

q

(
−p
q

(
1− x

p

))
−
√
q

p

(
−p
q

(
1− x

p

))


Para todo inteiro positivo n, definimos a matriz

A(n) =

n⊗
i=1

A(1).

Mostramos a propriedade essencial de A(n), que é possuir 0 na entrada ST quando |S∩T | > t abaixo.
Se S, T ⊂ [n] são tais que |S ∩ T | > t, então

A
(n)
ST =

∏
i∈[n]\(S∪T )

(
q − p
q

+
p

q
x

) ∏
i∈S\T

(1− x)
∏

i∈T\S

(
p

q
− p

q
x

) ∏
i∈S∩T

x = 0,

onde a última igualdade segue do fato que o último produto terá |S ∩ T | > t elementos, logo xt dividirá
o resultado.

Definimos novamente as funções χ
(n)
S abaixo.

Seja, para todos inteiros positivos n e i com i 6 n, a função

χ
(n)
{i} : P([n]) −→ R

T 7−→


√
p

q
, se i /∈ T ;

−
√
q

p
, se i ∈ T.

E, para todo inteiro positivo n e todo subconjunto S de [n], defina a função

χ
(n)
S =

∏
i∈S

χ
(n)
{i}.

E lembramos que , se f, g ∈ RP([n]) e r, s ∈ RP([m]), temos

〈f ⊗ r, g ⊗ s〉 = 〈f, g〉 〈r, s〉 .
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O que significa que {χ(n)
S : S ⊂ [n]} é uma base ortonormal de autovetores de A(n) e que, para

todo S ⊂ [n], o autovalor associado a χ
(n)
S é

λS =

(
−p
q

(
1− x

p

))|S|
.

Seja A ⊂ [n] uma famı́lia t-intersectante qualquer, seja f seu vetor caracteŕıstico e seja α = µp(A).

Escrevendo f =
∑

S⊂[n] f̂Sχ
(n)
S com f̂S ∈ R para todo S ⊂ [n], temos〈
f, χ

(n)
T

〉
=
∑
S⊂[n]

f̂S

〈
χ

(n)
S , χ

(n)
T

〉
= f̂T ,

para todo T ⊂ [n].

Observe agora que〈
f, χ

(n)
∅

〉
=
∑
S⊂[n]

f(S)χ
(n)
∅ (S)µp(S) =

∑
S⊂[n]

f(S)µp(S) = µp(A) = α;

∑
S⊂[n]

〈
f, χ

(n)
S

〉2

= 〈f, f〉2 =
∑
S⊂[n]

(f(S))
2
µp(S) =

∑
S⊂[n]

f(S)µp(S) = µp(A) = α.

Como A é t-intersectante, temos〈
f,A(n)f

〉
=

∑
S,T⊂[n]

f(S)A
(n)
ST f(T )µp(S) =

∑
S,T∈A)

A
(n)
STµp(S) = 0.

Por outro lado, temos

0 =
〈
f,A(n)f

〉
=

〈∑
S⊂[n]

f̂Sχ
(n)
S , A(n)

∑
S⊂[n]

f̂Sχ
(n)
S

〉

=
∑

S,T⊂[n]

f̂S f̂T

〈
χ

(n)
S , λTχ

(n)
T

〉
=
∑
S⊂[n]

f̂2
SλS

=
∑
S⊂[n]

f̂2
S

(
−p
q

)|S|(
1− x

p

)|S|
=
∑
S⊂[n]

f̂2
S

(
−p
q

)|S| t−1∑
m=0

(
|S|
m

)(
−1

p

)m

xm

=

t−1∑
m=0

(−1

p

)m ∑
S⊂[n]

f̂2
S

(
−p
q

)|S|(|S|
m

)xm.

Mas para que esse polinômio seja o polinômio nulo, para todo m ∈ {0, 1 . . . , t− 1}, temos que ter

0 =
∑
S⊂[n]

f̂2
S

(
−p
q

)|S|(|S|
m

)
=

n∑
s=0

(
−p
q

)s(
s

m

) ∑
S⊂[n]:
|S|=s

f̂2
S .

Consideramos então tais valores como polinômios em R[s] e observamos que{(
s

0

)
,

(
s

1

)
, . . . ,

(
s

t− 1

)}
=

{(
s

m

)
: m ∈ {0, 1, . . . , t− 1}

}
forma uma R-base dos polinômios de variável s de grau no máximo t − 1. Isso significa que, para todo
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polinômio Q ∈ R[s] de grau no máximo t− 1, temos

0 =

n∑
s=0

(
−p
q

)s

Q(s)
∑

S⊂[n]:
|S|=s

f̂2
S

= Q(0)f̂2
∅ +

n∑
s=1

(
−p
q

)s

Q(s)
∑

S⊂[n]:|S|=s

f̂2
S = Q(0)α2 +

n∑
s=1

(
−p
q

)s

Q(s)
∑

S⊂[n]:|S|=s

f̂2
S

> Q(0)α2 + min

{(
−p
q

)s

Q(s) : s ∈ [n]

} ∑
S⊂[n]:S 6=∅

f̂2
S

= Q(0)α2 + min

{(
−p
q

)s

Q(s) : s ∈ [n]

}
(α− α2).

Queremos obter α 6 pt, isso significa que, se fizermos M = min{(−p/q)sQ(s) : s ∈ [n]} e supusermos
que Q(0) > 0, precisamos que

M =
−ptQ(0)

1− pt
,

pois a conta acima implicará que 0 > Q(0)α+M(1− α), levando a

α 6
−M

Q(0)−M
=

ptQ(0)/(1− pt)
Q(0) + ptQ(0)/(1− pt)

=
pt

1− pt + pt
= pt.

Para concluir a demonstração, basta provar o seguinte lema.

Lema 3.14. Se 0 < p < 1/(t+ 1) e q = 1− p, então existe um polinômio Q de grau no máximo t− 1 tal
que, se F (s) = Q(s)(−p/q)s, então F possui as seguintes propriedades

F (0) = 1;

F (1) = F (2) = . . . = F (t) =
−pt

1− pt
;

F (s) >
−pt

1− pt
, para todo inteiro s > t.

Demonstração (Rascunho). Provaremos o caso em que t é ı́mpar (o caso em que t é par pode ser feito
com cálculos e argumentos análogos e algumas manipulações).

Para simplificar a notação, sejam d = −q/p e M = −pt/(1− pt).
Seja Q um polinômio de grau no máximo t− 1 tal que

Q(i) = Mdi, para i = 1, 2, . . . , t,

ou seja, temos

Q(x) ≡M
t∑

k=1

dk
t∏

j=1
j 6=k

x− j
k − j

.
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O cálculo abaixo mostra que Q(0) = 1.

Q(0) = M

t∑
k=1

dk
t∏

j=1
j 6=k

−j
k − j

= M

t∑
k=1

dk
(−1)t−1t!

k

1

(k − 1)!(t− k)!(−1)t−k

= M

t∑
k=1

dk
(
t

k

)
(−1)k−1 = −M((1− d)t − 1) = −M

((
1 +

q

p

)t

− 1

)

= −M
(

1

pt
− 1

)
= −M 1− pt

pt
= 1.

Observe agora que o sinal de Q(i) é (−1)i+1 para i = 1, 2, . . . , t, isso significa que todas as t−1 ráızes
de Q(i) estão no intervalo ]0, t[. Como t é ı́mpar, temos que Q(x) > 0 para todo x > t.

Observe agora que se s > t é um inteiro par, então temos

F (s) = Q(s)

(
−p
q

)s

> 0 >
−pt

1− pt
= M.

Resta provar o mesmo para s > t ı́mpar.
Provaremos inicialmente o caso s = t+ 2 e, para fazê-lo, basta provar que Q(t+ 2)d−(t+2)/M < 1.
Observe então que

Q(t+ 2)

Mdt+2
=

1

dt+2

t∑
k=1

dk
t∏

j=1
j 6=k

t+ 2− j
k − j

=

t∑
k=1

dk−t−2 (t+ 1)!

t+ 2− k
1

(k − 1)!(t− k)!(−1)t−k

=

t∑
k=1

dk−t−2 (t+ 1)!(t− k + 1)(−1)t−k

(k − 1)!(t− k + 2)!
=

t∑
k=1

dk−t−2

(
t+ 1

k − 1

)
(t− k + 1)(−1)t−k+2

=

t∑
k=1

(
t+ 1

k − 1

)
(t− k + 1)

(
−1

d

)t−k+2

.

Fazendo m = t− k + 2 no somatório envolvido (então k = t−m+ 2), obtemos

Q(t+ 2)

Mdt+2
=

t+1∑
m=2

(
t+ 1

t−m+ 1

)(
−1

d

)m

(m− 1)

=

t+1∑
m=2

(
t+ 1

m

)(
−1

d

)m

(m− 1)

=

t+1∑
m=1

(
t+ 1

m

)(
−1

d

)m

(m− 1)

=

(
−1

d

t+1∑
m=1

(
t+ 1

m

)(
−1

d

)m−1

m

)
−

(
t+1∑
m=1

(
t+ 1

m

)(
−1

d

)m
)

=

(
−1

d

(
(t+ 1)

(
1− 1

d

)t
))
−

((
1− 1

d

)t+1

− 1

)

=
−1

d

(
1− 1

d

)t

(t+ 1 + d− 1) + 1

=
−1

d

(
1− 1

d

)t

(t+ d) + 1.

Como −d = q/p > 0 e (1−1/d)t > 0, temos Q(t+2)d−(t+2)/M < 1 se e somente se 0 > t+d = t−q/p,
o que equivale a 0 > tp− 1 + p, ou então a p < 1/(t+ 1) que é uma hipótese.
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Vamos provar agora que a função R(x) = Q(x) + M(q/p)x possui exatamente t ráızes (contando
multiplicidade).

Primeiramente, observe que a equação possui no máximo t ráızes, pois o grau de Q é t− 1 (exerćıcio
abaixo).

Exerćıcio resolvido 3.15. Se c > 0 e p ∈ R[x] possui grau n, então a função f(x) = p(x) − cx possui
no máximo n+ 1 ráızes (contando multiplicidade).

Para x = 1, 3, . . . , t, temos, pela construção de Q, que Q(x) = Mdx = M(−q/p)x = −M(q/p)x, ou
seja, esses pontos são ráızes de R.

Por outro lado, para x = 2, 4, . . . , t− 1, temos Q(x) = M(−q/p)x = M(q/p)x < 0, ou seja, para esses
pontos, temos R(x) = 2M(q/p)x < 0.

Ademais, temos Q(t+ 2) < Mdt+2 = M(−q/p)t+2 = −M(q/p)t+2, ou seja, temos R(t+ 2) < 0.
Isso significa que há pelo menos duas ráızes de R em cada intervalo da forma ]x, x + 2[ para x =

2, 4, . . . , t− 3 (uma delas sendo x+ 1), há mais duas ráızes no intervalo ]t− 1, t+ 2[ (uma delas sendo t)
e finalmente uma raiz em 1.

Isso nos dá que R possui pelo menos (t− 3) + 2 + 1 = t ráızes, como queŕıamos.
Isso significa que, para x > t + 2, temos R(x) < 0, em part́ıcular, se s > t + 2 é um inteiro ı́mpar,

temos

Q(s) < −M(q/p)s = M(−q/p)s,

o que conclui a prova do lema (no caso t ı́mpar). �

Conforme mencionado anteriormente, o lema acima implica que α 6 pt como queŕıamos. �

4 O jogo dos policiais e ladrão em grafos

4.1 A definição do jogo

19/11/2013 – Thiago da Silva Pinheiro

O jogo dos policiais e ladrão é jogado por dois jogadores com um grafo conexo G como tabuleiro.
O primeiro jogador controla k-policiais e o segundo jogador controla um ladrão. O objetivo do

primeiro jogador é colocar um policial no mesmo vértice de G que o ladrão estiver (pegar o ladrão) e o
objetivo do segundo jogador é impedir isso (infinitamente).

O primeiro jogador inicia o jogo colocando cada um dos policiais sobre um vértice. Em seguida o
segundo jogador coloca o ladrão sobre um vértice. A partir de então os jogadores jogam alternadamente
em turnos.

Em seu turno, cada jogador pode mover suas peças de um vértice para um vértice adjacente ou
escolher não mover a peça (no caso do primeiro jogador, ele move um subconjunto de todos os policiais).

É permitido que duas peças ocupem o mesmo vértice.

Observação. O jogo poderia ser definido para grafos arbitrários, mas uma vez colocadas as peças, a
única componente conexa de G relevante para o jogo seria a que possui o ladrão.

4.2 Definições e resultados

Observe primeiramente que o primeiro jogador possui uma estratégia vencedora no grafo conexo G se
possuir pelo menos |V (G)| policiais.

Então definimos, para todo grafo conexo G, seu cop number como

c(G) = min{k ∈ N : k policiais pegam o ladrão em G},

i.e., é o menor número de policiais para o qual o primeiro jogador possui uma estratégia vencedora em G.
Um resultado que foi provado em um semestre anterior no PICME caracteriza o cop number de grafos

planares.

Teorema 4.1. Se G é um grafo conexo planar, então c(G) 6 3.

Relembremos as noções de contração de aresta e de menor (“minor”) em grafos.
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Definição 4.2 (Contração de aresta). Seja e = xy uma aresta de um grafo G. O grafo G/e da contração
da aresta e em G é definido de forma que

V (G/e) = V (G) \ {x, y} ∪ {z}, onde z /∈ V (G);

E(G/e) = E(G− v − w) ∪ {vz : vx ∈ E(G) ou vy ∈ E(G)};

ou seja, o grafo G/e é obtido a partir de G identificando os vértices x e y e removendo posśıveis arestas
paralelas e laços.

e

G

z

G/e

Figura 9: Exemplo de contração da aresta e.

Definição 4.3 (Menor). Um grafo H é dito um menor (“minor”) de um grafo G (denotado H � G
ou G � H) se existe um subgrafo K de G tal que H pode ser obtido a partir de K através de uma
sequência de contrações de arestas, i.e., existe uma sequência de grafos H = H0, H1, . . . ,Hk

∼= K tal que,
para todo i ∈ [k], existe uma aresta e em Hi−1 tal que Hi = Hi−1/e.

Observação. A definição acima é equivalente à seguinte definição:
Um grafo H é dito menor de um grafo G se existe uma sequência (Xv)v∈V (H) ⊂ P(V (G))V (H) de

subconjuntos de V (G) tal que

(A) Para todo v ∈ V (H), temos que G[Xv] é conexo;

(B) Para toda aresta vw de H, temos que δG(Xv, Xw) 6= ∅.

G K5

Figura 10: Exemplo de G tal que K5 � G.

Definimos agora algumas noções que serão úteis para o estudo do jogo de policiais e ladrão.

Definição 4.4. Sejam x e y dois vértices de um grafo G. Um xy-caminho é um caminho de x a y de
comprimento mı́nimo (i.e., de comprimento dG(x, y)).
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Definição 4.5. Seja G um grafo e X,Y ⊂ V (G). Um XY -caminho é um xy-caminho P tal que V (P )∩
X = {x} e V (P ) ∩ Y = {y}.

Observação. Um XY -caminho não necessariamente terá comprimento dG(X,Y ).

Ao longo das descrições das estratégias para o primeiro jogador, associaremos estratégias a cada
policial. Para isso, diremos que um policial está protegendo um subgrafo H de G se a estratégia associada
a ele é tal que, se o ladrão entrar em H, o policial é capaz de pegá-lo em seu próximo movimento.

Lema 4.6. Se x e y são vértices de um grafo G, então um policial é capaz, após um número finito de
passos, de proteger um xy-caminho.

Demonstração. Seja P o xy-caminho em questão, d = dG(x, y) seu comprimento e, para todo i ∈ N
com i < d, seja Ai = {v ∈ V (G) : dG(x, v) = i}. Seja ainda Ad = {v ∈ V (G) : dG(x, v) > d}.

Observe que {Ai : i ∈ {0, 1, . . . , d}} é uma partição de V (G). Ademais, temos que se δ(Ai, Aj) 6= ∅,
então |i− j| 6 1.

Finalmente, para todo i ∈ N com i 6 d, seja vi o único vértice de V (P ) ∩Ai (essa unicidade vem do
fato que P é um menor caminho entre x e y). Note que v0 = x e vd = y.

Considere a seguinte estratégia para o policial c em questão.

1. Enquanto c não estiver em P , sucessivamente mova-se para um vértice mais próximo de P ;

2. Seja k tal que o ladrão está em Ak. Mova-se na direção de vk.

Observe que, como o grafo é conexo, o passo 1 não pode ser executado infinitamente.
Diremos que o estado do jogo é bom se k for tal que o ladrão está em Ak, o policial c está em vk e é

a vez do ladrão.
É fácil ver que após um número finito de aplicações do passo 2 (no máximo d), o estado do jogo é

bom.
Suponha então que o estado do jogo é bom. Então afirmamos que c está protegendo P , pois, da

construção dos Ai’s, o ladrão, estando em Ak só pode mover-se para Ak−1, Ak ou Ak+1, ou seja, se o
ladrão entrar em P , estará adjacente ao policial ou na mesma casa do policial. �

Observação. Se w é o vértice em que o policial c está inicialmente, essa estratégia faz com que o policial c
esteja protejendo P em no máximo dG(w,P ) + d passos.

Observação. Se em algum momento da estratégia descrita o policial c estiver em vi e o ladrão em Ak

com i 6 k, então o ladrão não consegue mais entrar em v0, v1, . . . , vi+1 sem ser pego por c na próxima
rodada, ou seja, o policial c está implicitamente protegendo v0, v1, . . . , vi+1.

Corolário 4.7. Se G é um grafo e X,Y ⊂ V (G), então um policial é capaz, após um número finito de
passos, de proteger um XY -caminho.

Demonstração. Basta observar que um XY -caminho é um xy-caminho para algum par de vértices x
e y. �

Definimos agora mais duas noções úteis para o estudo desse jogo.

Definição 4.8. Seja T um subgrafo de um grafo G. Um vértice v de G é dito um T -vizinho se v ∈
NG(V (T )) \ V (T ).

Definição 4.9. Seja T um subgrafo de um grafo G e x, y ∈ NG(V (T )) ∪ V (T ).
Definimos o grafo T ⊕ {x, y} de forma que

V (T ⊕ {x, y}) = V (T ) ∪ {x, y};
E(T ⊕ {x, y}) = E(T ) ∪ {tv : t ∈ T \ {x, y} e v ∈ {x, y}}.

Estamos agora em condições de enunciar e provar o teorema abaixo sobre o cop number.

Teorema 4.10 (Andreae ’86 [2]). Sejam G e H grafos e h ∈ V (H) tais que H − h não possui vértices
isolados e G 6� H.

Nessas condições, temos c(G) 6 |E(H − h)|.
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Demonstração. Como temos à nossa disposição |E(H − h)| policiais, podemos rotulá-los com elementos

de E(H − h), então seja C = {cij : ij ∈ E(H − h)} o conjunto dos policiais e H̃ = H − h.
A todo momento da estratégia, cada policial estará ou ocioso, ou incumbido de proteger algum XY -

caminho com X,Y ⊂ V (G) (que vimos ser posśıvel no Corolário 4.7).
A estratégia se baseará em proteger um conjunto K de forma que o ladrão ficará preso em uma

componente conexa T de G−K e sucessivamente alterar K para K ′ de forma que o ladrão não escape
de T e de forma que a componente conexa T ′ de G − K ′ que possui o ladrão seja estritamente menor
que T . A finitude do grafo nos garantirá então que tal estratégia é vencedora.

Utilizaremos também alguns objetos auxiliares para descrever a estratégia dos policiais.
A todo momento teremos os seguintes objetos com as seguintes propriedades:

(a) Um subgrafo não-vazio A de H̃ de forma que os policiais ce com e ∈ E(A) estarão protegendo algum
caminho de G;

(b) Um subconjunto X das arestas em δH̃(V (A)) \E(A) de forma que os policiais ce com e ∈ X estarão
protegendo um vértice de G;

(c) Uma sequência (Hv)v∈V (A) ∈ P(V (G))V (A) de subconjuntos não-vazios dois-a-dois disjuntos de V (G)
indexada por vértices de A tal que, para todo v ∈ V (A), temos que G[Hv] é conexo;

(d) Uma sequência (Pe)e∈E(A) de caminhos em G dois-a-dois internamente disjuntos nos vértices inde-
xadas pelas arestas de A, onde, para toda aresta e = xy ∈ E(A), temos que Pe é um HxHy-caminho
em G tal que V (Pe) ∩Hk = ∅ para todo k /∈ {x, y} e ce está incumbido de proteger Pe;

(e) Uma sequência (pe)e∈X ∈ V (G)X de vértices de G, onde, para toda aresta e = xy ∈ X, temos
que pe ∈ Hx ∪Hy e ce está incumbido de proteger pe;

(f) Um subgrafo K do grafo G definido como

K = G

 ⋃
v∈V (A)

Hv

 ∪
 ⋃

e∈E(A)

V (Pe)


tal que o ladrão não consegue entrar em K sem passar por um vértice protegido (note que K � A);

(g) Um conjunto P de vértices de G definido como

P =

 ⋃
e∈E(A)

V (Pe)

 ∪(⋃
e∈X

pe

)

que está sendo completamente protegido pelos policiais em {ce : e ∈ E(A) ∪X}.

(h) Um grafo T que será a componente conexa de G−K em que está o ladrão e de forma que todo T -
vizinho pertence a P .

A jogada inicial do primeiro jogador será colocar todos os policiais em um mesmo vértice w de G de
forma que teremos

|V (A)| = 1;

E(A) = ∅;

|X| = 1;

Hv = {w}, para o único elemento v ∈ V (A);

pe = {w}, para o único elemento e ∈ X.

Em seguida, precisamos apenas provar que conseguimos fazer o passo indutivo, i.e., se estivermos
em uma situação descrita por esses objetos, conseguimos fazer uma transição a uma nova situação que
diminui o tamanho de T .
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Figura 11: Exemplo dos objetos mencionados. À esquerda, temos o grafo A mais as arestas de X
representadas tracejadas (os vértices que são extremidades de arestas de X que não são vértices de A

estão representados menores). À direita, temos o grafo G com os Hv’s, Pe’s e pe’s representados em cores
correspondentes e T representado na parte cinza inferior do desenho.

Faremos uma transição inicial para adquirir duas novas propriedades:

(I) Para toda aresta e ∈ X, temos que pe é T -vizinho:

Essa propriedade pode ser obtida simplesmente removendo de X as arestas que não satisfazem a
propriedade requerida.

Certamente essa operação não viola a propriedade a pois não remove vértices de A.

Quanto às propriedades b e e, ao realizarmos essa operação, os policiais correspondentes às arestas
removidas se tornarão ociosos.

As propriedades c e d claramente não são afetadas.

E, como as arestas e removidas de X não tinham seu pe sendo um T -vizinho, claramente a alteração
de P (item g) não viola as propriedades f e h.

(II) Para todo v ∈ V (A), temos que Hv possui pelo menos um T -vizinho:

Para obter essa propriedade, primeiramente removemos todas as arestas e de A tais que Pe não
possui um T -vizinho. Em seguida, removemos todos os vértices v de A que tornaram-se isolados
com a operação anterior. Finalmente, para todo vértice de A que restou e que viola a propriedade
(i.e., não há T -vizinho em Hv), escolhemos uma aresta e de A incidente a v e consideramos a menor
seção de Pe que contém um vértice de Hv como extremidade e um T -vizinho como extremidade,
inclúımo-la em Hv e removemo-la de Pe.

Observe que, como T não é vazio (o ladrão está em T ) e G é conexo, temos que existe pelo menos
um T -vizinho, isso significa que não removemos todos os vértices de A, ou seja, a propriedade a
continua válida.

Observe também que se e ∈ X, então pelo menos uma de suas extremidades, digamos v é tal
que Hv possui um T -vizinho (a saber, o T -vizinho é pe), ou seja, a propriedade b não é violada.

Como as operações realizadas ou removem Hv’s ou aumentam Hv’s com caminhos iniciados em Hv,
temos que os G[Hv]’s restantes continuam conexos (i.e., o item c continua válido).

Também sabemos que os Pe’s ou são removidos ou tem seções de suas extremidades removidas e
adicionadas no Hv correspondente, isso significa que a propriedade d continua válida.

Trivialmente, o item e não é afetado pois X não é alterado.
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Certamente P é alterado (item g), porém isso não afeta os itens f e h, pois o ladrão não pode
mover-se para nenhum vértice em K que não seja T -vizinho (o valor de K pode mudar, mas os
vértices removidos de K não são acesśıveis a partir de T sem passar por nenhum vértice de P ).

Figura 12: O mesmo exemplo da Figura 11 depois da transformação inicial dos itens I e II. Novamente, à
esquerda, temos o grafo A mais as arestas de X representadas tracejadas (os vértices que são extremidades

de arestas de X que não são vértices de A estão representados menores). À direita, temos o grafo G com
os Hv’s, Pe’s e pe’s representados em cores correspondentes e T representado na parte cinza inferior do
desenho.

Nessa nova situação, observe que A ( H̃, pois caso contrário, teŕıamos G ⊃ G[V (K) ∪ V (T )] � H

(basta contrair os Hv’s aos vértices de H e T ao vértice h). Como H̃ não possui vértices isolados, isso

significa que existe uma aresta, digamos u1u2 em E(H̃) \ E(A).
Consideramos então dois casos.
Caso 1. A aresta u1u2 não está em X.

Nesse caso, para todo i ∈ {1, 2}, escolhemos

xi ∈ V (Hui) um T -vizinho, se ui ∈ V (A);

xi ∈ V (T ), se ui /∈ V (A).

(Isso é posśıvel devido ao item II.)
Observe agora que cu1u2

está ocioso, então escolhemos um x1x2-caminho Q em T⊗{x1, x2}, criamos Hi =
G[{xi}] se ui não pertencia a V (A), logo Q será um H1H2-caminho e incumbimos cu1u2

de protegê-lo.
Observe que Q tem de passar por pelo menos um vértice de T , isso significa que T diminuirá de tamanho.
Ao realizar essa operação, o grafo A não diminui (i.e., o item a se mantém) e o conjunto X não é alterado
(i.e., os itens b e e se mantêm).
Ademais, se foram criados novos Hv’s, esses possuem apenas um vértice que não estava em nenhum
outro Hw (ou seja, o item c se mantém).
A escolha de Q certamente não viola o item d, pois os vértices de seu interior estão todos em T .

Caso 2. A aresta u1u2 está em X.
Nesse caso uma das extremidades da aresta está em A.
Fazemos então a mesma escolha para todo i ∈ {1, 2}

xi ∈ V (Hui) um T -vizinho, se ui ∈ V (A);

xi ∈ V (T ), se ui /∈ V (A);

porém, de forma que pelo menos um dos xi’s seja pu1u2
; isso é posśıvel pois pu1u2

∈ Hu1
∪Hu2

(item e)
e devido ao fato de pu1u2

ser T -vizinho (item I).
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Observe agora que cu1u2
protege apenas pu1u2

, então escolhemos um x1x2-caminho Q em T ⊗ {x1, x2},
criamos Hi = G[{xi}] se ui não pertencia a V (A), logo Q será um H1H2-caminho e incumbimos cu1u2

de protegê-lo.
Como cu1u2 já estava protegendo uma das extremidades de Q, pela segunda observação da prova do
Lema 4.6, esse policial pode passar a proteger Q sem deixar de proteger pu1u2

em nenhum momento.
Observe que novamente Q tem de passar por algum vértice de T , isso significa que T diminuirá de
tamanho.
Novamente a operação não diminui o grafo A (o item a se mantém).
O conjunto X perde o elemento u1u2, ou seja, ele diminui (i.e., os itens b e e se mantêm).
Mais uma vez, se foram criados novos Hv’s, esses possuem apenas um vértice que não estava em nenhum
outro Hw (ou seja, o item c se mantém).
Finalmente, a escolha de Q certamente não viola o item d, pois os vértices de seu interior estão todos
em T .

Através dessas construções, conseguimos sucessivamente reduzir a componente conexa em que o ladrão
consegue ficar sem ser pego e como o grafo é finito, isso significa que essa estratégia é vencedora. �

Observação. Na verdade, na prova acima, para podermos afirmar que o Q escolhido é um H1H2-
caminho, precisamos considerar apenas o grafo que é acesśıvel pelo ladrão (i.e., algo como T mais os T -
vizinhos).

5 Número cromático de grafos densos livres de triângulos

5.1 Resultados iniciais e o Grafo de Kneser

26/11/2013 – Marcelo Tadeu Sales

Estamos interessados em estudar o seguinte problem.

Problema 5.1. Se G é um grafo livre de triângulos (K3 6⊂ G) e δ(G) > c|V (G)| (para uma constante c >
0 fixada), então como χ(G) se comporta?

Nossa intuição poderia erroneamente sugerir que o número cromático de tal grafo seria pequeno pois,
para cada vértice, sua vizinhança será um conjunto independente (caso contrário, haveria um triângulo).

O Grafo de Grötzsch é um exemplo de um grafo livre de triângulos, mas com número cromático 4.

Figura 13: O Grafo de Grötzsch.

A proposição abaixo mostra que nossa intuição inicial estava errada.

Proposição 5.2. Para todo natural k, existe um grafo livre de triângulos com número cromático k.
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Demonstração. O resultado para k ∈ {0, 1} é trivial.
Vamos construir uma sequência de grafos (Gi)i∈N∗ recursivamente.
Seja G1 = K2.
Para i > 1, suponha que Gi−1 já foi constrúıdo e seja V (Gi−1) = {v1, v2, . . . , vn}. Construimos então

o grafo Gi fazendo

V (Gi) = {v1, v2, . . . , vn, x1, x2, . . . , xn, y} (de forma que |V (Gi)| = 2|V (Gi−1)|+ 1 = 2n+ 1);

E(Gi) = E(Gi−1) ∪ {xpvq : p, q ∈ [n] e vpvq ∈ E(Gi−1)} ∪ {yxp : p ∈ [n]}.

G1

v1 v2

x1 x2

y

G2

v1 v2 v3 v4 v5

x1 x2 x3 x4 x5

y

G3

Figura 14: Os grafos G1, G2 e G3 da sequência constrúıda com a nomenclatura dos vértices herdada da
construção indutiva.

Vamos provar agora as seguintes asserções sobre essa sequência:

i. Para todo i ∈ N∗, o grafo Gi é livre de triângulos;

ii. Para todo i ∈ N∗, o grafo Gi possui número cromático χ(Gi) = i+ 1.

A prova será por indução em i.
Trivialmente, o grafo G1 é livre de triângulos e possui número cromático χ(G1) = 2.
Seja i > 1 e suponha, por hipótese indutiva, que as asserções sejam válidas para i− 1.
Suponha por absurdo que Gi possui um triângulo. Considerando a nomenclatura da construção de Gi,

como não há arestas da forma xpxq nem da forma yvp e não há triângulos da forma vpvqvr (pela hipótese
indutiva), esse triângulo tem de ser da forma vpxqvr.

Como vpxq, xqvr ∈ E(Gi), então temos vpvq, vqvr ∈ E(Gi−1)
Por outro lado, como vpvr ∈ E(Gi), então temos vpvr ∈ E(Gi−1), mas isso significa que vpvqvr é um

triângulo de Gi−1, que é uma contradição com a hipótese indutiva.
Vamos mostrar agora que χ(Gi) 6 i+ 1.
A hipótese indutiva nos fornece uma coloração própria g : V (Gi−1)→ [i] de Gi−1 com i cores.
Considere a seguinte coloração dos vértices de Gi:

h : V (Gi) −→ [i+ 1]

w 7−→

{
g(vi), se w = vi ou w = xi;

i+ 1, se w = y.

Observe que h é coloração própria de Gi, pois há apenas três tipos de arestas em Gi:

1. Para arestas da forma vivj , temos h(vi) = g(vi) 6= g(vj) = h(vj), pois vivj ∈ E(Gi−1);

2. Para arestas da forma xivj , temos h(xi) = g(vi) 6= g(vj) = h(vj), pois vivj ∈ E(Gi−1);

3. Para arestas da forma yxi, temos h(y) = i+ 1 6= g(vi) = h(xi), pois g usa apenas i cores.
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Portanto χ(Gi) 6 i+ 1.
Vamos mostrar agora que χ(Gi) > i+ 1, que concluirá a prova.
Suponha por absurdo que χ(Gi) 6 i e seja h uma coloração própria de Gi utilizando apenas i cores.
Seja c = h(y) a cor do vértice y de Gi. Observe que, como y é adjacente a todos os xi’s, temos que a

cor c não ocorre nos xi’s.
Considere a seguinte coloração dos vértices de Gi−1:

g : V (Gi−1 −→ [i] \ {c}

vi 7−→

{
h(vi), se h(vi) 6= c;

h(xi), se h(vi) = c.

Vamos mostrar que essa é uma coloração própria de Gi−1.
Se vivj ∈ E(Gi−1) e c /∈ {h(vi), h(vj)}, então g(vi) = h(vi) 6= h(vj) = g(vj), pois vivj ∈ E(Gi).
Por outro lado, se vivj ∈ E(Gi−1) e c ∈ {h(vi), h(vj)}, então sem perda de generalidade, podemos

assumir que c = h(vi). Nesse caso, como vivj ∈ E(Gi), temos c 6= h(vj). Finalmente, temos g(vi) =
h(xi) 6= h(vj) = g(vj), pois xivj ∈ E(Gi).

Portanto χ(Gi−1) 6 i− 1, o que é uma contradição. �

Observação. O grafo G3 da sequência constrúıda é isomorfo ao Grafo de Grötzsch apresentado anteri-
ormente.

Definimos agora o Grafo de Kneser.

Definição 5.3. O Grafo de Kneser, denotado por Kn(n, k) é definido a partir de

V (Kn(n, k)) =

(
[n]

k

)
E(Kn(n, k)) = {UV : U ∩ V = ∅

Observação. O grafo Kn(5, 2) é isomorfo ao Grafo de Petersen.

Figura 15: O Grafo de Petersen.

Note que Kn(n, k) é regular, pois todos seus vértices possuem grau
(
n−k
k

)
.

Note também que, se k > n/3, então Kn(n, k) é livre de triângulos (pois três conjuntos de tamanho k
em [n] terão de se intersectar).

Ademais, note que a coloração g tal que g(U) = minU para todo U ∈ V (Kn(n, k) é uma coloração
própria de Kn(n, k) (pois UV ∈ E(Kn(n, k)) se e somente se U∩V = ∅). Portanto χ(Kn(n, k)) 6 n−k+1.

A proposição abaixo melhora um pouco essa cota para o número cromático do Grafo de Kneser.

Proposição 5.4. Para todos naturais n e k, temos χ(Kn(n, k)) 6 n− 2k + 2.

Demonstração. Considere a coloração

g : V (Kn(n, k)) −→ [n− 2k + 2]
U 7−→ min(U ∪ {n− 2k + 2})
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Observe que, se UV ∈ E(Kn(n, k)), então temos U ∩ V = ∅, dáı minU ∪ V < n − 2k + 2, donde
segue que g(U) 6= g(V ).

Portanto g é uma coloração própria de Kn(n, k). �

O teorema abaixo, devido a Lovász, mostra que esse é, na verdade, o valor exato do número cromático
do Grafo de Kneser.

Teorema 5.5 (Lovász ’78 [18]). Para todos naturais n e k, temos χ(Kn(n, k) > n− 2k + 2.

Agora estamos em condições de provar o seguinte resultado sobre números cromáticos de grafos
densos.

Teorema 5.6. Para toda constante c ∈ ]0, 1/3[ e para todo natural χ, existe um grafo G livre de
triângulos tal que δ(G) > c|V (G)| e χ(G) > χ.

Demonstração. Considere o grafo G(n, k, t) definido a partir de

A, (B × [n]), C conjuntos 2-a-2 disjuntos com

|A| = tn;

|B| = 2t;

C = V (Kn(n, k)) =

(
[n]

k

)
.

V (G(n, k, t)) = A ∪ (B × [n]) ∪ C;

E(G(n, k, t)) = {a(b, i) : a ∈ A, b ∈ B e i ∈ [n]} ∪ {(b, i)U : b ∈ B, i ∈ [n], U ∈ C e i ∈ U} ∪ E(Kn(n, k)).

Dessa forma, temos

G(n, k, t)[C] = Kn(n, k);

G(n, k, t)[A ∪ (B × [n])] ∼= Ktn,2tn;

|V (G(n, k, t))| = 3nt+

(
n

k

)
.

Escolhemos agora ε ∈ ]0, 1/6[ arbitrário e impomos k = (1/2− ε)n (de forma que k/n < 1/3).

Observe agora que, para todo vértice v de G(n, k, t), temos

v ∈ A =⇒ dG(v)

|V (G(n, k, t))|
=

2nt

3nt+
(
n
k

) t→∞−→ 2

3
;

Além disso, sabemos que χ(G(n, k, t)) > χ(Kn(n, k)) = n− 2k + 2 = 2εm+ 2.

Portanto, podemos escolher ε de modo que (1 − 2ε)/3 > c (pois c < 1/3) e para n e t grandes o
suficiente (com t� n), o grafo G(n, k, t) satisfará as propriedades requeridas.

(A ordem de escolha é ε = ε(c), n = n(ε), k = (1/2− ε)n e t = t(n).) �

É natural se perguntar o que acontece se exigirmos δ(G) > c|V (G)| com c > 1/3. O teorema trata
de um caso que força o grafo a ser bipartido.

Teorema 5.7. Se G é um grafo livre de triângulos tal que δ(G) > 2|V (G)|/5, então χ(G) 6 2.

Demonstração. Fixe n ∈ N e seja G um grafo maximal tal que |V (G)| = n, δ(G) > 2n/5 e G 6⊃ K3.

Suponha por absurdo que G não é bipartido, então G possui um circuito ı́mpar.

Como G é maximal, então G possui um C5. Seja X o conjunto dos vértices de um C5.
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Observe agora que, como G é livre de triângulos, cada vértice de G é adjacente a no máximo 2 vértices
de X, donde segue que ∑

x∈X
dG(x) 6 10 + 2(n− 5) = 2n.

Por outro lado, temos ∑
x∈X

dG(x) >
∑
x∈X

2n

5
= 2n,

o que é um absurdo. �

5.2 O Teorema de Thomassen

03/12/2013 – Marcelo Tadeu Sales

Nosso próximo objetivo será provar o seguinte teorema.

Teorema 5.8 (Thomassen ’02 [21]). Para todo c > 1/3, existe fc > 0 tal que se G é um grafo livre de
triângulos com δ(G) > c|V (G)|, então χ(G) 6 fc.

A prova é uma generalização do Teorema 5.7 através do conceito de pentágono generalizado definido
abaixo.

Definição 5.9. Um grafoG é dito um pentágono generalizado se existe uma sequência de grafosG0, G1, . . . , Gn

tal que

1. O grafo G0 é isomorfo a C5;

2. O grafoGn é isomorfo a G;

3. Para todo i ∈ [n], temos

a. Temos V (Gi) = V (Gi−1) ∪ {x, y, w}, com x, y e w três novos vértices (distintos);

b. Existe um v ∈ V (Gi−1) tal que

E(Gi) = E(Gi−1) ∪ {vx, xy, yw} ∪ {wu : vu ∈ E(Gi−1)}.

Se G 6∼= C5 (i.e., temos n > 0), diremos também que qualquer grafo isomorfo a Gn−1 é um pentágono
generalizado antecessor a G.

v x y
w

Figura 16: O único (a menos de isomorfismo) pentágono generalizado com 8 vértices.

Observe primeiramente que todo pentágono generalizado P satisfaz |V (P )| ≡ 2 (mod 3).
Apresentamos agora algumas propriedades de pentágonos generalizados.

Proposição 5.10. Seja P um pentágono generalizado com |V (P )| = 3k − 1. Então temos as seguintes
propriedades.
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(i) O grafo P é livre de triângulos;

(ii) Temos α(P ) = k;

(iii) O grafo P é α-dominado (i.e., para todo conjunto independente I máximo de P , existe um vértice v
tal que NP (v) ⊂ I);

(iv) Se P é subgrafo gerador de um grafo H livre de triângulos, então ∆(H) 6 k.

Demonstração. Provaremos as asserções por indução em k.
Observe primeiramente que, para k = 2, o grafo P é isomorfo a C5, logo os itens i, ii e iii são

trivialmente satisfeitos. Ademais, como a adição de qualquer aresta a C5 forma um triângulo, temos que
o item iv é satisfeito (pois ∆(C5) = 2).

Suponha então k > 2 e seja P ′ um pentágono generalizado antecessor a P e considere as definições
de x, y, v e w como na construção de P a partir de P ′.

Por hipótese de indução P ′ satisfaz todas as propriedades.
Observe que se P possui um triângulo T , então T possui pelo menos dois vértices de {v, w, x, y}

(se possuir apenas v, então T ⊂ P ′; se possuir apenas w, então (T ∪ {v}) \ {w} será triângulo em P ′

e x e y só possuem vizinhos no conjunto mencionado). Porém isso é um absurdo, já que vw /∈ E(P ),
NP (x) = {v, y} e NP (y) = {x,w}.

Portanto P é livre de triângulos (item i).
Seja I ′ um conjunto independente máximo em P ′, então claramente I ′ ∪ {y} é independente em P ,

logo α(P ) > α(P ′) + 1 = k.
Suponha que α(P ) > k + 1 e seja I um conjunto independente máximo em P . Observe que |I ∩

{x, y, w}| > 2 (caso contrário I \ {x, y, w} seria um conjunto independente em P ′ de tamanho k),
logo x,w ∈ I. Mas então temos que (I ∪ {v}) \ {x}) é um conjunto independente de P ′ de tamanho k, o
que é um absurdo.

Portanto α(P ) = k (item ii).
Seja então I um conjunto independente máximo arbitrário em P .
Observe que a construção de P a partir de P ′ é simétrica ao trocarmos (v, x) por (w, y), então basta

considerar os seguintes casos.
Caso 1. w ∈ I e x /∈ I.

Então temos y /∈ I e v ∈ I. Seja a ∈ V (P ′) tal que NP ′(a) ⊂ I \ {w}. Nesse caso, sabemos que a 6= v,
logo NP (a) ⊂ I.

Caso 2. w ∈ I e x ∈ I.
Então temos v, y /∈ I. E sabemos que NP (y) ⊂ I.

Caso 3. w /∈ I e x ∈ I.
Então temos v, y /∈ I. Seja a ∈ V (P ′) tal que NP ′(a) ⊂ I \ {x}.
Se a 6= v, então trivialmente NP (a) ⊂ I. Por outro lado, se a = v, então NP ′(a) = NP (a) ∪ {x} ⊂ I.

Portanto P é α-dominado (item iii).
Observe finalmente que se P é subgrafo gerador de um grafo H livre de triângulos, então para todo

vértice v de H temos que NH(v) é independente em H, logo ∆(H) 6 α(H) 6 α(P ) = k (item iv). �

Estamos agora em condições de apresentar a prova do Teorema 5.8.

Demonstração do Teorema de Thomassen. Seja G um grafo livre de K3 com δ(G) > c|V (G)| maximal e
seja n = |V (G)|. Suponha que G não é bipartido (caso contrário, não há o que fazer). Então G possui
um C5.

Seja P um pentágono generalizado contido em G de tamanho máximo e sejam H = G[V (P )] e k tal
que |V (P )| = 3k − 1.

Observe que

cn(3k − 1) 6
∑

v∈V (H)

dG(v) =

 ∑
w∈V (H)

dH(w)

+

 ∑
w∈V (G)\V (H)

|NG(w) ∩ V (H)|


6

 ∑
w∈V (H)

k

+

 ∑
w∈V (G)\V (H)

α(H)

 6 nk.
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Logo temos (3k − 1)c 6 k e a seguinte cadeia de equivalências

(3k − 1)c 6 k ⇐⇒ (3k − 1)3c 6 3k − 1 + 1 ⇐⇒ (3k − 1)(3c− 1) 6 1 ⇐⇒ 3k − 1 6
1

3c− 1
.

Sejam então A = {v ∈ V (G) \ V (H) : |NG(v) ∩ V (H)| = k} e B = V (G) \ (V (H) ∪A) e observe que
para todo vértice v de B, temos que NG(v) ∩ V (H) possui cardinalidade menor ou igual a k − 1 (pois é
um conjunto independente em H e v /∈ A).

Enumeremos os elementos de
(
V (H)

k

)
como S1, S2, . . . , SN , onde N =

(
3k−1

k

)
e particionemos o con-

junto A tomando, para todo i ∈ [N ], o conjunto Ai = {v ∈ A : NG(v) ∩ V (H) = Si}.
Observe que os Ai’s são dois-a-dois disjuntos e para todo i ∈ [N ], o conjunto Ai é independente em G

(pois está contido na vizinhança de um vértice).
Vamos agora estimar o tamanho de B. Observe que

cn(3k − 1) 6
∑

v∈V (H)

dG(v) =

 ∑
w∈V (H)

dH(w)

+

(∑
w∈A
|NG(w) ∩ V (H)|

)
+

(∑
w∈B
|NG(w) ∩ V (H)|

)

6

 ∑
w∈V (H)

k

+

(∑
w∈A

k

)
+

(∑
w∈B

k − 1

)
= nk − |B|,

donde segue que |B| 6 nk − (3k − 1)cn = n(c− k(3c− 1)).
Vamos mostrar agora que, para todo vértice v de B, existe um vértice w em A tal que vw ∈ E(G).
Suponha que não, então temos

cn 6 dG(v) = |NG(v) ∩ V (H)|+ |NG(v) ∩B| 6 k − 1 + |B| − 1 < k + |B| 6 k + n(c− k(3c− 1)).

Então temos 0 < k + nk(3c − 1), donde segue que n(3c − 1) < 1, o que é um absurdo para n
suficientemente grande.

Observação. É suficiente provar o teorema para n > n0 para um n0 fixo, pois χ(G) 6 |V (G)|.
Particionemos o conjunto B tomando, para todo i ∈ [N ], o conjunto

Bi = {v ∈ B : NG(v) ∩Ai 6= ∅ e, para todo j < i,NG(v) ∩Aj = ∅}.

Afirmamos agora que se v, w ∈ Ai, então NG(v) = NG(w).
Suponha que não, então sem perda de generalidade, existe y ∈ NG(w) \NG(v).
Pela maximalidade de G, sabemos que existe x ∈ NG(v) ∩NG(y).
Observe que xw /∈ E(G), caso contrário G[{x, y, w}] ∼= K3.
Como v e w pertencem a Ai, temos que NG(v) ∩ V (H) = Si = NG(v) ∩ V (H), logo x, y /∈ V (H).
Seja I = NG(v) ∩ V (H) e observe que I é independente em H e portanto em P . Então existe um

vértice a de P tal que NP (a) ⊂ I, isso significa que (V (H) \ {a}) ∪ {v} possui uma cópia de P .
Mas então o grafo G[(V (H) \ {a}) ∪ {v, x, y, w}] possui um pentágono generalizado maior do que P

o que contraria sua escolha.
Portanto, se v, w ∈ Ai, então NG(v) = NG(w).
Observe agora que, para todo i ∈ [N ], o conjunto Bi é independente (pois existe um vértice de Ai

que é adjacente a todos os vértices de Bi).
Logo χ(G) 6 2

(
3k−1

k

)
+ 3k− 1 (basta colorir cada Ai de uma cor distinta, cada Bi de um cor distinta

e cada vétice de H de uma cor distinta) e como 3k − 1 6 1/(3c− 1) a prova está completa. �

5.3 Outros resultados

Em 1973, Erdős e Simonovitz conjecturaram que não existiria um grafo G livre de triângulos com χ(G) 6
4 e δ(G) > n/3, mas Häggkvist [13] provou em 1981 que ao tomar o grafo de Grötzsch (Figura 13) e
substituir cada vértice de grau 3 por dois vértices, cada vértice de grau 4 por três vértices, o vértice
restante por quatro vértices e cada aresta por um grafo bipartido completo entre as partes geradas por
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suas extremidades, obtemos um grafo de ordem 29, que é 10-regular e possui número cromático 4 (como
o grafo de Grötzsch), provando que a Conjectura de Erdős e Simonovitz era falsa.

Em 1995, Jin [16] provou que todo grafo G de ordem n livre de triângulos e com δ(G) > 29n/30 pode
ser 3-colorido propriamente.

Finalmente, Brandt e Thomassé apresentaram uma prova [4] de que todo grafo G de ordem n livre
de triângulos e com δ(G) > n/3 pode ser 4-colorido.
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A Soluções dos exerćıcios resolvidos

Exerćıcio resolvido. (1.23) Se G é um grafo (V,W ) bipartido com |V | = n, |W | = m e |E(G)| = M ,
então ∑

w∈W

(
dG(w)

2

)
> m

(
M/m

2

)
.

Demonstração 1. Considere a função f : [1,+∞[ 3 x 7→ x(x− 1)/2 ∈ R e observe que f é convexa.
Logo, pela desigualdade de Jensen, temos

∑
w∈W

(
dG(w)

2

)
= m

1

m

∑
w∈W

f(dG(w)) > mf

(
1

m

∑
w∈W

dG(w)

)
= mf

(
M

m

)
= m

(
M/m

2

)
. �

Demonstração 2. Observe que

∑
w∈W

(
dG(w)

2

)
=

1

2

(∑
w∈W

dG(w)2

)
− 1

2

(∑
w∈W

dG(w)

)
=

1

2

(∑
w∈W

dG(w)2

)
− M

2
.

Pela desigualdade de Cauchy–Schwarz, temos

∑
w∈W

dG(w)2 >
1

m

(∑
w∈W

dG(w)

)2

=
M2

m
.

Portanto ∑
w∈W

(
dG(w)

2

)
>
M2

2m
− M

2
= m

(
(M/m)2

2
− M/m

2

)
= m

(
M/m

2

)
. �

Exerćıcio resolvido. (3.6) Se G é um grafo r-regular então todos os autovalores de MG são menores
ou iguais a r.

Demonstração. Suponha que A = (aw)w∈V (G) é um autovetor associado ao autovalor λ de MG =
(mvw)v,w∈V (G) e seja v ∈ V (G) tal que aw 6 av para todo vértice w de G.

Sem perda de generalidade, assumimos que av > 0 (pois A 6= 0 e se av = 0, podemos considerar −A
como autovetor).

Como MGA = λA, temos λav =
∑

w∈V mvwaw 6
∑

w∈V mvwav = av
∑

w∈V mvw = avr.
Portanto λ 6 r. �

Exerćıcio resolvido. (3.9) Prove que o produto tensorial não é comutativo, mas é associativo.

Demonstração. A não comutatividade pode ser observada diretamente de

(
1
0

)
⊗
(

0
1

)
=


0
1
0
0

 6=


0
0
1
0

 =

(
0
1

)
⊗
(

1
0

)
.

Para provar a associatividade, usaremos uma notação um pouco mais conveniente para as matrizes.
Sejam A = (a[i, j])m×n, B = (b[i, j])p×q e C = (c[i, j])r×s três matrizes reais arbitrárias indexadas

a partir do número 0 e observe que a entrada (i, j) da matriz A ⊗ B é dada por a[bi/pc , bj/qc]b[i mod
p, j mod q].

Dáı, para todos naturais i e j com i < mpr e j < nqs, temos

((A⊗B)⊗ C) [i, j] = a

[⌊
i

pr

⌋
,

⌊
j

qs

⌋]
b

[⌊
i

r

⌋
mod p,

⌊
j

s

⌋
mod q

]
c
[
i mod r, j mod s

]
;
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(A⊗ (B ⊗ C)) [i, j]

= a

[⌊
i

pr

⌋
,

⌊
j

qs

⌋]
b

[⌊
i mod (pr)

r

⌋
,

⌊
j mod (qs)

s

⌋]
c
[
(i mod (pr)) mod r, (j mod (qs)) mod s

]
= a

[⌊
i

pr

⌋
,

⌊
j

qs

⌋]
b

[⌊
i

r

⌋
mod p,

⌊
j

s

⌋
mod q

]
c
[
i mod r, j mod s

]
. �

Exerćıcio resolvido. (3.10) Sejam A, B, C e D matrizes com entradas reais de ordens m × n, q × r,
n× p e r × s respectivamente. Prove que (A⊗B)(C ⊗D) = (AC ⊗BD).

Demonstração. Novamente usaremos a notação do exerćıcio anterior.
Para todos naturais i e j com i < mq e j < ps, temos

(A⊗B)(C ⊗D)[i, j] =

nr∑
k=0

(A⊗B)[i, k](C ⊗D)[k, j]

=

nr−1∑
k=0

A

[⌊
i

q

⌋
,

⌊
k

r

⌋]
B
[
i mod q, k mod r

]
C

[⌊
k

r

⌋
,

⌊
j

s

⌋]
D
[
k mod r, j mod s

]
=

n−1∑
a=0

r−1∑
b=0

A

[⌊
i

q

⌋
,

⌊
ar + b

r

⌋]
B
[
i mod q, ar + b mod r

]
C

[⌊
ar + b

r

⌋
,

⌊
j

s

⌋]
D
[
ar + b mod r, j mod s

]
=

n−1∑
a=0

r−1∑
b=0

A

[⌊
i

q

⌋
, a

]
B
[
i mod q, b

]
C

[
a,

⌊
j

s

⌋]
D
[
b, j mod s

]
=

(
n−1∑
a=0

A

[⌊
i

q

⌋
, a

]
C

[
a,

⌊
j

s

⌋])(r−1∑
b=0

B
[
i mod q, b

]
D
[
b, j mod s

])

= (AC)

[⌊
i

q

⌋
,

⌊
j

s

⌋]
(BD)

[
i mod q, j mod s

]
= (AC ⊗BD)[i, j]. �

Exerćıcio resolvido. (3.11) Suponha que v é autovetor de uma matriz A associado ao autovalor λ e w
é autovetor de uma matriz B associado ao autovalor µ. Prove que v⊗w é autovetor de A⊗B associado
ao autovalor λµ (os autovetores estão considerados como matrizes coluna multiplicadas à direita).

Demonstração. Do exerćıcio anterior, temos

(A⊗B)(v ⊗ w) = (Av ⊗Bw) = (λv ⊗ µw) = λµ(v ⊗ w).

Isso significa que (v ⊗ w) é autovetor de (A⊗B) associado ao autovalor λµ. �

Exerćıcio resolvido. (3.15) Se c > 0 e p ∈ R[x] possui grau n, então a função f(x) = p(x)− cx possui
no máximo n+ 1 ráızes (contando multiplicidade).

Demonstração. Provamos por indução em n.
O caso n = 0 é trivial pois cx > 0 para todo x ∈ R.
Suponha que n > 0 e que a afirmação seja verdadeira polinômios de grau n− 1.
Observe que f ′(x) = p′(x)− cx ln c, ou seja, temos f ′(x) = 0 se e somente se p′(x)/ ln c− cx = 0.
Como p′(x)/ ln c é um polinômio de grau n − 1, sabemos pela hipótese de indução que f ′(x) possui

no máximo n ráızes (contando multiplicidade). Isso significa que f(x) possui no máximo n + 1 ráızes
(contando multiplicidade). �
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B Notação

N = {0, 1, 2, 3, . . .}
N∗ = N \ {0}

[n] = {1, 2, . . . , n}, para n ∈ N∗

f(n) ∼ g(n) significa lim
n→+∞

f(n)

g(n)
= 1

f(n) = O(g(n)) significa lim sup
n→+∞

∣∣∣∣f(n)

g(n)

∣∣∣∣ < +∞

f(n) = Ω(g(n)) significa g(n) = O(f(n))

f(n) = Θ(g(n)) significa f(n) = O(g(n)) e f(n) = Ω(g(n))

f(n) � g(n) significa f(n) = Θ(g(n))

f(n) = o(g(n)) significa lim sup
n→+∞

∣∣∣∣f(n)

g(n)

∣∣∣∣ = 0

f(n) = ω(g(n)) significa g(n) = o(f(n))

π(n) = |{a ∈ [n] : a é primo}|, para n ∈ N
bxc denota o maior inteiro menor ou igual a x, para x ∈ R

dxe = −b−xc(
A

k

)
= {B ⊂ A : |B| = k}, para A um conjunto

n |m significa n divide m, para n,m ∈ Z,m 6= 0

NG(v) = {w ∈ V (G) : vw ∈ E(G)}, para G um grafo e v ∈ V (G)

dG(v) = |NG(v)|, para G um grafo e v ∈ V (G)

NG(X) =
⋃
x∈X

NG(x), para G um grafo e X ⊂ V (G)

δG(X) = {xy ∈ E(G) : x ∈ X}, para G um grafo e X,Y ⊂ V (G)

δG(X,Y ) = {xy ∈ E(G) : x ∈ X e y ∈ Y }, para G um grafo e X,Y ⊂ V (G)

δ(G) = min{dG(v) : v ∈ V (G)}, para G um grafo

∆(G) = sup{dG(v) : v ∈ V (G)}, para G um grafo
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[4] S. Brandt and S. Thomassé, Dense triangle-free graphs are four-colorable: A solution to the Erdős–
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