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1. ESQUEMAS DE VOTAGAO / BASE DE FOURIER

09/08,/2011

1.1. Esquemas de votacao. Se existem n pessoas que desejam decidir sobre uma questdo e cada

uma tem sua opinido, entdo como é possivel que estas pessoas decidam sobre tal questao? A

maneira como isto é feito é denominada esquema de vota¢do. Suponha que cada pessoa i (com i

pertencente ao conjunto [n| de todas as pessoas envolvidas) tem uma opinido (z; = 1 ou z; = 0)

sobre o assunto. Desta forma, definimos formalmente um esquema de votagdo como sendo uma

fungao f:{0,1}" — {0,1}. Abaixo definimos alguns tipos de esquemas de vota¢do, onde, dado

x € {0,1}", a quantidade de 1’s em x é denotada por |x|.

Democracia f(x) = L, selz|>n/2;

0, caso contrario.
A maioria dos votos determina o resultado da votacao.
Ditadura f(z) = x;.
A pessoa 1 escolhe o resultado da votagdo, sem levar em consideracdo o voto de qualquer
outra pessoa.
Maioria das maiorias f(z) = maj(maj(zi,...,x;),...,maj(z;,...,x,)), onde temos que,
para z € {0,1}*, maj(z) = Losefef > k/2 .
0, caso contrario.
As pessoas sdo divididas em grupos de votagdo e a decisdo é tomada baseada no que a
maioria dos grupos decidiu (cada grupo vota em esquema de democracia).
Paridade f(z) = |z|( mod 2).
A escolha é feita de acordo com a paridade da quantidade de pessoas que votaram da mesma

forma.

Notas por Guilherme Mota



e Junta f(z) = x1 A 2.
A escolha ¢ feita baseada no acordo entre duas pessoas.
e Tribos f(z) = (1 A...AZa) Voo oV (Zp—ai1i A e o AZy).

Basta que todas as pessoas de pelo menos uma tribo tenham voto 1 para esta ser a escolha.

Estamos interessados em estudar a influéncia de uma pessoa i (da i-ésima variavel) na votacao
(na saida da fungdo f em questao). Definimos a influéncia da i-ésima coordenada como a probabili-
dade de que, ao escolher o vetor x uniformemente ao acaso, o valor de f(x) é alterado caso mudemos
o valor de x. Formalmente, dada uma fungao f: {0,1}" — {0, 1}, definimos a influéncia da i-ésima

varidvel como

Li(f) = Pry(f(x) # f(z +€;)), onde a soma ¢ mod 2.

Para facilitar o entendimento, vamos analisar quais os valores da influéncia para algumas das

funcoes definidas acima.

e Democracia. Uma coordenada pode mudar a votacao somente se temos um empate em

todas as outras n — 1 coordenadas. Desta forma (considerando n impar), temos

(n — 1) <n — 1)
1 1

Il(f) =2 on—1 = on ~ 27T7'L‘

e Ditatorial. Neste caso, claramente I;(f) =1 e Ii(f) =0 parai € {2,...,n}.

e Paridade. Como qualquer mudanca em uma coordenada implica mudanca na paridade,
temos I;(f) =1 parai e {1,...,n}.

e Junta. Este ¢ um caso simples. I;1(f) = I2(f) =1/2 e I;(f) =0 para i € {3,...,n}.

Gostarfamos de encontrar uma fungao balanceada (fungdo em que obtemos 0’s e 1’s a mesma
quantidade de vezes) com a menor influéncia méaxima. Isto é, ndo desejamos que nenhuma pessoa
tenha uma influéncia muito grande na votacao.

Vamos ver que, com os parametros corretos, a fungao “tribos” é uma funcao (quase) balanceada
com uma méaxima influéncia “pequena’ (na verdade, sua maxima influéncia é assintoticamente a
menor possivel, como veremos adiante). Seja n = kln2logy k. Assim, considere que as coordenadas
estao divididas em k1ln 2 tribos com log, k pessoas cada.
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Dado que cada tribo tem voto 1 com probabilidade (1/2)'°82% temos que

kln2logg k

1 Tog k
Pro(fe) = 0) = (1~ g )

(02 -

Portanto, ja vimos que a funcdo é balanceada. Vamos calcular agora a influéncia I;(f) de
uma, coordenada. Observe que a mudanca na coordenada s6 altera a decisdo se todas as outras

coordenadas de sua tribo tiverem valor 1 e todas as outras tribos votaram 0. Assim,

log, k—1 kln2-1
() -3

H )00
o (})
:@<10gnz“).

Como comentado anteriormente, esta é a menor méxima influéncia que uma fungao balanceada

pode ter (serd provado mais adiante).

1.2. Base de Fourier. Considere o espago das fungdes f: {0,1}" — R e seja o produto interno

entre duas funcoes f e g dado por

Zze{o,l}n f(z)g(x)
2n )

(fr9) =El[fg] =

Vamos construir uma base para tal espaco de func¢oes. Para isto, considere as func¢oes ditatoriais
xi: {0,1}" — {—1,1} tal que x;(z) = (—1)%. Equivalentemente, podemos utilizar o conjunto

S = {i: »; = 1} para representar o vetor x:

1, sei¢sS,
-1, sei€esS.

xi(8) = (=171

Ademais, defina xg = [[;cg Xi- Para T C [n], temos ys(T) = (—1)/T"5. Para z € {0,1}", dizemos
que xs(z) = (=1)XMSI onde X = {i: z; = 1}. Vejamos algumas propriedades destas funcoes.
e xsxT = Xsar, onde SAT =(SUT)—(SNT).
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Demonstragao.
XSXT(R) _ (_1)\SQR|(_1)|T0R\

— (_1)\SQR|+|T0R\
— (_1)2|TﬁSﬂR\ (_1)|(TAS)F1R\

_ (_1)\(TAS)QR|

= XSAT-
[l
e xs(z+y) =xs(@)xs(y)
Demonstracao.
xs(@ +y) = xs(XAY)
_ (_1)|(XAY)FTS\
_ (_1)|XOS|(_1)\YﬂS\
= xs(@)xr(y)-
O
1, se S=1T;
d <XSa XT> =
0, se S#T.
Demonstra¢ao. Observe que a cole¢ao de fungoes {x1, ..., xn} ¢ independente, desde que cada

x; s0 depende da coordenada x;, que por sua vez é independente das outras coordenadas.

Desta forma, temos que

Exsar]l =E| [] x
i€SAT

= [ Ek

i€SAT
1, se SAT =10, isto é, S =T,
0, se SAT #10,istoé, S #T.

0

Desde que o conjunto das 2" funcoes em {XS}Sc[n] é ortonormal, tal conjunto forma uma base
ortonormal para o espaco das fungoes f: {0,1}" — R. A esta base damos o nome de base de Fourier.
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Como {xs}sc[n € uma base, toda fun¢ao f: {0,1}" — R pode ser escrita como f = ZSC[n] F(9)xs-
Os termos f(S) sao chamados coeficientes de Fourier e esta soma é conhecida como erpansdo de
Fourier de f.

Por simplicidade, vamos limitar nosso estudo as fun¢ées f: {0,1}" — {—1,1}.

As seguintes duas igualdades seguem facilmente das propriedades das funcoes xg-.

(1) F(8) = (f.xs)-

(2) > [(8)3(5) = (f.9).
S
Como corolario destas propriedades, obtemos

(3) E[f2] = (f.f) =Y (9.

S

Ademais, se a imagem de f estd em {—1,1}, entdao E[f?] = 1.

Os valores de esperanca e variancia de f podem ser escritos de forma simples.

(4) E[f] = (f.1) = (f. x0) = f(0).

(5) Var[f] = E[f*] - E[f]* = (Z f2(5)> =20 =" A(9).
S

S4B

Vamos estudar agora a influéncia utilizando os coeficientes de Fourier. Definimos a influéncia
total de uma funcao f como sendo I(f) =), Ii(f).
No que segue, considere a funcio fe,(z) = f(z +e) = > ¢ F(S)xs(z + ;) e também a fun-

CA0 XS, () = xs(z + €;).

+f(S), sei ¢ S;

Afirmativa 1. fei(S) = .
—f(S), seie€s.

Demonstracao.

fer(S) = (fers x5) = (9, x5) = F(S) (X515 X5)

+f(S), seidS;
—f(S), seies.
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Agora considere a funcao fi(z) = f(z) — fe,(z), que tem imagem em {—1,0,1}.

2f(S), seiecS;

Afirmativa 2. f;(S) =
0, sei ¢ S.

Demonstracao. Sabemos que, pela definicio da funcdo f;, temos fZ(S) = f(S) — fei(S). Pela
Afirmativa 1, f;(S) = Qf(S) sempre que 1 € S e fZ(S) = 0 sempre que i ¢ S. O

Dada a afirmativa acima, temos
(6) fi=2 Y f(S)xs.

Pela defini¢ao de influéncia, veja que I;(f) € igual a fracao de vetores x tais que f;(z) # 0, isto

¢, fi(x) € {—2,2}. Desta forma, temos que E[f?| = 4 Pr,(fi(z) # f.,(x)). Portanto,

(7) Li(f) ==+

Teorema 3. [;(f) = Yg. ;eg F2(S).

Demonstragdo. Por (7), temos I;(f) = E[f?|/4 = (f2, f?)/4. Mas, por (3), (f2,f}) =Yg f2(9).
Usando a Afirmativa 2,
. 2
| Ysiies (2(9)
- 4

= > A9

S:ieS

Li(f)

O seguinte corolario é facilmente verificado.
Corolario 4. I(f) = 3¢ |S|f3(S).

O seguinte resultado diz que em qualquer esquema de votagdo sempre existe uma pessoa com

influéncia Q(logy n/n).
Teorema 5 (Teorema KKL [3|). Para qualquer fungao f: {0,1}" — {—1,1}, existe i € [n] tal
que i(f) = Q(Var(f)=52).

No que segue, dado J C [n], considere I;(f) = Pry(f nfo é constante em Fj(z)), onde te-

mos Fj(z) ={y €{0,1}": y; = x; para todo i ¢ J}. O seguinte teorema (que apresentamos sem
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prova), devido a Kalai, Kahn e Linial, diz que, nao importa qual seja o esquema de votagdo, sempre

existe um “pequeno” grupo de pessoas que consegue determinar o resultado.

Teorema 6. Para todo e > 0 e qualquer funcgao f: {0,1}" — {—1, 1}, existe um subconjunto J C [n]

tal que |J| < ¢y,(log(1/e)) =2~ tal que I;(f) > 1— ¢, onde ¢, depende da varidncia de f.

logo n

Provaremos uma a seguinte versao mais simples do Teorema 5.

Teorema 7 (Teorema KKL simplificado). Para qualquer fungdo f: {0,1}" — {—1,1}, existe i tal
que Ii(f) = QVar(f)1).

Demonstracdo. Sabemos, pelo Corolario 4, que

L) =1(f) =Y ISIF(S) > Varlf].
=1

S

Assim,
S () | Varlf]

n - n

Logo, existe i tal que

(f) = (Ve[ ).

d
O seguinte resultado também é de simples verificacao.
Teorema 8. Para qualquer fungdo balanceada f: {0,1}" — {—1,1}, temos I(f) > 1.
Demonstracdo. Notando que E[f]? = 0, pois a fun¢do é balanceada, temos
1) =Y ISIAS) = | D0 F2(9) | + 20) - f20)
S S: S#0
= (1.1) = F*(0)
=1- f*(0)
~ 1-E|P
=1.
O



O seguinte teorema mostra que se a influéncia de uma fung¢do balanceada é igual a 1, entao tal

funcao certamente é uma funcao ditatorial.

Teorema 9. Se f é uma funcdo booleana balanceada tal que I(f) =1, entao f(x) = x; para algum

i€ [n].

Agora veremos que toda fungao periodica em [0, 27] pode ser aproximada por uma combinagao
linear de senos e cossenos. Usaremos o fato de que {1,sinmx,cosmz} é uma base ortogonal, onde
estamos considerando o produto interno (F, F) = 027r f(z)g(z)dz.

Considere a funcao

m
F(z)=c+ Z(ai cos iz + b; siniz).
i=1

Calculemos agora algumas propriedades de tal funcdo F.

o (F\F)=c%2r+ Y " (ma? + 7b?);

o E[F] = % =c;

EFY = B0 -2y ($+5);

o VarlF] = Y1, 2,

Como exemplo, tome a funcao periodica f(z) = z em [0, 2n[. Considere F(z) = n+> .~ (—2/i)siniz.
Temos ¢ = (1/27) 027T f(x)dz, ar, = (1/7) fo27T f(z)coskzdr e by = (1/m) f027r f(z)sinkxdz. Pelo
que vimos anteriormente, obtemos E[F] = 7 e Var[F| = Y1, 2/i* = /3.

Diversas referéncias sobre o assunto podem ser encontradas na pagina do projeto PICME.



2. PROBLEMA DE WARING

23/08,/2011

Em 1770, Edward Waring levantou a seguinte questdo: existe k tal que todo inteiro positivo
pode ser escrito como a soma de no maximo k n-ésimas poténcias de nameros naturais?

Primeiramente, daremos algumas defini¢oes e propriedades. Feito isso, vamos analisar a questao
levantada por Waring.

Se A =(0,a1,as,...) ¢ uma sequéncia estritamente crescente de inteiros, denotamos por A(n)
a quantidade de termos positivos na sequéncia que sdo menores ou iguais a n.

Dado n > 0, defina ¢(n) = A(n)/n e veja que 0 < ¢(n) < 1. A densidade de A é dada
por d(A) = inf,,~0 ¢(n).

Vamos agora provar algumas propriedades relacionadas com a densidade.

Propriedade 10. Seja A = (0,a1,a2,...) uma sequéncia estritamente crescente de inteiros tal que

ayp > 1. Temos que d(A) = 0.
Demonstracao. O resultado segue do fato de ¢(1) = 0. 0
Propriedade 11. Se A= (0,1, +1,2r+1,...), entdo d(A) =1/r.

Demonstracao. Note que

Com isso, basta realizar alguns calculos.

¢(n) < ———

rm

Mas ¢(n) > 1/r — 1/nr. Portanto, ¢(n) tende a 1/r quando n tende a infinito. O
Propriedade 12. Se A = (0,1,22,32,...), entdo d(A) = 0.
Demonstragio. 0 < ¢p(n) = |v/n]/n < 1/y/n. Assim, lim,,_, ¢(n) = 0. O

Propriedade 13. d(A) =1 se e somente se A= (0,1,2,3,...).
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Demonstracao.
dAd)=1< iI;% p(n)=1

< ¢(n) =1 para todo n > 0.
< A(n) = n para todo n > 0.

& A=(0,1,2,3,...).

Propriedade 14. Seja A = (0,aq1,a9,...) wma sequéncia estritamente crescente de inteiros. Se
d(A) =0 e a; =1, entao, para todos € > 0 e M inteiro positivo, existe m = m(e, M) > M tal que

o(m) < e.

Demonstracao. Fixe e > 0 e um inteiro positivo M. Como a; = 1, temos que ¢(n) > 1/n para todo
n > 1. Por outro lado, como inf,~¢ ¢(n) = 0, existe um m tal que ¢(m) < min{e, 1/M}. Portanto,

m>M e ¢(m) <e. O

Propriedade 15. Sejam A e B sequéncias estritamente crescente de inteiros com o primeiro ele-
mento igual a 0. Temos que 1 —d(A+ B) < (1 —d(A))(1 — d(B)), onde A+ B € a sequéncia

estritamente crescente formada pela ordenagao dos elementos do conjunto {a +b: a € A,b € B}.

Demonstragao. Suponha que d(A) = 0 ou d(B) = 0 (s.p.g. suponha que d(B) = 0). Assim, como
sabemos que 0 € A, temos d(A + B) > d(A) e estamos feitos.
Suponha agora que d(A) > 0 e d(B) > 0. Por simplicidade, faga C + A + B, a = d(A),

B =d(B) e~y =d(C). Primeiramente, note que existem A(n) elementos de [n] em A e, portanto, tais

elementos, que denotamos por a1, ag, ..., @), estdao em C. Para cada par {a, ar+1} da sequéncia
(a0 = 0,a1,a2,...,a4(n),@A(m)+1 = 1), considere os nimeros ak,ar + 1,ax + 2,...,ap + by =
ag+1 — 1,ap41. Assim, vamos considerar, para k = {0,1,..., A(n)}, a sequéncia (ay + i)fil de

tamanho ¢ , onde, claramente, definimos ¢ = ax11 —ar — 1 quando ax41 > ar+1, e £ = 0 quando
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ar+1 = ai + 1. Com isso, tal sequéncia possui pelo menos B(¢) elementos em C. Portanto,

A(n)—1
C(n)>A(n)+ | > B(l) | +B(law +1)
k=0
A(n)—1
> An)+p Uy, +€A(n)+1
k=0

= A(n) + B(n — A(n))
> Bn+ an — afn.

Com isso, temos v > a+ 8 — af. O

Observagao. Com uma simples inducao, é possivel mostrar que a Propriedade 15 vale no caso geral,

isto é, 1 — d(Zle A;) < Hf:l(l —d(A;)).

Propriedade 16. Toda sequéncia A estritamente crescente com densidade positiva é uma base dos

niumeros naturais, i.e., existe k tal que Zle A resulta no conjunto dos naturais.
O seguinte fato é necessario para a prova da Propriedade 16.

Fato 17. Dadas duas sequéncias estritamente crescentes A e B, temos que, se A(n) + B(n) > n,

entado n ocorre em A+ B.

Demonstragdo. Se n ocorre em A ou B, entdo estamos feitos, pois 0 € A e 0 € B. Suponha que
n¢ Aen ¢ B. Assim, A(n) = A(n—1) e B(n) = B(n —1). Desta forma, a hipotese pode ser
reescrita como A(n—1)+ B(n—1) > n. Sejam (a;);_; e (b;);_,, respectivamente, as sequéncias dos
inteiros em [n — 1] que estdo em A e B, onde 7+ s > n. Assim, pelo principio da casa dos pombos,
existem p e ¢ tais que a, = n — by, dado que (n — bj)§:1 € [n—1]. Isto é, n = ap + by e o resultado

segue. ]

Demonstracao da Propriedade 16. Considere uma sequéncia A estritamente crescente com densi-
dade positiva. Seja Ap = Zle A. Tome k tal que d(Ag) > 1/2 e seja 2k = 2k. Sabemos que
Ag(n) > d(Ag)n > n/2 para todo n > 0. Ademais, 2A,(n) > n. Portanto, pelo Fato 17, n € Agy
para todo n > 0. Assim, d(As;) = 1. O resultado segue da Propriedade 13. U
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3. PROBLEMA DE WARING - CONTINUAGAO

30/08/2011, 06/09/2011 e 13/09,/2011

Em 1909, Hilbert deu uma resposta afirmativa ao questionamento feito por Waring.

Teorema 18 (Teorema de Hilbert—Waring [2]). Dado um inteiro positivo n, existe k tal que todo
inteiro positivo pode ser escrito como a soma de no mdximo k n-ésimas poténcias de numeros

naturais.

Para provar o Teorema de Hilbert—Waring, vamos precisar do seguinte lema.

Lema 19 (Lema fundamental). Dado n natural, existem k, ¢ tais que o nimero ri(m) de solucoes
inteiras nao negativas da igualdade Zle ' = m, com x; > 0, satisfaz ri(m) < eNE/M=1 parg

todos m, N tais que 1 <m < N.

Demonstracdo do Teorema 18. Seja n inteiro positivo e sejam k, ¢ obtidos através do Lema 19
aplicado com n. Fixe 0 < ¢ < 1/(2ckF/™) e N > 1/(sc)™/*.

Considere a sequéncia A, = (0",1",2",...) e a sequéncia A, = kA, formada pelos elementos
que sdo soma de k elementos de A,. Suponha, por contradicao, que d(A4, %) = 0. Aplicando a

Propriedade 14 com € e N, temos, pelo fato de A, ; conter 1 e d(A4, %) =0, que
(8) Api(N) <eN.

Considere Ri(N) = Z%:o ri(m), isto é, o ntmero de solugdes inteiras ndo negativas da desi-
gualdade Zle z < N. Observe que, se z; < (N/k)Y/™ para 1 < i < k, entdo temos uma solugio

)

para esta desigualdade. Portanto,



Mas note que

N
Rk( —l— ZTk

m=1

<1+ App(N)eNk/m=1

n,

< 14 eNeNk/m—1
=1+ ceNk/m

< 2ecNF/m

(%)

onde a primeira desigualdade segue da desigualdade ri(m) < eNk/m=1 " que ¢ valida pelo Lema 19;
a segunda desigualdade segue da desigualdade (8); a penultima desigualdade segue da escolha de N
e a ultima desigualdade segue da escolha de €. Desta forma, temos um absurdo, desde que as
desigualdades (9) e (10) sdo contraditorias.

Concluimos que d(A,, ;) > 0. Mas, pela Propriedade 16, tal sequéncia é uma base dos niimeros

naturais. Assim, o resultado estd provado. ]

No que segue, provaremos diversos lemas que serdo tteis na prova do Lema 19 (Lema Funda-

mental).

Lema 20. Considere a equagdo a1z1+azza = m, com |az| < |a1] < A e mdc(ay,a2) = 1. O nimero

de solugdes desta equagdo satisfazendo max{z1, z2} < A é no mdzimo 3A/|a1|.

Demonstrag¢ao. Desde que |a1| < A, se existem menos que duas solugdes para a equagao, entao nao
héa o que fazer. Desta forma, sejam (z1, 22) e (2], z5) duas solugoes distintas da equagdo. Portanto,
ai1z1 + azza = a1z] + axzl, isto é, ay(z1 — 21) = aa(zh — 22). Como mdc(ay,az) = 1, temos que ay
divide (25 — z2). Como consequéncia disto, sabemos que |a1| < |z} — z2|. Deste modo, existem no

méaximo 2A4/|a1| + 1 < 3A/|ay]| solugoes. O

Lema 21. Considere a equagdo

J4
(11) S aiz = m.
=1
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com M = maxj<;</{|a;|]} < A e mdc(ai,...,ap) = 1. O nidmero de solugées da equagio (11)
satisfazendo max{zi,...,z} < A é no mdzimo c({)A*"1/M, onde c(f) ¢ uma constante que s6

depende de £.

Demonstracdo. Provamos por inducao em ¢. Observe que para £ = 2, o Lema 20 nos fornece o
resultado. Suponha s.p.g. que M = |ay|.

Se a; = 0 para 1 < i < /¢ —1), entdo temos que M = ay = 1 e a equagao (11) é equivalente
A4 equagdo z = m, que contém no maximo (24 + 1)1 < (34)1 = ¢(¢) A" /M solugdes, onde
fizemos c(f) = 371

Consideremos agora o caso onde existe um a; com 1 < ¢ < £ — 1 que é diferente de zero.

Considere a equacao

/—1
w
(12) > (5)m=m
=1
onde § = mdc(ay,...,ar—1) e tomamos M’ = maxj<;<¢—1{|ai|/0}. Observe que a equacdo (11) é
equivalente a
(13) dm’ + apze = m.

Veja que [m/| < 3221 [% | |2] < (€ — 1)M’A e, claramente, |2| < (£ — 1)M'A. Portanto, podemos

a;
0

aplicar o Lema 20 com a equacao (13), obtendo que existem no méaximo 3(¢ — 1)M'A/M solugoes
para (13).

Por hipotese indutiva, observamos que a equacao (12) possui no maximo c(¢ — 1)A*~2/M’
solugoes, para alguma constante ¢(¢ — 1) que depende somente de ¢ — 1. Portanto, e equacao (11)

possui no méaximo (3(£—1)M'A)c((—1)A*=2/(M'M) = c(£)A*"1 /M, onde c(£) = 3({—1)c({—1). O

Lema 22. Para todo ¢ > 3, existem ¢/ (£) e "(¢) tais que, para todos inteiros positivos A, B
com1 < A< B< )AL, o somatério da quantidade de solugdes de todas as equagdes na forma

Zle aizi =0, com |a;| < A e |z| < B para 1 <i < { é no mdzimo ¢ (£)(AB)* L.

Demonstracio. Fixe £ > 3. Se a; = 0 para 1 <1i </, entdo (2B 4+ 1)! < 3'B* =3/ ({)(AB)* ' ¢ o
nimero méximo de solucoes que podem existir.

Considere agora o caso onde existe i € {1,...,¢} tal que a; # 0 e mdc(aq,...,ar) = 1. Vamos
dividir as equacoes em tipos, onde consideramos M = max;<;<¢{|a;|}. Dizemos que uma equacao
& do tipo m se A/2m™+1 < M < A/2™. Desta forma, existem no méaximo (24/2™ + 1)¢ equacoes do
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tipo m. Isto ¢, no maximo 3°A¢/2™ equagdes do tipo m. Mas, pelo Lema 21, cada equagio tem no
méximo ¢(£)B*~12™ /A solucbes. Portanto, cada tipo m fornece no maximo ¢, (¢)(AB)*~1(2m)1—¢

solugbes, onde ¢, (¢) é uma constante que depende de £. Desta forma, existem no maximo

(o] o
Zcm ABK 1(21 f) Z 21 ﬁ
=0 m=0
(O)(AB),
onde ¢’(¢) é uma constante que depende apenas de /.
Finalmente, considere o caso onde existe i € {1,...,¢} tal que a; # 0 e mdc(ay,...,a7) = # 1.

As equacOes que estamos analisando sao equivalentes as equagoes na forma Zle a;/6z; = 0. Como
mdc(ay /0, ...,a¢/0) = 1, temos, do caso anterior, que o numero de solucoes de equagdes nesta
forma é no maximo ¢(¢)(AB)*~1/§~1. Portanto, o maximo de solucbes para equacdes na forma

Zle a;z; = 0 & dado por

A c(l 6_1 A 1
> OUBT oy o
0=2 o=
< o selt)(AB)
(O)(AB)
onde ¢’ (£) = c(£)/(£ — 2). O

Lema 23. Seja ¢ um nimero real e considere multiconjuntos finitos A e B. O nidmero de solugoes
da equagcio z+y=ccomx € A ey € B é no mdzimo metade do nimero de solucoes da equagdo

r—y=0comrxecA,yc Aovuzx e B, yeB.

Demonstracao. Para cada par (x;,y;), com x; € A e y; € B, que soluciona a equagao z + y = c,
existem p;\; < (p? + AJZ)/Q solugoes, onde p; é a multiplicidade de x; e A; é a multiplicidade de y;.
Portanto, existem no maximo

PNED IR

z;€A y;€B
solucoes para x +y = c¢. Mas observe que, para cada par (x;, x;), existem ,u? solugoes para x —y = 0
com x € A, y € A. Ademais, para cada par (y;,y;), existem )\? solugoes para x —y = 0 com = € B,
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y € B. Isto é, existem
2 2
IS I
T;€EA y;€B

solugoes da equacdo zr—y=0comx € A, y € Aoux € B, y € B. Portanto, o resultado segue. [

Lema 24. Seja ¢ wm nimero real, s, k inteiros positivos, | = k2° e considere multiconjuntos finitos
A; (1 <i<1). O nimero de solugoes de Zé:l T = ¢ com x; € A; € no mdrimo o nimero de

solucoes de

23—1 28
Z y(j) _ Z y(j)’
J=1 j=2s-1-1

com y\) = Ele yl(j), onde yi(j) € Apkri (0<w <25 -1).
Exemplo. O seguinte exemplo dé uma ideia de como funciona a prova para o lema acima.

Fixe ¢ real, tome s = 2 e k = 3 (assim, temos que | = 12). Pomos x = x1 + ... + x¢ €
Yy =27+ ...+ x12. Pelo Lema 23, a equagdo = + y = ¢ nao tem mais solugdes que o niimero de
solugoes de

(ZE1+...+I6)—(I‘7—|—...—|—$12) = 0.

Vamos reescrever a Gltima igualdade como (xgl) +...+ xél)) — (m?) +...+ :v(72)
(9) ()

) %

) = 0. Desta forma,

temos que x;7' € A;jsej=1lex’’ € Ajigsej=2.

Aplicando mais uma vez o Lema 23, mas desta vez com x = ((;Ugl) - .CE§2)) +...+ (xgl) — $§2)>)

ey = ((xfll) - :L'f)) +...+ (IL‘él) - xéz))), temos nao mais solu¢oes que na equagao

() o (o))~ (e o07) o (o)) =0,

que é 0 mesmo que
(:pgl) + xf) — x?) — xfll)) + (xgl) + x?) — :ch) — xél)) + (mél) + xém — :Uéz) — xél)) =0.

Vamos reescrever a tltima igualdade como

(:L‘gl) + :r§2) — :cf”) — m§4)) + (mgl) + xéQ) — :ré?’) — 3354)) + (xgl) + x§2) — $§2) - a:é”) =0.

()

i

€ A; ou A;13 ou Ajig ou Ajyg, isto é, 29 ¢ Aspri (0<w <25 -1).

Desta forma, temos que x i
Pondo z() = acgj) + mgj) + :rz())j), temos nio mais solucdes que a equacio (M) 4+ 2 — 23 — 24 — 0,
o que confirma o lema para este exemplo especifico.
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A prova do Lema 24 é baseada essencialmente na ideia utilizada acima. Basta generalizar o
procedimento que fizemos no exemplo.

Vamos trabalhar agora para mostrar o Lema 19 (Lema fundamental). A idéia é utilizar indugao
em n. Por conta disso, como acontece muitas vezes em uma prova por inducao, para que possamos
utilizar a hipdtese indutiva, provamos um resultado mais forte que o desejado inicialmente. Segue

abaixo a versao mais forte do Lema 19 que vamos provar.

Lema 25. Dado n natural, existem c; = c1(n), ca = ca(n) e k = k(n) tais que, para todo polinémio
inteiro de grau n dado por f(x) = apx™ +a12™ '+ ...+ a, com |a;| < caN¥™, o naimero rj,(m) de

solucoes de
(14) S fai) = m,

com |x;] < N/ satisfaz rp(m) < et NE/m=1 para todos m, N tais que 1 < m < N.

Demonstracao. A prova segue por inducao em n. Considere n = 1. Faga k = 1 e considere o
polinémio f(x) = apx +a1. Note que temos (14) se e somente se ag(z1 + x2) = m — 2a;. Mas temos
no maximo 2N/ 4+ 1 escolhas para z1, dado que lz1| < N/7_ Uma vez que 1 é fixado, s6 existe
um valor possivel para xy. Portanto, ro(m) < oN/n 41 < 3N/ = gN(k/n)=1,

Suponha agora que n > 1 e que o resultado é véalido para n — 1. Por simplicidade, faca k(1) = 2
e k(n —1) =k e tome s = [4logy k'| — 1. Seja k = k(n) = (2n)25T!. Desta forma, a igualdade 14
é equivalente & seguinte desigualdade.

k/2
(15) D (fla) + f(w) = m,
i=1

onde y; = L /2+i-

Aplicando o Lema 23 com z = Zfﬁ (i), y = fol (yi) e ¢ = m, obtemos que (14) ndo tem
mais solugoes que Efﬁ(f(xl) — f(y)) = 0 com |z, |yi| < NV

Pondo h; = x; —y; (1 < i < k/2), temos |h;| < 2NY™. Vamos supor agora que lyi| < oN1/n
(podemos fazer isso, pois tal suposi¢do somente aumenta o nimero de solugoes da equagao). Vamos
congiderar agora equacoes sobre as variaveis y; e h;, em vez de z; e y;.
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Fixe uma cole¢ao h; (1 <1i < k/2). Observe que

fxi) = fyi) = flyi + hi) — f(wi)

n

I
-

Il
(]

ay ((yi +hi)" ™" =y ")

T
H =

v=0

ay (Zy" . tht)

Pondo u = v + £, temos que

f(xi Z ay ( > (u ~ Z> y?“’l?“)

u=v+1

= hi Z“v( > (u:Z)y?_“h?_”_l>

u=v+1
n
n—u
zhiE Qil;
u=1

onde @, =Y n_ éav (u v) hi™"™ L. Por simplicidade, faca 0i(yi) = > vy aiwy, . Assim, temos que
Efﬁ(f(:m) — f(y;)) = 0 se e somente se

ko2°

(16) > hiilyi) =0,
=1

onde fizemos kg = 2n, de modo que, pela escolha de k, temos k/2 = ky2°.
Aplicando o Lema 24 na igualdade (16) com | = k¢2°, ¢ = 0 e x; = h;jp;(yi), temos que o

nimero de solugoes de (16) nao é maior que o nimero de solugoes de

28—1 28
(17) Z 200 _ Z 20) =0,
j=1 j=25"141

onde, para 1 < j < 2°, temos z\) = Zfolw(]) = Zfil higoz-(yi(j)), com ]yl(j)| < 2NY™ e, ademais,
xl(-j) € Auko+i (1 <i <kp). Note que A, (1 <r <2%)¢éo conjunto dos nimeros na forma hrwr(yﬁj))

para um dado h, e y, arbitrario, com |y,| < 2N1/" Mas note que, para o caso w = 0, a equacao
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(17) é equivalente a
1 1
hl‘Pl (yi )> +.o.+ hkOSOkO (y](fo))

+hip1 <y§2)> + oo Ak Pk (y,(j)))

+...

+hipy (y?#l)) Fo ot g (y,(jjs*l))

—h1gr <y§2s_1+1)) Fo o By (y;(f_lﬂ))

—h1p1 (yizs)) + oo kg Py (yl(j))) =0.

Podemos reescrever a igualdade acima como

3o o () v ()~ ) - ).
=1

Faca

5= o (yp)) + ot (ylgzs—l)) .

Assim, nossa equacao fica com a seguinte forma.

ko
(18) Zhlzl =0.
=1

Para estimar a quantidade de soluges possiveis da equagao (18), precisamos primeiramente
saber os limites sobre os quais as varidveis z; podem variar. Mas z; é definido em funcdo de

cs s . ) o n n—u o n—1 n—v\ pu—v—1
varidveis do tipo ¢;(y;”’), onde ¢;(y;) = You_j anyl ", com ap = Y0 5 av(l"Y)h] . Por
nossas hipéteses, temos que

lay| < caNV/™, || < 2NV

Desta forma,

|av”hi‘u—v—1 < CgN(u_l)/n,

— qu—v—1

onde c3 co. Com isso, temos que

|iu| < caN =D/,
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onde ¢4 = c3 ZZ;& ("~7). Portanto,

n

lei(y)l = Y awuy} ™"

u=1
~ (e 1)/n /)"
§C4uz:1N <2N1 )

_ C5]V(n—l)/n

)

onde ¢5 = ¢4y w_12"". Portanto, pela defini¢do de z;, concluimos que |z;| < cgN=D/" para
alguma funcgdo cg que depende somente de n.
Considere agora |z;| = m, onde m < cgN™ /" Vamos estimar o nimero de solucdes de

|zi| = m, i.e., o namero de solucoes de

2571 28
Yo - Y w?) =m
j=1 j=25-141

Como k' < 2°~! a equacio acima pode ser reescrita como
K ,
S i) = m,
j=1
onde m' =m — Z?:,:/ 41 @i(ygj)) + 2?8:25,1 41 goi(yi(j )). Reescrevendo novamente, temos
K n ‘

j=1 \u=1

Vamos aplicar a hipotese indutiva na igualdade (19). Mas para isso, precisamos verificar que as
hipoteses necessarias sio satisfeitas. Basta lembrar que |a;,| < ey N D/7 = ¢ (N(=1D/n)(w=1)/(n—1)
e \yz(j)\ < 2N/ = (N(=1/m)1/(n=1) ¢ notar que |m/| < ¢y N=D/? para alguma variavel ¢; que

depende somente de n. Portanto, pela hipdtese indutiva, o niimero de equagoes da igualdade (19)

nao é maior que cgN (K'—n+1)/n para alguma varidvel cgs que depende somente de n. Mas esta estima-
tiva foi feita considerando valores fixos de yfk +1), ces yl@S). Como vimos que |@;(y;)| < ez N®=1/7,

a quantidade de solucoes nao ultrapassa cg N K =n+1)/n N (2°=K)/n cogN @ —ntD)/n - harg alguma

variavel cg que depende somente de n.
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Lembre que tudo que fizemos até agora foi considerando que os ntmeros h; estavam fixados.

Precisamos saber a quantidade de solugoes de

ko

(20) Z hwk0+izwk0+i = 07
=1

onde 0 < w < 2°—1, os nameros h;, com 1 < i < ky2° sdo tais que |h;| < 2NV e |z| < ¢gN—D/,
Considere K = {h;: 1 < i < k¢2°} e U,(K) a quantidade de solugbes de (20) dados por K

considerando w. Temos que o nimero que procuramos desde o inicio é dado por

re(m) <D0 UL(K) <2 Ug(k).
K w K

Aplicando o Lema 22 com [ = 2n, A = 2N'/" ¢ B = ¢¢N("~1/" temos que a equacio (20) tem no
maximo ¢;oN?"~! solucdes, onde ¢1g depende somente de n. Assim, para algum c;; que depende

somente de n, temos

ZU()(K) <1 (Nl/n>(k/2)—2n 21 (N257n+1)

K
— 11 (N%J) N1 (N2
= (N2S+1*2) N2L(N2smntdy
= 611N25+2_1.
Portanto, concluimos que ri(m) < ¢jaN (k/n)=1 provando o resultado. ]
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4. TEOREMA DE PARIS—-HARRINGTON

20/09/2011, 27/09/2011, 04/10/2011, 11/20/2011, 18/10,/2011
Comecemos com algumas definicdes. Dizemos que um conjunto S C N é dito relativamente
grande se |S| > min{z: x € S}. Sejam n, m, k, r € N com m > n. O conjunto {n,n+1,...,m}

k

k se, para toda coloracio P: [n,m]* — [r], existe

¢ denotado por [n,m|. Dizemos que m — (n)
subconjunto H C [n, m] monocromatico em P tal que H é relativamente grande.

Futuramente, provaremos o seguinte teorema.

k

re

Teorema 26. Para todos n, k, r € N, existe m € N tal que m — (n)

O Teorema de Paris-Harrington diz que o resultado acima ndo pode ser provado na aritmética

de Peano. Tal teorema foi o primeiro exemplo natural do Teorema da Incompletude de Godel.

Teorema 27 (Teorema de Paris—Harrington [4]). O Teorema 26 nao pode ser provado na aritmética

de Peano.

Antes de discutirmos o teorema acima, vamos apresentar algumas ferramentas e contar um

pouco de historia.

4.1. Nameros ordinais. Em 1822, no livro “Théorie analytique de la chaleur” [1], de Joseph
Fourier (1768-1830), apareceu pela primeira vez o conceito de séries de Fourier, que foi estudado
em mais detalhes por Georg Cantor (1845-1918), que estudou, em 1870, o problema da unicidade
da série de Fourier. Nesse estudo, dado um conjunto X C R, Cantor definiu o que vem a ser
sua derivada: D°(X) = X e D""(X) ¢ o conjunto dos pontos de acumulacio de D"(X). A
unicidade foi provada nos casos em que D"(X) = () para algum n € N, onde X é o conjunto dos
pontos em que a série nao converge. Naturalmente, temos D*°(X) = (1,5, D"(X). Assim, temos
que DT (X) = D(D*(X)) e também D®T*°(X) =, 5, D®""(X). Isto motivou Cantor a criar
o que chamou de nimeros transfinitos. Entre 1895 e 1897, Cantor desenvolveu a teoria dos nimeros
ordinais e cardinais, e demonstrou que R ndo é um conjunto enumerével.

Deixe-nos falar um pouco sobre a Teoria dos Conjuntos. Em 1908, Ernst Zermelo fez a primeira
axiomatizagdo da Teoria dos Conjuntos, que foi complementada em 1922/1923 com um novo axioma,
proposto, independentemente, por Abraham Fraenkel e Thoralf Skolem. Tal axioma é chamado de
axioma da substituicdo. A teoria criada por Zermello, juntamente com o axioma da substituicao,
formam a chamada Teoria Aziomdtica de Zermello—Fraenkel (por brevidade, usamos ZF quando
queremos nos referir a tal teoria). Um dos axiomas de ZF é chamado de azioma do infinito, que
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diz o seguinte: Jz(0 € z AVy(y € x = y U {y} € )). Por tal axioma, observe que

0euwx.
PuU{0} ={0} € z.
{0y U {{0}} = {0,{0}} € .

Definimos os ntmeros naturais da seguinte forma.
- 0=0;
-n+1=nU{n}.

Assim, fazemos
1=0uU{0} = {0} = {0};
2=1U{1}={0}u{1} ={0,1};

3=20{2} ={0,1,2};

n=4{0,1,...,n—1}.
Vamos estudar algumas propriedades do conjunto w = {0, 1,...}. Dado um conjunto Aer C Ax A.

Dizemos que

o 1 é reflexiva se Ve(x € A= (z,z) €1);

o 1 & simétrica se VaVy((x,y) € r = (y,x) € r);

e 1 ¢ transitiva se VeVyVz((z,y) € r A (y,2) € r = (x,2) €1);

e 7 ¢ uma ordem parcial se é transitiva, Va(z € A = (x,z) ¢ r) e VaVy((z,y) € 7 = (y,x) & r);
e r & uma ordem total (ou linear) se r é uma ordem parcial tal que VaVy((r € ANy € A) =

((z,y) €rV (y,z) € rVx=y)) (esta tltima condigdo é chamada de tricotomia).

Como exemplo, se consideramos o conjunto A = P(n) e dizemos que (z,y) € r quando = C y
propriamente, entao note que r € uma ordem parcial que ndo ¢ total. Fazendo A = R e considerando

que (z,y) € r se x < y, entdo r ¢ uma ordem total.

Proposicao 28. A relacdo de pertinéncia “€” em w X w € uma ordem linear.
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Demonstragao. Dados n, m, k € w, temos que n ¢ n, pois n = {0,1,...,n — 1}. Temos também
que, se n € m, entdo m ¢ n. Por fim, nao é dificil ver que a transitividade e a tricotomia também

sao validas. 0

Note que, se z € y € w, entdo x € w. Daqui por diante, dizemos que x < y se £ € y em w.

Uma relagdo r € A X A é dita uma boa ordem se r € uma ordem linear tal que temos a seguinte
propriedade: VX (X C AAX # (0 = Jmin, X), onde 29 = min, X se Vo € X((xp,z) € rV o = ).
Dizemos que um conjunto A é bem ordenado se existe uma boa ordem r € A x A. Zermello provou

o seguinte teorema em 1904.
Teorema 29. Todo conjunto pode ser bem ordenado.

Dizemos que um conjunto x é transitivo se VyVz(z € y ANy € © = z € x). Note que isto é o

mesmo que Yy(y € x = y C ). Nao é dificil ver que w é transitivo. Vejamos mais um exemplo.
Fato 30. Todo n € w € transitivo.

Demonstracio. Lembre que n+1 = nU{n}. Vamos utilizar o principio da induc¢éo. Note que 0 = () é
transitivo e suponha que n € w é transitivo. Considere k € m € nU{n}. Se m € {n}, entdo m = n,
de onde concluimos que £k € n. Mas n C nU {n}. Logo, k¥ € n + 1. Agora considere o caso
onde k € n. Sabemos que k € m. Utilizando a hipétese de que n é transitivo, temos, pelos mesmos

argumentos utilizados anteriormente, que k € n + 1. O

Dizemos que um conjunto « é ordinal se for transitivo e bem ordenado pela relagao “€”. A classe

dos conjuntos ordinais é denotada por Ord. E fécil ver que ), n € w e w sao conjuntos ordinais.
Lema 31. Cada conjunto ordinal o € o conjunto de todos os ordinais menores que «

Demonstragao. Seja o um ordinal. Vamos mostrar que a = {f: f € a A € Ord}. Uma inclusdo
é 6bvia. Para a outra, seja f < a. Com « é transitivo, temos que S C «. Logo, 8 é bem ordenado
pela relacao “€”. Pela transitividade de «, temos que, se vy € n € B € o, entdo v € a e 1 € . Pela

transitividade de “€” em «, temos que v € 8. Portanto, 5 é ordinal. g
Lema 32. Se « for ordinal, entao oo U {a} € ordinal.
Lema 33. Se a e 8 sdo ordinais, entdo o € B, a = 3 ou B € a.

Lema 34. Se X ¢ ordinal, entao |JX € um ordinal.
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Seja o um ordinal. Dizemos que a+ 1 = aU {a} ¢ um ordinal sucessor. Se a nao é um ordinal

sucessor, entao é dito ordinal limite. Temos que () e w sao ordinais limites.

Lema 35. Seja X um congunto de ordinais tal que V(o € X)3(B € X)(a € B). Entio |JX € um

ordinal limite.

E um bom exercicio provar as seguintes duas proposicoes.
Proposic¢ao 36. \ é um ordinal limite se e somente se A = [J .
Proposicao 37 (Inducgao transfinita em ordinais). Seja A(x) uma propriedade definida para todos
0s ordinais. Entao

(A(0) AVa € Ord(VB € Ord(B < a = A(B)))) = (Ya(a € Ord = A(«a)))

4.1.1. Operagées sobre ordinais. Definimos agora algumas operacoes sobre os ordinais e suas pro-
priedades.

Defini¢ao 38 (Adigao de ordinais). Seja +: Ord x Ord — Ord, onde («a, 5) — a + 3.
e a+0=aq.
e a+ (f+1)=(a+p)+1, para todos o, € Ord.
o a+A=Ugo\(a+B), se X é um ordinal limite.

Lema 39. A operacao de adigdo em ordinais € associativa. Isto é, Para todos «, 3, v € Ord, temos

que (a4 ) +y=a+(B+7).

Demonstra¢ao. Provaremos por indugao em 7. Se v =0, entdo (a+8)+0=a+ 5 =a+ (5+0).
Considere, em primeiro lugar, o caso onde -y é ordinal sucessor. Neste caso, sabemos que v = §+1
para algum ordinal §. Suponha que (a+3)+d = a+(8+7). Agora, usando este fato e as propriedades

da operacio de adigio, temos que
(a+B)+y=(a+p)+(0+1)
=((a+p)+d)+1
=(a+(B+9))+1
=a+((B+9)+1)
=a+(B+(6+1))

=a+(B+7).
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Seja agora v um ordinal limite. Assim, suponha que (a+ ) +0 = a+ (5 +6), para todo 6 < 7.

Temos

(@+B) +v=J(a+8) +0)

<y

= J@+(B+9)

0<~y

= a(B+7).

Observagao. A operacao de adi¢do em ordinais nao é comutativa. Note que 1+ w =w # w + 1.

Defini¢ao 40 (Produto de ordinais). Seja .: Ord x Ord — Ord, onde (o, 8) — . (representa-

mos a.f3 simplesmente por af3).

e a.0=0.
e a(f+1)=apf + a, para todos o, f € Ord.

e a)\ = U6<>\ af, se A é um ordinal limite.

Lema 41. A operacio de produto em ordinais € associativa. Isto é, Para todos a, 8, v € Ord,

temos que (af)y = a(By).

Lema 42. A operacio de produto em ordinagis € distributiva. Isto é, Para todos o, B, v € Ord,

temos que a(B+7v) = af + ay.

Observagao. A operacgdo de produto em ordinais ndo é comutativa. Por exemplo, podemos notar

que 2w =, 2n = U, 10,1,....2n -1} =w#wtw=w(l+1) =w.2.

Definicio 43 (Exponenciacao de ordinais). Sejam a, 8 € Ord. Definimos o da segquinte forma.

o o0 =1.
e ot = ab ., para todos o, B € Ord.

o) = U/3<)\ o, se X é um ordinal limite.
Lema 44. Para todos o, 3, v € Ord, temos que o”T7 = af.a7 e a#?) = (o).

Teorema 45 (Forma normal de Cantor). Para todo ordinal oo > 0, existem t € w \ {0}, com ¢t > 0,

ordinais a1 > g > ... >0 eny,...,ny €w\ {0} tais que

a=wn +wng + ... +w*n;.
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Lema 46 (Principio da compacidade). Seja k wm inteiro positivo. Seja A uma familia de sub-
conjuntos finitos de N. Suponha que, para toda coloragio finita de N¥, existe A € A tal que AF ¢é
monocromdtico. Entdo, para todo inteiro positivo r, existe ng = no(r) tal que, se n > ng, entao,

para toda r-coloracio de [n], eviste A € A, com A C [n] tal que A* é monocromitico.

Teorema 47 (Teorema de Ramsey (versdo infinita)). Para todos inteiros positivos k, r, se fitamos

uma r-coloragio de [N]¥, entio existe um subconjunto de N que ¢ infinito e monocromdtico.

Provaremos agora o Teorema 26, isto é, para todos n, k, r € N, existe m € N tal que m — (n)f

Demonstragiao do Teorema 26. Fixe n, k, r € N. Considere uma r-coloragao de [n, +oo[k. Pelo Te-
orema 47 (Ramsey infinito), existe S C [n, +o00[ monocromatico infinito. Seja T" denotado pelos pri-
meiros min(S)+1 elementos de S. Logo, T ¢ monocromatico e |T'| = min(S) + 1 > min(S) = min(7).

Portanto, T' é relativamente grande. Pelo Lema 46, existe o m € N desejado. ]

4.1.2. Fungoes grandes. Antes de tratar de teoremas que nao podem ser provados na aritmética de
Peano, vamos estudar um pouco alguns nimeros muito grandes. Consideremos a seguinte brinca-
deira: descreva em um cartdao retangular de 3 x 5 centimetros o maior inteiro positivo que vocé
conseguir. O que vocé faria? Vocé pode encher o cartdo com o nimero formado pela maior quanti-
dade de 9’s que vocé conseguir, mas certamente caberd um niimero maior no cartao.

Pensemos em como descrever uma funcdo que cresce muito rapidamente. Nossa primeira ten-

tativa é escrever no cartao as seguintes trés linhas:
f9(9), onde
filz) =2x e
Fasa(x) = £{7(1), com f = f(f70).

Assim, notamos que, por exemplo, f3(x) representa um nimero que é uma torre formada por z
algarismos 2. Mas vamos construir umas fun¢ées com maior crescimento. Dado que definimos essas
fungoes f,,(z), considere a func¢ao f,(n) = fn(n), conhecida como fung¢ao de Ackermann. Tal fungao

nos permite definir novas fun¢des que crescem ainda mais rapidamente. Definimos

furi(n) = fIM(1)
Jwra(n) = fcﬁ)ﬂl)
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Com isso, podemos definir a fungao f,2(n) = fuin(n).

Dado a = w*ny + ... + w*n,; ordinal, definimos a sequéncia a(n) tal que, se a; é ordinal
sucessor, entdao a(n) = w¥ny + ... +w®(ny — 1) + w* In e, se a; é ordinal limite, entdo te-
mos a(n) =wn; + ... +w*(ny — 1) + w (™) Podemos assim, definir a seguinte funcio, para
todo ordinal a: fu(n) = fo@l(l) se o & ordinal sucessor, e fo(n) = fo(n)(n) se a & ordinal limite.

Vamos definir agora

W] = w
we = w?
w3 = w?

Fazendo €¢ = limy, 00 Wy, vamos definir um dltimo conjunto de fungoes.

feo(n) = fu, (0)

Feor1(n) = £ (n)

Por enquanto, encerramos a discussao sobre fun¢des com grande crescimento. Voltaremos a elas no

momento oportuno.

4.2. Paris—Harrington. O Teorema 26 diz que, para todos n, k, r € N, existe m € N tal
que m — (n)k. Denote por LR(n, k,7) o menor m que torna tal afirmagdo verdadeira.
Considere as fungdes fi(n) = 2n e fr.(n) = ﬁ)l (n). Se fixamos k = 2, obtemos o seguinte

resultado.
Proposicao 48. LR(n,2,7) > fr(n).

Demonstracio. Exibiremos uma r-coloragao em [n, f,(n)—1]%. Para z, y taisquen < z < y < fr(n),

definimos Ty pelo menor 7 tal que, para algum j, temos x, y € [fi(j)(n), fl-(jﬂ)(n)[. Note que

0 1 2 k
f1( )(n) =n, f1( )(n) = 2n, f1( )(n) =dn, ..., fl( )(n) = 2kp;
f2(0) (n) =n, fél)(n) =2"n, 2(2) (n) =22""2"n, ...
Sei=rej=0,entdo z, y € [n, fr(n)]. Logo, Ty < r. Assim, vamos considerar a coloragao
onde {x,y} recebe a cor Ty. Seja H = {z1,..., %y} um conjunto monocromético com a cor i. Desta

forma, para 1 < u < v < m, temos que T, T, € [fi(j)(n), fi(jﬂ)(n)[.
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Se i = 1, entdo, fazendo s = fi(j)(n), temos que {z1,...,Tm} C [s, fi(s)[. Portanto,

m < fi(s) —s
_ fl(jJrl)(n) _ fl(J)(n)
=20ty —2ip
= 1)

= S.

Mas sabemos que s < min{x: x € H} e m = |H|. Portanto, |H| < min{x: x € H}, isto é, H nado é
relativamente grande.

(k)

Se i > 1, entdo, fazendo s = f;"(n) para algum k, temos que

s, fi(s)[ = [ (), £ (5]
=[5, (n), fETP ()]

s+k—1

RN O

=k

Assim, {z1,...,zm} C [s, fi(s)[. Como H é monocromatico de cor i, se x,, € [f.(l_)l(n),fi(ltl)(n)[

para algum k < | < s+ k — 1, entdo, para todo v # u, temos que x, ¢ [fi(l_)l(n),fi(ljl)(n)[.

Logo, |H|=m <(s+k—1)—k+1=s <min{x: x € H}, isto ¢, H nao é relativamente grande.
O

Seja o um ordinal em sua forma normal de Cantor o = w®'ny +...+w%ng, com ag > ... > Q.
Definimos T'(«r) como o numero de termos que aparece na forma normal de Cantor de a (temos
T (o) =t para o a dado) e N(a) = max{n; +1,...,n;+ 1, N(a1),...,N(a)}, isto é, N(«) é igual
ao sucessor do maior nimero inteiro que aparece na forma normal de Cantor de a.. Por exemplo, se
considerarmos o — w5 + w341, temos que T(a) =3 e N(a) =1+7=8.
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Dado um ordinal limite o e n € w, defina

o) =«
a1 = ap(n)
ag = ai(n)

Qg = Olg—1 (n),

onde as_1(n) é o tnico ordinal sucessor do conjunto {a, ap(n),a1(n),...,as—1(n)} (Escrevemos
a((n)) para representar o 1(n)). Por exemplo, se a = w**3 4+ w? temos ay = w3 +wn e
wo = w*T3 + w(n — 1) + n. Para tornar esta definicio mais clara, vejamos mais um exemplo: seja

a = w®. Assim, temos

i1 =" -+ 2(n—1+...+win—1)+n.

Vamos definir agora uma hierarquia de fun¢oes conhecida como Hierarquia de Wainer, que serve
como uma extensao das funcoes de Ackermann. Dado « € Ord, definimos f,: N — N da seguinte

forma:

fi(n) =2n;

far1(n) = £ (n), se a + 1 ¢ ordinal sucessor;

fa(n) = fa(n))(n), se a é ordinal limite.

Defini¢ao 49. Sejam f, g: N — N. A fun¢do f domina g se existe C € N tal que f(n) > g(n)
para todon > C.

Defini¢ao 50. Uma afirmagdo P(s,t) € dita comprovadamente recursiva (CR) se existe um algo-
ritmo que decide se P(s,t) € verdadeira e a prova desse algoritmo, em aritmética de Peano, sempre
termina.
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Seja P: (Vs € N 3t € N(P(s,t))) uma afirmacio em aritmética de Peano que é verdadeira nos

naturais. Definimos fp(s) como o menor ¢ que satisfaz P.

Teorema 51 (Teorema de Kreisel [?]). Se P é demonstrdvel na aritmética de Peano e P(s,t) é CR,

entdo existe a < gq tal que a funcdo fp é dominada por f,.

Definimos g¢(n) = wy, € feo(n) = fu, (n). Discutiremos agora algumas propriedades importan-

tes.
Propriedade 52. f., domina f, para todo o < €.

Demonstragao. Observe que se o < 8 < g e 2 < m < N(«) para algum m, onde (3 é ordinal limite,
entao a < f(m).

Mostremos primeiramente, por inducdo transfinita em 3, que se a < < ¢ege 2 < m < N(«),
entdo fo(m) < fs(m). Se B = a+ 1, entio temos fg(m) = fI(m) = f&" 7 (fa(m)) > fulm).
Suponha agora que a afirmacdo € verdadeira para todo v tal que o < v < 8. Mostremos que, desta

forma, o resultado é valido para 5. Se 8 = v+ 1 para algum +, entdo

fa(m) = f7'(m)
= "D (fy(m)
> fy(m)
> fa(m),

onde a ultima desigualdade segue da hipdtese indutiva. Por outro lado, se 8 é ordinal limite, entao
temos fg(m) = fam)(m) > fa(m).
Com isso, fixe @ < gp. Assim, existe s tal que a < ws. Tomando m = max{s, N(«)},

obtemos fz,(m) = fu,,(m). Mas pelo que foi dito no primeiro paragrafo desta prova, sabemos que

fom (M) > fa(m). O

Se a um ordinal em sua forma normal de Cantor o = w*nq + ...+ w%ng, com a1 > ... > oy,

entao denotamos por v,,(«) o i-ésimo coeficiente (n;) de a.
Defini¢do 53. Dados 8 < a < g, definimos a8 = max{¢§: vs(a) # vs(8)}.

Propriedade 54. Se a1 > ... > an, onde a; < g9 para 1 < i < n, entdo o sequinte igualdade ¢é
verdadeira: ana, = max{azaz11: 1 <t <n-—1}.
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Considere para as proximas propriedades a 3-coloracdo x* sobre [g0]® dada por

0, seoTﬁ>F%
X ({e. 8,91 =4 1, seafB=p;
2, seaf < By.

Definigao 55. Seja S = {a1,...,a,} C Ord tal que max{z: x € S} = a1 (Observe que |S| =r).

Definimos também a fungio es(n) como sendo uma torre de n’s com tamanho r.
Propriedade 56. Se x*(S) =1, entdo r < N(ay).

Propriedade 57. Se x*(S) = 2, entao r < T(aq) + 1. Ademais, se a < wgy1, entdo temos que
r<eg(N(ar))+1.

Propriedade 58. Se x*(S) =0 e a1 <w", entdo r < N(ay)+ 1.

Seja @ um ordinal e n € N. Definimos T'=T*"™ a (n, «a)-fun¢do de transla¢ao dada por
(i) T(n) =
(ii) Suponha T'(m) = 3.
(a) Se (B é ordinal sucessor, entdo T'(m+1) = 8 — 1;
(b) Se 8 é ordinal limite, entdao T'(m + 1) = 8((m)) — 1;
(c) Se T'(m) = 0, entdo o processo termina.
Definimos U(a,n) = u como sendo o menor natural tal que T'(u) = 0. Observe que o dominio de
T é dado por dom(T') = [n,U(a,n)] NZ. Considere o seguinte exemplo para entender melhor a
defini¢io. Seja a = w? en = 5. Temos T'(5) = w?, T(6) = w.4+4, T(7) = w.4+3,...,T(10) = w.4.

Continuando, obtemos

T(20) = w.3
T(40) = w.2
T(80) = w

T(160) = 0,

de onde concluimos que U(w?,5) = 160.

Propriedade 59. N(T*"(m)) < max{N(«),m} para todos o, m, n, desde que T™™(m) esteja
definido.
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Propriedade 60. Para todos 1 < a < g9 e n € N, temos U(n,w®) = fo(n), onde fo € como na

hierarquia de Wainer.

Defina a propriedade P(S,m,n): n > m e, para toda (2s — 1)-coloracio de [m, n]**!, existe um

conjunto X tal que | X| > hg(min{z: = € X}). Ademais, considere P(s,t) = P(s+ 1,s,t).
Propriedade 61. A afirmacdo P(s,m,n) é expressivel em aritmética de Peano.
Propriedade 62. (VsVm3an(P(s,m,n))).

Definiremos agora, para > 2, a (2x — 1)-coloragdo . : [w.]*™ — {0,1,...,22 — 2} e uma
funcao monodtona h,: N — N tal que, se S (definido como na Defini¢ao 55) é monocromatico em
Xz, entao S| < hgy(N(aq)).

Considere x = 2. Seja x2: [w*]® — {0,1,2} tal que x2 ¢ uma restri¢do de x* e ha(n) =n + 1.
Considere z = 3. Seja x3: [w*"]* — {0,1,2,3,4} tal que x3 ¢ definida como segue, onde vamos

considerar S = {a1, a2, 3,04} € o, = @41, para 1 <i < 3:

3, se X*({a1, a2, a3}) =1;
4, se x*({a1,a2,a3}) = 2;

X*({a’l,aé,ag}), se O/l > O/Z > O‘é?

0, caso contrario.

No que segue, vamos construir a fungdo hs. Seja S como na Definigdo 55 um conjunto mono-

cromatico em 3.

(a) Se x3(S) = 3, entdo sabemos que x*(S \ {a,}) = 1. Pela Propriedade 56, concluimos que
r < N(ap)+1.

(b) Se x3(S) = 4, entdo sabemos que x*(S \ {a,}) = 2. Pela Propriedade 57, concluimos que
r <es(N(a1))+ 2.

(c) Se x3(S) € {0,1,2}, entdo sabemos que x*(S \ {a,}) = 0. Pela definicio de x*, te-
mos «f > a§+1 para 1 < i < r — 2. Com um pouco de trabalho, é possivel mostrar
que o conjunto {a},...,al_,} € monocromatico em y2. Mas, pela definicdo de ya, te-

mos 7 < ha(N(c))) +2 < ho(N(aq1)) 4+ 2 (pois hg é crescente).

Desta forma, fagamos h3(n) = max{n + 1,ea(n) + 2, ha(n) + 2}.

Propriedade 63. P(s,m,n) € falsa para n < f,,_,(m).
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Demonstracao. Seja T a (m,ws(m))-funcao de translacao. Claramente, T estd definida no intervalo
[m, U(m,ws(m))]. Note que U(m,ws(m)) = (m,ws) = fu._,(m). Assim, T esta definida em [m,n].

Seja a coloracdo Y% = [m,n]**t — {0,1,...,2s — 2} dada por

X; = ({xlv s a$s+1}<) = XS({T(xl)a T($2)7 s aT($S+1)}>)'

Mas, sabemos que, para todo X monocromatico em xg, temos |X| < Al (min X).

Considere X = {z1,...,Zs41}< monocromatico em x%. Assim, T(X) = {T(z1),...,T(xs41)}>
¢ monocromatico em xg. Portanto, |X| = |T(X)| < hs(N(T(z1))). Pela Propriedade 59, temos
| X| < hs(z1) = hs(min X). O

Para demonstrar o Teorema 27 (Teorema de Paris-Harrington), basta utilizar a contra positiva
do Teorema 51 (Teorema de Kreisel). Porém, para isso, precisamos que as seguintes condic¢oes sejam
satisfeitas.

(PHO)
(PH1)
(PH2)
(PH3)

PH3) Para todo s, existe ¢ tal que P(s,t) é verdadeira.

P(s,t) é expressivel na aritmética de Peano;
P(s,t) é comprovadamente recursiva;
P

(s,t) é falsa para todo t < f,(s);

Mas das propriedades que discutimos, é facil obter tais condi¢Ges. A saber, utilizamos a Pro-

priedade 61 para (PHO0), Propriedade 63 para (PH2) e Propriedade 62 para (PH3).
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