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O objeto de estudo desta segdo é um t6pico bastante estudado por Noga Alon. Sobre este

assunto, o leitor pode encontrar uma boa palestra deste pesquisador em
http://www.pims.math.ca/resources/multimedia.

Seja G um grafo com conjunto de vértices V(G) = [n] = {1,...,n} e conjunto de arestas E. A
matriz de adjacéncia A = (a;;)i<ij<n de G é a matriz em que a;; = 1, caso (i,j) € E e a; j = 0,
caso contrario.

Definicao 1. Dizemos que A é autovalor de uma matriz A se existe um vetor nao nulo x tal

que Ax = A\x. Dizemos que x é um autovetor associado ao autovalor .

Como a matriz de adjacéncia A é real e simétrica, possui n autovalores reais, denotados

por Ao, A1, ..., An—1, onde estamos considerando A\g > A1 > ... > A\,_1 (as vezes supoOe-se
que [Ag| > |A1] > ... > A1) € zg, 24, - .., x,_; sA0 08 autovetores associados, respectivamente,
a Ao, A1, ..., Ap—1. Ademais, podemos supor que os vetores z, z;, ..., £,,_; formam uma base

ortonormal de R", isto &, (z;,z;) = 1,sei=j e (z;,1;) = 0, caso contrario.

Se O =lzy|...]|z, 1], entdo O'O = OO" = I,, (matriz identidade). Se D ¢é a matriz O'AO,
temos que D = diag(\o, A1, ..., An_1). Portanto, A = ODO!, isto &,

n—1
A=) Nizgzl),
=0

pois (1 Niziat)zj = 3070 Nz (ztag) = Njz; = Az;.

Deste ponto em diante, vamos considerar G como sendo um grafo d-regular.

Notas por Guilherme Mota



Fato 2. Todo autovalor \ de G satisfaz || < d.

Demonstracao. Seja x = (x;)" um autovetor associado a A. Assim, Az = Az. Suponha que z, seja

tal que |xp| > |z;|, para todo i. Entéo,
n n
Allep] = [(Az)pl = [(Am)p| = 1D g < 1D apsllep] = dlayl.
j=1 J=1
Como z # 0, entdo |z,| > 0. Portanto, |A| < d. O

Observe que, com a notacao que estamos utilizando, A\g = d. Ademais, z, = (1,...,1)/y/n.

Defini¢ao 3. Um grafo G é um (n,d, \)-grafo se é d-regular, tem n vértices e seus autovalores

satisfazem |\;| < A\, parai=1,...,n— 1.

Fato 4. Seja G um (n,d, \)-grafo. Se d < (1 —¢)n, entio \ > V/ed.

Demonstragdo. Seja A a matriz de adjacéncia de G. Assim, A% tem autovalores A3, A}, ..., A2_,,
onde \g, A1, ..., Ap_1 sdo os autovalores de A. Ademais, nd = tr(A4?) = Z?:_ol A7, onde tr(A) é a
soma dos elementos da diagonal principal de A. Portanto, nd = A3 + ' A? < d? 4 (n — 1)\
Concluimos que A\?(n — 1) > nd — d? = d(n — d) > end, logo \*> > &d. O

Existem construgoes deterministicas de (n,d, A)-grafos. Duas importantes construcoes foram
feitas por Lubotzky, Phillips e Sarnak [14] e Margulis [15]. Os grafos obtidos nestas construgoes sao
tais que A = 24/d — 1. Estes grafos sao chamados grafos de Ramanujan.

Defini¢ao 5. Seja G = (V, E) um grafo. Denotamos por e(U, W) a quantidade de arestas com uma
extremidade em U e a outra em W, onde as arestas que possuem as duas extremidades em U "W

sao contadas duas vezes. Isto é, e(U, W) = {(u,w): w e U, w e W e {u,w} € E(G)}|.

Teorema 6 (Ezpander Mizing Lemma). Seja G um (n,d, \)-grafo. Entao, para todo U W C V(QG),

temos que

ew,w) — LWL <\ o

Observagido 1. Se U = W, temos que |e(U,U) — d|U|*/n| < MU|. Ademais, e(U,U) ¢ igual
a duas vezes o numero de arestas induzidas por U, que denotamos por e(U). Portanto, temos

que [2¢(U) — d|U2/n| < AU, isto &, [e(U) — dlU[/2n] < (\/2)[U].

Observagao 2. o(G) = maxy|I|, onde o maximo é tomado sobre os conjuntos I C V(G) que sao
independentes (estaveis), isto é, que nao induzem nenhuma aresta. Se I C V(G) é independente,
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entdo e(I) = 0. O Teorema 6 diz que d|I]?/2n < (\/2)|I], isto &, |I| < (n/d)\. Portanto, concluimos
que a(G) < A(n/d) para todo (n,d, A)-grafo.

Observagao 3. Se G é um (n,d, \)-grafo, entao

n

X(G) > (@)

>

d
T

@§‘3

Demonstracao do Teorema 6. Fixe U,W C V(G). Sejam xu = (xv,:)" € Xw 0s vetores caracteristi-
cosde U e W, isto é, xy; =1,sei €U e xy; =0, caso contrario (analogamente para x ). Temos
que e(U,W) = xt;Axw. Lembre que A = Z?:_Ol Nzt = Nozozh + S Nizat, onde dizemos
que Ag = Aozozl (termo principal) e E = 2?2_11 \iz;zt (termo de erro). Temos xy = Z?:_(]l aGT;
e xw = >icg Biz;, onde o = (xv,z;) = Xpz; e Bi = (xw, z;) = Xy

Observe que Ay é a matriz com todas as posicoes tendo valor d/n, pois zy = (1,...,1)/v/n

e Ao = d. Assim, fica facil ver que x}; Aoxw = d|U||W|/n. Ademais

n—1 n—1 n—1
XvExw = (Z amﬁ) > Nz <Z Bkﬂ%)
=1 k=0

i=0
n—1 n—1

= (Z aiwﬁ) (Z Akﬁkwk>
i=0 k=1

n—1
= (Z )\kakﬂk> :
k=1
Com isso, temos que |x5;Exw| < ZZ;% | A\k|lak||Br|. Utilizando a desigualdade de Cauchy—Schwarz,

n—1

Xt Exw| <A lal |8kl
k=0

n—1 1/2 n—1 1/2
<) (z ) (z Bi)
k=0 k=0
= \WIUWWI.

Assim, e(U, W) = xb, Axw = (d/n)|U||W|+ O1(A/|U||W]), onde O1(z) denota um valor y tal
que |y| < z. O



1.1. Problemas e exercicios. Todos estao convidados a trabalhar nos seguintes exercicios.

1. Suponha que G = (X,Y; F) seja um grafo bipartido. Mostre que, se A é um autovalor de G,
entdo —\ também o é.

2. Considere um grupo com n pessoas. Suponha que, para quaisquer duas pessoas x e y do
grupo, exista uma terceira pessoa z tal que x e y conhecem z. Prove que existe uma pessoa

do grupo que conhece todas as outras.



2. GRAFOS EXPANSORES - PARTE [

08/03/2010

Intuitivamente, dizemos que um grafo G é ezxpansor se todo conjunto U C V(G) possui muitos
vizinhos.
Defini¢ao 7. Considere um grafo G = (V,E) e U C V. Dizemos que I'¢(U) é a vizinhanca de U
em G, isto é, I'q(U) = {w € V(G): {v,w} € E(G),v € U}. Quando é claro qual o grafo em
questao, podemos simplesmente utilizar T'(U).
Definicao 8. Um grafo G é um (b, f)-ezpansor se |I'(U)| > f|U|, para todo U C V(G) tal
que |U| <b.

Claramente, se A(G) denota o grau maximo de um vértice em G, entao |[['(U)| < A|U].
Vamos provar que qualquer subgrafo H de um (n, d, \)-grafo é expansor, desde que §(H) (grau

minimo de um veértice em H) seja limitado inferiormente.

Teorema 9. Seja G um grafo. Se H é um subgrafo de G tal que 6(H) > dd, com 0 < 6 < 1,
entao H ¢ um ((1 —n)on/f, f)-expansor, onde f = (néd/N\)?, para todo 0 <n < 1.

Demonstra¢ao. Suponha, por contradi¢do, que H nao seja um ((1 — n)dn/f, f)-expansor, isto é,
existe um subconjunto U de vértices de H tal que |U| < (1 —n)dn/f e |I'u(U)| < f. Observe
que 8d|U| < eg(U,Tg(U)) < eq(U,T'yg(U)). Pelo Teorema 6, temos que

dd|U| < %\UHFH(U)\ + MU (D))
< QA1) + AT D)

d

< SJU1 = n)on + A/ UTTa(0)]

Assim, ndd|U| < A\/|U||[Tu(U)|. Portanto, |Tx(U)| > (néd/N)?|U| = f|U|. Mas isto contradiz a
escolha de U. I

Enunciamos a seguir um importante lema obtido por Lajos Poésa.

Lema 10 (Lema de Pésa). Sejam G um grafo nao vazio e b um inteiro positivo tal que, para
todo X C V(@), com |X| < b, temos |T'(X)\ X| > 2|X| — 1. Entdo G contém um p3*~! (caminho

com 3b — 1 vértices).

E um bom exercicio provar o lema acima.



3. GRAFOS EXPANSORES - PARTE II

15/03/2010
Inicialmente, vamos relembrar algumas defini¢oes.

Definicao 11. O ntimero de Ramsey é dado por R(n) = min{N: K¥ — (K", K™)}, onde a
notagao G — (Hy, Hs) significa que ao colorir as arestas do grafo G com as cores azul e vermelho,
existe, em (G, uma cépia de Hi somente com arestas azuis ou uma copia de Hy somente com arestas

vermelhas.
Observe que podemos generalizar o conceito de niimeros de Ramsey.
Defini¢dao 12. O ntmero de Ramsey generalizado é dado por r(H) = min{N: K~ — (H, H)}.

O seguinte teorema nos da uma cota superior para o nimero de Ramsey generalizado.

Teorema 13 (Chvatal-Rédl-Szemerédi-Trotter [3]). Para todo A > 0, existe um ¢ > 0 tal que

se H é um grafo com n vértices e grau mdzimo A(H) < A, entao r(H) < cn.

Podemos definir também o nimero de Ramsey relativo as arestas de um grafo. Definimos tal

namero por r,(H) = min{e(G): G — (H,H)}.

Observagao. Se A(H) < A, entao, utilizando o Teorema 13, temos que
(H) < r(H) < (e <1( 2 ;9
T —(en)® = d'n”.

=2 )7 \2) 72

Paul Erdss fez a seguinte pergunta (oferecendo $ 100,00 para quem resolvesse): E verdade
que rq(P") << (g‘)? Jozsef Beck forneceu a resposta a esta questao mostrando que rq(P") < ¢n,
para algum ¢ > 0, porém, através de uma prova nao construtiva [2]. Em 1988, Noga Alon e
Fan Chung deram uma prova construtiva utilizando (n,d, A)-grafos [1]. Abaixo mostramos um
esboco da prova de Alon e Chung.

Seja GV um (N, d, \)-grafo com A\ << d = O(1) (lembre-se que tais grafos existem [14, 15]).
Fixe H C G com e(H) > e(G)/2. Afirmamos que se N, d e X forem escolhidos apropriadamente,
entdo H D P". De fato, basta que consigamos d = O(1) e N = O(n). Isto prova o resultado.

Observe que H contém um subgrafo H' com 6(H') > d/4. De fato, seja inicialmente H' = H.
Eliminamos vértices de H’', sucessivamente, enquanto houver vértices com grau menor que d/4. Se
exaurirmos o conjunto de vértices, temos menos que Nd/4 = e(G)/2 arestas em H, uma contradi¢ao
com a escolha de H. Logo, ao término deste processo temos o grafo H' desejado.
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Com isso, sabemos que H' é um (b, f)-expansor, para todo 0 < f < (d/(8)))? e b = N/8f (para
obter tais valores, faca § = 1/4 e = 1/2 no Teorema 9). Suponha que (d/(8)))? > 3. Entao,
temos que H' é um (IN/24, 3)-expansor.

Tomando b = | N/24|, temos que se X C V(H’) com |X| < |N/24], entdao [['(X)| > 3|X].
Portanto, |T'(X)\ X| > 2|X| > 2|X| — 1. Pelo Lema 10 (Lema de Pésa), sabemos que H' D> P31
mas 3b —1 =3|N/24] —1 > 3(N/24—1) — 1 = N/8 — 4. Portanto, escolhendo N > 8n + 32, temos
que 3b — 1 > n. Assim, H' O P", concluindo a esbo¢o da prova.

Vamos agora provar o Lema de Pésa (Lema 10).

Defini¢do 14. Dado um grafo G = (V, E), seja P um caminho entre vértices v e y em G. Se z é
um vizinho de y que estd em P mas nao é o vizinho de y em P, existe um vizinho 2’ de z, de modo
que podemos gerar um novo caminho P’ de mesmo tamanho que P adicionando a aresta {y, z} e

removendo a aresta {z,z'} (veja Figura 1). Chamamos esta transformagao de troca de caminho.

;

FIGURA 1. Troca de caminho de P para P’.

Demonstracao do Lema de Pdsa. Seja P um caminho méximo no grafo G e P o conjunto de todos
os caminhos obtidos a partir de P através de troca de caminhos. Se X é o conjunto dos extremos de
caminhos em P, defina X~ e Xt como os conjuntos de vértices que, respectivamente, antecedem e
sucedem imediatamente os elementos de X em P.

Mostraremos inicialmente que I'(X) € X~UXUX ™. Considere um caminho P’ € P que comega
em um vértice z € X (tal caminho existe, pela defini¢do de X) e sejay € V(G)\ X" UX UXT.
Se y € V(G) \ V(P), entdo, como P’ & méaximo, = e y ndo sdo adjacentes. Suponha agora
que y € V(P)\ X UXUXT. Assim, y possui os mesmos vizinhos em qualquer caminho de P,
pois uma troca de caminhos que torna y nao adjacente a algum desses vizinhos faria com que y ou
tal vizinho pertencesse a X, uma contradigao, pois y ¢ X~ U X U XT. Portanto, uma troca de
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caminhos aplicada em P’ faria com que y fosse vizinho de um elemento em X, uma contradi¢ao.
Logo, x e y ndo podem ser adjacentes, de onde concluimos que todos os vizinhos de vértices em X
estaioem X" UX UXT.

Sabendo que I'(X) € X~ U X U X™, considere um caminho méximo P em G. Assim, te-
mos que ['(X)\ X € X~ UX™, de onde concluimos que |T'(X) \ X| < 2|X| — 2. Pela hipotese
no enunciado do Lema de Posa, |X| > b. Logo, existe X’ C X tal que |X'| = b e, portanto,
temos |T'(X') \ X'| > 2|X’| — 1. Mas, como X' UT'(X’) C V(P), temos que

[V(P)| > | X'ul(X")| = |X'|+ |IT(X)\ X'| > 3]X'| —1=3b—1.

Portanto, existe um P3*~1 em G. ]



4. GRAFOS EXPANSORES - PARTE III

22/03/2010

Definig¢ao 15. Dado um grafo G, um emparelhamento é um subconjunto de arestas nao adjacentes
de G. Ademais, dizemos que M cobre U C V(G) se todo vértice de U é extremo de alguma aresta

em M.

Teorema 16 (Teorema de Hall [11]). Seja B = (U, W; E) um grafo bipartido. Se, para todo U’ C U,

temos que |T'g(U")| > |U’'|, entao B possui um emparelhamento que cobre U.

Demonstracao (Rado [18]). Remova as arestas de B até que a hipotese seja satisfeita de forma
minimal, isto é, se removermos qualquer outra aresta de B, a hipotese falha. Se B nao contém
vértices uy,ug € U e w € W tais que {uy,w}, {ug,w} € E, entdo, claramente, existe um empare-
lhamento que cobre U. Portanto, supomos que existem tais vértices uj, us € w. Como removemos
arestas de forma que a hipotese seja valida minimalmente, existem Uy, Uy C U (com u; € U
e ug € Us) tais que a hipotese falha para B; = B — {u;, w}, com ¢ = {1,2}. Assim, |I'p(U;)| = |Uil.
para i = {1,2}. Ademais, w ¢ I'g(U; \ {u1}) e w ¢ T'p(Usz \ {uz2}). Concluimos entdo que

wU (Tp(Ur \ {ur}) NTp(U2 \ {uz})) C (I'p(Ur) NT'p(U2)),

onde w ¢ 'p(Uy \ {u1}) NT'p(Uz \ {u2}). Portanto,

ITs(U1) NT(U2)| 2 Tp(Ur \{u1}) NTp(Uz \ {uz})| + 1
> [Pp(Ur \ {ur} NU2\ {ua})| +1
= [Tp(UiNU2)| + 1.
Podemos entio concluir que

Tp(Uh UU2)| = [I'p(U1) UT'B(U2)| = [Ta(U1)] + [T(U2)| — [T5(U1) NTp(Us)|
< [Pp(U)] + PpU2)| = (Ta(U1NU2)[ +1)
= |Ui| + |Us| = |T'p(U1 NU2)| — 1
S |UL + U2 = [UrN U] -1
— T UT| — 1,

uma contradicao. O



Provaremos agora um resultado de Friedman e Pippenger |9] sobre contencao de arvores em

certos grafos com propriedades de expansdo. Para isso, precisamos de algumas definicoes.

Definigao 17. Seja G um grafo, T uma drvore e n, d inteiros positivos. Dizemos que uma arvore
T é (n,d)-pequena, ou simplesmente pequena se |V(T)| <n e A(T) <d.
Lembre-se que um grafo G ¢ dito (b, f)-expansor se |I'(X)| > f|X]|, para todo X C V(G) tal

que | X| < b. No Teorema 19, denotamos um (2n — 2,d + 1)-expansor simplesmente por ezpansor.

Defini¢ao 18. Uma imersao de um grafo H em um grafo G é uma funcao injetiva f : V(H) — V(Q)
com {f(z), f(y)} € E(G) para todo {z,y} € E(H), isto é, f preserva adjacéncias.

Teorema 19 (Friedman—Pippenger [9]). Fize n,d > 0. Todo grafo expansor nao vazio G contém

toda drvore (n,d)-pequena T.

Demonstracao. Fixe f: V(T) — V(G) uma imersao de T' em G. Definimos:

1. Para todo z € V(G), defina J¢(z) = degy(f ! (x)), se z € f(V(T)), e 0, caso contrério.

2. Ap(X) = Ta(X)\ f(V(T))], onde X C V(G).

3. Bf(X) = ZweX Bf({L‘), onde Bf(:l/‘) =d-— Jf(:E) e X C V(G)

4. Cf(X) = Af(X) - Bf(X), onde X C V(G)

Dizemos que um conjunto X C V(G) é solvente se C¢(X) > 0, é critico se Cr(X) = 0 e é falido

se Cr(X) < 0. Uma imersao é dita boa se todo X C V(G), com |X| < 2n — 2, é solvente. Vamos

provar as seguintes proposicoes.

Py. Se |[V(T')| =1, entdo qualquer imersao f : V(T') = V(G) é boa.
P,. Seja v uma folhade T'e S =T —v. Se f: V(S) = V(G) é uma imersao boa, entao existe

uma extensao ¢ : V(T') — V(G) que é boa.

Observe que isso prova o resultado. O

4.1. Problemas e exercicios. Todos estao convidados a trabalhar nos seguintes exercicios.
Nos exercicios abaixo, dado um grafo G, denote por r(G) o nimero maximo de arestas em uma

floresta (grafo aciclico) contida em G.

1. Suponha que Fi,Fy..., F, sejam n florestas com conjunto de vértices [n]. Imaginemos
que F; seja colorido com a cor i, para ¢ = 1,...,n. Suponha que, para todo I C [n — 1],
temos 7({U;c; Fi) > |1]. Mostre que U F; contém uma arvore geradora (floresta com n — 1
arestas) multicolorida, isto é, onde todas suas arestas tém cores diferentes.
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2. Seja V um espago vetorial de dimensdo finita. Considere F; C (V), para i = 1,...,N.
Suponha que, para todo I C [N], temos r({J,c; Fi) > ||, onde 7(X) = dim(X). Mostre que
existe T = (t;)N, com t; € F; para todoi=1,...,N e ty,...,ty linearmente independentes.

3. Seja B = (U,W; E) um grafo bipartido e k¥ € N fixo. Suponha que, para todo U’ C U,
temos |T'(U")| > k|U’|. Prove que existe H C B tal que, para todo u € U, vale dy(u) = 3 e,
para todo w € W, vale dy(w) < 1.

4. Demonstre a proposicao P; na prova do Teorema 19.

11



5. GRAFOS EXPANSORES - PARTE [V

05,/04/2010

Dando continuidade & prova do Teorema 19 sobre contencao de arvores pequenas em expan-
sores, precisamos provar a proposicao P» enunciada na se¢do anterior. Dados n,d > 0, seja G
um (2n — 2,d + 1)-expansor (por simplicidade, chamemos somente de expansor) e T uma arvore

pequena (|V(T)| <ne A(T) < d). Relembrando:

P,. Seja v uma folhade T'e S =T —wv. Se f: V(S) = V(G) é uma imersao boa, entao existe
uma extensao g : V(T) — V(G) que é boa.

Nos trés lemas abaixo, que nos permitiram provar a proposicao P», considere um expansor G,

uma, arvore pequena 1" e S =T — v, onde v é uma folha de T.
Lema 20. Seja X C V(G). Se C¢(X) =0 e |X| < 2n—2, entdo | X| <n—1.

Demonstracao. Observe que |[I'q(X)| > (d+ 1)|X|. Assim,
Ap(X) 2 (d+ DIX] = [f(V(9)] = dIX] + |X] = (n = 1).

Ademais, B¢(X) < d|X]|. Portanto, 0 = C¢(X) > d|X|+|X|—n+1—-d|X]|,isto é, | X| <n—-1. O

Defini¢ao 21. Seja Z um conjunto. Dizemos que uma funcao ¢: P(Z) — R é submodular se, para

todos A, B C Z, temos que ¢(AU B) + p(AN B) < p(A) + ¢(B).
Lema 22. Prove que C¢(X) é submodular.

Demonstracdo. Exercicio 2.

Lema 23. Seja f uma imersio boa e X,Y C V(G) tais que Cp(X),Cp(Y)=0e | X[,|Y]|<n—1.
Assim, temos que Cp(XUY)=0e|[XUY|<n -1

Demonstrag¢ao. Temos que [ X UY[,|X NY| <2n —2. Como f & boa e C¢(X) é submodular (pelo
Lema 22), temos que

0< Cf(XUY)—i-Cf(XﬂY) < Cf(X)+Cf(Y) = 0.

Portanto, C¢(X UY),C¢(X NY) =0. Pelo Lema 20, | X UY| <n—1. O

Demonstracao da proposicdo P>. Seja T uma arvore pequena e S a arvore obtida através da remocao
de uma folha v de T e a aresta {v,w} incidente a v. Considere £ o conjunto das imersdes que sao
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extensoes de F' para T. Tome Y =T¢(f(w))\ f(V(S)). O mapeamento g — g(v) é, claramente,
uma bijecao entre £ e Y.
Suponha, por contradicao, que nenhuma extensao g € £ é boa. Assim, para cada g € £, existe

um conjunto X, C V(G) com |X,| < 2n — 2 tal que

(1) Cy(Xy) <0.
Como f é uma imersao boa, temos que

2) Cr(X,) 2 0.

Temos que g(V(T)) = (im £) U {g(v)} = F(V(S)) U {g(v)}. Ademais, 4,(X) = [Fa(X) \ g(V(T))],
isto &, Ay(X) = Af(X) — [g(v) € [g(X)], onde [p] =1 se p é valido e [p] = 0 se p ¢é falso. Observe
que, como E(T) = E(S)U{v,w}, temos By(X) = B¢(X) — [f(w) € X] —[g(v) € X]. Assim, temos
que Cy(X) = C4(X) — [g(v) € Ta(X)] + [f(w) € X] + [g(v) € X].

Por (1) e (2), deduzimos que, para toda extensdo g € £, valem as seguintes quatro afirmacoes:

1) Cf(X,) = 0.
2) g(v) € 'a(Xy)-
3) flw) e X,.
4) g(v) & Xy

Ponha X* = Ugeg Xgy. Pelo Lema 20, | X,4| < n — 1, para todo g € {. Assim, por indugao e
pelo Lema 23, temos que C¢(X*) = 0 e [X*| < n — 1. Ponha agora X’ = X* U {f(w)}. Temos
que | X'| <n. Como f & boa, C¢(X’) > 0.

Sabemos que g(v) € I'¢(X,) para toda extensao g € £. Assim, Y C I'¢(X™). Portanto,

Ap(X') = Ap(X*U f(w))
=Ta(X"U f(w)\ f(V(9))
=Ta(X")\ f(V(9))
= Ap(X™).

Temos f(w) ¢ X, para toda extensao g € §. Portanto, f(w) ¢ X*. Portanto, temos
que By(X') = Bf(X*)+ Bf(f(w)) = Bp(X*) +d — J¢(f(w)) > By(X*). Logo, podemos concluir
que 0 < Cp(X') = Ap(X') — Bf(X') < Ap(X™*) — By(X™*) = Cp(X*) = 0, uma contradicao.

]
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5.1. Problemas e exercicios. Todos estao convidados a trabalhar nos seguintes exercicios.

1. Seja G um grafo e X C V(G). Mostre que ¢(X) = |I'¢(X)| é submodular.

2. Prove o Lema 22.
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6. HIPERGRAFOS COM NUMERO CROMATICO ALTO SEM CIRCUITOS PEQUENOS

12/04/2010
Definigao 24. Um hipergrafo [-uniforme (ou l-grafo) é um par (X, M) com M C ()l(), onde temos
que ()l() ={UcCX:|U|l=1}.
Definigao 25. Um hipergrafo G = (X, M) é dito a-partido se existe uma particao { X1, Xa, ..., X}

de X em que cada aresta de M contém no maximo um vértice de cada classe de vértices da particao.

Observagao. Um grafo é um 2-grafo.

Definicao 26. Um circuito de tamanho p em um hipergrafo (X, M) é uma sequéncia M, ..., M,
de arestas diferentes de M onde existem diferentes vértices z; € M; N\ M;1, comi € {1,2,...,p—2}
e xp, € My N M,.

Defini¢ao 27. A cintura g(G) de um hipergrafo G é o comprimento do menor circuito em G.

Apresentamos, nesta secdo, uma prova construtiva da existéncia de hipergrafos com ndmero

cromético e cintura arbitrariamente grandes. Formalmente, provamos o seguinte resultado.

Teorema 28 (Neset¥il-Rodl [17]). Para quaisquer inteiros positivos 1, n, p, existe um l-grafo
(X, M) tal que
1) Todos os circuitos de (X, M) tem tamanho maior que p.

2) x(X, M) >n.

Antes de provar o Teorema, 28, precisamos definir uma operacao entre certos hipergrafos. Dados
- ((X;), M) um l-grafo a-partido, onde (X;) é a partigao {X1, Xo,...,X,} de um conjunto X
e | X,| =k para um r € [1,a] fixo,
- (Y, N) um k-grafo,
dizemos que (Y, N) %, ((X;), M) ¢é o l-grafo a-partido ((X]), M'), onde os vértices desse hipergrafo
sdo definidos por
- X! =X, x N, parai #r,
- X =Y,
e uma hiperaresta M’ pertence a M’ se e somente se existem N € N e M € M tais que
-M'NX/ =(MnX,,N), para it #r,
- MnX =uw(MnX,),

LOs resultados desta secao foram apresentados pelo aluno Marcelo Matheus Gauy.
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onde ty: X, — N ¢é uma bijecdo, para N € N. Denotados uma hiperaresta M’ € M’ por um
par (M,N). Na Figura 2, temos um exemplo mostrando o que acontece com uma aresta que

contém intersecao com X, quando realizamos esta operacao.

FicurA 2. Resultado da operacao Y x4 G em um 4-grafo Y e um 3-grafo G com
partigao { X1, Xo, X3, X4}, onde | X4| = 4. Do lado esquerdo temos os hipergrafos G
e Y e as bijegoes ¢y e ty. Do lado direito temos o resultado da operagao.

Demonstracao do Teorema 28. Fixe n, . Provamos o resultado utilizando indugido em p. Se p =1,
o resultado é valido, pois nao temos restricdo alguma quanto ao tamanho dos circuitos. Tome p > 1
e suponha que o resultado é valido para 1 < p’ < p. Seja a = (I — 1)n + 1 e considere o l-grafo
a-partido ((X}), M) onde, para cada conjunto de ! partes w C [1,a] com |w| = I, existe uma
aresta M € M! onde M N X! # & para todo i € w. Claramente, ((X}), M) pode ser escolhido de
modo a nao conter circuitos de tamanho menor ou igual a p, pois podemos utilizar quantos vértices
forem necessérios em cada X;.

Indutivamente, definimos I-grafos a-partidos ((X?), M*), onde t € [2,a+1]. Se ((X!™1), M~
é um [-grafo a-partido tal que \Xtt:ll\ = k;_1, entdo, pela hipbtese indutiva, sabemos que exis-
te um ky_j-grafo (YI=1 N*=1) sem circuitos de tamanho menor que p e com ntimero cromético
maior que n. Assim, fazemos ((X}), M%) = (YL N1 5 (X1, MP71). Mostraremos que
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o l-grafo ((X*h), M) nio possui circuitos com tamanho menor ou igual a p e tem ntmero
croméatico maior que n.

Utilizando inducao em j, mostramos agora que ((XlJ ), M7) ndo contém circuitos de tamanho
menor ou igual a p para j € [1,a+1]. Suponha, por contradicdo, que ((XZJ)7 M) ndo contém circui-
tos de tamanho menor ou igual a p, mas ((Xijﬂ), MIHL) contém tal circuito C' = {M7,..., M}}, com

q < p. Assim, as arestas Mj, ..., M, podem ser denotadas por (M, N1),..., (Mg, Ny). Mas veja

que Ny, ..., Ny nao podem ser todos iguais, pos terfamos um circuito de tamanho g em ((Xf), M),
Ademais, pela definicao de ((Xg“),/\/lj“), temos que Ny, ..., Ny também ndo podem ser todos
diferentes. Mas como C' é um circuito, Ny, ..., N, contém um circuito de tamanho no méximo ¢ —1

em (Y7, N7), uma contradi¢do com a escolha de (Y7, N7).

Resta mostrar que x ((X21), M%) > n. Suponha, por contradicio, que x (X**1), Ma+1) < n.
Seja ¢ uma coloracdo com n cores dos vértices de ((X#11), ML) = (Y2, N9) %, ((X$), M?). Lem-
brando que x(Y*,N®) > n, existe N® € N tal que |¢(N®)] = 1. Considere tal coloracdo apli-
cada a (X2 ;N = {(z, N?): z € X2_;}. Mas (X2), M%) = (Y LN 5, (X271, M7
e x(Y L No™1) > i assim, existe No~1 € X2 |, tal que X2 | € N9 e [¢(N? L N?)| = 1. Re-
petindo o processo, temos uma aresta N' € N? tal que |c(N% N1 ... N? =1 para i € [1,a].
Definindo Z; = |¢(N%; N1 ... N = 1, temos que Z; C X/, Pela definigio de ((X?1), M2+1),
o subhipergrafo de ((X**1), M*+1) formado por |J?_, Z; contém uma copia de (X}, M'). Assim,
como a = (I —1)n+1, existe w C [1, a] com |w| = I tal que |c(U;¢,, Zi)| = 1. Mas, lembrando da de-

finicao de ((X},Ml), existe uma aresta monocroméatica M € M! tal que M C |J,., Z;. Portanto,

1EW

temos uma contradicao.
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7. TEOREMA DA AMIZADE / FUNGOES LIMIARES

19/04/2010

TEOREMA DA AMIZADE

Teorema 29 (Teorema da Amizade (Erdés—Rényi-Sos [7]). Se G é um grafo em que quaisquer
dois vértices distintos possuem wm inico vizinho, entdo G tem um vértice que é vizinho de todos os

outros vértices.

Demonstragao. Seja G = (V, E) um grafo. Suponha, por contradi¢do, que nao existe um vértice
que é vizinho de todos os outros vértices. Seja k o maior grau de um vértice em G e v um vértice
de grau k. Sejam wi, ..., w, os vizinhos de v e seja & um vértice qualquer que nao é vizinho de v
(ele existe, pela suposi¢ao que fizemos no inicio da prova). Claramente, x s6 pode ser vizinho de um
tnico elemento em {wy,...,wy}, pois caso contrario z e v teriam dois vizinhos em comum. Seja z;
um vizinho em comum de z e w;, onde {z,w;} ¢ E (ele existe, pois a distancia entre x e w; é dois).
Sabemos que tal z; esta a distancia dois de v, pois nao pode ser um dos elementos de {wy, ..., wy}
e qualquer par de vértices estd & distdncia dois em G. Observe agora que cada z; € Unico, pois
caso contrario z e w; teriam dois vizinhos em comum. Assim, concluimos que deg(z) = k, o grau
méximo de G. Repetindo o mesmo procedimento (com x fazendo o papel de v), obtemos que todo
vértice possui grau k. Portanto, G é k-regular, de modo que possui 1 + k + k(k — 2) vértices.

Seja A a matriz de adjacéncia de G. A matriz A% = (a; ;) ¢ tal que a; ; contém a quantidade de
caminhos de tamanho dois entre os vértices i e j. Temos que det(A%2—AI) = (k2 —A)(k—1—\)F*—F,
logo k? é autovalor de A% e k — 1 é autovalor de A% com multiplicidade k? — k. Assim, temos que
os autovalores de A sio k, vk — 1 e —vk — 1. Se r a multiplicidade de vk — 1 e s a multiplicidade
de —vk — 1, entdo k+rvk — 1 —svk — 1 = 0. Desta forma, k? = (s —r)%(k — 1). Portanto, temos

que k — 1|k?, que implica k — 1|k e assim, k — 1|1. Assim, temos que k = 2, um absurdo, pois G

seria um triangulo (todos os vértices sdo vizinhos de todos os outros). O

FUNGOES LIMIARES

Definicao 30. Dada uma varidvel aleatéria X. A varidancia de X é dada por

var(X) = E((X — E(X))?) = E(X?) — E(X).

LOs resultados desta secao foram apresentados pelo aluno Thiago da Silva Pinheiro.
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Definicao 31. Dadas duas varidveis aleatorias X e Y. A covariancia de (X,Y ) é dada por
cov(X,Y) =E(XY) -E(X)E(Y).
Se X > 0e A >0, a seguinte desigualdade é valida.
(3) Pr(X >\ < E()\)

Fazendo X = (Y —E(Y))? e A = w? em (3), temos Pr((Y — E(Y))? > w?) < var(Y)/w?. Logo,

@ Pr(y B 2 0) < 20
Fazendo A = 1 em (3) temos que
(5) Pr(X > 1) <E(X).
Fazendo w = E(Y) em (4) temos que

B var(Y)
(6) Pr(Y =0) < EY)?

Defini¢ao 32. Dizemos que uma funcao f(n) << g(n) quando lim,_,~ f(n)/g(n) = 0.

Definicao 33. Dizemos que Gy, é um grafo com n vértices onde cada par de vértices define uma

aresta do grafo independentemente com probabilidade p.

Definicao 34. Considere o grafo Gy, . Dizemos que f(n) é funcdo limiar para um evento A se
temos as seguintes afirmacoes.

a) Sep >> f(n), entao lim,_,o, Pr(A4) =1 (1-afirmacao);

b) Se p << f(n), entao lim,_, Pr(A) = 0 (0-afirmacao).
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Teorema 35. A funcio n=%/3 ¢ limiar para o evento K* C Gnp.

Demonstracdo. Seja S um conjunto de quatro vértices. Definimos a variavel aleatoria indicadora Xg
como sendo 1 caso S induza um K* em G p € 0 caso contrario. Assim, se X representa a quantidade
de copias de K* em Gy, , temos que X = Y ¢ Xg. Desta forma, sabemos que E(X) = Y ¢ E(Xg),
portanto, E(X) = O(n*p®).

Mostramos agora a 0O-afirmacdo. Suponha que p << n~2/3. Pela desigualdade (5) podemos
concluir que Pr(X > 1) < E(X) = O(n*p®) << 1. Assim, quando n — oo, temos que Pr(X > 1)
tende a zero, isto ¢, G, , nao contém copias de K4

2/3

A l-afirmacdo requer um pouco mais de esfor¢o. Suponha que p >> n~%/°. Vamos mostrar

que Pr(X = 0) tende a zero quando n — oo. Observe que

E(x?) =Y EXs)+ Y E(XsXr).
S (S,T), S#£T

oo (o) - ()

=Y EXs)?+ Y E(Xs)E(Xp).
S

Assim, temos que

=Y (BXS®) -EXs)’)+ > EXsXr)— Y E(Xg)E(X7)
S

(8,7), S#T (S,T), S£T

= Zvar(Xs) + Z cov(Xg, X7).
5 (S.T), S£T

Para utilizarmos a desigualdade (6) e obter o resultado que estamos procurando, precisamos
limitar superiormente o valor de var(X). Observe que var(Xg) = E(Xs?) —E(Xs)? < E(Xg?). Mas
como Xg é uma variével indicadora, temos var(Xg) < E(Xg) = p°®. Logo, > g var(Xg) = O(n'p®).

Resta limitarmos superiormente a covariancia de Xg e X7 quando S # 7. Se |[SNT| <1, en-
tdao cov(Xg, X1) = 0. Se |[SNT| = 2, como cov(Xs, X7) < E(XgX7), temos que cov(Xg, X7) < p'},
de onde concluimos que Y cov(Xg, X7) = O(n®p!!), onde a soma & sobre os pares (S,T) tais
que |[SNT| = 2. Por fim, se |SNT| = 3, como cov(Xg, X7) < E(XgXr), temos cov(Xs, X7) < p?,
de onde concluimos que Y cov(Xg, X7) = O(n°p”), onde a soma é sobre os pares (S,T) tais

que |SNT| = 3. Desta forma, podemos calcular um limitante superior para var(X).
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var(X) = Zvar(Xs) + cov(Xg, X7)
S (S.T), SAT

— O(np® + n®ptt 4 n®p?).
Sabemos que E(X) = O(n*p%). Portanto, temos todos os ingredientes para aplicar a desigual-

dade (6).

4,6 6,11 5,9
Pr(XzO)zO(np np ”p>

n8pl2 T p8plz T p8pI2
=0 b+ n It n3p)
<< 1,

onde a ultima relagdo segue pela escolha de p. Assim, quando n — oo, temos que Pr(X = 0) tende

a zero, isto ¢, G, contém pelo menos uma cépia de K4 ]

Vimos que se p << n~2/3, entdo Pr(K4 C Gpp) tende a zero quando n tende a infinito. Vimos

também que se p >> n~2/3, entdo Pr(Ky C Gyp) tende a infinito quando n tende a infinito.

2/3 onde ¢ é uma constante. E um

2/3

Portanto, é natural perguntar o que acontece quando p = cn™

bom exercicio tentar estimar lim, o Pr(Ky € G, ), onde p = cn™~

7.1. Problemas e exercicios. Todos estao convidados a trabalhar nos seguintes exercicios.
. ind . . .
Dizemos que G — H se, colorindo as arestas de G com duas cores, necessariamente existe um

subgrafo H' induzido de G tal que H' ~ H e H' ¢ monocromatico.

1. Encontre um grafo G tal que
(i) G ™ o,

(i1) G 4 o5,
2. Encontre um grafo G tal que
(i) G- K3 eGP Ky

(i1) G - K* e G 2 Ks.

(i) G — K3 e G D Kg.
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8. UM PROBLEMA GEOMETRICO DE ERDOS E FUREDI

26,/04/2010

Definicdo 36. Seja E¢ o espaco euclidiano d-dimensional. Dizemos que P C E? determina o

angulo a se existem a,b,c € P tal que <abc = a.

Definicao 37. Seja P finito. Pomos aq(P) = max{0 < o < 7: P determina a}. Ademais, pomos
também ag(n) = infpga{aq(P): |P| = n}.

Observe que, por exemplo, as(3) = 7/3. De fato, se P é um conjunto de trés pontos formando
um tridngulo equilatero, entdo obtemos as(3) < m/3. Sabemos também que, como quaisquer trés
pontos nao colineares no plano formam um tridngulo, todo conjunto P determina um angulo maior

ou igual a 7/3, de onde concluimos que as(3) > 7/3.
Definicao 38. Pomos f(d) = maxpga{|P|: P determina somente angulos agudos}.

Veja que, por exemplo, f(2) = 3. De fato, se P ¢ um conjunto de trés pontos formando um
triangulo equilatero, entdo obtemos f(2) > 3. Observe que, se |P| > 4, entdo o fecho convexo de P
¢ um quadrilatero ou um tridngulo que contém pontos em seu interior. Em ambos os casos, existe
um angulo que nao é agudo. Portanto, f(2) < 3.

Considere a seguinte invariante f’(d) = maxp ga{|P|: P determina somente angulos < w/2}.
Temos que f'(d) > 2% (contrua um hipercubo de dimensio d). Danzer e Griinbaum [4] provaram o
seguinte resultado sugerido por Erdds [8]: f/(d) < 27 (Exercicio 8.1.3).

Erdss e Fiiredi sugeriram que existe uma constante absoluta ¢ > 0 tal que ag(2¢ 4 1) > 7/2 +¢.
Conjecturava-se que f(d) < 2d — 1. Porém, Erdés e Fiiredi [6] provaram que f(d) > (1.18...)%,
sempre que d > dy, para algum dy > 0. Um resultado que encontra-se em aberto até os dias de hoje
é mostrar que f(d) < (2 — )¢ para algum ¢ > 0. Ademais, sera que f(d) < 2¢ —17?

Usaremos o método probabilistico para obter cotas inferiores exponenciais para f(d). Escolha
aleatoriamente m pontos do hipercubo em E¢, isto é, z, ... ,z,, €10, l}d, com cada z; sendo esco-
lhido uniformemente de forma independente dentre os 2¢ possiveis. Afirmamos que a probabilidade

de <w gz =7/2 6 (3/4)%. Tsto segue do seguinte lema.

Lema 39. Sejam A, B,C C [d] e z x5z € {0,1} 0s respectivos vetores caracteristicos. Temos

que <z xpxo = /2 se e somente se (ANC)C BC (AUC).

Demonstracao. Exercicio 8.1.4. ]
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Observe que, dada qualquer tripla formada pelos pontos escolhidos, o dngulo que ela determina
é menor ou igual a 7/2 (pois escolhemos pontos do hipercubo). Seja X o numero de triplas (i, 7, k)
tal que <w gz = /2. Desta forma, podemos observar que E(X) = m(m — 1)(m — 2)(3/4)%.
Se E(X) < 1, entao existe um experimento tal que todos os angulos sdo menores que /2, de onde
concluimos que, neste caso, f(d) > m. Pondom < (1,1)%, temos que E(X) < 1. Portanto, provamos
que f(d) > (1,1)%.

E possivel melhorar o resultado anterior através do Método da Alteracdo. BEscolha m de
modo que (2m)3(3/4)¢ < m. Assim, temos que m = [(2/v3)?/(2v2)] = (1,15...)%/(2v/2). Gera-

mos Zy,...,Ts, como antes. Como E(X) = (2m)3(3/4)? < m, existe uma configuracdo com 2m
pontos tal que X < m. Entao, existe uma configuracdo P com mais que 2m — m = m pontos tal

que todos os angulos sao menores que 7/2. Portanto, obtemos o seguinte resultado.

Teorema 40 (Erdgs—Fiiredi[6]).
d
1 2
d)>—|—7] .
fd) 2v2 <\/§ )

8.1. Problemas e exercicios. Todos estdao convidados a trabalhar nos seguintes exercicios.
Prove que f(3) = 5.
E facil ver que f(d) > d + 1. Prove a seguinte cota: f(d) > 2d — 1.

Prove que f/(d) < 2¢. Observe que isto ¢ o mesmo que provar ag(2¢ +1) > 7/2.

Prove o Lema 39.

Ot = W N

Prove que, para todo € > 0, existe 6 > 0 tal que existem pelo menos (1 + (5)d pontos em E¢

que determinam apenas angulos agudos menores que 7/3 + €.
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9. FUNQ()ES GERADORAS E LANGCGAMENTO DE MOEDAS

03,/05,/2010

FUNCOES GERADORAS

Defini¢ao 41. Dado um polinémio f(z), denotamos por [z"]f(z) o coeficiente de z™ em f(z).

Defini¢ao 42. Seja (gn)neny uma sequéncia em C. Dizemos que G(z) é fungao geradora de (gy)
se [2")G(2) = gn. Isto &, G(z) = > 07 4 gn2".

Considere as funcgoes geradoras F(z) e G(z) para as sequéncias (fn)nen € (gn)neN, respecti-
vamente. Temos que aF (2) + BG(2) = ad 0" g [n2" + B pro 9n2™ = > peolafn + Bgn)z". Por-
tanto, aF'(z) + BG(z) € a fungao geradora da sequéncia (a.fy, + Bgn)neN-

De agora em diante, F'(z) e G(z) sempre representarao fungoes geradoras de sequéncias (f,)

neN
€ (gn)nen respectivamente. A derivada de G(z) com relacao a z é dada por

(e 9]

G'(z) = Z(n + D) gn+12".
n=0
Desta forma, temos

2G'(z) = annz”.
n=1

Multiplicando F'(z) e G(z), obtemos

F(2)G(z) = Z (Z fkgnk> 2"
n=0 \k=0

Definigao 43. Dada uma variavel aleatéria X que assume valores inteiros nao negativos, dizemos

que Gx(z) é a fungdo geradora de probabilidade de X se Gx(z) = > 70, Pr(X = k)z*.

Observagao. Temos que Gx (1) = 1.
Funcoes geradoras de probabilidade tornam simples os calculos de valor esperado e varidncia.

Considere uma, variavel aleatoria X que assume valores inteiros ndo negativos. Para o célculo do

10s resultados desta se¢do foram apresentados pelos alunos Eric Ossami Endo e Renato dos Santos Nunes.
20 contetido desta segio foi baseado em [10].
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valor esperado, temos
E(X) =) kPr(X =k)
k=0
7 = _
(7) =S kPr(X = B
k=0

= Gy (1).

Para o calculo da variancia, sabemos que var(X) = E(X?) — E(X)?2. Mas observe que

E(X?) =) KPr(X =k)
k=0
- (k(k: )52 4 kz’H) Pr(X = k)
k=0 ==l
= G%(1) + G (1)
Assim, temos que
(8) var(X) = G% (1) + G (1) — G’ (1)%.

Considere agora que as varidveis aleatérias X e Y sejam independentes. Desta forma,

G)@,.y(Z) = ZPT(X +Y = n)z"
n=0

:izn:Pr(X:keY:n—k)z”

n=0 k=0

= izn:Pr(X =k)Pr(Y =n—k)z"

n=0 k=0

= G)((Z)Gy(z)

Observe que E(X +Y) = (Gx(2)Gy(2)) |, = Gx(1)Gy(1) + Gx(1)G%(1). Mas sabe-
mos que Gx(1) = Gy (1) =1, portanto, E(X +Y) = E(X) + E(Y). Calculemos agora a variancia

de X +Y. Para isto, precisamos calcular G’y (1) e G’ y-(1).

Gy (1) = Gx(1)Gy (1) + Gx (1)Gy (1) = G (1) + Gy (1).
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Ademais,
Gxyy(1) = Gx(1)Gy (1) +2G% (1)Gy (1) + Gx (1)Gy (1)

= G% (1) + 2G% (1)Gy (1) + Gy (1).
Assim, como var(X +Y) = G%. (1) + Gy 1y (1) — G’y (1)?, temos que
var(X +Y) = (G% (1) + Gx (1) = Gx(1)°) + (G3-(1) + Gy (1) — Gy (1)?)
= var(X) + var(Y).
LANGANDO MOEDAS

Consideremos agora o lancamento de uma moeda onde a probabilidade de dar cara é p e a
probabilidade de dar coroa é ¢ = 1 — p; Se X é a variavel aleatoria representando a quantidade de
caras ap6s um lancamento, temos que a fun¢do de probabilidade de X é dada por Hx(z) = q + p=.

Se Y representa a quantidade de caras em n lancamentos independentes, Y é gerada por

Hy(2) = Hy(2)" = ;Z:o <k>pkqn -

A sequéncia de probabilidades <( )pkq” k)

r_, ¢ chamada de distribuicdo binomial. Observe que,
por (7), temos E(Y) = (Hy (1)) = (Hx(2)")' .y = (nHx(2)" ' Hy(2)) [,y = nHy(1) = np,

como era esperado. Por (8), temos que
var(Y) = (Hx (2)")" |,y + (Hx (2)")' .-y = E(Y)?
= (n(n = 1)p*) + (np) — n*p?
= np(l —p).

Vamos agora considerar o processo de langar moedas independentemente até que apareca a
primeira cara. Seja X a varidvel aleatoria representando a quantidade de lancamentos realizados

até o aparecimento da primeira cara. Claramente, X é gerada por

Zq peH =< fzqz

Repetindo esse processo até o aparecimento de n caras, temos

n __ pnzn _.on._n —-n
(9) Gx(2) —m—pz (1—gq2)™™
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Seja (n)y =n(n—1)...(n—k+1). Assim, se n é um inteiro positivo, temos que

Desta forma, por (9), temos

Dividindo por 2" dos dois lados, obtemos

p" _ - (n—i—k—l)nkzk
ey g% Lt
que é a funcao geradora para a chamada distribuicdo binomial negativa.

Seja Y uma variavel aleatéria com distribui¢do binomial negativa como acima. Uma maneira
facil de calcular o valor esperado e a varidncia de Y é através da chamada funcdo geradora reci-
proca I(z) = (1 —qz)/p=1/p— (q/p)z. Observe que, apesar de I(z) nao ser uma funcao geradora
de probabilidade, I(1) =1 (podemos ver I(z)~™ gerando uma distribui¢ao binomial com parame-
tros —n e —q/p). Assim, E(Y) = (=n)(—q/p) = nq/p ¢ var(Y) = (—n)(—q/p)(1/p) = nq/p*.

Vamos considerar agora o experimento de langar moedas independentemente até que duas
caras aparecam seguidamente. Veja que o espago de probabilidades deste experimento é dado
por Q={HH,THH,TTHH,HTHH, ...}, onde H representa que o resultado do langamento foi
cara e T que o resultado do lancamento foi coroa. Trocando H por p e T por q, obtemos a proba-
bilidade de uma dada sequéncia ser obtida. Se X é a variavel aleatoria representando a quantidade
de langamentos até a ocorréncia de duas caras seguidas, entdo X é gerada pela seguinte funcao

geradora de probabilidade.

Gx(2) =p*2* + qp°2° + +*p*2 + ' + ..

A soma acima é obtida trocando H por pz e T por qz para todo elemento de € e somando-os.
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Podemos dividir os elementos de € pela quantidade de T"s que possuem. Vamos ver com qual
valor, os elementos de  que possuem n termos T, contribuem com a soma G x(z). Como ndo pode
haver duas caras seguidas (a menos das ultimas), existem (n)g/k! elementos com k + 2 caras e n

coroas. Cada um desses elementos contribui com pFT2¢m 2" 542 Assim,

Cx(2) = é (i (Z)pk”q”z”*k“)

k=0
— 222 > . n ( zZ)k( Z)nk)
p 7;) <k220 <k) paz)*(q

o
=p"2" ) (pg?® +q2)"
n=0
p222
1—pgz2—qz

Desta forma, utilizaremos a fungao F(z) = 22/Gx(z) = (1 — pgz? — qz)/p? para calcular o valor
esperado e a variancia de X. Simples calculos sdo suficientes para mostrar que F’(1) = —p~2—p~ 142

e F"(1) = —p=* — 2p=3 + 2p~2 + p~1. Mas, como G x(2)F(z) = 2%, temos que

E(X)=2—(-p?—p ' +2)

=p ' +p %

Ademais,
_ —4 -3 -2 -1
var(X)=0—(—p " —=2p >+ 2p “+p )

=pit+2p P _2p2_pL
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10. LANCAMENTO DE MOEDAS

10/05/2010

Vamos considerar o experimento onde realizamos lancamentos independentes de uma moeda,
parando quando uma determinada sequéncia de caras e coroas aparega pela primeira vez. Seja p a
probabilidade de dar cara e ¢ = 1—p a probabilidade de dar coroa em qualquer dos langamentos. Por
exemplo, se considerarmos a sequéncia THTTH, o espaco de probabilidades desse evento é dado
por Q = {THTTH,HTHTTH,TTHTTH, HHTHTTH,HTTHTTH,...}. Se X ¢é a variavel
aleatoria representando a quantidade de lancamentos até a ocorréncia da sequéncia em questao,

entdo X é gerada pela seguinte funcao geradora de probabilidade.

Gx(2) = PP + qp* P20 + 2+ p* P + .

Trocando pz por H e gz por T, podemos, para clarear as idéias, representar a expressao acima
como a soma S=THTTH+ HTHTTH +TTHITTH + HHTHTTH + .... Dizemos que S ¢é a
soma das sequéncias vencedoras para T HTTH. Da mesma maneira, considere N como a soma das

sequéncias em que T HTTH nao ocorre, onde 1 representa a sequéncia vazia. Assim, temos que

(10) 1+ NH+T)=N+8.

(11) NTHTTH = S + STTH.
Por (10), temos que (1 — S)(1 — (H +T))~! = N. Assim, por (11), temos
1-S)(1—(H+T)'\THTTH = S(1+TTH).

Portanto,

(1-Gx(2)(1 —2)"P?¢2° = Gx(2)(1 + pg®23).

Logo,
2¢320

CxB) = T L= 2

Faga Gx(z) = 2°/Fx(z). Assim, com alguns calculos, obtemos F% (1) = 5 — (1 + pg?)/(p*¢®)

e F{(1) =20 — (6pg?®)/(p*q*). Com isso, podemos calcular o valor esperado e a variancia de X.

10s resultados desta se¢do foram apresentados pelos alunos Eric Ossami Endo e Renato dos Santos Nunes.
20 contetido desta segio foi baseado em [10].
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Valor esperado:
E(X) = Gx(1)
=5 Fk(1)

—p 23 4 p gl

Variancia:
var(X) = G% (1) + Gx (1) — G’ (1)*
= —(Fx (1) + Fx(1) = Fx(1)?)
—E(X)?—9p % —3p ¢ ".
Pensaremos agora sobre o que ocorre no caso de considerarmos uma sequéncia qualquer. Seja A
tal sequéncia de caras e coroas de tamanho m. Seja S a sequéncia das sequéncias vencedoras
para A, e N a soma das sequéncias onde A ndo aparece. Note que a igualdade (10) continua valida.

Defina A% e Ay, respectivamente, como os k tltimos caracteres e os k primeiros caracteres de A.

Assim, temos que

m—1
k=1

lembrando que [p] =1 se p é valido e [p] = 0 se p é falso.
Vamos calcular o valor esperado e a varidncia de X, onde X representa a quantidade de lan-

camentos da moeda até que a sequéncia A ocorra pela primeira vez. Substituindo (10) em (12),

obtemos
S = — A .
A+t (1 + DA Ay gy = AWMD (1—H-T)
k=1
Fazendo fl(k) o valor resultante da substituicio de H por p~' e T por ¢~' em A(yy. Considere
também fl(k) = fl@l) Assim,
fl(m)zm
Gx(z) = —
Apmy#™ + (1 + > A® A gy = A<mk>}> (1-2)
k=1
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Assim,
k=1
Ademais,

FL(1) = (m—1)m—23"(m—k)Ay [A(k) - A<k>] .
k=1

Desta forma, podemos facilmente calcular o valor esperado e a varidncia de X.

Valor esperado:

E(X)=Cy(l)=m—F(1)= Ay [A(k) - A(k)] .

B
Il
—_

Variancia:

var(X) = G% (1) + G (1) — G (1)
= —(F%(1) + Fi (1) — F§(1)?)

m

= E(X)? = "2k - DAy [Ag = AP
k=1

Vamos considerar agora o jogo conhecido por “Penney ante”. Neste jogo existem os jogadores 1

e 2 e cada um deles escolhe uma configuragdo de caras e coroas, respectivamente, A e B, da maneira

que quiserem. Uma moeda honesta é lancada repetidas vezes até que A apareca ou B aparega. A

configuragdo que aparecer primeiro di a vitéria ao jogador correspondente. Considere S4 e Sp como

sendo as somas das sequéncias vencedoras para A e B, respectivamente, onde |A| =1 e |B] =m, e

seja N a soma das sequéncias que ndo sao vencedoras nem para A nem para B.

Observe que temos

(13) 1+ N(H+T) =N +S4+Sg.
l min{l,m}
NA=8, > AR [A® — ] +55 3 AR [BO = a1,
(14) k=1 k=1

min{l,m}

NB =S iB(m*’ﬂ (B8 =By +54 Y BUH[A® = gy |,

k=1 k=1
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Como a moeda que estamos considerando no jogo é honesta, (14) nos diz que

min{l,m}

l
k=1 k=1
(15) m min{l,m}
k=1 k=1

Defina agora a operacdo A : B como segue, onde A pode ser igual a B.

min{l,m}
A:B= Z oh—1 |:A(k) = B(k)} .
k=1

Assim, igualando as expressoes em (15), obtemos uma igualdade bem simples.

S42 B:B—-B:A

S A:A—A:B°

Vale ressaltar que a relagdo de vitdria entre os padroes escolhidos neste jogo ndo sdo transitivas.
Por exemplo, suponha que jogadores 1, 2 e 3 escolheram as sequéncias HHTH, HTHH e THHH,
respectivamente. Temos que o jogador 1 vence o jogador 2 com probabilidade 3/2 e o jogador 2 vence
o jogador 3 com probabilidade 7/5, porém, o jogador 3 vence o jogador 1 com probabilidade 7/5.
De fato, se o jogador 1 escolheu a sequéncia 7,...,7;, o jogador 2 sempre ganhard se escolher a

sequéncia ToT1, T2, ..., T—1 (veja o exercicio 10.1.1).

10.1. Problemas e exercicios. Todos estao convidados a trabalhar nos seguintes exercicios.

1. Seja 7,..., 7 a sequéncia escolhida pelo jogador 1 no jogo “Penney ante”.
() Mostre que o jogador 2 sempre venceré caso escolha a sequéncia To7y, T2, ..., Tj—1.
(i) A sequéncia To71,T9,...,7—1 € a melhor escolha para o jogador 2 (isto ¢, a que lhe da a maior

probabilidade de vitoria)?
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11. TEORIA PROBABILISTICA DOS NUMEROS

17/05/2010

Nesta secao utilizaremos a seguinte forma da desigualdade de Chebyshev.

(16) Pr (|X ~ E(X)| > wy/var(X)) < 4.

w

onde w é um numero positivo qualquer. O seguinte lema também serd necessario.

Lema 44.

Zl =Inlnz + O(1).

p<w

Demonstracdo do limite inferior. Lembre que, para qualquer n inteiro, podemos escrevé-lo de ma-
neira unica na forma n = mq?, onde m é livre de quadrados, isto &, m nao é divisivel por nenhum

quadrado perfeito. Assim, temos que

1 1 1
S-y|Lx k
n<x m<x qg\/:%

Mas

Portanto, logz < 2][ (1 +1/p) <2]],<, el/P = 2eXp<a /P Agsim,

Zl/p >Inlnz + O(1)

p<z

Definigao 45. Denotamos por v(n) o niimero de primos positivos que dividem n.

LOs resultados desta secao foram apresentados pelo aluno Thiago da Silva Pinheiro.
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O seguinte teorema nos diz, de forma grosseira, que quase todo ntamero n possui uma quantidade

de fatores primos muito préxima de Inlnn.

Teorema 46 (Hardy-Ramanujan [12]). Seja w uma func¢ao qualquer tal que w = w(n) — oco. A

quantidade de elementos x € [n] tais que |v(z) —Inlnn| > wvInlnn é o(n).

Demonstragao (feita por Turdn [19]). Utilizaremos o método do segundo momento. Tome z € [n]
escolhido aleatoriamente com distribui¢ao uniforme. Para p primo, denotamos X, =1 se plz
e X, =0 caso contréario. Fazendo m = nt/10 dizemos que X = X(z) = Zpgm Xp, onde este
somatorio é sobre todos os primos menores que m. Observe que X (z) representa a quantidade de
primos néo maiores que m que dividem x. Ademais, podemos notar que ndo existem mais que 10
elementos maiores que m que dividem z. Assim, temos que v(z) — 10 < X (z) < v(z).

Podemos calcular o valor esperado de X. Temos E(X,) = [n/p|/n = 1/p+ O(1/n), onde a
tltima igualdade segue do fato de z — 1 < |z] < z. Portanto,

E(X(z)) = ) E(X,)

p<m

=Y (1/p+0(1/n))

p<m

=Y 1/p| +0(1)

p<m

=Inlnn+ O(1),

onde a dltima igualdade segue do Lema 44.
Precisamos agora calcular a variancia de X (x). Vimos em segoes anteriores que se X =) ¢ Xg,
entdo temos que var(X) = > g var(Xg) + g 1) g7 c0v(Xs, X1). Assim, precisamos saber os va-

lores de var(X,) e cov(X,, X,) para p # q.
var(Xp) = E(XpQ) - E(Xp)2
=E(X,) - E(Xp)2

o) -+o(2)
230l
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Portanto,

S (1) ()

p<m pS<m p p n
1
=Y - |+0()
pSmp
=Inlnn+ O(1),

onde a dltima igualdade segue do Lema 44. Para a covariancia, temos

cov(Xp, Xy) = E(X,Xg) — E(Xp)E(X,)
n/pa]  In/p] [n/d]

Portanto,

pF£q " P4
2m 1
S - —
p<m p

=2n"Y%nlnn + O(1))
=o(1).

Com isso, vemos que a covariancia ndo tem nenhum efeito sobre a variancia de X (z). Logo,

var(X(x)) = Z var(X,) + ZCOV(Xqu)

p<m DPFq

=Inlnn+ O(1).

Utilizando a desigualdade (16) e lembrando que v(z) — 10 < X < v(x), temos que
Pr (]v(x) —Inlnn| > wvlnlnn) <w?

onde w = w(n) tende a infinito quando n tende a infinito. Isto completa a prova. U

O seguinte teorema mostra um importante resultado, obtido por Erdds e Kac em 1940, que
relaciona a quantidade de fatores primos de um nimero n com a distribuicao normal.
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Teorema 47 (Erdés—Kac [5]). Para todo t € R, se x € [n] é escolhido aleatoriamente com distri-

buicao uniforme, entdo

_ v(z) —Inlnn ) 1 /OO /9
lim Pr{ ———— >t| = — e 512 ds.
n—00 ( Vinlnn V2 Jt
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12. TEORIA PROBABILISTICA DOS NUMEROS - CONTINUAGCAO

24/05/2010

Provaremos agora o Lema 44, isto é, mostraremos que Zp<1’ 1/p = Inlnz + O(1). Para isto,

precisaremos utilizar alguns resultados.

Lema 48 (Soma de Abel). E verdade que
E:MNﬂHZA@ﬂﬂ—M@ﬂﬁ—/AWWWM&

onde A(0) =3 _.<pa(r).

Demonstra¢ao. Consideramos, nesta prova, s e t inteiros, porém, o mesmo resultado é vilido sem

esta restrigdo (veja o exercicio 12.1.1). Sabemos que

k+1 k+1
[ aws ey = [ Aw)6)as

k+1
=AW | 7(6)do

= A(R) (f(k+1) = f(F)).

Assim,

s+1
[ A0 £©)d0 = AG) (F(s+ 1) - £5).

s+2
/+_Mmfwysz@+1ﬂﬂs+m—f@+my

+1

| A @0 = a¢=1) (0 - - 1),

-1

LOs resultados desta secao foram apresentados pelo aluno Thiago da Silva Pinheiro.
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Portanto,

— s+ D(A(s +1) — A(s))

—f(s+2)(A(s+2) — A(s+1))

— St = DA -1) - A(t - 2))

+ A= 1)f(t) + (f(D)a(t) — f(t)a(t)).
Mas, como A(k + 1) — A(k) = a(k), temos que

/ A(0)f'(0)d0 = —A(s)f(s) = D alr)f(r) +A@)f(2).

s<r<t
Assim, o resultado segue. O

O seguinte lema também sera necessario.

Lema 49. A igualdade . (Inp)/p =Inz+0O(1) € vdlida, onde x € R e a soma € sobre os primos

nao maiores que T.

Demonstracdao. Estimaremos o valor de Inz! de duas maneiras distintas. Primeiro, observe que

g (31 e
=3 ([5)me) (5]« 5]+ ) o)
(17) <§E(;_1np>+x”(<1+p13...>1np)
X ([5)me) 2T
M(_; 1np> +0().

Mas veja que 0 < ff“ Intdt —Ilnz = ff“ In(t/x)dt < ff“(t/az —1)dt =1/2x. Assim,

> </nn+llntdt - lnn> = O(Inx),

n<zr—1
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de onde concluimos que

/lntdt— Z Inn = O(Inz).

1 nlz—1

Logo, temos que zlnz —z +1—3% -, Inn = O(Inz). Portanto,

Zlnn =zlnn+ O(x).

n<x

Desta forma, Inz! = xInn + O(x). Isto, juntamente com (17), nos diz que

(18) 3 (EJ lnp> —zlnz+O0(x).

p<z

Observando que > .. ([z/p/Inp) =3 _ (z/p+ O(1)) Inp, obtemos

(19) Z (YBJ lnp> = Z <$ lnp) + O(n(z)Inx),
p<w p p<z p
onde 7(x) denota a quantidade de primos nao maiores que z. Dividindo (18) e (19) por x, temos

3 <1npp> —Inz+0(1)+0 <gg7;(lf1)1:> ‘

p<w

Mas é verdade que 7(z) = 0(x/Inz) (Este fato sera provado na proxima segao). Com isto, comple-

tamos a prova, pois

> (mpp> =1Inz 4+ O(1).

p<z

Vamos & prova do Lema 44, isto é, provaremos que Zpga; 1/p=Inlnz + O(1).

Demonstracao do Lema 44. Tomando f(r) = 1/lnr e fazendo a(r) = (Inp)/p se r = p para p primo

e a(r) = 0 caso contrario, obtemos a seguinte relacao ao aplicar o Lema 48 (Soma de Abel).

1 Ax) At
Z]; ~ Inz +/2 t(Int)? dt.

p<z
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Mas como A(z) =}, (Inp)/p, obtemos, pelo Lema 49,

1 % 1n O(1
Zp:1+0(1)+/2 f(;t)g)dt

B T T O(1)
—1+0(1)+ i tlnt+/2 t(lm)?dt

p<z

0(1)

dt
t(Int)?

=Inlnz 4+ O(1) +/
2

=Inlnhz+ O(1).

12.1. Problemas e exercicios. Todos estdao convidados a trabalhar nos seguintes exercicios.

1. Prove o Lema 48 sem a suposicao de que s e t sejam inteiros.

40



13. TEORIA ADITIVA DOS NUMEROS

31/05/2010

Em uma carta enderecada a Euler, Goldbach propés, em 1742, a seguinte conjectura.
Conjectura 50 (Goldbach). Para todo n > 2 par, existem primos p, q tal que p+ q¢ = n.

Computacionalmente ja foi verificado que tal conjectura é valida para n < 4x 10'1. Os seguintes

resultados dizem respeito a esta conjectura.
Teorema 51 (Lagrange). Todo natural pode ser escrito como soma de no mdzimo quatro quadrados.
Teorema 52 (Fermat). Todo primo p =1 (mod 4) pode ser escrito como soma de dois quadrados.

Teorema 53 (Vinogradov). Todo inteiro impar suficientemente grande pode ser escrito como soma

de no mdzimo trés primos.

Teorema 54 (Shnirelman). Erziste uma constante h tal que todo inteiro n > 2 pode ser escrito

como soma de no mdximo h primos.

Provaremos o Teorema 54. Para tal, considere o conjunto A = {0 < a1 < a2 < ...} CN

e seja A(z) = max{k: ar <z} a quantidade de elementos de A ndo maiores que x. Definimos a

densidade de Shnirelman como o(A) = inf,>1 A(n)/n. Podemos observar os seguintes fatos sobre a
densidade de Shnirelman.

(7

(ii

Sel¢ A, entao o(A) = 0.
Seap =1+ (k—1)d, para k =1,2,..., entdao o(A) = 1/d.

Se a,, = n?, para n > 1, entdo o(a) = 0.

)
)
(#i) Se ap = |(1+ a)™], para a > 0, entdo o(A) = 0.
(i)
)

(v) Se 1 € A mas o(A) = 0, entdo, para todo € > 0, existe m arbitrariamente grande tal
que A(m) < em.
(vi) o(A) =1 se e somente se {1,2,...} C A.

Dados A, B C N, definimos A+ B ={a+b:a € A, b € B}. Em geral, para Aj,..., Ay C N,
temos que Ay + ...+ Ap = {a1 + ...+ ap: a; € A; para todo i}. Considere também os seguintes
conjuntos.

1) §={0,1,4,9,16,...}, o conjunto de todos os quadrados perfeitos.

2) (AN+1)={z € N: z =1 (mod 4)}.
3) P={p1 <p2<...}, oconjunto de todos os primos.
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4) Po=PU {0}
Podemos reescrever a Conjectura de Goldbach e os teoremas enunciados anteriormente com

base nesses conjuntos.

Conjectura 50 (Goldbach). 2P D {n > 2: n € N par}.

Teorema 51 (Lagrange) 45 D N.

Teorema 52 (Fermat) 25 D PN (4N +1).

Teorema 53 (Vinogradov) Existe ng tal que 3Py D {n € N: n > ng, n impar}.
Teorema 54 (Shnirelman) Existe h € N tal que hPy D N\ {1}.

A seguinte defini¢do serd importante.

Definicao 55. Dizemos que A C N é uma base de ordem h de N se hA D N. Ademais, se existe h

tal que A é base de ordem h, entao dizemos que A é uma base de ordem finita.

Os seguintes resultados compdem a prova do Teorema 54 (Shnirelman).
Teorema 56. Se 0 € AC N e o(A) >0, entao A é base de ordem finita.
Lema 57. Se A =2P +{0,1}, entio o(A) > 0.

Teorema 58. O Teorema 56 ¢ o Lema 57 implicam o Teorema 54.

Demonstracao do Teorema 58. Seja A como no Lema 57. Pelo Teorema 58, A é base de ordem h,
para algum h. Seja N > 2. Como A é base de ordem h, temos que 0 < N —2=aj + ...+ ap,
com a; € A para todo i. Sem perda de generalidade, temos N —2 =k + (p1 +q1) + ...+ (0 + @),
onde k+1<h e {pi,q} € P para todo i. Se k = 0, entdo podemos escrever N da seguinte
forma: N=24+p1+q + ...+ p + q, isto é, como soma de 2l + 1 < 2h primos. Suponha que
temos 0 < k=2m+r, com r € {0,1}. Ser =0, entdo N =2(m+ 1) + Zizl(pi + qi). Assim, N
é soma de m + 1 + 21 < 3h primos. Se r = 1, entdo N = 3 + 2m + Zﬁzl(pi + ¢;). Logo, N é soma
de 2m + 1 + 2] < 3h primos. Concluimos que (3h)Py D {2,3,...}. O

A fim de provar o Teorema 56, precisamos provar alguns lemas e corolarios.
Lema 59. Suponha que 0 € ACNeO0e€ BCN. Seh>0e A(n)+ B(n) >n, entaon € A+ B.

Demonstracio. Sen € Aoun € B, entdo n € A+ B. Portanto, podemos considerar n ¢ AUB. As-
sim, temos A(n — 1)+ B(n—1) = A(n) + B(n) > n. Suponha ANn—1]={a1 <azx<...<a,}
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eBNn—1]={b1 <by<...<bs}. Considere Aen—(BNn—-1])={n—->bs<...<n—"b}.
Como r+ s = A(n — 1) + B(n — 1) > n, segue que existem 4, j tais que a; = n — b;. Portanto,

temos n = a; + b;. O

Corolario 60. Seja 0 € A C NeO € BCN. Sec(A)+o(B) > 1, entao n € A+ B para
todo n > 0.

Demonstragao. Fixado n, temos que A(n) + B(n) > no(A) + no(B) > n. Pelo Lema 59, temos
quen € A+ B. O

Corolario 61. Se0 € A e 0(A) > 1/2, entao A é uma base de ordem 2, isto é, 2A D N.

Lema 62. Se 0 € A C NeO e B CN, entio 0(A+ B) > 0(A) + o(B) — o(A)a(B), isto
é,1—0(A+B)<(1-0(A))(1—-0(B)).

Observagdo. Mann provou um resultado melhor que o apresentado no lema acima, onde concluiu
que 0(A+ B) > 0(A) + o(B).

Por indugdo em h, podemos provar o seguinte resultado.
Corolario 63. Se 0 € A; CNparai=1,...,h, entdo 1 — (A1 + ...+ Ap) <[, (1 — o(4)).
Finalmente estamos aptos a provar o Teorema 56.

Demonstracao do Teorema 56. Seja A C N com 0 € Ae o(A) > 0. Entao 1 —o(A) < 1 e portanto
existe k tal que (1—c(A))¥ < 1/2. Assim, pelo Corolario 63, temos que 1 — o(kA) < (1 — 0)*) < 1/2.
Assim, kA é tal que o(kA) > 1/2. Pelo Corolario 61, temos que kA é base de ordem 2. Segue que A
¢ base de ordem h = 2k. d

Nos resta mostrar a validade do Lema 57. Seja r(IN) a quantidade de maneiras de escrever N
como soma de dois primos (por exemplo, r(5) = 2). Os seguintes dois lemas, quando combinados,

implicam o Lema 57.
Lema 64. Existem zo e ¢ > 0 tais que > x_, 7(N) > cz?/(log x)? para todo x > x.
O lema acima segue do fato de w(z) > ¢’z /log x para uma certa constante positiva ¢”.

Lema 65. Existem z{, e ¢ > 0 tais que Y 3_, 7(N)? < 23 /(logz)* para todo x > x}).
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Demonstragio do Lema 57. Por Cauchy-Schwarz, (33—, 7(N))? < (Cr—y (X< 7(N)?). As-
sim,
x 2 €T
(Z "”(N)> < (2P)(z) Y r(N)?
N=1 N=1
< Afz) ) r(N)?
N<z

Portanto,

" (Z?V:l r(N)
Alr) = e W)

> C
- (5)-

onde a ultima desigualdade é valida quando x > max{x,z(}. Desta forma, como 1 € A, segue

DO ~—
[\

que o(A) > min{1/ max{xo, 2}, ¢/} > 0. Portanto, estamos feitos. O

Para maiores detalhes sobre o assunto, veja o livro de Khinchin [13].
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14. UM PROBLEMA CGEOMETRICO DE ERDOS E FUREDI - CONTINUACAO

7/6/2010

Na secao 8 vimos um problema geométrico abordado por Erdés e Fiiredi em 1983 [6]. Dizemos
que P determina <tabc = « se a,b,c € P. Lembre que a;,(P) = max{0 < a < 7: P determina a},
onde P C R" com P finito. Erdés e Filiredi mostraram que existe ¢ > 1 tal que existe P C R”
onde |P| > ¢ e o, (P) < m/2 (Observe que nao podemos ter limite 7/3, pois quaisquer trés pontos
determinam um angulo ndo menor que 7/3).

Tome f5(n) = max{|P|: P C R", a,(P) < a}. Considerando o simplexo regular de dimen-
830 n, observamos que ff/?)(n) > n+ 1. Mas é verdade que ff/3(n) <n+17

Um bom exercicio é pensar no seguinte problema.

Problema 66. Fize € > 0. Prove que f§/3+6(n) > e para algum ¢ = c(g) > 0.
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15. ESTIMATIVAS DE CHEBYSHEV

14/6,/2010
O postulado de Bertrand diz que todo intervalo (n,2n|, com n > 1, contém pelo menos um
primo. Apresentamos nesta segdo uma prova elegante de um resultado que implica uma versdo mais
fraca do postulado de Bertrand, a saber, para cada ¢ > 0, existe ng = ng(e) tal que se n > ng, entao
o intervalo (n, (2 + €)n] contém pelo menos um primo. O seguinte teorema é o resultado principal

desta secdo.
Teorema 67. Para n > 4, temos que

n

(In2)

Inn Inn

Inl
<m(n) < <1n4+8nnn) n

ogn
Para provarmos o limite superior, vamos precisar da seguinte estimativa.

Teorema 68. Para n > 1, temos

Hp§4”.

p<n

Com a estimativa dada pelo Teorema 68, observe que, para todo 1 <t < n, temos

tﬂ(n)fﬂ'(t) < H p < 4n
t<p<n

Assim, aplicando o logaritmo natural dos dois lados, obtemos

nln4
Int

m(n) < +t.

Fazendo t = n/(Inn)?, temos que

)

Inl
m(n) < <ln4—|—8nnn> n

Inn Inn

desde que n > 4 (exercicio).

Antes de provarmos o limite inferior, vamos & prova do Teorema 68.

Demonstracao do Teorema 68. Utilizamos inducio em n e supomos n > 3. Se n é par, o resultado

segue por inducao, uma vez que n nao é primo. Portanto, considere n fmpar e faga n = 2m + 1.

(2m+1> _ (2m+1
m

= (m i ), entdo este coeficiente aparece duas vezes na expansao binomial

2m+1
<2m + 1> < 2 _ym

m 2

Observe que, como

de (1 +1)?™*1. Portanto,

46



Mas é facil ver que

H » '<2mm+ 1) <4

m+1<p<2m+1

Pela hipoétese indutiva, temos que

[Ire=11» II »

p<n p<m+1 m+1<p<2m+1

< gmigm
= 4"

O

Para completar a prova (provar o limite inferior), considere d,, o minimo multiplo comum
dos ntmeros 1,2,...,n. Dizemos que p°||z se p’|z e p*T! ndo divide x. Assim, se p||n, entdo
existe m < n tal que p¥||m, de onde concluimos que p < n. Portanto,

dn = H pv

p<n, p¥|[d"

SHn

p<n

— ()

Aplicando logaritmo dos dois lados da desigualdade acima, obtemos 7w(n) > Ind,/Inn. O teorema

abaixo completa a prova do Teorema 67.
Teorema 69 (Nair [16]). Para n > 7, temos que d,, > 2".

Demonstracao. Para comecar, definimos, para 1 <m < n,

1
I(m,n) = / 2™ N1 — z)" M.
0

Através da expansao binomial de (1 — x)"~ ™, obtemos
— (n—m\ 1
I(m,n) = ]Z; (—1)ﬂ( ; >m+]
Assim, é facil ver que I(m,n) é um namero racional cujo denominador divide d,, uma vez que d,

¢ o minimo multiplo comum dos niimeros 1,2,...,n. Mas note que, para todo 0 <y < 1, temos a
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seguinte igualdade.

- n—1 m—1 ! n—1
y" I(m,n) = [ (1—z+azy)" dx
0

m—1
m=1

Desta forma, para 1 < m < n, temos que

1 1
I(m,n) = — = -
) = oy = )

Com isso, temos que m(:%)\dn para 1 < m < n. Portanto, podemos concluir que n(%?)\d%’dgnﬂ
e (n+ 1)(271;1) = (2n + 1)(2:)|d2n+1. Mas como n e 2n + 1 sao niimeros primos entre si, temos

que n(2n + 1)(2:) |dan+1. Assim, podemos concluir que

d2n+1 Z n4”, n Z 1.
dopy1 > 2.4™ = 22 FL n>2.

dopt2 > dopy1 > 4" +1, n>4

Temos entao o resultado desejado, d, > 2", paran > 9. Paran =7 e n = 8, o resultado pode ser

facilmente verificado. (|
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