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1. GRAFOS E NUMERO CROMATICO

2/6,/2009

1.1. Um grafo G = (V, E) é a estrutura composta por um conjunto de vértices V e um conjunto

de arestas E, onde uma aresta ¢ um par nao ordenado de vértices {z,y}.

1.2. O nimero cromdtico x(G) de um grafo G é o menor nimero de cores tal que é possivel
colorir propriamente os vértices de G, isto é, de forma que vértices adjacentes devem receber cores

diferentes.

1.3. O grau de um vértice v, denotado deg(v), é o nimero vizinhos de v, isto ¢, o numero de vértices

adjacentes a v.

1.4. Denotamos por §(G) = min{deg(v): v € V'} 0 grau minimo de G e A(G) = max{deg(v): v € V'}

o grau maximo de G.

1.5. Uma questao importante sobre ntimeros cromaticos, conhecida como o Problema das 4 cores,

foi proposta por Guthrie (1852) e respondida por Appel e Haken (1977) [1].

Teorema 1 (Teorema das 4 cores (Appel e Haken '77)). Todo grafo planar pode ser colorido pro-

priamente com 4 cores.

A demonstracao dada por Appel e Haken faz uso do computador e nao pode ser verificada sem
ele, de modo que nao é uma prova completamente satisfatoria. Para saber mais sobre a histéria do

problema, detalhes de provas e generalizacoes, veja a pagina do pesquisador Robin Thomas:

http://people.math.gatech.edu/“thomas/

Notas por Guilherme Mota



1.6. Problemas e exercicios. Todos estao convidados a trabalhar nos seguintes problemas, exer-

cicios e observacoes.

0.

Quais grafos G sao tais que x(G) > 37 A resposta é simples:
(i) x(C**1) =3, onde C* & um circuito com £ vértices.

(ii) Se x(G) > 3, entdo G contém um circuito impar.

. E facil ver que x(G) < A(G) + 1. Quais grafos conexos sdo tais que x(G) = A(G) + 1?7

Grafos completos e circuitos impares sao exemplos de grafos para os quais vale a igualdade

acima. Existem outros grafos que satisfazem tal igualdade?

. Sejam dados grafos G1 = (Vi, E1) e Go = (Va, E2). Definimos um novo grafo, pondo G1UGs =

(V1 U Vs, Ey U E3) (possivelmente, Vi NVa # & e E1 N Ey # &). Mostre que x(G1 U Gg) <
X(G1)x(G2).

. Sejam dados grafos G; = (V1,E1) e Go = (Va, E3). Definimos um novo grafo G; x Gy =

(Vi x Vo, E), onde E = {{(xl,xg),(yl,yg)}: {z1,11} € E1 e {xa,y2} € Eg}. Mostre que
X(G1 % G2) < min{x(G1),x(G2)}-
Mostre que x(G1 x G2) = min{x(G1), x(G2)}.
(i) Este fato foi conjecturado por Hedetniemi e ainda nao se sabe se o resultado é vélido.
(i) Sabe-se que o resultado é verdadeiro se x(G1) = x(G2) = 4.
(4i1) Em geral, o resultado nao vale para grafos com namero cromaético infinito. Existem Gy
e Gy tais que x(G1) e x(G2) sdo nao-enumeraveis e G; X Gy tem numero cromatico

enumeravel.

. Seja G = (N, E) um grafo sobre os nimeros naturais. Suponha que x(G') < 2009 para

todo G’ com |V (G’)| < oo obtido de G removendo-se todos os vértices em N\ V(G’). Mostre
que x(G) < 2009.

. Encontre um grafo G com x(G) > 2009 que nao contém um triangulo.

. Seja G = (R%,E), onde E = {{z,y}: z,y € R? e dist(z,y) = 1}. Encontre boas cotas

inferiores e superiores para x(G).



2. GRAFOS DIRIGIDOS E GRAFOS PERFEITOS

9/6,/2009

—

2.1. Um grafo dirigido (G) é um par (V, A) onde A é um conjunto de pares ordenados de vértices.

Chamamos uma aresta dirigida de arco.

2.2. O grafo linha L(G) de G = (V, A) é o grafo (ndo-dirigido) com conjunto de vértices A e em

L(G) temos a aresta {a,a'} se a = (z,y) e a’ = (¢/,y') com z' = y.

2.3. O nimero de clique w(G) de um grafo G é a quantidade de vértices do maior grafo completo

(clique) contido em G. Observe que a desigualdade x(G) > w(G) é verdadeira.

2.4. Um subgrafo induzido G' = (V',E') de um grafo G = (V,E) é o grafo formado por um

subconjunto de vértices V/ de V e pelas arestas cujas duas extremidades encontram-se em V.

2.5. Um grafo G ¢é dito perfeito quando x(G') = w(G’), para todo subgrafo induzido G’ de G.
Observe que, por exemplo, os grafos que contém C°, C” ou C7 nao sdo perfeitos. E um bom

exercicio calcular x(C7) e w(CT).

2.6. Uma drvore T é vazia ou da forma (r;T1,T5,...), onde r &€ um vértice chamado raiz de T e os
T; sdo arvores nao-vazias (possivelmente, a lista de arvores é vazia, isto é, T = (r)). As raizes dos

T; sao os filhos de 7.

2.7. Um caminho (descendente) em uma arvore T é uma sequéncia da forma rg, 71,..., onde r; é

filho de 7;_1 para todo ¢ > 0.

Lema 2 (Lema de Koénig (D. Kénig '36)). Toda drvore infinita (com infinitos vértices) em que a

quantidade de filhos de cada vértice é finita possui wm caminho infinito.

Demonstra¢ao. Pode ser provado por inducao, utilizando o fato de que uma particao finita de um

conjunto infinito necessariamente contém uma parte infinita. (I
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Coroléario 3. Seja uma sequéncia infinita de sequéncias, onde os a; ; pertencem todos a um conjunto

finito

S1 = a1

S2 = (21,022

s§3 = 0a3;1,03,2,03;3

S = 51,042,043, ..,04

Entao existe uma sequéncia infinita

s =ay,az,...

tal que, para todo n, existe um N tal que s e sy coincidem em seus primeiros n simbolos.
Demonstra¢ao. Monte uma arvore com os s; e aplique o Lema de Konig. ]

Observagao. O corolario acima implica o Teorema de de Bruijn—Erdds, que é uma generalizacao do

exercicio 1.6-5. Para saber mais sobre este teorema, veja [3] e [23].

2.8. Problemas e exercicios. Todos estao convidados a trabalhar nos seguintes problemas, exer-

cicios e observacoes.

—

1. Mostre que x(L(G)) > log, x(G).

A desigualdade acima pode ser 1util na resolugao do exercicio 1.6-6.

2. Sejam I, I, ..., I, C R intervalos na reta.

(i) Defina o grafo G sobre V(G) = {1,2,...,n} pondo {i,j} € E(G) se e somente se
I; N I; # @. Prove que x(G) = w(G). Ademais, conclua que G ¢é perfeito.

(i) Defina o grafo H sobre V(H) = {1,2,...,n} pondo {i,j} € E(H) se e somente se
I;nI; = @. Prove que x(H) = w(H). Ademais, conclua que H é perfeito.

3. Fixe um grafo G. Seja Pg(A) o numero de coloragoes proprias de G com no méximo A cores
(A € N). E importante notar que Pg(\) > 0 < x(G) < X. Prove que Pg()\) ¢ um polinémio
em .

Pg(X) é conhecido como polinémio cromdtico e foi introduzido por George David Birkhoff
em 1912 na tentativa de provar o Teorema das quatro cores. Sua idéia era tentar mostrar que
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se G é um grafo planar, entao Pg(4) > 0. W. T. Tutte conseguiu mostrar que Pg(7+2) > 0,

onde 7 é a razao aurea (~ 1.618).



3. GRAFOS E NUMERO CROMATICO - CONTINUACAO

16/6,/2009
3.1. Sejam x = (z1,x2,...,2,) E R ey = (y1,Y2,.-.,Yyn) € R™. A distancia euclidiana entre esses
n 1/2
dois vetores é dada por dist(x,y) = (Z (x; — yZ)Q) .
i=1

3.2. Um grafo G¢ é o grafo complementar de um grafo G se possui o mesmo conjunto de vértices
de G e {x,y} & uma aresta em G° se e somente se {z,y} ndo é uma aresta em G. Um grafo
G ¢ dito autocomplementar se é isomorfo ao seu complemento G¢ (C® & um exemplo de grafo

autocomplementar).

3.3. Sejam G = (V,E) e e = {z,y} € E. Definimos dois novos grafos:

(i) G—e=(V,E\{e}) & o grafo formado pelo mesmo conjunto de vértices de G e pela remocao
da aresta e.

(1) G/e = (V',(E\ {e}) UE'), onde V' = (V \ {z,y}) Uz e E’ é o conjunto de arestas {z,i},
para todo i € Ng(z) U Ng(y), onde Ng(i) representa o conjunto de vizinhos do vértice i no

grafo G (a Figura 1 ajuda no entendimento da defini¢ao).

G-e

Gle

FI1GURA 1. Exemplos dos grafos G — e e G/e obtidos a partir de um dado grafo G.

3.4. (Ajuda para solugao da questao 1.6-6) O grafo de Mycielski-Grotzsch (veja Figura 2) é um
grafo G livre de tridngulos tal que x(G) = 4. Ademais, é o menor grafo livre de triangulos tal que
seu nimero cromético é maior que trés. Generalize o grafo de Mycielski—Grotzsch para obter um
grafo com nimero cromético k livre de tridngulos.
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Ficura 2. Grafo de Mycielski—Gro6tzsch.

3.5. (Ajuda para solugao da questao 2.8-3) Mostre que Pg(\) = Pg_c(\) — Pg/e()). Feito isso,

basta aplicar a igualdade recursivamente.

3.6. Problemas e exercicios. Todos estao convidados a trabalhar nos seguintes problemas, exer-
cicios e observagoes.
1. (Exercicio 1.6-6 revisitado)
(i) Encontre um grafo G com x(G) > 2009 que nao contém tridngulos nem circuitos de
comprimento quatro e cinco (C3, C* e C9).
(ii) Mostre que para todos K,L inteiros, existe um grafo G com x(G) > K tal que G nao
contém circuitos de comprimento [ para l =3, ..., L.
2. O exercicio 1.6-7 fala sobre cotas para x(G), onde G = (R?, E) com E = {{:c,y}: T,y €
R? e dist(z,y) = 1}. Mostre que 4 < x(G) < 7.
3. Seja G = (R™, E) onde E = {{z,y}: z, y € R" e dist(z,y) = 1}. Quao rapidamente cresce
X(G) quando n tende a infinito?
4. Seja G = (R™, F') como definido no exercicio anterior.
(i) Mostre que x(G) < f(n), para alguma fun¢ao f(n).
(#i) Sabemos que x(G) > n + 2. E verdade que x(G)/n > 2009 para todo n suficientemente
grande?
5. Seja G um grafo com n vértices. Calcule o valor do polinémio cromatico Pg(\) quando G é
um dos seguintes grafos:
(i) Arvore.
(#i) Circuito.
(ii1) Grafo completo.
)

(iv) Grafo vazio (isto é, sem arestas).



6. Seja G um grafo com n vértices. Determine o grau e o coeficiente lider (coeficiente do monoémio
de grau mais alto) do polinomio cromatico Pg(X) de G.

7. Professor Néscio descobriu um grafo autocomplementar com 2009 vértices e nimero cromético
44. Ele achou isto um tanto contraditério. Explique por que Professor Néscio estd certo em

desconfiar de sua descoberta.



4. GRAFOS E NUMERO CROMATICO - CONTINUACAO
23/6,/2009

4.1. Problemas e exercicios. Todos estao convidados a trabalhar nos seguintes problemas, exer-

cicios e observacoes.

1. Mostre que todo grafo conexo com n vértices, m arestas e circuito minimo de comprimento
(namero de arestas) g satisfaz
g

<2 _(n-2).
m< Lon—2)

2. Mostre que um grafo é bipartido se e somente se todos os seus circuitos tém comprimento
par. Conclua que um grafo bipartido planar com n vértices tem no maximo 2n — 4 arestas,
logo K333 nao é planar.

3. Mostre que um grafo planar que nao possui triangulos (isto é, circuitos de comprimento trés)
é 4-colorivel. (Na verdade, é possivel mostrar com argumentos mais complicados que tal grafo
é 3-colorivel.)

4. Decida se os seguintes grafos, dados por seus conjuntos de vértices V' e arestas E sao planares
ou nao. Justifique a sua resposta.

(i) V=41,2,3,4,5,6,7,8},
E ={12,13,14, 15,18, 23, 26,27, 34, 35,45,46,47, 48,57, 68, 78}.
(ii) Grafo de Petersen
V={A,B,C,D,E,a,b,cd,e},
E ={Aa,Bb,Cc,Dd,Ee, AB, BC,CD,DE,EA,ac,ad,bd, be, ce}.
(iin) V =1{1,2,3,4,5,6,7,8},
E ={12,13,14, 15,23, 26, 27, 34, 36, 37, 48, 58, 56, 67, 66, 78}.

5. O n-cubo C™, ou cubo de dimensao n, é o grafo de dimensao cujo conjunto de vértices
¢V = {0,1}" (o conjunto de vetores binarios de dimensdao n) tais que dois vértices sdo
adjacentes se e somente se eles diferem em uma Unica coordenada. Por exemplo, os vértices
adjacentes a (0,...,0) sdo todos os vetores com uma tnica coordenada igual a 1. Decida pela
nao-planaridade ou planaridade de C™ para cada inteiro positivo n.

6. Mostre que os grafos nao-planares K5, K¢, K7 e K33 sao imersiveis no toro.

7. Dados um grafo G = (V, E) e conjunto £(v) associados a cada vértice v € V, uma coloragio
de listas de G utilizando as listas (£(v))yey € uma fungao f : V — U, 4(v) que leva cada
vértice v a um elemento de £(v) de tal forma que vértices adjacentes tém imagens distintas.
O niimero de escolha ch(G) de G é o menor inteiro positivo k tal que, para quaisquer listas de
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tamanho k associadas aos vértices, o grafo é colorivel por estas listas. Prove que a diferenca

entre ch(G) e x(G) pode ser arbitrariamente grande.
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5. TEORIA DE RAMSEY

18/8/2009
A seguir apresentamos a teoria de Ramsey de diversas maneiras diferentes, através de alguns

exemplos. De forma simples, podemos dizer que a teoria de Ramsey estuda as estruturas combi-

natoérias em que é impossivel nao existir uma certa ordem.

Exemplo 1.

5.1. Conjunto convezo é um conjunto de pontos onde para quaisquer dois pontos A e B no conjunto,

o segmento de reta que liga A a B esta contido no conjunto.

5.2. O fecho convero de um conjunto de pontos no plano é o menor conjunto convexo que contém

todos os pontos do conjunto.

Teorema 4. Dados quaisquer cinco pontos no plano, trés a trés nao colineares, existem quatro

pontos que sao vértices de um quadrildtero convezo (neste caso, dizemos que 5 — 4).

Observe que 4 - 4 e 3 — 3.

Demonstragio. Seja X o conjunto dos cinco pontos no plano e F(X) o fecho convexo de X. Se
quatro ou cinco elementos de X sdo vértices de F'(X), ndao ha o que fazer. Portanto, suponha que
apenas trés pontos sao vértices de F'(X). Dessa forma, se tragarmos um segmento de reta r entre
os dois pontos internos de F(X), temos um quadrilatero convexo tendo como vértices tais pontos

internos e dois dos veértices de F(X). O

Exemplo 2.

Teorema 5 (Erdds-Szekeres '35 [9]). Uma sequéncia de n* + 1 niimeros contém uma subsequéncia
crescente! de m + 1 elementos ou uma subsequéncia decrescente® de n + 1 elementos (neste caso,

dizemos que n®> +1 —n+1).

Observe que n? - n + 1.

11'k1 STy <o STk,

2
33j1>33j2>...>1’jn+1
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Demonstracao. Seja xi, x2,...,T,2,1 asequéncia com os n?+1 ntmeros. Defina ¢; (d;) a quantidade
méxima de elementos em uma subsequéncia crescente (decrescente) terminada em z;. Suponha, por
contradicdo, que ¢;,d; < n para todo 1 < i < n? + 1. Entdo, ha um total de n x n = n? pares
(¢i,d;) possiveis. Pelo principio da casa dos pombos, ha i < j com (¢;,d;) = (¢j,d;), uma vez que a
sequéncia contém n? + 1 pontos. Se z; < x; entao existe uma subsequéncia crescente com c¢; termos
terminada em x;, mas essa subsequéncia juntamente com x; forma uma subsequéncia crescente
com c¢j + 1 termos, uma contradi¢do. Se z; > x; entao existe uma subsequéncia decrescente com
d; termos terminada em z;, mas essa subsequéncia juntamente com z; forma uma subsequéncia

decrescente com dj; + 1 termos, uma contradicao. U

Exemplo 3.

5.3. Dizemos agora que n — (r, s) se para qualquer coloragio de arestas de um grafo completo com
n vértices e duas cores (digamos, azul e vermelho), existe um subgrafo completo com r vértices onde
todas as arestas sao vermelhas ou um subgrafo completo com s vértices onde todas as arestas sao

azuis.

5.4. Denotamos min{n: n — (r,s)} por R(r,s). Observe que ao invés de min, deveriamos utilizar
inf, uma vez que , a principio, o conjunto em questao poderia ser vazio (no Teorema 6 vemos que

tal conjunto nao é vazio).

Teorema 6 (Ramsey '30 [24]). Para todo r,s > 2, existe n tal que n — (r,s). Ademais, R(s,t) <
R(s—1,t) + R(s,t — 1).

Um exemplo cléssico é o caso 6 — (3, 3), isto &, para qualquer coloragdo com duas cores de um
grafo completo com seis vértices, temos um tridngulo monocromético. Outra forma de pensar é que
em um grupo de seis pessoas sempre existem trés pessoas que se conhecem mutuamente ou trés que

nao se conhecem mutuamente.

Demonstragdo. Claramente, R(r,s) = 1 se r = 1 ou s = 1. Provamos o resultado por indugao
em r + s. Supomos r,s > 1. Sejan = R(r —1,s) + R(r,s — 1) e considere uma coloracao
x: E(K™) — {vermelho,azul} das arestas de K". Fixe v € V(K").

X ={x e V(K")\ {v}: {v,2} é vermelho}

Y ={ye V(K")\{v}: {v,y} é azul}.
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Se |X| > R(r — 1, ), entdo, por hipotese de inducdo, encontramos um K"~! vermelho ou um
K* azul. No caso de encontrar um K* azul, ndao ha o que fazer. Mas entdo o K"~! vermelho
em X juntamente com o vértice v formam um K" vermelho, como queriamos. Analogamente, se

|Y'| > R(r,s—1) estamos feitos. Pela escolha de n, temos |X| > R(s—1,t) ou |Y| > R(s,t—1). O

Segue do teorema acima que R(r, s) < (T':fIQ) (exercicio: verifique!). Particularmente, R(r,7) <

(2:__12) < 4", Outro fato conhecido é que R(r) = R(r,r) > 2l2) ~ /2", para r > 3. Desses dois

fatos, vemos que seria interessante conhecer o valor de lim +/ R(r), porém nao sabe-se nem mesmo
r—00

se tal limite existe.

Uma tabela atualizada com os valores conhecidos e limites inferiores e superiores para varios

numeros de Ramsey pode ser vista no survey "Small Ramsey Numbers" de Radziszowski em

http://www.combinatorics.org/Surveys/dsl/sur.pdf

Exemplo 4.

Teorema 7 (Schur 16 [25]). Se colorirmos N* com k cores, hd uma solugdo monocromdtica de

T+ 1y =z, isto é, solugdo onde T, Yy e 2z possuem as MeSMas cores.

Demonstragao. Seja n tal que n — (3,3,...,3) (veja exercicio 5.5.4) e ¢: N* — {1,...,k} uma
~————

k vezes
coloracao de N*. Seja K, o grafo completo com n vértices colorido com k cores, de modo que os

vértices sao rotulados de 1 a n e uma aresta {i,j}, i < j recebe a cor ¢(j — i). Pela escolha de n,
existe um tridngulo monocromatico formado por ¢, j e k, com i < j < k. Desta forma, basta fazer

r=j—t,y=k—jez=k—1. ]

5.5. Problemas e exercicios. Todos estao convidados a trabalhar nos seguintes problemas, exer-

cicios e observagoes.

1. Dado n € N, existe N € N tal que dados quaisquer N pontos no plano, trés a trés nao
colineares, existem n pontos que sao vértices de um poligono convexo com n vértices (Se sim,
dizemos que N — n)?

(i) Como visto anteriormente, quando n = 4, basta fazer N = 5.
(ii) Mostre que 8 » 5e 9 — 5.

2. Mostre que as seguintes afirmacdes sdo validas para todo a,b > 1, onde z — (y, z) diz que
qualquer sequéncia com x nimeros contém uma subsequéncia crescente com y numeros ou
uma subsequéncia decrescente com 2z numeros.

(i) ab+1— (a+1,b+1).
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(i) ab-» (a+1,b+1).
3. Mostre que R(r,s) < (rjff) (Dica: prove utilizando inducao).
4. (Generalizacdo de Ramsey) Mostre que para todo k > 2 existe n tal que n — (3,3,...,3)
—_——

k vezes
(K, possui um triangulo monocromatico).

"3 isto é, para qualquer k, dada uma

5. Investigue se x +y = 3z tem a "propriedade de Schur
coloragdo c: N* — {1,..., k}, existe solugio monocromatica para x + y = 3z.
6. Investigue se  + y = 2z, com z # y, tem a propriedade de Schur (Observe que, nesse caso,

x, z, Yy é uma progressao aritmética).

3A motivagao para utilizar o termo "propriedade de Schur" é clara, porém, na literatura esta propriedade é conhecida
como "propriedade da particao regular".

14



6. TEORIA DE RAMSEY - CONTINUAGAO
25/8/2009
Jogo da velha.

6.1. O jogo 32, também conhecido como jogo da velha, é um jogo para duas pessoas que consiste
em um quadrado particionado em 3 x 3 quadrados menores, onde cada jogador marca um quadrado
por vez e o vencedor é o jogador que conseguir marcar uma linha primeiro que o outro. Neste jogo
nao existe estratégia vencedora (sequéncia de jogadas onde a vitoria sempre é alcangada) para o

primeiro jogador e sempre existe uma estratégia em que o segundo jogador pode garantir o empate.

6.2. Generalizagoes do jogo da velha para dimensdes maiores sao bem interessantes. Temos, por
exemplo, o jogo 32, onde o tabuleiro é o hipercubo tridimensional de lado trés, onde qualquer linha
do hipercubo garante a vitéria. Neste caso, o primeiro jogador possui uma estratégia vencedora.
Outra generalizacao bastante conhecida é o jogo 42, em que o tabuleiro é o hipercubo tridimensional

de lado quatro. Dadas essas generalizacoes, fica claro o que vem a ser o jogo k.
6.3. Defina f(k) = inf{d: primeiro jogador ganha k?}. Por exemplo, f(3) = 3.
Numeros em Teoria de Ramsey.

6.4. Lembre-se que V2' =282 < R(s) < (258—_12) < 22572 < 4% (onde para a primeira desigualdade,
supomos que s > 3). Portanto existe um "gap" bem grande entre os limites inferior e o superior para
R(s). Tal limite inferior foi dado por Erdés [5], através de uma prova nao-construtiva, utilizando
o que hoje é conhecido como método probabilistico. Vale ressaltar que até hoje nao se conhece

nenhum limite substancialmente melhor que o obtido por Erdés.
Teorema 8 (Erdss '47 [5]). Para s > 3, temos que R(s) > 25/

Demonstragio. Fixe n = [2%/2] e considere K™. Pinte cada aresta do K™ com azul ou vermelho,
jogando uma moeda honesta para decidir (isto é equivalente a dizer que damos uma coloragao
aleatoria das arestas do K™ utilizando duas cores, com todas as coloragoes equiprovaveis).

Fixe um K* em K". A probabilidade deste K*® ser monocromatico é (1/2)(3)71 . Portanto, o
numero esperado de K®’s monocromaticos em K™ é

(”)(1/2)(3)—1 < My(-5)

S

< Zols/2+1),
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o(s/2+1)
s!

~  9(s/241) o(s/2+1) 1
< 1. Se s > 4, entao o 3T = 2(354)

o ntmero esperado de K*’s monocrométicos em K" é menor que um. Segue que existe uma coloracao

Se s = 3, é facil ver que < 1. Portanto,

de K™ sem K*® monocromético. Isto mostra que n = [2%/2]| - (s, ), ou seja, R(s) > 2°/2. O
6.5. Problemas e exercicios. Todos estao convidados a trabalhar nos seguintes problemas, exer-
cicios e observagoes.

1. Prove que no jogo k%, ou existe estratégia vencedora para o primeiro jogador, ou existe uma
estratégia para o segundo jogador que consegue garantir o empate.
2. Prove que, para k = 2,3,..., existe d tal que o primeiro jogador possui uma estratégia

vencedora em k. Em outras palavras, prove que f(k) < oo para qualquer k > 2.
2
3. Mostre que f(5) < 2% }2009.

4. Prove que R(s) > 10%s se s > 10%. Procure fazer isso com uma construcio explicita.

. R(s) . R(s)
5. Prove que Sllg)lo o2 e Slggo @ =0.
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7. TEORIA DE RAMSEY - CONTINUAGAO
1/9/2009
7.1. Um hipergrafo l-uniforme (ou l-grafo) é um par (V, E) tal que E C (‘l/) ={UcV:|U|l=1}.

Observag¢ao. Um grafo é um 2-grafo.

)

7.2. O l-grafo completo de ordem n, denotado K,(Ll , € 0 [-grafo contendo n vértices e (7) hiperarestas

(ou, simplesmente, arestas).

7.3. KV(LZ) — (Kgi), e Kgl)) significa que se colorimos as hiperarestas de KT(LI) com cores 1,...,r,

T

~ . . ! . . . .
entdo, necessariamente, existe um K §) colorido monocromaticamente com a cor ¢, para algum 4.

Teorema 9 (Teorema de Ramsey (versao generalizada)). Para todo si,...,s,, existe n tal que
l l l
(1) KO (Kég,”.,Ajj).
7.4. Denotamos por R!(sy,...,s,) o menor n para o qual vale (1).
Demonstragio. (Dica) Para provar o teorema basta usar inducio (dupla) e observar que RV (sq,...,s,) <

14+ RUED(Ry, ..., R,), onde
Ry = R(l)(sl —1,89,...,5)

Ry = R(l)(Sl,SQ —1,...,8)

R, = R(l)(81,82, ceeySp— 1),
7.5. Ja vimos os seguintes casos do Teorema 9:
e 7 =2 1=2 (veja o Teorema 6 da Secao 5).

e 7 arbitrario, [ = 2, s; = 3 para todo i (veja o exercicio 5.5.4 da Segao 5).
7.6. Teoria de Ramsey euclidiana.

7.7. x(R?) é o menor q tal que existe uma g-coloracio dos pontos de R? onde nio existem pontos

z,y € R? com mesma cor e dist(z,y) = 1.

7.8. Note que R? — ({0,1})y,-1. Isto &, se colorimos R? com y2 — 1 cores, entdo existe a configura-
¢do {0, 1} monocromatica; mais precisamente, existe uma configuragdo monocromatica congruente
a {0,1}.
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Mais geralmente, estamos interessados na relagdo R™ — (K),, com a qual queremos dizer que,

para qualquer coloragiao de R™ com r cores, existe K/ C R" congruente a K com K’ monocromético.

7.9. Dizemos que K C R¥ ¢ um conjunto de Ramsey se, para todo r, existe n tal que R? — (K),.
Ex.: K ={0,1} é um conjunto de Ramsey. De fato, fixado r, vemos que ha r + 1 pontos dois-a-dois

a distancia 1 em R". Logo, R" — {0, 1}.

7.10. Problemas e exercicios. Todos estao convidados a trabalhar nos seguintes problemas,

exercicios e observagoes.

1. Para resolver o "Problema de Klein" (exercicio 5.5.1), podemos usar a versao generalizada
do Teorema de Ramsey e um pouco de geometria. Abaixo temos duas possibilidades.
(i) Use que 5 — 4 (aplique o Teorema de Ramsey com [ = 4).
(i) Dada uma tripla (A, B,C) de pontos ndo colineares no plano, podemos distinguir dois
casos. Ou a tripla é anti-horéria, ou é horaria (veja a Figura 3). Use esta observacao e

o Teorema de Ramsey para [ = 3.

B B
® )
° ° ° ®
C A A C
Anti—horaria Horaria

Ficura 3. Triplas anti-horaria e horaria.

2. Prove que o conjunto K = {—1,0,1} ndo é um conjunto de Ramsey.

3. Prove que o conjunto dos vértices de um tridngulo equildtero é um conjunto de Ramsey.

4. Prove que o conjunto dos vértices do tridngulo pitagoérico de lados 3, 4, e 5 é um conjunto de
Ramsey.

5. Prove que o conjunto dos vértices do tridngulo de lados 2, 2, e 1 é um conjunto de Ramsey.
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8. TEORIA DE RAMSEY EUCLIDIANA - CONTINUACAO

8/9,/2009

Teorema 10 (Teorema da Compacidade). Seja K C R¥ uma configuracio finita de pontos tal que

R"™ — (K),. Entao existe L C R™ finito tal que L — (K),.

Observagao. Podemos usar o Teorema de Tikhonov (o produto de espagos topologicos compactos
é compacto) para provar o teorema acima. Provaremos a seguinte versao mais elementar do Teo-

rema 10.

Teorema 11. Seja K C RF uma configuracio finita de pontos tal que Q" — (K),. Entio exis-
te L C Q" finito tal que L — (K),.

Demonstrag¢ao. Usamos o Lema de Konig (Lema 2) para mostrar o resultado. Suponha que para
todo L C Q™ finito, L - (K),. Precisamos mostrar que Q" - (K),. Considere q1,qs,... uma
enumeracao de Q" e, para todo m > 1, seja L, = {q1, ..., qm}. Fixe uma r-colora¢ao X : Ly — [7]
de L,, que prova que L, - (K),. Queremos “colar” essas (ou parte dessas) infinitas coloragoes

para obter uma 7-coloragao de Q™ que prova que Q" - (K),. Consideremos as sequéncias

L1 xi(q)

Ly xa2(q1), x2(q2)

Ly Xm(Q1)a---va(qm)

Consideremos a arvore infinita associada as infinitas sequéncias acima. Mais precisamente,
seja T, a &rvore enraizada infinita, em que todos os noés tém r filhos. Rotule as r arestas que
ligam os nos aos seus 7 filhos de 1,...,r. Cada sequéncia da lista acima define naturalmente um
caminho da raiz de 7, a um no6 interno de T;.. Consideremos a arvore infinita 7" dada pela uniao
desses infinitos caminhos. Observe que qualquer caminho infinito nessa arvore corresponde a uma

coloragao de Q™. Esta coloragdo prova que Q" - (K), [prove esta asser¢ao como exercicio!|. [

Lembre que um conjunto finito K C R é dito ser de Ramsey se, para todo 7, existe n tal
que R" — (K),.
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81.Se x = (z1,...,26)T € RF ey = (y1,...,5)7 € R!, entdo temos que z x y € RFF ¢ tal
quex * y = (x1,...,75Y1,...,4)" . Ademais, se K C R*¥ e K’ C R, entdo o produto KK’ é

dado por KK' = {z*xy:x€ K, ye K'}.

Ezemplo. Sejam K = {0,3} C R e K’ = {0,4} C R. Entao, K « K’ = {(J), (), ). )} c R%.

Teorema 12 (Teorema do Produto). Se K1 C RFt e Ky C R¥? sdo conjunto de Ramsey finitos,

entao K1 x Ko = {p1 *p2: p1 € K1, pa € Ko} é Ramsey.

Demonstragio. Fixe ri. Como K; é Ramsey, existe n; tal que R™ — (Ki),, e, pelo Teorema
10 (Teorema da Compacidade), existe L; C R™ finito tal que Ly — (Ki)r,. Seja ry = Ll
Como K3 é Ramsey, existe ng tal que R"? — (K3),, e, pelo Teorema 10, existe Ly C R™ finito tal
que Lo — (K3)p,. Afirmamos que L* = Ly * Ly C R™%"2 & tal que L* — (K; x K»),, (Exercicio:

escreva a prova desta afirmacdo em detalhes). O
Observagao. Observe por 8.1 e pelo Teorema 12 que resolvemos o exercicio 7.10.4.

8.2. Nos Teoremas 10, 11 e 12, impusemos a hipdtese de que as configuracées de Ramsey que estao
sendo consideradas sao finitas. Ocorre que, na verdade, toda configuragio de Ramsey é finita. Este

é um Otimo exercicio para os interessados.

8.3. Problemas e exercicios. Todos estao convidados a trabalhar nos seguintes problemas, exer-

cicios e observacoes.

1. BExistem z, y, z tal que o triangulo de vértices (z,0,0), (0,y,0), (0,0,2) € R3 tem lados de
comprimento 2, 2, 1?7

2. Existem x, g, z tal que o triangulo de vértices (z,0,0), (0,y,0), (0,0,z) € R3 tem lados de
comprimento a, b, ¢ arbitrarios?

3. Prove que o conjunto de vértices do triangulo de lados v/2, v/2, v/6 é Ramsey.

4. Neste exercicio, voltamos a considerar o problema de Klein (exercicio 5.5.1). Para cada n,
seja N(n) o menor N tal que N — n. Prove que N(n) < min{R®(n,5), R® (n,n)}. Estime

estas cotas para n = 5. Vocé consegue decidir se N (5) < 10197

Observa¢ao. Um argumento um pouco mais geométrico pode ser usado para provar uma cota
muito melhor do que as cotas no exercicio 8.3.4. Conjectura-se que N(n) = 2”2 + 1. Uma

resenha muito interessante sobre esses problemas e resultados pode ser visto em [21].
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9. TEORIA DE RAMSEY EUCLIDIANA - CONTINUACAO

TEORIA EXTREMAL DOS CONJUNTOS
15/9/2009

9.1. Um conjunto K C RF ¢é esférico se existem d, r, e K’ tais que K & congruente a K’ e K’ esta

contido na esfera d-dimensional de raio r em R4+1:

K'c S4r)={X eR" ;| X|| =r}.
Teorema 13. A configura¢io K = {—1,0,1} nao é Ramsey.

Teorema 14 (Erdds, Graham, Montgomery, Rothschild, Spencer e Straus ’73 [6]). Toda configu-

ra¢ao Ramsey é esférica.

Observagao. A teoria de Ramsey euclidiana foi iniciada pelos autores do Teorema 14. Aquele
resultado aparece no primeiro artigo de uma série de trés ([6], [7] e [8]), que fundou a &rea.
Dentre as conjecturas existentes na teoria de Ramsey euclidiana, a Conjectura 15, a seguir, é,

possivelmente, a mais importante.
Conjectura 15 (Graham '94 [13]). Toda configuracio esférica finita K C R¥ ¢ Ramsey.

Seguindo a tradicdo de Erdds, Ron Graham oferece US$ 1000 pela solucdo de sua conjectura.

Uma conjectura mais fraca que a Conjectura 15 é a Conjectura 16.
Conjectura 16. Quaisquer 4 pontos de um circulo formam uma configuracdo Ramsey.
Teorema 17 (Frankl-Rodl [10]). Toda configuracio de 4 pontos nao-coplanares em R3 é Ramsey.

Na verdade, Frankl e Rédl [10] provaram que quaisquer d + 1 pontos em posigao geral em R?
formam uma configuracao Ramsey.

Para saber mais sobre teoria de Ramsey euclidiana, inclusive provas para os Teoremas 13 e 14,
veja o livro Tdpicos em Combinatéria Contempordnea [20], que pode ser encontrado na pagina do
pesquisador Carlos Gustavo Moreira:

http://w3.impa.br/~gugu/coloyoshi.ps

Outro bom material de estudo pode ser encontrado no enderego eletronico do MSRI, Math-
ematical Sciences Research Institute, http://www.msri.org. Nesse endereco existe o video de
uma palestra de Ron Graham sobre teoria de Ramsey euclidiana, juntamente com o arquivo dos
transparéncias utilizadas na palestra.
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Para uma discussao recente sobre problemas e resultados da area de teoria de Ramsey (incluindo

teoria de Ramsey Euclidiana), veja Graham [14].
Teoria extremal dos conjuntos.

9.2. Uma familia intersectante F ¢ um sistema de conjuntos tal que |F N F’'| # & para quais-

quer F'e F' € F.

9.3. Lembre que <["]> —{X C[n]: |X| =1}
r
Fato 18. Se F C 2[" ¢ uma familia intersectante, entio |F| < 271

9.4. Para todo z € [n], defina F,, = {F € (["]): x € F}.

r

Teorema 19 (Erdgs-Ko-Rado 61 [4]). Sen > 2r e F C ([Z]) ¢ uma familia intersectante, en-

tio |F| < ("Z]). Ademais, se n > 2r e |F| = ("_]), entdo ewiste x € [n] tal que F = F.

r—1

Demonstragao. (Katona ’72 [17]) Consideramos ordenacoes ciclicas de [n]; formalmente, conside-
ramos bijecoes ¢: Z, — [n]. Dizemos que F' C [n] e ¢ sdo compativeis se os elementos de F'
formam um “segmento” em ¢. Por exemplo, se ¢: Z7y — [7] é tal que ¢: 6,1,3,7,4,2,5 (isto é,
temos ¢(0) = 6, ¢(1) =1, etc), entdao F = {1,3,6} e F/ = {1,5,6} sdo compativeis com ¢.

Seja ¢ uma ordenacao ciclica fixa de [n]. Afirmamos que o nimero de F' € F compativeis com ¢
¢ no maximo 7: este é um excelente exercicio e deixamos para o leitor encontrar uma prova elegante
para esse fato.

Vamos calcular o numero de pares (F,¢) onde F' é um elemento de F e ¢ é uma ordenagao
ciclica de [n]. Se P é a quantidade de tais pares, entdo podemos calcular P de duas maneiras

distintas. Temos que

P= Z (quantidade de elementos de F compativeis com ¢)
(2) ¢

< nlr,
onde o somatoério é sobre todas as ordenagoes ciclicas de [n]. Sabemos também que

P = Z (quantidade de ordenagoes ciclicas ¢ compativeis com F')

FeF

(3) = Z nrl(n —r)!
FeF

= |Flnrl(n —r)!.
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Das equagoes (2) e (3), temos que

nlr - (n—1)! _ (-1
7l = rin—r)n— (r=1Dln-r)! <T_ 1>.

Deixamos a prova do “ademais” como exercicio. U

Teorema 20. Seja F C 2" tal que todo F € F tem cardinalidade impar e, para todo F e F' € F,
temos que |F' N F'| € par. Entao |F| < n.

Demonstragao. Usamos algebra linear sobre o corpo Fo = {0, 1} dos inteiros modulo 2. Cada F' € F

pode ser representado por v(F) = (vi(F))lgign € Iy com

(F) O, seigZF,

v, =

1, set e F.
Afirmamos que os vetores v!*) (F € F) sio linearmente independentes. Dai segue que

|F| = quantidade de vetores @)
< dimensao de F
=n.

Provaremos agora a afirmacao que foi feita. Usaremos o produto interno (-,-): Fy x F§ — [Fy

dado por (z,y) = 3 <;<, Tiyi para todo x = (z;) e y = (y;) € F3. Suponha que Z Apot) = 0.

FeF
Fixe Fy € F. Temos que
0= (v, Z Apv))
FeF
= Z (W) \po )
FeF
— Z )\F@(Fo)?v(F))
FeF
= AR |Fo N F|mod 2 = ARy
Como Fj foi escolhido arbitrariamente, concluimos a prova do teorema. (|

9.5. Problemas e exercicios. Todos estao convidados a trabalhar nos seguintes problemas, exer-
cicios e observacoes.
1. Sejan>2reF C ([Z]) uma familia intersectante. Se ¢ é uma ordenagéo ciclica de [n], entéo
prove que a quantidade de F' € F compativeis com ¢ é no méaximo 7.
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2. Seja F C 2 tal que todo F € F tem cardinalidade par e |FF'N F’'| é par para todo F e
F'eF.
(i) Encontre F como acima tal que |F| é grande.
(43) Obtenha em (i) um F maximo: prove que nio existe F' C 2[" nas mesmas condicoes
tal que |F'| > |F|.
3. Seja F 21" tal que existe um A > 0 tal que |[FNF’| = X para todo F e F' € F com F # F'.
(i) Encontre F como acima tal que |F| é grande.
(43) Obtenha em (i) um F maximo: prove que nio existe F' C 2[" nas mesmas condigoes
tal que |F'| > |F|.
4. Prove a assercao do “ademais” no Teorema 19 (Erdés-Ko-Rado).
5. Seja V o espaco dos vetores (a1, ..., a,)" onde os a; pertencem a um corpo F. Para os vetores
a =(ai,...,a,)", b= (by,...,by)7T, defina seu produto interno por a’b = aiby + ...+ anby,.
Ademais, seja M um subespago de V' e A uma transformacéo linear de V em V. Decida se
as seguintes assercoes sao verdadeiras.
Se A é ndo-singular, entdo sua transposta A7 também é nao-singular.
Mais geralmente, se A é ndo-singular, entdo A7 A também é nio-singular.
Ainda mais geralmente, AT A e A tém o mesmo niicleo.
M N M+ = {0} (onde M+ é o subespaco ortogonal a M, isto ¢, M+ = {a: a”b = 0 para
cada b € M}).
(v) (M UM™*Y) =V ({X) denota o espaco gerado por X).
(vi) dim M + dim M+ = n.
(vii) (M) =M.
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10. TEORIA EXTREMAL DOS CONJUNTOS
22/9/2009

10.1. Uma matriz real B = (b;;) € R™*™ & positiva semidefinida se, para todo z € R™, é verdade
que T Bx > 0. Ademais, se B é positiva semidefinida e 27 Bx = 0 implica que z = 0, entdo B ¢é

uma matriz positiva definida.

Fato 21. Se A é uma matriz positiva definida e B é uma matriz positiva semidefinida, entio A+ B

é uma matriz positiva definida.

Teorema 22 (Fisher ndo-uniforme [15, 19]). Se Ci,...,Cy C [n] é um sistema de conjuntos tal

que 1 <X <ne|C;NC;| = X para todo i # j, entdo m < n.

Demonstragio. Consideramos primeiramente o caso em que existe um 4 tal que |C;| = A. Com isso,
todo C; com j # ¢ deve conter C; e nao pode ter intersecao fora de C;. Assim, temos que o maximo
de conjuntos possiveis é n — A+ 1 < n.
Suponha que nao existe i tal que |C;| = \. Seja v; = |C;| — A > 0, para todo i € [n]. Considere
os vetores caracteristicos z; € R™ dos conjuntos Cj, isto é, z;; = 1se j € C; e x5 =0se j ¢ C;.
Seja M = (M;;) € R™*™ onde as linhas da matriz sdo os vetores caracteristicos z; (assim,
temos que M; ; = z; ;). Podemos escrever A = MM = A\J+C, onde J € R™*™ & a matrix m x m
com todas as entradas iguais a 1 e C' = diag(v1,...,vm), pois (z;, z;) = |C; N C}| e, quando i # j,
temos |C; N Cj| = X e, quando i = j, temos |C; N Cj| = A + ;.
Afirmamos que posto(A)> m. De fato, temos que
(i) AJ é positiva semidefinida, pois y? \Jy = d1<i<n 21<j<n AYiY = Ay + ...+ yn)? > 0;
(1) C é positiva definida, pois y’ Cy = D 1<i<n 21<j<n viy2 > 0 e y'Cy = 0 somente se y = 0.
Por (i), (ii) e pelo Fato 21, A = MM? ¢ positiva definida. Portanto, posto(A)> m; caso
contrario, existiria um z # 0 tal que Az = 0 (uma combinac@o linear das colunas de A teria
valor 0). Mas entdo, 7 Az = 0, o que contradiz o fato de A ser positiva definida.

Sabemos que posto(A)< n; portanto, temos que m < n. (Il

10.2. Dadas funcoes f e g, dizemos que f = Q(g) se existe ¢ > 0 e x¢ tal que f(x) > cg(x) para
todo x > xo.
Existe uma construcdo ezplicita para provar que Ra(t) = R(t,t)Q(t?) (veja o Teorema 23 a

seguir).
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Teorema 23 (Nagy 72 [22]). (1) = (t+1,t + 1), isto é, K() - (K1 K1),

Demonstra¢do. Consideramos o grafo K(é), cujos vértices sdo as triplas em [t]. Sejam A, B € ([é])
dois vértices distintos de K(3). Colorimos a aresta {A, B} com a cor vermelhl se |[ANB| =1 e com
a cor azul de |AN B| # 1.

Notamos agora que K (5) nio contém um K'*! vermelho. De fato, basta aplicar o Teorema 22
comn =teA=1. Ademais, K(é) também nao contém um K1 azul pois, caso contrario, terfamos
mais que t conjuntos impares com intersecoes dois a dois pares, um absurdo, pois contradiz o que

0 Teorema 20 estabelece. O

TEOREMAS DE FRANKL & WILSON
Teorema 24 (Ray-Chaudhuri-Wilson nao-uniforme; Deza—Frankl-Singhi '85). Seja p um primo,
comLC Z,|Ll=seF={A,...,A,} C 2" tal que
(1) |Ail ¢ L (mod p) para todo i;
(11) |A; N Aj| € L (mod p) para todo i # j.
S
Entdao m < Z (n)
; J
7=0

Demonstragao. A prova desse teorema pode ser vista em [20]. O

10.3. Problemas e exercicios. Todos estao convidados a trabalhar nos seguintes problemas,

exercicios e observagoes.

1. Prove que K=1* (K*', K*) com uma coloracio explicita.
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11. TEORIA EXTREMAL DOS CONJUNTOS - CONTINUAGAO

29/9,/2009

11.1. Dados F = {Ay,..., A} € 2M e L € Z com |L| = s, dizemos que F é um sistema de
conjuntos L-intersectante se |[A;NA;| € L para todo i # j. Uma versao modular para essa condi¢ao

¢ a seguinte: |4; N Aj| € L (mod p) para todo ¢ # j.

11.2. Seja m(n, k) = max{|F|: F C 2" e para todos F e F' € F distintos, |F N F'| # k}.

Teorema 25 (Frankl & Rodl '87 [12]). Ezistem ¢ > 0 e ng tal que m(n, |[n/4]) < (2 —¢€)" para

todon > nyg.

O Teorema 25 resolveu um problema de U$ 500 de Erdds. Mais geralmente, temos o seguinte

resultado.

Teorema 26 (Frankl & Rodl ’87 [12]). Para todo § > 0, existem £ > 0 e ng tal que, para todo n > ny,

temos m(n, [on]) < (2 —¢)".
Corolario 27 (do Teorema 24). Se L C Z com |L| =s e F C ([Z]) ¢ L-intersectante, entdo
. (n
A<y ( )
=0

Demonstragdo. Sem perda de generalidade, podemos supor L C {0,1,...,k—1}. Claramente, basta
tomar um primo p > k: fazendo isso, F satisfaz as hipéteses do Teorema 24 para este p e o resultado

segue. ]

Lema 28. Se n > 2s, entdo

Demonstragao. Temos que

(}ﬁl>/<z):uﬂﬁﬁan::n—i+1Sn_i+1fn2ﬁ1<1'
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Portanto,

O

Corolario 29 (do Teorema 24). Seja p um primo. Se F C ([;ng}) é tal que [FNF'| #p—1 para
todo F, F' € F com F # F’, entao

< 1,7548%~ 1,

Demonstrag¢io. Tome L ={0,...,p—2}. Como |F|=2p—1=p—1 (mod p) para todo F' € F,
temos que |F| ¢ L (mod p). Sabemos também que para todo F, F' € F com F # F’  temos
que |F n F'| € {0,...,2p—2}\ {p—1}. Portanto, |F N F'| € L (mod p) para todo F, F' € F

distintos. Pelo Teorema 24,
p—1
n
A<y ()
i=0

Pelo Lema 28,

Aplicando Stirling, temos, para todo p suficientemente grande,
|F| < 1,7548%71,

O

11.3. Seja x¢(R™) o menor inteiro para o qual existe uma coloracao de R™ tal que quaisquer 2

pontos x,y € R™ com dist(z,y) = ¢ tém cores diferentes.
11.4. Quando n = 2, temos 4 < x(R™) < 7.

11.5. Seja a(G,) = max{|W|: W C V(G,) tal que existe aresta com suas duas extremidades em W}.

O Corolario 29 nos diz que a(G,) satisfaz a cota a(G,) < 2(%__11) < 1,76™.
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Suponha F, F' C [n], |F| = |F'| = k. Sejam v) e v(F") os vetores caracteristicos de F e F’,
respectivamente. Entdo, [FAF'| = 2(k — |[F N F']) e dist(vF) o2 = |FAF'| = 2(k — |[F N F')).
Suponha agora que F é como no enunciado do Corolario 29. Entdo para qualquer F, F' € F
com F # F’, temos que v'f) € R”, n = 4p—1 e dist (v, U(F/)) # +/2p. Consideremos o grafo G, com
conjunto de vértices {v(%): § € (21[)"_]1)} tendo {v(¥), v} como aresta se dist(v(®),v(5)) = \/2p.
Claramente, |V (G,)| = (2pn—1) = (;ng).

Temos a seguinte cota simples para x(Gp):

X(gp) >

Segue que o1
(p-1)

2(°77))

x(Gp) =
_ (1/ap)2it
— (1,76)%—1
> (1,1397)".
Claramente, x(R") = x_5;(R") > x(Gp) > 1,13974P—1,
Discutimos agora uma constru¢ao de Frankl e Wilson 81 [11]. Seja V = ( [n] ) com p primo

-1
e n > 2p?. Definimos G(n,p) como o grafo com conjunto de vértices V e se A,B € V (A # B),

entdo {A, B} é aresta de G se e somente se |[AN B| # —1 (mod p).

Teorema 30. O grafo G(n,p) ndo contém mais que 2(pf1) vértices mutuamente adjacentes e nao

contém mais que 2(pf1) vértices mutuamente nao-adjacentes. Isto é, G(n,p) mostra que

G20) = (G ) o) +)

11.6. Problemas e exercicios. Todos estao convidados a trabalhar nos seguintes problemas,
exercicios e observacoes.
1. Mostre que, quando n — oo, x(R") < n"/2,

2. Mostre que, quando n — oo, x(R") < ¢”, para alguma constante c.
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12. TEORIA EXTREMAL DOS CONJUNTOS - CONTINUAGAO

6,/10/2009 e 13/10,/2009

Definigao 31. O niimero de independéncia a(G) de um grafo G é dado pela quantidade de vértices

de seu maior conjunto independente, isto é, conjunto de vértices dois a dois nao adjacentes.
Definigao 32. A cintura g(G) de um grafo G é o comprimento do menor circuito em G.

Defini¢ao 33. Denotamos por hom(G) = max{a(G),w(G)} o tamanho do maior conjunto ho-

mogéneo de G.

Defini¢ao 34. Sabemos que Ry(t) = R(t,t) = min{n: K" — (K!, K')}. Observe que, alternativa-
mente, R(t,t) = min{n: para todo G", hom(G) > t}.

Seja V. = (pgﬂl) com p primo e n > 2p%. Definimos G(n,p) como o grafo com conjunto
de vértices V e, se A,B € V com A # B, entao {A, B} ¢ aresta de G se e somente se temos
que |[AN B| = —1 (mod p).

Teorema 35 (Frankl-Wilson ’81 [11]). Para G(n,p) construido como acima,
hom(G(n,p)) <2 "
om(G(n .
=2
Demonstrag¢io. Tomando L = {p—1,2p—1,...,(p — 1)p — 1}, pelo Corolario 27 e pelo Lema 28,

temos que w(G(n,p)) < 2(pf1). Aplicando o Teorema 24 com L = {0,1,...,p — 2} e o primo p,
temos que a(G(n,p)) < 2(pf1). O

Pelo Teorema 35, G(n, p) prova explicitamente que

(20) = (05) )

Corolario 36. Seja w(t) = logt/4loglogt. Para qualquer ¢ > 0 e t suficientemente grande,

1—e)w(t)

podemos construir explicitamente um grafo G com mais que #( vértices com hom(G) < t.

Observagio. Este grafo G fornece explicitamente a cota Ry(t) > td=2)w(®),

Demonstrac¢io. Basta tomar n e p apropriadamente na construciao de Frankl e Wilson. Seja n = p?

e p o maior primo tal que (pp_SI) < t. Para qualquer § > 0, se t é grande o suficiente, p estd no

intervalo (1 — §)logt/2loglogt e (1 + 9)logt/2loglogt. O

Observacao. Ha espetaculares resultados recentes melhorando o Corolario 36.
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CONJECTURA DE BORSUK
Definicao 37. Seja X C R™. O didgmetro de X é dado por diam(X) = sup{dist(z,z): z,2’ € X}.
Defini¢ao 38. Uma funcao f: X — Y é uma antipoda se f(—x) = —f(x) para todo x € X.
Defini¢ao 39. A bola aberta de raio r, centrada no ponto z, denotada por B,(x), é o conjunto dos
pontos y em R™ tais que dist(z,y) < r.
Defini¢ao 40. Um conjunto X C R™ é aberto se, para todo x € X, existe r tal que B,(x) C X.
Definicao 41. Um conjunto X C R" é fechado se seu complementar é aberto.
Definicao 42. Uma particao S1U...U S, de um conjunto S em n partes é dita parti¢ao de Borsuk
se diam(S;) < diam(S) para todo 1 <i < n.

Definigao 43. Dado S, dizemos que f(S) é o menor N tal que S possui uma particao de Borsuk com
N partes. Ademais, pomos f(n) = maxg f(S), onde o méximo é sobre todos os conjuntos S C R"

com didmetro finito.

Conjectura 44 (Borsuk). Seja X C R™ com didmetro 1. Entao X possui uma parti¢ao de Borsuk

com n + 1 partes.

A Conjectura 44 diz que f(n) < n+1. E facil provar que f(n) < (3+0(1))" e também sabe-se
que f(n) < (1,23+0(1))". Em 1993, Jeff Kahn e Gil Kalai mostraram um contra-exemplo para

esta conjectura.
Teorema 45 (Kahn-Kalai 93 [16]). Para n suficientemente grande, temos que f(n) < 1,2V™.
Definicdo 46. Considere S™ = {z € R"*!: || X| =1} c R"+L.

Teorema 47 (Borsuk-Ulam ’33). As seguintes afirmagoes sao vdlidas.
(i) Se S™ =Uy,...,U, com U; C S™ aberto para todo 0 < i < n, entdo existe x € S" e0 <i<n
tal que x € U; e —x € U;.
(i) Se S™ = Fy,...,F, com F; C S™ fechado para todo 0 < i < n, entio existex € S" e0<i<n
tal que x € F; e —x € Fj.
(#1) Para toda fungao continua f: S™ — R", existe x € S™ tal que f(x) = f(—x).

(iv) Nao ewiste fungdo antipoda f: S™ — S™71,

Observagao 1. Os itens (i) e (i7) do Teorema 47 também sao conhecidos por Teorema de Lyusternik—
Shnirelmann.
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Observagao 2. Segue do Teorema 47 que f(n) > n.

Demonstracao do Teorema 45. Provamos aqui uma versao levemente mais fraca do Teorema 45
(provamos que f(n) > 1,1V™). Fixe um primo p. Considere
4p
Q= {=(2)F, € {-L1}": Y a; =0} CR™.
i=1

Para cada z € €, definimos F, = {i: x; = —1} C [4p]. Temos que (z,y) = > 1,4, Ti¥i = 0,
para quaisquer z, y € 2, se e somente se 2(2p — |F, N Fy|) = 2p, isto &, |F, N Fy| = p.

Seja X C Q tal que, para todos z, y € X com = # y, temos (x,y) # 0. Desejamos saber quéo
grande pode ser o conjunto X. Equivalentemente, gostarfamos de saber quao grande pode ser a
familia de conjuntos F C ([gg]) tal que, para todos F, F’ € F com F # F’, temos |F N F'| # p.

Seja F' C F tal que |F'N{F, F' = [4p] \ F}| < 1 para todo F € ([gz]). Claramente temos
que |F| < 2|F'|. Ademais, F' satisfaz as hipoteses do Teorema 24 quando L = {1,...,p — 1}.
Assim |F'| <D gcicp (4;’) e, portanto, |F| < 2[F| < 237, ., (4]?”) ~ 1,75%. Com isso, o
conjunto X C €2 definido anteriormente ¢ tal que [X| <23 .o, 4 (4]?7).

Consideremos agora a funcio h: R* — R¥P* tal que h(z) = 22”7 = (xixj)?zzl. Considere o

conjunto V = h(Q) C R”, com n = (4p). Temos, para z, y € €2, que

(@) = h)IP = i)y = i) I

4p
2
=Y (wixj — viyj)
1,7=1
4p
_ 2. 2 2. .2\2
=) (af2] = 2miyizsy; + u7y;)
i,7=1
4p 4p 4p
_ 2. 2 2,2
= E Iixj_QE xiyixjyj+§ Yiy;
i,7=1 i,7=1 i,7=1

4p 4p 4p 4p 4p 4p
() () 2 () (o) + (302) (22
i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1
= |lz]|* - 2(z, 9)* + [lyll*
= 2(4p)” — 2(x,y)*

< 2(4p)?,
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com igualdade se e somente se (x,y) = 0. Assim diam(V) = 4pv/2. Ademais, W C V tem
diam (W) = diam(V') se e somente se existem z, y € § tais que h(z), h(y) € W e (z,y) = 0. Mas
vimos que se X C ) ndo contém z, y ortogonais, entdo |X| < 23 5 ., 4 (4;.”). Assim qualquer
particao de Borsuk de V' C R” tem pelo menos (gg) /23 0<j<p1 (4]?’) partes. Portanto, provamos

que f(n) > f(V) > (1,1)V", para n suficientemente grande. O

Paul Erdés mostrou que, para quaisquer ¢, ¢, existe um grafo G com x(G) > q e g(G) > ¢ (veja

exercicio 3.6.1).

Definigao 48. O grafo de Borsuk B™(e) é o grafo formado pelo conjunto de vértices S™ e {z,y} é

uma aresta de B™(¢) se e somente se ||z —y|| > 2 —e.

Podemos observar que
(a) B™(g) tem circuitos curtos: C* C B"(g);
(a) B™(e) ndo tem circuitos fmpares curtos: para todo k > 1, existe &€ > 0 tal que C?*'*1 nao
esta contido em B"(g), para todo k' < k.

[n+2r71}) e,

Defini¢cao 49. O grafo de Kneser K(n,r) é o grafo com conjunto de vértices V = ( .

se A,B €V com A # B, entao {A, B} é aresta de K(n,r) se e somente se |AN B| = @.

Kneser conjecturou em 1955 que x(K(n.r)) = n + 1. Este resultado foi provado independente-

mente por Lovasz 18] e Barany [2].

12.1. Problemas e exercicios. Todos estao convidados a trabalhar nos seguintes problemas,

exercicios e observagoes.

1. Prove que o Teorema 47 implica que x(B"(g)) > n+ 1 (Dica: utilize o item (i7) do teorema).
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13. TEORIA EXTREMAL DOS CONJUNTOS - CONTINUAGCAO

20/10/2009
Lema 50. Todo tridngulo de lados x, x e \/6, com x > 2, é Ramsey.

Demonstragio. Consideremos o tridangulo 7' = {(-1,1,0),(-1,0,1),(0,—1,1)}. Seja r € N* fixo.
2

Z, isto &, se colorimos os pares em [n] com r cores, ha i < j < k tal

Tome n tal que n — (3)

que {7,j}, {j,k} e {i,k} tém a mesma cor. Para cada P = {a,b}, com 1 < a < b <n, seja

a b

y(P)=(0...0 =10...010...0) € R".

Temos assim um conjunto L = {y(P) € R": P € (3)} de (5) pontos do R™. Afirmamos
que L — (T),: qualquer r-coloracao de L é tal que existem trés pontos y1, y2 e y3 em L, todos da
mesma cor, com Y1, 2 € y3 formando uma copia de T'. Fixe uma tal r-coloracao x: L — [r]. Defina

a seguinte r-coloragao dos pares em [n]:

X' ({a,b}) = x(y({a,b})),

para todo 1 < a < b < n. Pela escolha de n, existem 1 <i < j < k < n tal que Y’ associa a mesma

cor aos pares {i,7}, {i,k} e {j, k}:

ik
y{i )= -1 1 =
y({i, k) =( -1 1)y
y({j.k}) = ( 11 )y

Portanto, T ¢ Ramsey (Observe que isso prova o Exercicio 8.3.3).
Considere A, B,C € R e a configuragio {0,w} C R e seja K, = {4, B,C} * {0,w} C R%. Pelo
Teorema do Produto (Teorema 12), temos que K, ¢ Ramsey. Dado o triangulo 7}, de lados z, = e v/6,

temos que T, C K, para w = w(z) adequado desde que x > /2, concluindo a prova do lema. O
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Lema 51. Seja t > 2 um inteiro. O tridngulo de lados \/2t, \/2t e \/8t — 6 é Ramsey.

Demonstracao. Seja r € N* fixo. Considere o triangulo T' = {y1, y2, y3} onde

2t—1
ypo=0,2,...,t—1,t,t—1,...,2,1,0,0) € R**!

yo=(0,1,2,...,t —1,t,t —1,...,2,1,0) € R**!

ys = (0,0,1,2,...,t —1,t,t —1,...,2,1) € R¥**L
Temos que |ly1 —y2l| = |ly2 — sl = V2 e ||y1 — y3|| = /8 — 6. Escolha n — (2t + 1)2'~1. Considere
o conjunto L C R™ cujos membros sdo os pontos & = (;)1<i<n tal que suas coordenadas ndo nulas

sa0, nessa ordem, 1,2,...,t — 1,¢,t —1,...,2,1. Temos |L| = (2;11). Portanto, L — (T), (E um

bom exercicio provar este fato). |
Teorema 52. Todo tridngulo isdsceles é Ramsey.

Demonstragdo. Sabemos que 2v/2t/+/8t — 6 — 1. Portanto, pelo Lema 51, temos triangulos isésceles
arbitrariamente obtusos que sao Ramsey. Pelo Lema 50 e pelo Teorema do Produto, temos que todo

triangulo isésceles ¢ Ramsey. ]
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14. TEORIA DE RAMSEY EUCLIDIANA
10/11/2009

Nesta secao provamos o seguinte resultado.
Teorema 53. Toda configuracao de Ramsey € esférica.
Para demonstrar o Teorema 53, precisamos de dois lemas auxiliares.

Lema 54. Uma configuragio K = {xg,z1,...,x} nao € esférica se e somente se existem nimeros

reais ci,C2, ..., Cr nao todos nulos tais que

(4) Z1§i§k ci(zi — x0) = 0;
(1) Srcicn el = llzol®) = b £ 0.

Demonstragao. (<) Suponha, por absurdo, que K seja esférica. Assim, existe uma esfera de cen-
tro w e raio r que contém K. Suponha que existam cj,ca,...,c; tais que (i) seja valida. Temos
que

s = lol* = lli — w]® — flaro — wl]|* + 2(a; — o, w).

Asgsim,

> cilll@ill® = lleol®) = 2 (@ —z0,w) =2( Y ci(wi —wo),w ) = 0.
1<i<k 1<i<k 1<i<k
Portanto, temos que (4i) nao é valida, uma contradigao.

(=) Seja K uma configuracao nao esférica. Ademais, suponha K minimalmente nao-esférica,
isto é, todo subconjunto proprio de K é esférico. Observe que K ¢é afim-independente, ou seja, se
os vetores x; — xg, para 1 < ¢ < k, s2o linearmente independentes, entao K é esférica. De fato, para
cada 7, seja H; o hiperplano afim que contém os pontos equidistantes a zg e z;. Mostremos que
esses hiperplanos se intersectam em pelo menos um ponto.

Seja y € R™ tal que (z; — xo,y — (x; + x09)/2) = 0 para 1 < i < k. Assim temos, para
todo 1 <i <k, que (y,x; — z9) = ¢;, com ¢; constante.

Sejam y = (Y1,Y2,---,Yn) € Ti = (Ti1, ..., Tin). Assim,

10s resultados desta se¢do foram apresentados pelo aluno Eric Ossami.

36



y1(x11 — zo1)+ .. + Yn(T1in —zon) =0

y1(xo1 — zo1)+ ... + yYn(T2n — zon) =0

yl(xnl - $01)+ oot yn(xnn - xOn) =0
Como os vetores z; — 29 (1 < i < k) sdo linearmente independentes e existem k < n equagoes,
entao esse sistema possui solugao.
Como K nao é esférico, existem reais ¢q, . .., ¢x ndo todos nulos tais que (i) vale. Suponha, sem
perda de generalidade, cx # 0 e que a esfera que contém xg,...,zr_1 tem centro w e raio r. Com

isso,

> clllal® = lzol) = Y eillle —wl® - \Ixo—w||2)+2< > Ci(l‘i—l‘o),w> # 0.

1<i<k 1<i<k 1<i<k

Portanto, (i) vale.

O

Lema 55. Sejam cq, ..., c, e b nimeros reais, com b # 0. Existem um inteiro v e alguma r-colorac¢ao
de R tal que toda solugdo da equacdo ) 1 ;<) ci(yi —yo) =b, com y; € R (1 < i < k), nao ¢

monocromdtica.
Provaremos um resultado mais geral.

Teorema 56. Seja K um corpo de caracteristica O e c1,...,ck, b elementos de K com b # 0. Existe
uma (2k)*-coloracio ¢ de K tal que a equagio doi<i<k CiYi — y.) = b nao tem nenhuma solugao

em K, com ¥(y;) = ¥(y.) para todo 1 < i < k.

E claro que o Teorema 56 implica o Lema 55. Basta tomar yi = yo (1 <i < k), assim temos
que ¥(y;) = ¥(yo), ou seja, nao existe solugdo monocromatica. Provaremos, a seguir, um lema

auxiliar que serd utilizado na prova do Teorema 56.

Lema 57. Eriste uma 2k-coloragio ¢ de R tal que a equacdo ), iy (vi —2}) = 1 ndo possui

solugao com ¢(x;) = ¢(x}), para todo 1 < i <k,

Demonstragio. Consideramos Re = {a: a € R}, onde a = {z € R: z = a(mod 2)}, para definir
uma colora¢ao ¢ como no enunciado. Podemos identificar Ry com o intervalo [0, 2).
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Seja r € R+— 7 € Ry a proje¢ao candnica. Observamos que é equivalente a 7 = 2 {r/2}. Parti-
cionamos o intervalo [0,2) em 2k intervalos de comprimento 1/k cada. Sejam I; = [(i — 1)/k,i/k),
para todo 1 < ¢ < 2k, tais intervalos. Tome ¢(r) = i, onde i é tal que 7 € I;. Observe que
se ¢(x) = ¢(2'), entdo x e 2’ € I; = |x — 2’| <1/k. Mas observe que z = 2 |z/2] + 2{z/2}
ez’ =2|2'/2] +2{a2'/2}, logo temos que x — ' = 2 (|x/2] — |2'/2]) + (T —2') = x —2' = 2m +0,
ondex€Ze0<0<1/k.

Suponha, por absurdo, que a equagao > ;<. ¢i(¥i — Yo) = b possui solugao com ¢(z;) = ¢(7),
para todo 1 < ¢ < k. Entao, para todo ¢, temos que |x; — z}| = 2m; + 6; para algum inteiro m;
e |0i| < 1/k. Assim, > o, (zi — x;) = 2m + 60, onde m ¢é inteiro e 0 < |[§] < 1. Mas sabemos

que D ;< Ci(Yi — yo) = b & vélida, portanto 2m + ¢ = 1, uma contradigao. O

Demonstra¢ao do Teorema 56. Considere K um espaco vetorial sobre o conjunto Q. Fixe uma
aplicacao linear T : K — Q tal que T'(b) = 1. Tal aplicagdo linear existe pois vale a seguinte
proposicao da &lgebra linear:

Proposi¢io. Sejam U e V dois espagos vetoriais sobre K, se {u1,...,u,} é uma base de U e, mais
ainda, {v1,...,v,} C V, entao existe uma tunica transformagao linear T : U — V tal que T'(u;) = v;,
para cada i =1,...,n.

Fixe uma 2k-coloracdo ¢ de R como no Lema 57. Para cada r € K, observe que podemos
tomar ¥(r) = (S(T(cir)))i<i<k = (B(T(crr)),...,¢(T(ckr))) € [2k]*. Portanto temos que 1
& uma (2k)F-coloracdo de K. Suponha que temos uma solucio de Y 1<i<k CilYi —yi) = b em
que Y(y;) = Y(y,), para todo 1 < i < k.

Aplicando T em ) ;< ¢i(yi — y;) = b, temos que >y ;. (T(ciyi) — T'(ciy;)) = 1. Com isso,
tome z; = T(¢;y;) e z; = T(c;y;). Portanto, para todo 1 < i < k, a i-ésima coordenada de 9 (y;),
que ¢ ¢(T(ciy;)) = ¢(z;), coincide com a i-ésima coordenada de ¥(y}), que ¢ V(T (ciy;)) = o(z}).

Uma contradicao com a escolha de ¢. O

Observagao. Para K = R, podemos tomar T(y) = y/b (y € R) e usar o fato de ¢ estar definida

sobre a reta R.

Demonstragio do Teorema 53. Seja K = {xg,...,xr} C R uma configuracio Ramsey. Suponha por
contradicdo que K nao é esférica, entdo, pelo Lema 54, existem reais ci,...,c; nao todos nulos
e b # 0 satisfazendo as condicoes (i) e (i) do Lema 54.

Fixe uma r-coloragdo 1 de R tal que a equagdo ) ;4 ci(yi —Yo) = b ndo tenha solugao
monocromatica yi,...,yx € R. Pelo Lema 55, tal coloragao existe. Defina uma r-coloracao de R",
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pondo ¢(z) = 1(||z[|?). Mostraremos que essa coloracao nio cria uma copia monocromatica de K.
A tnica restricdo que temos sobre n é que K C R.

Suponha que K’ = {z{,...,2z}.} C R é uma copia monocromatica de K na coloracdo ¢. Sem
perda de generalidade, estendemos a aplicagao ¢ : z; — ) (0 < i < k) a uma isometria de R".
Provemos que as identidades as condigdes (i) e (7i) valem para os pontos z} (1 <i < k) de K'. E
claro que ), ci(z; — ) = 0. Assim, a condigdo (i) vale para os x, com 1 <i < k.

Mostraremos que a condi¢ao (i) é valida para 2. Observamos que K’ pode ser obtida a
partir de K por uma aplicagao de uma isometria que preserva a origem, seguida de uma translacao.
Suponha entdo que ¢ preserve a origem. B claro que [|z4]|> = ||o(z)||* = ||24]|* para todo 1 < i < k

e a condigao (ii) vale neste caso. Seja uma translacdo por z € R", temos

2 2 2 2
Sz 421 = o + 217 = Dl — [l —2<Z7 > Ci(%'—l’o)>

1<i<k 1<i<k 1<i<k
_ 112 2
= [li]l™ = llzoll
1<i<k
=b#0.
Assim a condigao (i4) vale para z;. Mas como K’ é monocromatico, de acordo com ¢ isto
. . 2 . ~ L, ..
implica que, tomando y; = ||z;]|°, para todo 1 < i < k, temos uma solu¢do monocromatica de (i)
de acordo com v, uma contradicao. (I
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