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Resumo

Se (M,g) é uma variedade Riemanniana e 7: [a,b] — M é uma geo-
désica entdo o cléssico Teorema do Indice de Morse diz que o indice geo-
métrico de v (i.e., o nimero de pontos conjugados ao longo de v contados
com multiplicidade) coincide com o indice de Morse de ~ (i.e., o indice da
segunda variacao do funcional acao E(u) = % ff g(¢', ') no ponto critico 7).
Nesta tese nés provamos uma versao do Teorema do Indice de Morse para
geodésicas em variedades semi-Riemannianas, i.e., variedades equipadas com
um tensor métrico g de sinal indefinido. Consideramos o caso geral de
geodésicas com extremos varidveis em subvariedades de M. No caso semi-
Riemanniano o indice geométrico é substituido pelo indice de Maslov, que
genericamente fornece uma contagem algébrica dos pontos conjugados ao
longo da geodésica; o indice de Morse (que é em geral infinito) é substituido
por uma diferenca entre o indice e o co-indice de restrigcoes adequadas da
segunda variacao do funcional acao em ~. Provamos também um Teorema
do Indice para solucdes de sistemas Hamiltonianos em variedades simpléticas
equipadas de uma distribuicao Lagrangeana.

Abstract

If (M,g) is a Riemannian manifold and v: [a,b] — M is a geodesic
then the classical Morse Index Theorem states that the geometric index of
v (i.e., the number of conjugate points along v counted with multiplicity)

is equal to the Morse index of v (i.e., the index of the second variation of

the action functional F(u) = %ffg(/], p') at the critical point «y). In this

thesis we prove a version of the Morse Index Theorem for geodesics in semi-
Riemannian manifolds, i.e., manifolds endowed with an indefinite metric
tensor g. We consider the general case of geodesics with endpoints varying
in two submanifolds of M. In the semi-Riemannian case the geometric index
is replaced by the Maslov index which gives generically an algebraic count of
the conjugate points along the geodesic; the Morse index (which is infinite
in general) is replaced by a difference between the index and the co-index
of suitable restrictions of the second variation of the action functional at
~v. We also prove an index theorem for solutions of Hamiltonian systems on
symplectic manifolds endowed with a Lagrangian distribution.
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Introducao

Uma geodésica numa variedade Riemanniana (M, g) é uma curva dife-
rencidvel v: [a,b] — M que é um ponto critico do funcional agdo (conhecido
também como funcional energia)

b
(1) B = [ o)t

definido no espago das curvas u: [a,b] — M ligando dois pontos fixados
de M. Um tal ponto critico v nem sempre minimiza a acao E mas em
geral é possivel que existam um numero finito de direcoes linearmente in-
dependentes pelas quais pode-se diminuir o valor de E(). Esse ntimero é
precisamente o indice da segunda varia¢do de E no ponto 7y (também co-
nhecida como a forma do indice de «y) e é chamado o indice de Morse da
geodésica 7y; recorde que, em geral, o indice de uma forma bilinear simétrica
B ¢ definido como a maior dimensao possivel de um subespaco onde B é
definida negativa.

O famoso Teorema do Indice de Morse relaciona o indice de Morse de
uma geodésica com algumas propriedades geométricas da mesma; mais ex-
plicitamente, tal teorema diz que o indice de Morse de uma geodésica -y
coincide com o indice geométrico de -y, i.e., o nimero de pontos conjugados
v(t), t € |a,b], ao longo de v, contados com multiplicidade. Recorde que
~(t) é um ponto conjugado ao longo de v quando existe um campo de Jacobi
v nao nulo ao longo de v tal que v(a) = v(t) = 0; um campo de Jacobi é
uma solucao da equagao diferencial linear de segunda ordem:

2

®) o =R 01,

onde % denota derivada covariante ao longo de v e R denota o tensor de cur-
vatura da conexao de Levi-Civita. A equagao (2) é conhecida como a equagdo
de Jacobi e é simplesmente a linearizacdo da equagao geodésica Dd—;/ = 0.
Recorde também que os campos de Jacobi v tais que v(a) = v(b) = 0 cons-
tituem precisamente o niucleo da forma do indice; geometricamente, o ponto
7v(b) é conjugado ao longo de v quando existe uma variacao (7Vs)se)—c¢[ de
v formada por geodésicas comecando em (a) e de modo que o extremo
final v4(b) seja constante até primeira ordem, i.e., %’ys(b)‘ = 0. Para

s=0
curvas parametrizadas por comprimento de arco a minimizacao da acao F é

xi
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equivalente a minimizacao do comprimento de arco; obtemos entao a seguin-
te interpretacao geométrica do Teorema do Indice de Morse: observando o
comportamento do segmento geodésico 7|[a,t} quando t cresce de a para b
entao 7|(q4 minimiza comprimento (com respeito a curvas “vizinhas”) até
que ~y(t) passe pelo primeiro ponto conjugado ao longo de . Além des-
sa interpretacao geométrica, a possibilidade de obter as geodésicas ligando
dois pontos fixados de uma variedade como pontos criticos de um funcional
permite o uso da teoria de Morse global (ou, mais geralmente, de técnicas
de anédlise global) para que sejam mostrados resultados sobre existéncia e
multiplicidade de geodésicas ligando dois pontos dados numa variedade Ri-
emanniana; nesse contexto, o indice da segunda variagdo do funcional em
questao tem um papel fundamental, j& que o mesmo aparece nas desigual-
dades de Morse (vide [41, 45] e Subsecao 6.4.1 deste texto).

O Teorema do Indice de Morse abriu um campo ativo de pesquisa tan-
to para analistas como para gedmetras e o resultado original de Morse foi
sucessivamente estendido em muitas direcoes; Beem e Ehrlich estenderam o
teorema para o caso de geodésicas Lorentzianas de tipo tempo (vide [5]) e
para geodésicas de tipo luz (vide [4, 5]). O caso de geodésicas com extremos
varidveis em duas subvariedades foi tratado por muitos autores, incluindo
Ambrose, Bolton e Kalish (vide [2, 6, 31, 55]); em [46] nés apresentamos
uma prova curta e unificada dos resultados de todos esses autores (a idéia
central de [46] também aparece no presente texto sob a forma das Propo-
sicoes 6.2.27 e 6.4.13). Mencionamos tambem o trabalho de Edwards (vide
[16]) que estendeu o teorema do indice para sistemas lineares formalmente
autoadjuntos de equacoOes diferenciais ordinarias de ordem par e também o
trabalho de Smale (vide [51]) que provou uma versao do teorema do indice
para operadores fortemente elipticos numa variedade Riemanniana.

Quando se tenta estender o teorema do indice de Morse para variedades
semi-Riemannianas, i.e., variedades M equipadas com um tensor métrico g
nao-degenerado, varias obstrugoes aparecem, como por exemplo:

e 0 indice da segunda variacao do funcional agao € infinito;

e o numero de pontos conjugados ao longo de um segmento geodésico
pode ser infinito;

e 0 operador de Jacobi, i.e., o operador diferencial correspondente a
equagao (2), ndo é em geral auto-adjunto.

Por um teorema do indice entendemos qualquer resultado que relacione pon-
tos conjugados com a segunda variacao da acao ou com propriedades espec-
trais do operador de Jacobi. Relacoes entre pontos conjugados e o espectro
do operador de Jacobi sao estudadas em [24, 40, 49].

Neste texto nds provamos o primeiro teorema do indice que relaciona, em
variedades semi-Riemannianas quaisquer, a segunda variacao do funcional
acao com os pontos conjugados ao longo de uma geodésica. Esse teorema do
indice juntamente com suas aplicacoes ao estudo de geodésicas em variedades
Lorentzianas estaciondrias (vide Subsegao 6.4.1) constituem as principais
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contribuigoes originais deste texto. O enunciado do teorema do indice esta
anunciado em [47] e as aplicagoes as variedades Lorentzianas estacionarias
estao publicadas em [19].

O nosso teorema do indice serd apresentado na Secao 6.4; no Teore-
ma 6.4.10 consideraremos o caso de geodésicas com extremo inicial varidvel
numa subvariedade e na Proposi¢ao 6.4.13 consideramos o caso mais geral
de geodésicas com ambos os extremos variaveis. Obviamente, o caso de
geodésicas com extremos fixos é obtido a partir do Teorema 6.4.10 quando
nos restringimos ao caso particular que a subvariedade inicial consiste de
um unico ponto. Observamos que ja o caso particular de geodésicas de tipo
espaco em variedades Lorentzianas é muito mais complicado que o caso de
geodésicas causais (i.e., de tipo tempo ou luz) tratado em [4, 5]; na verdade,
de um certo ponto de vista, o caso de geodésicas causais nao oferece grandes
dificuldades adicionais sobre o caso Riemanniano (como mostramos em [46];
vide também Observagao 6.4.15).

Olhamos agora mais de perto para o teorema do indice para geodésicas
de tipo tempo ou luz em variedades Lorentzianas e explicamos o enunciado
do nosso teorema; com esse objetivo, sejam (M,g) uma variedade semi-
Riemanniana e v: [a,b] — M uma geodésica. Denote por I a forma do
indice de 7, i.e., a segunda variagdo do funcional acdo E no ponto critico +;
como ja mencionamos, no caso Riemanniano o teorema do indice de Morse
implica que I tem sempre indice finito. No caso nao Riemanniano, mostra-se
exatamente o contrario: o indice de I é sempre infinito (vide Lema 6.2.1);
se v é uma geodésica Lorentziana de tipo tempo ou luz (i.e., g tem indice
1eg(y,v) <0) entdo a restricao de I ao espago de campos ortogonais a
geodésica 7 tem indice finito e em [4, 5, 46] mostra-se que tal indice coincide
simplesmente com o indice geométrico da geodésica. Se v é uma geodésica
Lorentziana de tipo espaco (i.e., g(7',7") > 0) ou se a métrica g tem indice
maior que 1 entao mesmo a restricao de I ao espaco de campos ortogonais
a vy tem indice infinito. Observamos também que os pontos conjugados ao
longo de uma geodésica Lorentziana de tipo espac¢o (ou de uma geodésica
semi-Riemanniana qualquer) podem se acumular (vide [24]) e dai mesmo o
familiar ndice geométrico seria infinito'.

Antes de explicarmos o enunciado do nosso teorema do indice, come-
camos discutindo um caso particular bem simples a titulo de motivagao.
Sejam (M7, g1), (Ma,ge) variedades Riemannianas e considere o produto
cartesiano M = M; x M, munido da métrica g = g1 @ (—ga2), ou seja:

g((v1,02), (1,102)) = g1 (01, 101) — g2(02, 102),

para todos vy,t0; € Ty, My, va,t00 € T, Mo e todos m; € My, mg €
Ms. Um célculo simples mostra que a conexao de Levi-Civita V de M é
simplesmente a soma direta das conexdes de Levi-Civita de M; e My (mais
precisamente, dos pull-backs de tais conexoes pelas projecoes do produto

LObservamos no entanto que tal situacao é mais “patolégica” e nao ocorre por exemplo
no caso real-analitico; vide Exemplo 6.1.13.
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M x My sobre as variedades M; e Ms). Em particular, vé-se que uma
geodésica vy: [a,b] — M é simplesmente um par v = (71, 72) onde 7; é uma
geodésica em M;, ¢ = 1,2; similarmente, um campo de Jacobi v ao longo de
~ identifica-se com um par v = (bq,02) onde v; é um campo de Jacobi ao
longo de ~;, i = 1,2. A forma do indice I de M ao longo de = é dada por:

I((v1,02), (01,102)) = I1(b1,101) — I>(bg, 102),

onde I; denota a forma do indice de M; ao longo de ~;, ¢ = 1,2. Denotando
entao por H;, ¢ = 1,2, o espago de campos ao longo de v; que se anulam aos
extremos vemos que o espaco H de campos ao longo de v que se anulam aos
extremos é dado pela soma direta H = Hi @ Ho; os somandos diretos Hy
e Ha sao I-ortogonais, sendo a restricao de I a H; igual a I; e a restrigao
de I a Hs igual a —Is. O teorema do indice de Morse classico nos diz entao
que o indice de I em Hp é finito e igual ao nimero de pontos conjugados
(contados com multiplicidade) ao longo de ;1 em ]a, b[; similarmente, o co-
indice de I (i.e., o indice de —I) em Hy é finito e igual ao nidmero de
pontos conjugados (contados com multiplicidade) ao longo de 2 em ]a, b].
Concluimos entao que a diferenca entre o indice de I em H; e o co-indice
de I em Ho é igual a uma contagem algébrica dos pontos conjugados ao
longo de «; veremos adiante nesta introdugao que tal contagem algébrica é
dada por um invariante homolégico associado a geodésica chamado indice
de Maslowv.

E natural agora estudar o que ocorre quando consideramos métricas mais
complicadas no produto M; x Ms ou mesmo quando consideramos estruturas
mais complicadas do que o produto cartesiano (como fibragoes e folheagdes);
na verdade, pode-se pensar até mesmo numa variedade M munida de uma
distribuigao ndo integrdvel (que faz o papel do fibrado tangente de My no
caso trivial M = M; x Ms).

Passamos agora a descrever o enunciado do nosso teorema do indice (Teo-
rema 6.4.10); para simplificar a exposigao, consideramos o caso particular de
geodésicas com extremos fixos. Para cadat € [a, b] escolhemos um subespago
D] do espago tangente T, 1M que seja mazimal negativo para g, i.e., tal que
g seja definida negativa em D] e a dimensdo de D] coincida com o indice
de g; obviamente supomos também que D; depende diferenciavelmente de
t. Uma tal familia DY = (D});c[q,) serd chamada uma distribuicio mazimal
negativa ao longo da geodésica -y; fixada entdo uma distribuicdo maximal
negativa D7, dizemos que um campo v ao longo de v é um campo de Jacobi
ao longo de D7 quando a equagao de Jacobi (2) é satisfeita “nas direcoes de
D7, i.e., quando:

2
g <2t;,3’> =g(R(Y,0)7,Y),

para todo campo ) ao longo de v tal que Y(t) € D]/, para todo t € [a,b).
Definimos agora espacos K e S (denotados por K” e S” no enunciado do
Teorema 6.4.10) de campos ao longo de 7 da seguinte maneira: K é o espago
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dos campos de Jacobi ao longo de D7 e S é o espaco dos campos v a valores
em D7, i.e., tais que v(t) € D] para todo t € [a,b] (mais precisamente, K e
S sdo constituidos apenas de campos v com v(a) = v(b) = 0). Observamos
que, se a distribuicdo D7 ao longo de ~ estende-se a uma distribuicdo DM
em toda a variedade M entao o espago K pode ser pensado como o “espaco
tangente” ao conjunto das curvas ligando v(a) a v(b) e que sdo geodésicas
ao longo de DM | i.e., curvas u cuja aceleracio covariante Dd—@‘/ é ortogonal a
DM,

Um célculo simples mostra que K e S s@o ortogonais com respeito a
forma do indice; além do mais, com uma leve hipdtese adicional mostra-
mos que o espaco de todos os campos ao longo de v (que se anulam aos
extremos) se escreve como soma direta de K e S. O teorema do indice diz
entao que a diferenca entre o indice de I em K e o co-indice de I em S
(i.e., o indice de —I em S) € igual ao indice de Maslov da geodésica . O
papel desempenhado aqui pelo indice de Maslov da geodésica ¢ similar ao
papel desempenhado pelo indice geométrico no teorema do indice classico;
voltaremos a essa questao mais adiante nesta introducao. No caso trivial
M = My x My, g = g1 © (—g2) discutido inicialmente, fazendo DM = T'Mj,
os espacos K e S reduzem-se respectivamente aos espacos Hi e Ha (supondo
que y(b) nao é conjugado a y(a) ao longo de 7).

Observamos que na versao do teorema do indice para geodésicas com
extremidade inicial varidvel numa subvariedade P (que é o caso considerado
no Teorema 6.4.10) obtemos também uma contribui¢ao do indice da métrica
g no espago tangente T, ()P para o indice de I; um termo desse tipo nunca
havia sido detectado por outras formulagoes do teorema do indice, ja que
tanto no caso de geodésicas Riemannianas como de geodésicas Lorentzianas
causais, tal termo é obviamente nulo.

No caso de variedades Lorentzianas estacionédrias o nosso teorema do
indice permite escrever as relacoes de Morse globais para geodésicas ligando
dois pontos fixados p,q € M em termos do indice de Maslov de tais ge-
odésicas (vide Subsecao 6.4.1). Variedades Lorentzianas de dimensao qua-
tro sao modelos matematicos para os espacos-tempo da relatividade geral,
sendo as geodésicas de tipo tempo as linhas de universo de corpos massivos
em queda livre e as geodésicas de tipo luz as linhas de universo dos raios
de luz propagando-se no vacuo, sob agao somente do campo gravitacional;
variedades estaciondrias correspondem a campos gravitacionais que sao “in-
variantes no tempo” e incluem diversos espacos importantes em fisica como
o espago-tempo de Schwarzschild e de Reissner-Nordstrom (vide [23] pa-
ra mais detalhes sobre a interpretagao fisica). Em termos geométricos, um
campo interessante de pesquisa aberto seria uma tentativa de aplicar uma
versao apropriada da Teoria de Morse que, juntamente com o nosso teorema,
produziria resultados globais de existéncia e multiplicidade de geodésicas em
variedades semi-Riemannianas quaisquer.
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O nosso teorema do indice serd enunciado e demonstrado no contex-
to da teoria dos sistemas diferenciais simpléticos, i.e., sistemas lineares
de equagoes diferenciais ordinarias cuja matriz de coeficientes pertence a
algebra de Lie do grupo simplético. A matriz fundamental de um sistema
diferencial simplético é uma curva no grupo simplético; como veremos adi-
ante nesta introducao, esse é o ingrediente fundamental para que se possa
definir uma nocao de indice de Maslov. O teorema do indice para sistemas di-
ferenciais simpléticos (Teorema 6.2.17) nos fornecerd como coroldrios essen-
cialmente imediatos o teorema do indice para geodésicas semi-Riemannianas
e também um teorema do indice para solugoes (nao periddicas) de sistemas
Hamiltonianos (nao necessariamente convexos) em variedades simpléticas
(Teorema 6.5.14). O nome “sistema diferencial simplético” nao é usual na
literatura (e na verdade estd sendo usado aqui pela primeira vez); tais siste-
mas sao normalmente encontrados sob a forma de sistemas Hamiltonianos
linearizados (vide [13, 38, 39]). O nosso enfoque é um pouco diferente e
trabalhamos com tais sistemas como uma categoria, onde introduzimos uma
nocao de isomorfismo e outras construgoes interessantes (como a nocao de
sistema oposto; vide Exemplo 6.1.12). O mais interessante é que o co-indice
de I no espago S (que aparece na formulacao do teorema do indice) pode ser
computado em termos dos pontos conjugados de um sistema diferencial sim-
plético associado ao sistema original, que serd chamado o sistema reduzido
(vide Proposicao 6.2.23).

O nosso teorema do indice para sistemas Hamiltonianos (Teorema 6.5.14)
val numa direcao um tanto diferente dos resultados mais tipicos sobre siste-
mas Hamiltonianos onde sao considerados sempre apenas o caso de solucoes
periddicas (vide [13, 38, 39]); na verdade, o caso nao periédico tem sido pou-
co explorado na literatura, apesar de parecer uma generalizacao natural do
problema de geodésicas ligando dois pontos fixados (observe que geodésicas
também sao solugoes de um sistema Hamiltoniano). Um ponto de vista mais
similar ao nosso é adotado por Duistermaat em [14] que considera um teo-
rema do indice para sistemas Hamiltonianos que inclui também o caso de
solucoes nao periddicas.

O teorema do indice de Morse classico também pode ser visto como
uma generalizagao do Teorema de Oscilagdo de Sturm (vide, por exemplo,
[11, Capitulo 8]). Explicitamente, uma equagdo de Sturm é uma equacao
diferencial ordindria linear de segunda ordem da forma:

(3) (p(t)2' (1)) = q(t)x(t),

onde ¢: [a,b] — IR é uma fungao continua e p: [a,b] — IR é uma funcao
de classe C! tal que p(t) > 0 para todo t € [a,b]; o Teorema de Oscilagio
de Sturm diz que o nimero de zeros em |a, b| de uma solugao nao trivial
de (3) satisfazendo a condigao inicial z(a) = 0 coincide com o ndmero de
autovalores negativos do operador autoadjunto z — —(pz’) + gz definido
no espago das aplicagoes = [a,b] — IR satisfazendo a condigao de contorno
de Dirichlet z(a) = x(b) = 0. O operador x — —(pz’)’ + gx representa,
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com respeito ao produto interno padrao do espaco de Hilbert L?([a,b], R),
a forma bilinear simétrica:

b
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definida no espaco de aplicagoes x: [a,b] — IR satisfazendo z(a) = z(b) = 0;
diremos que a forma bilinear (4) é a forma do indice da equacao de Sturm
(3). Observe que o ntcleo de I coincide justamente com o espago (de di-
mensao < 1) formado pelas solugoes z de (3) que satisfazem z(a) = z(b) = 0;
além do mais, o nimero de autovalores negativos de x — —(pz’)’ 4 gz coinci-
de precisamente com o indice de I. A demonstracao do teorema de oscilagao
de Sturm segue entdo os seguintes passos: sao construidas duas curvas na
reta projetiva IRP' = S' de modo que o “ntimero de voltas” da primeira
curva nos dé uma contagem do ntmero de zeros de uma solugao nao trivial
x de (3) com z(a) = 0; o “nimero de voltas” da segunda curva conta o
ntimero de autovalores negativos de z — —(pz’)’ + gqz. A demonstragao é
completada agora por um argumento topolégico: uma homotopia apropria-
da entre essas curvas é construida, e dai concluimos que tais “nimeros de
voltas” coincidem.

O teorema do indice de Morse é portanto a generalizacao do teorema de
oscilagao de Sturm para o caso de sistemas de equagoes diferenciais lineares
de segunda ordem; mais precisamente, uma equa¢do de Morse-Sturm é uma
equacao diferencial ordindaria linear da forma:

(5) 9(t) " (98} (1)) = R(t)o(t).

onde para cada t € [a,b], g(t) é uma forma bilinear simétrica definida positiva
em IR" e R(t) é um endomorfismo linear g(t)-simétrico de IR™ (i.e., g(t)oR(t)
é simétrica). As equagdes de Sturm (3) sdo o caso particular de (5) onde
n =1, p(t) = g(t) e q(t) = g(t)R(t). Quando generaliza-se o teorema de
oscilagao para equagoes de Morse-Sturm, o nimero de zeros de uma solugao
nao trivial de (3) com z(a) = 0 deve ser substituido pelo ndmero de pontos
conjugados da equagao (5); a forma do indice (4) toma agora a forma:

b
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A relacao entre o “teorema de oscilagao” para equagoes de Morse-Sturm e
o mais conhecido teorema do indice de Morse em geometria Riemanniana é
feita da seguinte maneira: dada uma geodésica v: [a,b] — M numa varie-
dade Riemanniana (M, g), escolhemos uma trivializa¢ao paralela do fibrado
tangente TM de M ao longo de 7 (i.e., um referencial paralelo ao longo
de 7). Dai, campos vetoriais v ao longo de = correspondem a aplicagoes
v: [a,b] — IR™ e a equagao de Jacobi (2) traduz-se entdo numa equacao de
Morse-Sturm (5) (com ¢(t) = ¢ independente de t); observe que a forma do
indice (6) corresponde precisamente a usual sequnda varia¢do da agdo (vide,
por exemplo, [10, §2, Capitulo 9]).
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A demonstragdo mais usual do teorema do indice de Morse em textos de
geometria Riemanniana (como em [10, Capitulo 11]) consiste num estudo da
evolucao do indice da segunda variacao da acdo para o segmento geodésico
7|[a,t} quando t cresce de a para b; mostra-se que tal indice é uma funcao
constante por partes de t cujos saltos ocorrem precisamente nos pontos con-
jugados (e sao iguais & sua correspondente multiplicidade). Esse esquema
geral serd usado também na demonstracao do nosso teorema do indice (vide
Segao 6.3); no nosso caso porém, se faz necessario o uso de técnicas de andlise
funcional consideravelmente mais sofisticadas (como a teoria de Fredholm,
o teorema espectral para operadores compactos simétricos e outros assuntos
discutidos no Capitulo 5) enquanto que no caso Riemanniano é possivel dis-
pensar completamente as técnicas de andlise através da observacao de que
o indice da forma do indice fica concentrado num subespago de dimensao
finita do espago de todas as variagoes da geodésica (i.e., o espago de campos
de Jacobi por partes com respeito a uma particao fixada do intervalo [a, b]).

Como seria de se esperar, uma demonstracao do teorema do indice de
Morse também pode ser feita no espirito da demonstragdo do teorema de
oscilagao de Sturm: essa é a idéia usada na demonstragao da generalizagao
do teorema do indice para sistemas de equacoes de ordem par realizada por
Edwards em [16]; também Duistermaat (em [14]) usa tal técnica para de-
monstrar um teorema do indice para pontos criticos de um funcional acao La-
grangeano f; L(t,q,¢) dt mais geral® que (1). O Teorema do Indice provado
por Duistermaat em [14, Teorema 4.3] é similar ao nosso Corolario 6.2.21, a
menos do fato que Duistermaat considera condices de contorno mais gerais
(que incluem também o caso periédico). Essas demonstragoes de Edwards e
Duistermaat, inspiradas na demonstracao do teorema de oscilagdo de Sturm,
requerem o desenvolvimento de teorias de intersecdo apropriadas em espagos
que substituem a reta projetiva IRP' = S' usada no teorema de oscilacio.
Observamos que o uso de nimeros de interse¢ao na formulagao (e prova) do
teorema do indice de Morse permitiram a Bott em [8] provar a sua férmula
de iteragao para geodésicas fechadas (usada posteriormente por Gromoll e
Meyer em [22] na prova de seu famoso teorema sobre existéncia de infinitas
geodésicas periédicas em certas variedades compactas).

Em [8], Bott desenvolve o que é chamado por ele préprio a Teoria de
Intersecio de Sturm, para curvas no grupo dos isomorfismos de C** que
preservam uma forma Hermiteana de assinatura zero (i.e., o grupo U(n,n));
Edwards em [16], sob a influéncia de Bott, desenvolve uma teoria de inter-
secio no Grassmanniano de subespacos complexos n-dimensionais de C?"
que sao anulados por uma forma Hermiteana de assinatura zero (tais Grass-
mannianos sao chamados U-manifolds por Edwards). Aparentemente o uso
de tais teorias de intersecao em U(n,n) (ou nas U-manifolds de Edwards)

2
2Duistermaat trabalha sempre sob a hipdtese de positividade de ng que corresponde
justamente a positividade da métrica no caso do teorema do indice de Morse usual; também
Edwards considera uma hipétese de positividade desse tipo para seus sistemas.
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foi abandonado e o autor deste texto desconhece o uso de tais teorias em
artigos mais recentes; ja Duistermaat em [14] utiliza o Grassmanniano de
Lagrangeanos e o grupo Simplético como palco para a sua teoria de inter-
secao: tais nuimeros de intersecao definidos para curvas £ no Grassmanniano
de Lagrangeanos (ou no grupo Simplético) sao conhecidos como o indice de
Maslov da curva /.

O indice de Maslov foi introduzido algumas décadas atras pela escola
Russa no contexto de curvas em subvariedades Lagrangeanas de IR?" (mu-
nido de sua forma simplética canonica w) e também para curvas no Gras-
smanniano A de subespacos Lagrangeanos de IR?" (recorde que L C IR*"
é dito Lagrangeano quando dim(L) = n e w|rxr, = 0); em [3], Arnol’'d faz
uma exposicao de tais conceitos (introduzidos entao recentemente por Mas-
lov) e discute aplicagoes do indice de Maslov envolvidas em condi¢oes de
quantizacao.

Geodésicas semi-Riemannianas ou, mais geralmente, sistemas diferen-
ciais simpléticos produzem de maneira natural uma curva diferenciavel no
Grassmanniano de Lagrangeanos. A idéia basica para a definicdo do indice
de Maslov de uma curva ¢ no Grassmanniano de Lagrangeanos A é a seguin-
te: fixa-se um Lagrangeano Ly C IR*" e considera-se o subconjunto A=1(Lg)
de A formado pelos Lagrangeanos L tais que dim(L N Lg) > 1, i.e., tais que
L ndo é transversal a Lg. Quando a curva ¢ é proveniente de um siste-
ma diferencial simplético, as intersecoes de ¢ com AZ'(Lg) correspondem
precisamente aos pontos conjugados do sistema.

O Grassmanniano de Lagrangeanos A é uma subvariedade compacta co-
nexa real-analitica de dimensao %n(n + 1) do Grassmanniano de todos os
subespacos n-dimensionais de IR?"; o subconjunto AZ!(Lg) ndo é uma sub-
variedade de A, mas apenas um conjunto analitico (no sentido de [54], por
exemplo) e sua parte regular A'(Lg) consiste dos subespacos Lagrangeanos
L tais que dim(L N Lg) = 1. O conjunto A'(Lg) por sua vez é uma subvarie-
dade mergulhada de A de co-dimensdo 1; além do mais, A'(Lg) possui uma
orientacdo transversa em A canonicamente induzida pela forma simplética
w. O indice de Maslov pr,(¢) de uma curva continua ¢: [a,b] — A com
extremos fora de AZ1(Lg) é essencialmente um nimero de intersecio de £
com o conjunto analitico compacto AZ!(Lg); mais explicitamente, quando
¢ intercepta A='(Lg) apenas na sua parte regular A'(Lg) e se todas essas
intersegbes sao transversas entao pr,(¢) coincide com o nimero de inter-
secoes positivas menos o nimero de intersecdes negativas de £ com A (Lg).
Além do mais, o indice de Maslov é definido de modo que o inteiro pp,,(¢)
seja invariante por deformagdes continuas (i.e., homotopias) de ¢, desde
que os extremos £(a), £(b) nao cruzem AZ!(Lg) durante a realizacio de tal
deformacao.

O indice de Maslov de curvas no Grassmanniano de Lagrangeanos de
um espago simplético é discutido em diversos textos e citamos por exemplo
[3, 14, 15, 24, 56]; destacamos particularmente [14] que contém diversos
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resultados interessante sobre o indice de Maslov. E bem conhecido que al-
gumas referéncias contém afirmagoes incorretas/imprecisas sobre a defini¢ao
de indice de Maslov e por isso decidimos desenvolver toda a teoria desde o
comeco, numa linguagem mais apropriada aos nossos objetivos. Essa abor-
dagem possui a desvantagem de nao deixar clara a distincao entre resultados
novos e velhos; de modo geral, os resultados apresentados no Capitulo 4 so-
bre o indice de Maslov nao devem ser surpreendentes para especialistas da
area, apesar de alguns deles nao serem usualmente enunciados de maneira
explicita. Na Sec¢ado 4.2 nds apresentamos uma defini¢ao completa, simples
e correta para o indice de Maslov assim como demonstragoes detalhadas
de suas propriedades. A idéia é na verdade muito simples: mostraremos
que o primeiro grupo de homologia relativa Hi(A,A°(Lg)) é isomorfo a Z,
onde A°(Lg) denota o complementar de A=*(Lg) em A; um sinal para tal
isomorfismo é definido com o auxilio da orientagdo transversa de A(Lg) em
A. Fica entdo associado a cada curva £ em A com extremos fora de Al(Lg)
um numero inteiro pr,(¢) que chamaremos o indice de Maslov de ¢ com
respeito a Lg. O calculo do grupo Hi(A, A%(Lg)) é muito simples também:
calculamos primeiro o grupo fundamental de A com o auxilio da seqiiéncia
exata de homotopia de uma fibragado O(n) — U(n) — A (seguimos a idéia de
[3]); o grupo Hi(A) é entdo obtido com o auxilio do Teorema de Hurewicz
e finalmente o grupo de homologia relativa desejado é calculado usando a
seqiiéncia exata de homologia do par (A, A°(Lg)).

Na verdade, nossa idéia é similar & usada por Edwards em [16] para
desenvolver sua teoria de intersegao para curvas em U-manifolds; Edwards
apresenta uma descri¢ao axiomaética de sua teoria de intersegao (tais axiomas
sao essencialmente as propriedades que aparecem no enunciado do nosso
Lema 4.2.14). Para mostrar a existéncia de uma teoria compativel com
tais axiomas Edwards faz uso de um grupo de homotopia relativa m (X, A)
apropriado; ocorre que o primeiro conjunto de homotopia relativa de um par
(X, A) ndo é em geral um grupo e por isso consideramos o uso da homologia
relativa mais simples e adequado.

Mencionamos que existe também uma nocao diferente de indice de Mas-
lov para curvas no grupo simplético Sp(2n, IR) (vide [13, 38]); mais expli-
citamente, constréi-se uma bijecao entre Z e o conjunto das componentes
conexas do espago de curvas ®: [a,b] — Sp(2n, R) tais que ®(a) = Id e
det (®(b) — Id) # 0 (munido da topologia compacto-aberta). Tal nogao de
indice de Maslov é importante no estudo de solugoes periddicas de sistemas
Hamiltonianos, mas nao serd usada neste texto. O indice de Maslov de cur-
vas no grupo simplético Sp(2n, IR) pode ser relacionado com o indice de Mas-
lov de curvas no Grassmanniano de Lagrangeanos A do espaco JR*™ munido
da forma simplética w@® (—w) (onde w denota a forma simplética canoénica de
IR?"); tal relagdo é feita através do mergulho Sp(2n, IR) > ® — Gr(®) € A
(vide [14]).

Voltemos agora a questdo das equagoes de Morse-Sturm; fazendo a
substitui¢ao a(t) = g(t)v'(t) em (5) obtemos o seguinte sistema linear de
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equacoes diferenciais ordindrias:

V(1) = g(t) " a(t),
(7) { o/(t) = (9(t) o R(1))v(2).

A matriz fundamental de (7) é a curva ® no grupo linear geral de IR?" tal
que ®(t)(v(a), a(a)) = (v(t),a(t)) para toda solugdo (v,a) de (7) e todo
t € [a, b]; utilizando a equagao (5) é facil ver que

(8) g(t) (v(t),w'(t)) — g(t) (V' (t), w(t)) = constante, t € [a,b],

para quaisquer solucoes v, w de (5). A identidade (8) nos diz que o iso-
morfismo ®(¢) é um simplectomorfismo de IR*™ munido de sua forma sim-
plética candnica; concluimos entao que ¢ é uma curva no grupo simplético
Sp(2n, IR). Fixado um Lagrangeano fy € A definimos entao £(t) = ®(t)({p)
e dai £ é uma curva no Grassmanniano de Lagrangeanos A. O indice de
Maslov da equagao de Sturm (5) é definido entdo essencialmente como o
indice de Maslov da curva ¢ (na verdade, da curva /| 4.y para e > 0 sufici-
entemente pequeno). Quando g é definida positiva (i.e., quando (5) é obtida
de uma geodésica Riemanniana) entdo o indice de Maslov de (5) coincide
simplesmente com o familiar indice geométrico, i.e., com o niimero de pontos
conjugados da equacao contados com multiplicidade (vide Exemplo 6.1.38).
No caso geral (i.e., para geometria semi-Riemanniana) o indice de Maslov
fornece (no caso genérico) uma contagem algébrica dos pontos conjugados,
i.e., cada ponto conjugado fornece uma contribuicao positiva ou negativa
para o indice de Maslov. Recordamos que os pontos conjugados ao longo de
uma geodésica semi-Riemanniana podem em geral se acumular (vide [24]),
mas em qualquer caso o indice de Maslov € sempre finito. Varios argumentos
sugerem que o indice de Maslov fornece a generalizacao correta da nocao de
indice geométrico para a geometria semi-Riemanniana; um tal argumento é
a sua estabilidade (vide Proposicao 6.1.39), além do nosso teorema do indice.
A estabilidade do indice de Maslov é em si interessante e possui aplicacoes a
geometria Lorentziana global e & relatividade geral. Por exemplo, em [20] os
autores desenvolvem uma teoria de Morse para geodésicas de tipo luz numa
variedade Lorentziana baseada no principio de Fermat da ética relativistica;
tal teoria é obtida como um limite da teoria de Morse para geodésicas de
tipo tempo e por isso é crucial a estabilidade dos indices envolvidos.

Aplicacées da teoria do indice de Maslov & geodésicas semi-Riemannianas
assim como esbocos de teorias do indice para tais geodésicas foram feitos por
Helfer em [24]; tal artigo contém alguns resultados incorretos e outros in-
completos. Uma comparagao dos resultados de Helfer com os desenvolvidos
neste texto podem ser encontrados em [40] e principalmente [49].

Finalizamos esta introducao com uma breve descricao do conteido de
cada sec@o (e subsec@o) do texto. Os Capitulos 1, 3 e parte dos Capitulos 2
e 5 contém exposicao de vérias teorias classicas de matemadtica; o texto foi
escrito tendo em mente como leitor tipico um aluno de pés-graduacgao, o que
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justifica um pouco o desenvolvimento de tais teorias classicas. Mencionamos
também que a demonstragao do nosso teorema do indice envolve técnicas de
diversas dreas (como topologia, andlise e geometria) e portanto a tentativa
de desenvolver um texto bastante auto-contido tem como objetivo que o
texto seja acessivel para um ntmero maior de leitores.

O Capitulo 1 é bastante elementar; na sua Secao 1.1 discutimos alguns
tépicos de algebra linear. Enfatizamos a identificagao entre operadores line-
ares T: V. — W™ e formas bilineares B: V x W — IR; tal identificacao serd
depois usada com muita freqiiéncia no resto do texto (principalmente nas
Segoes 4.2 e 6.1) e portanto merece bastante énfase. Discutimos também
questoes sobre complemento ortogonal de subespagos com respeito a formas
bilineares B (n@o necessariamente positivas e nem mesmo simétricas); tais
resultados serao tuteis mais adiante, quando B = w é uma forma simplética
(que é anti-simétrica) ou quando B é uma forma bilinear simétrica indefinida
(como uma métrica semi-Riemanniana).

Nas Secoes 1.2, 1.3 e na Subsegao 1.3.1 fazemos uma exposi¢ao de as-
suntos ligados a formas reais, complexificacGes, realificacbes e estruturas
complexas; tais tépicos nao sao tao essenciais para o resto do texto, mas
acreditamos que um bom entendimento intrinseco da teoria de formas sim-
pléticas depende de tais conceitos. A Secao 1.4 cuida realmente do estudo
dos espagos simpléticos; nas Subsectes 1.4.1 e 1.4.2 estudamos varios re-
sultados algébricos sobre subespacos Lagrangeanos que serao fundamentais
para o posterior estudo da geometria do Grassmanniano de Lagrangeanos.

O Capitulo 2 é provavelmente o mais geométrico de todo o texto; na
sua Secao 2.1 fazemos uma revisdo da terminologia basica do cédlculo em
variedades. Nas Subsegoes 2.1.1, 2.1.2 e 2.1.3 discutimos também diversos
resultados sobre grupos de Lie (principalmente sobre agoes de grupos de
Lie em variedades) que serao fundamentais para o estudo da geometria do
Grassmanniano. Na Secao 2.2 comecamos o estudo de Grassmannianos pro-
priamente dito; introduzimos uma estrutura de variedade no Grassmanniano
de subespacos k-dimensionais de IR™ da maneira usual (utilizando graficos
de operadores lineares entre somandos diretos de IR™). Na Segao 2.3 fazemos
uma identificagdo interessante para o espaco tangente ao Grassmanniano e
explicamos uma maneira muito pratica para calcular diferenciais de apli-
cagoes entre Grassmannianos (o autor nao conhece outra referéncia onde tal
identificagao seja feita). Na Sec@o 2.4 deduzimos diversas conseqiiéncias da
transitividade da acao do grupo linear geral no Grassmanniano; além do
mais, mostramos a diferenciabilidade e calculamos a diferencial de varias
aplicacoes entre Grassmannianos. Na Secao 2.5 comecamos o estudo do
Grassmanniano de Lagrangeanos e mostramos que o mesmo ¢ uma subva-
riedade do Grassmanniano de subespacos n-dimensionais de IR?"; cartas
explicitas sao introduzidas no Grassmanniano de Lagrangeanos e também
¢é identificado seu espacgo tangente. Tais técnicas serdo essenciais para o
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posterior estudo do indice de Maslov; na Subsecao 2.5.1 discutimos as sub-
variedades A*(Ly) do Grassmanniano de Lagrangeanos e mostramos que
AY(Lp) admite uma orientagao transversa canénica.

No Capitulo 3 estudamos diversos tépicos de topologia algebrica: o gru-
po e o grupdide fundamental sao discutidos na Secao 3.1, a seqiiéncia exata
de homotopia de uma fibracao é discutida na Secao 3.2 e os grupos de homo-
logia singular sao discutidos na Segao 3.3. Nao é nosso objetivo fazer uma
exposigao completa de tais assuntos (o que seria obviamente um programa
muito mais extenso); nos restringimos apenas aos tépicos mais ligados a
construcao do indice de Maslov. A nossa exposicao sobre a seqiiéncia exata
de homotopia da fibracao possui um enfoque muito pratico; em [52] o leitor
pode encontrar uma exposi¢ao mais elegante e completa do assunto. O nosso
enfoque por outro lado é 1til para o leitor interessado apenas em entender
rapidamente as aplicacoes bésicas a geometria diferencial.

O estudo do grupdide (e nao sé do grupo) fundamental é bastante im-
portante, j4 que o indice de Maslov é definido nao apenas para curvas fe-
chadas; na Subsecao 3.1.1 incluimos uma demonstracao da estabilidade da
classe de homotopia de uma curva que serd necessaria para a demonstragao
da estabilidade do indice de Maslov. A seqliéncia exata de homotopia da
fibragao é usada no calculo do grupo fundamental do Grassmanniano de La-
grangeanos (assim como os grupos fundamentais dos grupos de Lie cldssicos
estudados na Subsegao 3.2.1). Finalmente, os grupos de homologia singu-
lar sdo a peca fundamental para a nossa definicao do indice de Maslov; na
Subsegao 3.3.1 mostramos o Teorema de Hurewicz (para os grupos 71 (X) e
H, (X)) e também alguns resultados tteis na demonstragao das propriedades
bésicas do indice de Maslov.

O Capitulo 4 é dedicado a nocao do indice de Maslov. Na Secao 4.1
mostramos alguns resultados bastante elementares sobre indices e co-indices
de formas bilineares simétricas; tais resultados (e principalmente os resulta-
dos da Subsecao 4.1.1) sdo importantes para a teoria do indice de Maslov
e também serao fundamentais na demonstracao do Teorema do Indice. Por
esse motivo muitos dos resultados da Secao 4.1 sao provados também para
espagos de dimensao infinita (o que os torna menos triviais). Na Se¢ao 4.2
definimos o indice de Maslov e provamos suas propriedades bésicas.

O Capitulo 5 é dedicado ao estudo de diversas técnicas de andlise funcio-
nal; tais técnicas sdo efetivamente necessarias na demonstragao do Teorema
do Indice e para conveniéncia do leitor decidimos manter a exposicao essenci-
almente auto-contida. Uma excecao é feita a alguns resultados da Secao 5.1
(como Teorema da Aplicagao Aberta, Teorema de Hahn-Banach) que séo
enunciados sem demonstracao por serem parte de qualquer curso elemen-
tar de analise funcional. Na Subsecao 5.1.1 fazemos uma recapitulagao de
alguns conceitos elementares sobre calculo em espagos de Banach; de par-
ticular interesse é o Teorema 5.1.64 que fornece um critério pratico para
diferenciabilidade de aplicagoes entre espagos de Banach (o autor desconhe-
ce qualquer referéncia onde esse resultado possa ser encontrado). A Segao 5.2
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¢é dedicada a teoria dos operadores compactos e ao longo de suas Subsegoes
desenvolvemos diversos aspectos de tal teoria; a Subsecao 5.2.1 é dedicada
a teoria de Fredholm, a Subsegao 5.2.2 é dedicada ao estudo da topologia
fraca (que é também intimamente relacionada com operadores compactos) e
na Subsecao 5.2.3 desenvolvemos uma demonstracao interessante do Teore-
ma Espectral para operadores compactos simétricos (em espacos de Hilbert
reais). Mencionamos que alguns textos de andlise funcional restringem seu
estudo (principalmente quanto ao teorema espectral) para espagos de Hil-
bert complexos (vide Observagao 5.2.57); no nosso caso 0s espagos reais sao
mais importantes e na verdade os espacos complexos nao serao considera-
dos no nosso texto. Na Subsecao 5.2.4 generalizamos diversos resultados
da Subsecao 4.1.1 para espagos de dimensao infinita; ao contrario do res-
to do capitulo (que apresenta resultados classicos), diversas técnicas usadas
na Subsecao 5.2.4 sao novas e constituem peca chave na demonstracao do
Teorema do Indice.

Finalmente, no Capitulo 6 estudamos os sistemas diferenciais simpléticos
e 0 Teorema do Indice. A Secao 6.1 é dedicada a definicdo de sistema di-
ferencial simplético e ao conceito de isomorfismos; na Subsecao 6.1.1 intro-
duzimos a forma do indice associada a um sistema diferencial simplético e
na Subsecao 6.1.2 definimos o indice de Maslov de um sistema diferencial
simplético e provamos sua estabilidade. A Secao 6.2 é dedicada ao enuncia-
do do Teorema do Indice e as construgoes necessarias para compreensao de
tal enunciado; alguns resultados adicionais sobre isomorfismos de sistemas
diferenciais simpléticos (mais ligados ao material da Segao 6.2) foram dei-
xados para a Subsegdo 6.2.1. A Secao 6.3 é dedicada a prova do Teorema
do fndice; comecamos com um roteiro geral das idéias da demonstracao e os
teoremas mais técnicos sao espalhados ao longo das Subsegoes 6.3.1, 6.3.2 e
6.3.3.

Finalmente, na Se¢éao 6.4 comegamos a estudar as aplicagoes geométricas,
explicando como a teoria de sistemas diferenciais simpléticos é usada em
geometria semi-Riemanniana; obtemos entao o Teorema do Indice para va-
riedades semi-Riemannianas. Na Subse¢do 6.4.1 mostramos como 0 nosso
teorema do indice pode (juntamente com a teoria de Morse global) ser usado
para estimar a quantidade de geodésicas ligando dois pontos numa variedade
Lorentziana estacionaria; os resultados desta subsecao sao altamente depen-
dentes de [21] (um desenvolvimento autocontido se tornaria excessivamente
extenso nesse caso). Finalmente, na Segdo 6.5 mostramos como a teoria
de sistemas diferenciais simpléticos liga-se com a teoria de sistemas Hamil-
tonianos em variedades simpléticas; a maior parte da secao é desenvolvida
num contexto bastante abstrato, mas através dos Exemplos 6.5.5 e 6.5.15
procuramos tornar a exposicao mais compreensivel.



CAPITULO 1
Espacos Simpléticos

1.1. Revisao de Algebra Linear

Nesta secao revemos alguns resultados simples de dlgebra linear e fixamos
a notacao que deverd ser usada no resto do texto. Discutimos a identificacao
canonica entre formas bilineares e operadores lineares (a valores no espago
dual); consideramos também problemas relativos ao complemento ortogonal
de subespagos com respeito a produtos possivelmente degenerados (e nao
simétricos).

Suporemos, nesta se¢do, que todos os espacos vetoriais considerados tém
dimensao finita; o corpo de escalares K pode ser arbitrario, mas o leitor que
preferir pode supor K = IR ou K = C. A maior parte dos resultados apre-
sentados na se¢ao realmente valem sé em dimensao finita (note porém que
a existéncia do isomorfismo natural (1.1.1) abaixo vale em geral); as defi-
nicoes e notacoes introduzidas fazem sentido em dimensio infinita também®
e serao usadas nesse contexto mais geral nas secoes posteriores. Uma tltima
nota de aviso: quando estudarmos andlise funcional no Capitulo 5, algu-
mas notagoes introduzidas aqui serao adaptadas ao contexto; no caso de
espacos vetoriais normados, s6 nos interessaremos por operadores lineares e
bilineares limitados (vide Observagao 5.1.2).

Sejam V', W espacos vetoriais. Denotamos por L£(V, W) e por B(V, W)
respectivamente os espacos vetoriais de operadores lineares T: V — W e de
operadores (também chamados de formas) bilineares B: V x W — K; por
V* denotamos o espaco dual L(V,K) de V. Abreviamos L(V,V) e B(V,V)
por L(V') e B(V') respectivamente. Um operador bilinear B: VxV — Z édi-
to simétrico (respectivamente, anti-simétrico) quando B(v1,vs) = B(va,v1)
(respectivamente, B(vi,v2) = —B(ve,v1)) para todos vi,ve € V; denota-
mos por Bgin (V) (respectivamente, By (V) o espaco de formas bilineares
simétricas (respectivamente, anti-simétricas) B: V xV — K.

Temos um isomorfismo natural:

(1.1.1) L(V,W*) — B(V,W)
que associa cada operador linear T € L(V, W*) a forma bilinear T € B(V,W)
dada por T'(v,w) = T(v)(w).

1Uma excegao a essa regra ocorre no Exemplo 1.1.7, quando definimos o transposto
de um operador T' com respeito a uma forma bilinear simétrica B; o mesmo ocorre na
defini¢do de um operador B-normal.
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Dados outros espacos vetoriais V;, Wi e operadores L € L(V1,V), M €
L(W1, W) temos que as formas bilineares T'(L-,-) e T'(-, M-) correspondem
através de (1.1.1) aos operadores lineares T o L e M* o T respectivamente,
onde

(1.1.2) MW — WY

denota o operador transposto de M dado por M(«a) = awo M.

Tipicamente nao distinguiremos um operador linear 7' da sua forma
bilinear T correspondente por (1.1.1); na verdade, exceto por estas consi-
deracoOes iniciais ou por situacoes onde houver possibilidade de confusao,
denotaremos um operador linear e sua forma bilinear correspondente pelo
mesmo simbolo.

OBSERVACAO 1.1.1. Dados espacos vetoriais V', W, Vi, W] entao a ca-
da par (L, M) de operadores lineares com L € L(V1,V), M € L(W, W)

associamos um outro operador linear:
L(L,M): LV, W) — L(V1,W1)

dado por L(L,M)-T = M o T o L; essa defini¢ao faz de L(-,-) um funtor
(contravariante na primeira varidvel e covariante na segunda) da categoria

de pares de espacos vetoriais na categoria de espacos vetoriais. Analoga-
mente, dados operadores lineares L € L(V1,V), M € L(W1,W) obtemos
um operador linear:

B(L,M): B(V,W) — B(V1, W)

dado por B(L,M) - B = B(L-,M-). Dai B(-,-) torna-se um funtor (contra-
variante nas duas varidveis) da categoria de pares de espacos vetoriais na
categoria de espacos vetoriais.

A naturalidade do isomorfismo (1.1.1) pode agora ser entendida no senti-
do técnico de isomorfismos naturais entre funtores, i.e., o seguinte diagrama
comuta:

LOV,WY) —= BV, W)
(1.1.3) o) | | sz
LV W) —— BV, W)

onde L € L(V1,V), M € L(W1,W) e as flechas horizontais em (1.1.3) sao
as versoes adequadas do isomorfismo (1.1.1).

Como estamos considerando apenas espacos vetoriais de dimensao finita,
podemos identificar naturalmente cada espaco V com seu bidual V** e cada
operador linear T' com seu bitransposto T**. Dado T € L(V,W*) conside-
ramos entdo T* como um elemento de L(W,V*); se T é a forma bilinear
associada a T entfio a forma bilinear associada a T* é a transposta de T (co-
mo forma bilinear) dada por W xV 3 (w,v) — T(v, w). Em particular, para
V =W, a forma bilinear T ¢é simétrica (respectivamente, anti-simétrica) se
e somente se T* = T (respectivamente, T* = —T).
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OBSERVAGAO 1.1.2. Infelizmente, a identificacao (1.1.1) nao funciona
muito bem a nivel de matrizes (de acordo com as convengdes usuais para
representagdo matricial de operadores lineares e formas bilineares). Sejam
(vi)_y e (w;)™, bases para V e W respectivamente; denote por (v})" ; e
(wy)™, as correspondentes bases duais de V* e W*; para T' € L(V,IV*), a
representacao matricial (7j;) de T satisfaz:

m
T(vj) =Y Tijw],
=1

ou seja,
Tij = T(vj)(wi) = T (v, wi) = Tj.

Assim, a matriz que representa um operador linear 1" é a transposta da
matriz que representa sua forma bilinear T’ correspondente; em muitos casos
estaremos trabalhando com formas bilineares simétricas e ndao havera risco
de confusdo, mas quando trabalharmos com formas simpléticas na Segao 1.4
(que sao anti-simétricas) deve-se tomar cuidado para nao cometer erros de
sinal (vide Exemplo 1.1.4 abaixo).

DEFINIGAO 1.1.3. Dado T' € L(V, W), definimos o operador de pull-back
associado a T’

T: B(W) — B(V)
por T*(B) = B(T-,T") para todo B € B(W); quando T' é um isomorfismo,
podemos definir também o operador de push-forward associado a T

T.: B(V) — B(W)
por T.(B) = B(T—!.,T~!.), para todo B € B(V). Na notacio introduzida
na Observagao 1.1.1 temos T* = B(T,T) e T\, = B(T~1,T~1).
Note que T™ denota tanto o operador pull-back associado a T' quanto o
operador transposto de T, mas o contexto devera deixar claro o significado;

na verdade, o operador transposto 1™ pode ser pensado como o operador de
pull-back em 1-formas induzido por T.

ExEMPLO 1.1.4. Usando (1.1.1) para identificar operadores lineares e
formas bilineares temos que o operador pull-back é dado por:

(1.1.4) T*(B)=T*oBoT,
para B € B(W) = L(W, W) e o operador push-forward é dado por:
(1.1.5) T.(B) = (T"Y)*oBoT™},

para B € B(V) = L(V, V™).

As identidades (1.1.4) e (1.1.5) podem ser entendidas como férmulas
envolvendo representagoes matriciais, mas nesse caso devem-se usar as ma-
trizes que representam B, T,.(B) e T*(B) vistos como operadores lineares.

Para B € B(V), o niicleo de B é o subespago de V definido por:
(1.1.6) Ker(B) ={veV:B(v,w)=0, Vwe V}.



4 1. ESPACOS SIMPLETICOS

O ntcleo de B coincide com o nucleo do seu operador linear associado.
Dizemos que B é nao-degenerada quando Ker(B) = {0}. Isso é equivalente
a dizer que seu operador linear associado V' — V* é injetor (ou que o mesmo
é um isomorfismo, ja que dim(V') < 400).

ExeEMPLO 1.1.5. Se B € B(V) é uma forma bilinear nao-degenerada,
entao B define um isomorfismo de V' sobre V*, de modo que podemos definir
a forma bilinear B, (B) em V* obtida de B fazendo o push-forward através da
prépria B. Por (1.1.5), tal forma em V* coincide com (B~1)*; na maioria das
vezes estaremos interessados no caso em que B é simétrica (por exemplo, um
produto interno), de modo que a forma induzida em V* também ¢ simétrica
e coincide simplesmente com B~1.

DEFINIGAO 1.1.6. Seja B € By, (V') uma forma bilinear simétrica em V.
Dizemos que um operador linear 7': V' — V é B-simétrico (respectivamente,
B-anti-simétrico) quando a forma bilinear B(T", -) for simétrica (respectiva-
mente, anti-simétrica). Dizemos que T' é B-ortogonal quando T*(B) = B,
ie., B(T-,T-) = B.

EXEMPLO 1.1.7. Dada B € Bgim(V') e considerando B como um operador
linear B: V — V* temos que a B-simetria de T € L(V') é equivalente a:

(1.1.7) BoT =(BoT)".

Consideracao anédloga pode ser feita em relacao a B-anti-simetria (acrescen-
tando um sinal em (1.1.7)). A identidade (1.1.7) pode ser entendida em
termos de matrizes: dada uma base, temos que T é B-simétrica quando o
produto da matriz que representa B pela matriz que representa 1" for uma
matriz simétrica.

Quando B é nao-degenerada, podemos também definir o operador trans-
posto de T relativo a B como sendo o operador T € L(V) tal que B(Tw, w) =
B(U,Tw) para v,w € V. Dai T é B-simétrico (respectivamente, B-anti-
simétrico) se e somente se 7' = T’ (respectivamente, T = —T'). Um operador
T sera B-ortogonal se e somente se for inversivel e satisfizer T=1"1

O nome “transposto” usado aqui justifica-se pelo fato que, identificando
V e V* através de B, o operador T corresponde ao operador transposto
usual 7%, i.e., o diagrama:

V——Z——>

(1.1.8) B l =~ =~ l B
V* V*
T*
comuta. Explicitamente temos T = B~ o T* o B. Definimos entao que um
operador T' € L(V) é B-normal quando T' comuta com 7.
Dado um subespago S C V' e uma forma bilinear B € B(V'), definimos
o complemento ortogonal de S relativo a B por:

(1.1.9) St={veV:Bww) =0, Ywe S}



1.1. REVISAO DE ALGEBRA LINEAR 5

Observe que S+ é simplesmente a imagem inversa B~!(S°) por B: V — V*
do anulador de S em V definido por:

S°={aeV*:als=0}.

Em particular, o niicleo de B é simplesmente o complemento ortogonal V=
relativo a B do espago inteiro V.

No caso de uma forma bilinear genérica B, deve-se observar com cuidado
a convencio na definicio de S+ em (1.1.9); se considerdssemos os vetores
v tais que B(-,v) se anula em S, obteriamos uma definigdo completamente
diferente para S1. Na pratica porém, sé usaremos essa definicdo quando B
é simétrica ou anti-simétrica e dai as duas possiveis convencoes sao equiva-
lentes.

EXEMPLO 1.1.8. Sejam dadas B € Bgim (V') nao-degenerada, T' € L(V)
e denote por T' o operador transposto de T relativo a B. Entao se S C V
é um subespago invariante por T, i.e., T(S) C S temos que o complemento
ortogonal S* relativo a B serd invariante por 7, i.e., T(SL) c S+. Isso
segue de (1.1.8) e da identidade S+ = B~!(S°), observando que o anulador
S? é invariante por T*.

E fécil ver que em geral nio temos nem S N S+ = {0}, nem V = S +
S+ e nem mesmo dim(V) = dim(S) + dim(S+); temos porém os seguintes
resultados.

PROPOSIGAO 1.1.9. Se B € nao-degenerada entdao dim(V') = dim(S) +
dim(S+).

DEMONSTRAGAO. Simplesmente observe que

dim(V) = dim(S) + dim(S?),

e que dim(S+) = dim(S°), j& que S+ = B71(S°) e B é um isomorfismo. [

Se B é simétrica ou anti-simétrica, é facil ver que S C (S*)*; aigualdade
em geral nao vale, mas temos o seguinte.

COROLARIO 1.1.10. Suponha B simétrica ou anti-simétrica; se B € nao-

degenerada entdo S = (S+)*.

DEMONSTRAGAO. Temos S C (S+)% e pela Proposicio 1.1.9 temos
dim(S) = dim((S+)4). O

PROPOSIGAO 1.1.11. A restricio Blgxs € ndo-degenerada se e somente
seV=8@8".

DEMONSTRAGAO. O ntcleo da restricdo de B a S é S N S+, donde
V = S @ S+ implica B nao-degenerada em S; reciprocamente, se B é nao-
degenerada em S, temos SNS+ = {0}, donde resta mostrar que V = S+S+.
Note que a aplicacao

(1.1.10) S>xz+— B(z,)|s € 5"
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é um isomorfismo; Dai, dado v € V' podemos encontrar x € S tal que B(x, -)
e B(v,-) coincidem em S, donde z —v € S+. Isso completa a demonstracio.
O

COROLARIO 1.1.12. Suponha B simétrica ou anti-simétrica; se B € nao-
degenerada em V entao sao equivalentes:

e B ¢ nao-degenerada em S;
e B € nio-degenerada em S*.

DEMONSTRAGAO. Suponha que B é nao-degenerada em S. Pela Propo-
sicio 1.1.11 temos V = S@S~; pelo Corolario 1.1.10 temos V = S+ (S+)*,
donde B é nao-degenerada em S, pela Proposicao 1.1.11. A reciproca segue
analogamente, j& que (S+)+ = S. O

ExeEmMpPLO 1.1.13. A Proposicao 1.1.11 realmente nao vale quando V
tem dimensao infinita; por exemplo, se V' = £3(N) é o espago das seqiiéncias
r = (z;)ijen de nlimeros reais quadraticamente somdveis, i.e., Y .y z? <
+00, B = (-,-)2 é o produto Hilbertiano padrao em V dado por B(z,y) =
Y ienTiyi € S C V é o subespago formado pelas seqiiéncias quase-nulas, i.e.,
x; # 0 no maximo para um numero finito de indices i € N, entao é facil ver
que S+ = {0}.

Ocorre aqui que a aplicagao (1.1.10) é injetora mas nao é sobrejetora.

OBSERVAGAO 1.1.14. Observe que a Proposigao 1.1.11 é verdadeira se
supusermos apenas que S tem dimensao finita; de fato, na demonstragao
apresentada, s6 foi importante a finitude da dimensao para concluir que
(1.1.10) é um isomorfismo.

Como aplicagdo da Proposigao 1.1.11, mostramos que toda forma bili-
near simétrica é diagonalizavel.

TEOREMA 1.1.15. Suponha que o corpo de escalares K tem caracteristica
diferente de 2; dada uma forma bilinear simétrica B € Bgim(V), existe uma
base de V na qual B ¢ representada por uma matriz diagonal, i.e., existe
uma base (b;)?'_y de V tal que B(b;,b;) =0 para i # j.

DEMONSTRAGAO. Provamos o resultado por induc¢ao na dimensao de
V. Se dim(V) < 1 o resultado é trivial; suponha dim(V) =n > 1 e que
o resultado é vélido para espagos de dimensao menor que n. Se tivermos
B(v,v) = 0 para todo v € V entao:

0=B(v+w,v+w)=2B(v,w),

o que implica B = 0 (ja que car(K) # 2); o caso B = 0 ¢é trivial, donde
podemos supor que existe by € V com B(b1,b1) # 0. Dai B é nao-degenerada

2A férmula B(v,w) = 1(B(v+ w,v + w) — B(v,v) — B(w,w)), valida para formas
bilineares simétricas B € Bsim(V) quando car(K) # 2 é conhecida como a férmula de

polarizagao.
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no subespacgo unidimensional Kb, gerado por b; e pela Proposicao 1.1.11
temos que:

V = Kb & (Kby)™*.

Pela hipétese de indugdo, existe uma base (b;)"_, de (Kb1)* que diagonaliza
a restricao de B; ¢é facil entao ver que (b;)7_; ¢ uma base de V' que diagonaliza
B. O

1.2. Estruturas Complexas e Reducao de Escalares

Nesta secao verificamos um pouco o que acontece quando mudamos o0s
escalares de um espaco vetorial do corpo real para o complexo; quando
passamos do complexo para o real, estamos apenas fazendo uma restrigao,
que chamaremos uma reducao de escalares. A passagem do real para o
complexo exige a introducao de uma estrutura adicional, que serd chamada
uma estrutura complexa. Nao supomos a priori que os espagos envolvidos
tém dimenséo finita. A maioria das demonstracoes sdo muito elementares e
portanto omitidas.

Durante esta secao, muitas vezes nos referiremos a operadores lineares
como IR-lineares ou C-lineares, apesar da redundancia do termo; de fato, o
corpo de escalares considerado deve ser claro a partir dos espacos vetoriais.
Em todo caso, acreditamos que tal redundancia facilita a leitura. De maneira
andloga, falaremos as vezes em IR-bases (ou bases sobre IR), C-bases (ou
bases sobre C), dimensao sobre IR, dimensao sobre C e assim por diante.

Seja V um espago vetorial complexo; denotamos por Vp o espaco vetorial
real obtido de V pela restricao da multiplicacao por escalares C x V — V
a IR x V. Note que o conjunto de vetores subjacente (assim como a soma)
de V e VR coincidem. Dizemos que VR é a realificacao de V ou que VR é
obtido de V por redugdo de escalares.

Note que o endomorfismo v — v de V dado pela multiplicacao pelo
escalar i = y/—1 é C-linear e portanto define também um endomorfismo IR-
linear de VR; o quadrado de tal endomorfismo é igual a menos o operador
identidade. Isso motiva a seguinte:

DEFINIGAO 1.2.1. Seja V um espaco vetorial real. Uma estrutura com-
pleza em V é um operador linear J: V — V tal que J? = Jo J = —Id.

E claro que uma estrutura complexa J é sempre um isomorfismo, ja que
Jl=—J.

Dada uma estrutura complexa J em V, é facil ver que existe uma tnica
maneira de estender a multiplicacao por escalares IRxV — V de V aCxV
de modo que J(v) = iv para todo v € V. Explicitamente, definimos:

(1.2.1) (a+bi)v=av+bJ(v), a,belR.

Reciprocamente, como ja haviamos observado, toda extensao a C x V da
multiplicagao por escalares de V' (tornando V' um C-espago vetorial) define
uma estrutura complexa em V por J(v) = iv.
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A partir de agora, identificaremos cada par (V,J) onde V' é um espago
vetorial real e J é uma estrutura complexa em V com o espago vetorial
complexo V obtido a partir de (1.2.1). Observe que V é simplesmente a
realificagdo Vg de (V, J).

EXEMPLO 1.2.2. Em IR?" temos uma estrutura complexa J definida
por J(z,y) = (—y,z) para todos x,y € IR". Chamamos essa a estrutura
compleza canénica de IR*™. Identificamos entdo (IR?*",.J) com o espaco
vetorial complexo C™ através de (z,y) — x + iy, para =,y € IR". Em
termos de matrizes temos:

(1.2.2) J = ( (I) _(I) )

onde 0 e I denotam respectivamente a matriz zero e a matriz identidade
n xn.

O seguinte lema é muito simples.

LEMA 1.2.3. Sejam Vi, Vo espagos vetoriais reais e sejam Jy, Jo estrutu-
ras complexas em Vi, Vo respectivamente. Um operador IR-linear T: Vi —
Vo serd C-linear de (Vy,J1) em (Va, Ja3) se e somente se ToJ; = JyoT; em
particular, se V é um espaco real e J € uma estrutura complexa em V' entdo
os endomorfismos C-lineares de (V,J) sao os endomorfismos IR-linares de
V' que comutam com J. O

OBSERVAGAO 1.2.4. Observe que se J é uma estrutura complexa em V'
entao —J também é; dizemos que —J é a estrutura complexa conjugada de
J. Note que para A € C, v € V, o produto de A por v no espago complexo
(V,—J) é igual ao produto de A por v no espaco (V,.J), onde A denota o
complexo conjugado de .

O conjunto das bases (complexas) de (V, J) e de (V, —J) coincidem, mas
observe que, relativamente a uma base fixada, as coordenadas de um vetor
dado se conjugam quando trocamos J por —J.

Um operador C-linear T' continua C-linear quando trocamos as estru-
turas complexas de seu dominio e de seu contra-dominio pelas estruturas
complexas conjugadas correspondentes. Observe no entanto que se T' é re-
presentado por uma matriz complexa Z em certas bases entao sua repre-
sentacao matricial passa a ser a matriz conjugada Z quando conjugamos as
estruturas complexas de seu dominio e contra-dominio (mantendo as bases
inalteradas).

DEFINIGAO 1.2.5. Uma aplicacdo T entre espagos vetoriais complexos é
dita anti-linear (ou linear conjugada) quando for aditiva (i.e., T(z +y) =
T(x) + T(y), para todos z, y) e tivermos T'(Ax) = AT'(x), para todos A € C
e todo x no dominio de 7.

Uma aplicagdo anti-linear é sempre IR-linear (quando realificamos o
dominio e o contra-dominio); além do mais, uma aplicagao é anti-linear se e
somente se ela se torna C-linear quando conjugamos a estrutura complexa
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de seu dominio (ou de seu contra-dominio). Em particular, os endomor-
fismos anti-lineares de (V,J) sdo os endomorfismos IR-lineares de V que
anti-comutam com J.

Temos a seguinte relagao entre bases de (V,J) e de V.

PROPOSICAO 1.2.6. Seja V' um espago vetorial real e J uma estrutura
complexa em V. Uma familia (bj)jcy € wuma C-base de (V,J) se e somente
se a uniao das familias (b;)jer e (J(bj))jeg € uma IR-base de V. O

COROLARIO 1.2.7. A dimensdo (real) de V € o dobro da dimensdo (com-
plexa) de (V,J) (ambas finitas ou ambas infinitas); em particular, um espago
vetorial real de dimensao finita admite uma estrutura complexa se e somente
se sua dimensao € par.

DEMONSTRAGAO. Para a existéncia de estruturas complexas em espacos
de dimensao par vide Exemplo 1.2.2. O

ExEMPLO 1.2.8. Se V' é um espago real e J é uma estrutura complexa
em V entdo o dual do espago complexo (V, J) consiste no espaco (complexo)
dos operadores IR-lineares a: V — C tais que

(1.2.3) aolJw)=1ia(v), veV.

E facil ver que a identidade (1.2.3) determina a parte imaginaria de a a
partir de sua parte real, i.e., temos um isomorfismo

(1.2.4) (V. J)*sar—Roae V¥,

onde R: C — IR é o operador parte real. O isomorfismo IR-linear (1.2.4)
induz portanto uma tnica estrutura complexa em V* que torna (1.2.4) C-
linear. E f4cil ver que tal estrutura complexa é simplesmente o operador
transposto J*.

Finalizamos a secao com uma relagdo entre representagoes matriciais
de vetores e operadores em bases reais e complexas. A partir de agora
suporemos que V é um espago vetorial real de dimensao 2n < +oo munido
de uma estrutura complexa J, de modo que (V,J) tem dimensao n.

DEFINIGAO 1.2.9. Uma base de V' da forma
(1.2.5) (b1s- -y bn, J(b1), -, I (b))

é chamada uma base adaptada a J (ou uma J-base) de V; dizemos que
(bj)j—1 ¢é a base complexa de (V,J) correspondente & J-base (1.2.5) (vide
Proposigao 1.2.6).

Por exemplo, considerando a estrutura complexa canénica em IR*" (vide
Exemplo 1.2.2) entdo a base canénica de IR?" é uma .J-base, cuja base
complexa correspondente é a base canonica de C"; dito de outra forma, as
J-bases de um espago vetorial real sao precisamente as bases nas quais a
representagdo matricial de J é dada por (1.2.2). A existéncia de J-bases
segue da Proposicao 1.2.6.
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Fixamos entao uma J-base em V', correspondendo a uma base complexa
(bj)7—1 de (V,J). Dado um vetor v € V com coordenadas (21,...,2,) na
base de (V,J) entao suas coordenadas na base real de V' serao:

v~ (‘rlv”-vaL)ylr"?yn)?

onde z; = xj+1iy;, z;,y; € IR. Se T é um operador C-linear representado em
bases complexas pela matriz Z = A+ Bi (A, B reais) entao sua representacao
nas J-bases correspondentes é:

(1.2.6) T ~ < g —AB )

OBSERVAGAO 1.2.10. Note que a férmula (1.2.6) implica que a aplicagao
que associa a cada matriz n x n complexa Z = A + Bi (A, B reais) a
matriz dada em (1.2.6) é um homomorfismo injetor (IR-linear) da &lgebra
das matrizes complexas n X n na algebra das matrizes reais 2n x 2n.

OBSERVAGAO 1.2.11. Em linguagem categdrica, mostramos nesta segao
que a categoria dos espacos vetoriais complexos e operadores C-lineares é
isomorfa & categoria dos pares (V,J) (V espaco real e J estrutura com-
plexa em V') cujos morfismos sdo operadores IR-lineares que preservam os
operadores J (no sentido do enunciado do Lema 1.2.3).

OBSERVAGAO 1.2.12. A operagao de redugao de escalares faz sentido em
contexto muito mais geral; mais explicitamente, se .S, R sao anéis, h: S — R
¢ um homomorfismo de anéis e M é um R-moédulo, podemos definir uma
estrutura de S-médulo em M fazendo (s,m) — h(s)-m, paras € S, m € M;
dizemos que esse S-mddulo é obtido de M por reducdo de escalares através
de h.

1.3. Complexificacao e Formas Reais

Nesta secao mostramos que todo espago vetorial real pode ser estendido
de maneira candnica a um espago vetorial complexo (imitando a relacao
entre IR™ e C"); tal extensao serd chamada uma complexificagdo do espago.
Mostramos também que um dado espago complexo em geral pode ser visto
como a complexificagao de varios subespacos reais, os quais serao chamados
formas reais do espaco. Nao supomos a priori que os espacos envolvidos tém
dimensao finita. Varias demonstragoes sao muito elementares e portanto
omitidas.

DEFINICAO 1.3.1. Seja V um espaco vetorial complexo; uma forma real
em )V é um subespaco real Vy de V (ou, mais precisamente, da realificacao
VRr) tal que

Vr = Vo ®iVg.

Dito de outra maneira, uma forma real Vy em V é um subespaco real tal
que todo v € V se escreve de modo Unico como v = vy +ive, com v1,v2 € Vp.

A uma forma real Vy C V estao associadas aplicagoes:

(1.3.1) R:V—Vy, V—Vy, :V—0YV,
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dadas por R(v1 + ive) = vy, S(v1 + ivy) = vy e ¢(vy + ivy) = vy — ive, para
todos v1,v9 € Vy. Chamamos R, S e ¢ respectivamente o operador parte
real, o operador parte imagindria e o operador de conjugacdo relativos a
Vo. Todos esses operadores sao IR-lineares; o operador ¢ é anti-linear. Para
v € V, dizemos também que ¢(v) é o conjugado de v (relativo a forma real
Vo) e escrevemos também:

c(v) = 2.

DEFINICAO 1.3.2. Seja V um espaco vetorial real. Uma complezificacdao
de V é um par (VC, ¢) onde V€ é um espaco vetorial complexo, ¢ é uma apli-
cacdo IR-linear injetora de V em VC (ou, mais precisamente, na realificacao
de V) tal que a imagem de ¢ é uma forma real em V.

A proposicao seguinte é usualmente conhecida como a propriedade uni-
versal da complexificagdo.

PROPOSIGAO 1.3.3. Sejam V um espaco vetorial real, (VC, L) uma com-
plexificacao de V. e W um espago vetorial complexo. Entdo dada uma apli-
cacao IR-linear f: V — Wpg existe uma unica aplicacdo C-linear f: Ve -
W tal que o sequinte diagrama comuta:

(1.3.2) Ve
=
A
V—=W

f

DEMONSTRAGAO. A unicidade segue do fato que +(V) gera VC (como
espaco complexo); para a existéncia defina

Fw)=for  (R(v) +ifor  (S(v)),

onde R e & sdo respectivamente o operador parte real e parte imagindria
associados a forma real +(V) de VC. O

Como corolario, obtemos que a complexificacao é tinica a menos de iso-
morfismos.

COROLARIO 1.3.4. Se (VT 1), (Vi€, 1) sdo complexificacbes de V entdo
existe um unico isomorfismo C-linear ¢: Vl(C — VQ(C tal que o diagrama

¢ ye
N A
|4

DEMONSTRAGAO. Aplicando a Proposi¢ao 1.3.3, construimos ¢: Vl(C —
VQ(C e VQ(C — Vl(C tais que ¢ oty = 19 e Y o1y = 11; a parte de unicidade da
Proposicao 1.3.3 nos dé a unicidade de ¢. Usando novamente a unicidade
(duas vezes) na Proposi¢ao 1.3.3, concluimos que po¢ = Id e poyp =1d. O

%

comuta.
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Se V' é um espaco vetorial real entao podemos fazer da soma direta VoV
um espaco vetorial complexo através da estrutura complexa

VeV (w) — (—wov)eVaV.

Definindo ¢(v) = (v, 0) é facil ver que (V @V, 1) é entdo uma complexificacao
de V chamada a complezificacdo candénica de V. Em vista do Corolario 1.3.4,
nao precisamos mais distinguir entre duas complexificacoes de V'; a partir
de agora entdo, o simbolo V€ denota a complexificacdo canoénica de V, ou
dependendo do contexto, podemos denotar por V¢ alguma outra complexi-
ficac@o de V' (isomorfa & canonica). O espago original V' é entao identificado
através de ¢ com (V) de modo que consideramos V' C V; o fato que (V)
é uma forma real de VC significa entdo que VC se escreve como soma direta
dos subespacos V e iV
VE=VvaiV.

ExEMPLO 1.3.5. Temos que IR™ C C" é uma forma real e portanto C™

é uma complexificacao de IR".

EXEMPLO 1.3.6. Se X é um conjunto entao o espaco vetorial F(X, IR)
de todas as funcoes de X em IR é uma forma real do espaco F(X,C) das
funcoes de X em C. O mesmo normalmente vale quando consideramos
alguma classe especifica de funcoes; por exemplo, se X é uma variedade
entao o espaco C’k(X, IR) de fungées de classe C* de X em IR é uma forma
real de C*(X, C).

Assim, F(X,C) e C*(X, C) sdo complexificagdes de F(X, IR) e C*(X, IR)
respectivamente.

ExEMPLO 1.3.7. Na mesma linha dos Exemplos 1.3.5 e 1.3.6, temos que
o espago M, (IR) das matrizes reais n X n é uma forma real do espaco M,,(C)
das matrizes complexas n X n. Um exemplo menos trivial é o seguinte. Seja
u(n) o subespago de M,,(C) formado pelas matrizes anti-Hermiteanas, i.e.,
matrizes A tais que A* = —A, onde aqui A* denota a matriz transposta-
conjugada de A. Entao iu(n) é o espago das matrizes Hermiteanas, i.e.,
matrizes A com A* = A. E fécil ver que M,(C) = u(n)@®iu(n), de modo que
também u(n) é uma forma real de M, (C) e M,(C) é uma complexificacao
de u(n).

EXEMPLO 1.3.8. Se V é um espaco vetorial complexo e se (b;) e ¢ uma
base complexa de V entao o subespago real

Vo = {Zjej, Ajby A € R, I €7 finito }

de VR gerado pelo conjunto {b;};ecs é sempre uma forma real em V.

Na verdade, todas as formas reais de V podem ser obtidas dessa maneira;
de fato, se Vy C V ¢é uma forma real entdo uma IR-base (b;)jes de Vy é
também uma C-base de V. Note que em particular concluimos também que
a dimensao real de uma forma real 1 é igual & dimensao complexa de V; dito
de outra maneira, a dimensao de um espaco vetorial real é igual & dimensao
(complexa) de sua complexificagao.
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O Exemplo 1.3.8 mostra que todo espago vetorial complexo (nao nu-
lo) admite uma infinidade de formais reais; o Exemplo 1.3.7 mostra que é
possivel também que tenhamos varias formas reais “interessantes”. A se-
guinte proposicao da uma caracterizacao das formas reais de um espaco
complexo. Recorde que uma bije¢do ¢ de um conjunto é dita involutiva se
¢ =¢oop=Id.

PROPOSICAO 1.3.9. Seja V um espaco vetorial complexo. Entdo exis-
te uma bije¢do entre o conjunto das formas reais de V e o conjunto dos
automorfismos anti-lineares involutivos de V, de modo que:

e a cada forma real Vo C V associamos o seu operador de conjuga¢ao
¢ (vide (1.3.1));
e a cada automorfismo anti-linear involutivo ¢ de V associamos o
conjunto Vo = {v € V: ¢(v) = v} de seus pontos fizos.
O

A proposicao acima fornece uma comparagao interessante entre as cons-
trugoes da Secao 1.2 e da presente secao. Na Secao 1.2 vimos que em certo
sentido as operacgoes de realificacdo e de adi¢ao de estrutura complexa sao
mutuamente inversas; enquanto a realificacdo é um procedimento canonico,
a adicdo de uma estrutura complexa exige uma informacao adicional: a sa-
ber, um automorfismo J com J? = —Id. Na presente secdo temos a situacio
oposta. A complexificacdo é uma construcao canonica (a menos de isomor-
fismos), enquanto sua operagao “inversa’, i.e., a passagem a uma forma
real exige a adicao de informagao adicional: um automorfismo anti-linear
involutivo c.

Olhamos agora para a complexificacao de maneira funtorial. Sejam Vi,
V5 espacgos vetoriais reais. Segue da propriedade universal da complexifi-
cacao (Proposigao 1.3.3) que cada operador IR-linear T: V; — V5 admite
uma tnica extensdo C-linear TC: V€ — V¥, Temos o seguinte diagrama

comutativo:

T7C
Ve —— V5

i— W
T
O operador TC é chamado a complezificacio de T'; concretamente falando,
temos que 7 é dado por:
TC(v + iw) = T(v) +iT(w), v,w € Vi,
E imediato que:
(1.3.3) (Ty o 1)  =TC oT¥, 1d¢ =1d,
e portanto também (T(C)f1 = (T~HC quando T for um isomorfismo.

OBSERVAGAO 1.3.10. As identidades (1.3.3) dizem que a complexificagao
V — VC, T TC define um funtor da categoria dos espacos vetoriais reais
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(e operadores IR-lineares) na categoria dos espagos vetoriais complexos (e
operadores C-lineares).

Se U C V é um subespaco entao é facil ver que a complexificacao i€ da
inclusdao i: U — V é injetora e portanto identifica U® com um subespaco
de V€. Concretamente falando, temos que o subespaco U® € VC é a soma
(direta) dos subespagos reais U e iU de VC, também, UC é o subespaco
complexo de VC gerado pelo subconjunto U ¢ VC. Dado um operador
linear T': Vi — V5 entdo é facil ver que?

(1.3.4) Ker(T%) = (Ker(T))®, Im(T%) = (Im(T))".
Nem todo subespaco de VC é a complexificacdo de um subespaco de V.

Temos a seguinte caracterizagao.

LEMA 1.3.11. Seja V um espaco vetorial real e seja Z C VC um subes-
paco vetorial complexo. Entdo existe um subespaco real U C 'V com Z = UC
se e somente se Z € invariante por conjugacao, i.e.:

«(2)C Z,

onde ¢ denota o operador de conjugagio relativo & forma real V. C VC.
Quando Z = UC, tal U € unicamente determinado e é dado explicitamente

porU=2ZNV. O
Observe que, dados espagos vetoriais reais Vi, Vo, temos um operador
(1.3.5) L(Vi,Va) 3 T +— TC € L(V,E, V)

que é IR-linear injetor; na verdade temos o seguinte

LEMA 1.3.12. A aplicagdo (1.3.5) leva L(V1,Va) isomorficamente sobre
uma forma real de L(ViF, V7).

DEMONSTRAGAO. Como (Vy) . = Vo @ iVa, ¢ facil ver que:
(1.3.6) z(vl, (VZC)]R> — L(Vi, Vo) @ iL(Vh, Va).

Da propriedade universal da complexificagao (Proposigao 1.3.3) segue que o
operador restri¢ao

(1.3.7) LVEVE) 28 =8y, € c(vl, (VQ‘C),R)
¢ um isomorfismo. De (1.3.6) e (1.3.7) segue que:
(1.3.8) L(VEVy) =2 L(Vi, Vo) ® L(Vi, Va),

onde os dois termos na soma direta em (1.3.8) sao identificados respectiva-
mente com a imagem de (1.3.5) e com essa imagem multiplicada por i. [

3Diz-se nesse caso que a complexificagdo é um funtor ezato, i.e., leva seqiiéncias exatas
curtas em seqliéncias exatas curtas.
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Segue em particular do Lema 1.3.12 que V* = L(V, IR) identifica-se com
uma forma real de (Vc)* = E(V(C, (C); dito de outra meneira, o complezifi-
cado do dual de V identifica-se com o dual (complexo) do complezificado de
V' (compare com o Exemplo 1.2.8).

Seguindo a mesma linha do Lema 1.3.11, o lema seguinte caracteriza a
imagem de (1.3.5).

LEMA 1.3.13. Sejam Vi, Vo espacos vetoriais reais. Dado um operador
C-linear S: Vl(C — VQC, as sequintes condig¢oes sao equivalentes:

o cxiste T: V3 — Vo IR-linear tal que S = TC:

e S preserva formas reais, i.e., S(V1) C Va;

e § comuta com conjugagao, i.e., coS = Soc, onde ¢ denota os
operadores de conjugacdo de Vl(C e ‘/2(C relativos as formas reais Vi
e V respectivamente.

Quando as condi¢des acima sao cumpridas temos S = TC para um unico
operador T: Vi — Vb, tal operador € dado por restricao de S. U

ExXEMPLO 1.3.14. Sejam V1, V5 espacos vetoriais reais de dimensao finita;
dai escolhendo bases de Vi, V2 temos que as mesmas serdo bases (comple-
xas) de Vl(c e VQ(C (vide Exemplo 1.3.8). Em termos dessas bases, temos que
a representacdao matricial de um operador T': Vi — V5 é igual a represen-
tacao matricial de sua complexificacdo TC (compare com os resultados da
Secao 1.2, especificamente a férmula (1.2.6)).

Em termos de representagoes matriciais entao a aplicagao (1.3.5) é sim-
plesmente a inclusao das matrizes reais nas matrizes complexas e o Le-
ma 1.3.12 torna-se trivial.

ExEmMPLO 1.3.15. A forma real de /J(Vl‘c, VQC) definida pelo enunciado
do Lema 1.3.12 corresponde a um operador de conjugacao em E(VI(C, V2C).
Dado entao um operador linear S € E(Vfc, VQC) podemos considerar o seu
operador conjugado S; tal operador é dado explicitamente por:

S=coSoc.

De fato, basta observar que S — coS oc¢ define um automorfismo anti-linear
involutivo de E(VIC, VQ(C) cujo conjunto de pontos fixos é a imagem de (1.3.5)
(vide Lema 1.3.13 e Proposicao 1.3.9). Note que temos a identidade:

SWw)=38(@), veVt

Em termos de bases, temos que a matriz que representa S é simplesmente
a matriz conjugada da matriz que representa S.

A teoria desta secao pode ser generalizada facilmente para o caso de
operadores multi-lineares, operadores anti-lineares ou ainda para operadores
com “multi-linearidade mista”, como os operadores sesqui-lineares, que tém
interesse especial:
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DEFINICAO 1.3.16. Dados espacos vetoriais complexos Vi, Vo, V, dize-
mos que uma aplicagdo B: V) X Vo — V é sesqui-linear quando para cada
vy € V1, B(v1,-) for anti-linear e para cada vy € Vo, B(-, v9) for C-linear.

Se Vi = Vs, e se for fixada uma forma real em V, dizemos que um
operador sesqui-linear B é Hermiteano (respectivamente, anti-Hermiteano)
quando B(v1,v2) = B(ve,v1) (respectivamente, B(vy,v2) = —B(ve,v1)),
para todos vy, vy € V.

Uma forma Hermiteana num espago complexo V é uma aplicacao sesqui-
linear Hermiteana %6: )V x V — C; quando B for positiva definida, i.e.,
B(v,v) > 0 para todo v € V nao nulo, dizemos também que B é um produto
Hermiteano positivo (ou simplesmente um produto Hermiteano) em V.

Na Observacao 1.3.17 a seguir, mencionamos as generalizagoes dos re-
sultados desta secao para operadores multi-lineares, anti-lineares e sesqui-
lineares.

OBSERVAGAO 1.3.17. A Proposigao 1.3.3 generaliza-se mutatis mutandis
para operadores anti-lineares, multi-lineares e sesqui-lineares (ou qualquer
“multi-linearidade mista” obviamente). Mais precisamente, se a aplicagao
f dada é IR-linear, podemos estendé-la a uma aplicacao f anti-linear; se f
for IR-multi-linear, podemos tanto estendé-la a uma aplicacao f que seja
C-multi-linear quanto a uma aplicagao f sesqui-linear (se f era bilinear).
No caso de operadores multi-lineares o diagrama (1.3.2) fica:

C C
VE X x VE
L1 XXy

le---x%*féw

Assim, do mesmo modo que definimos a complexificacio TC para um ope-
rador IR-linear, podemos definir a complexificacio B¢ de um operador IR-
multi-linear B: V; x --- x V, — V como sendo sua unica extensao a um
operador C-multi-linear B: VfC X oo X Vp(C — V€. do mesmo modo, po-
demos associar a um operador IR-linear T: V; — V5 sua tnica extensao
anti-linear TC: Vl(C — VQ(C e a um operador IR-bilinear B: Vi x Vo — V sua
tinica extensdo sesqui-linear B%: V& x V& — VT,

As identidades em (1.3.4) continuam satisfeitas quando trocamos TC por
TC (a observacao anéloga ndo vale para as identidades em (1.3.3)).

O Lema 1.3.12 generaliza-se para operadores multi-lineares; menciona-
mos que, no caso dim(V') < 400, essa generalizagao nos fornece como co-
rolario isomorfismos naturais entre a complexificacao das poténcias tenso-
riais (respectivamente, exteriores e simétricas) de V' e as correspondentes
poténcias tensoriais (respectivamente, exteriores e simétricas) de V¢ (na
verdade, tais isomorfismos naturais também existem se dim(V') = +00).

Finalmente, o Lema 1.3.13 generaliza-se diretamente para o caso de S
ser um operador anti-linear, multi-linear ou sesqui-linear; no caso anti-linear
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(respectivamente sesqui-linear) deve-se trocar TC por TC (respectivamente,
T®#) no enunciado. Para um operador C-multi-linear S: V;¥x- - -x Vp(C — Ve
(ou se p =2 e S for sesqui-linear) a condicao de preservar formas reais fica:

SWVix--xV,)CV,
e a condicao de comutar com conjugacao fica:
S(e,...,c)=coS.

ExXEMPLO 1.3.18. Se V' é um espago vetorial real e B € Bgip, (V) é uma
forma bilinear simétrica em V entdo a extensdao C-bilinear B® de V a VC
continua simétrica; por outro lado, a extensdo B®s sesqui-linear de B sera
uma forma Hermiteana. Analogamente, a extensao C-bilinear de uma for-
ma anti-simétrica continua anti-simétrica, mas sua extensao sesqui-linear se
torna anti-Hermiteana.

As nocoes de nucleo (vide (1.1.6)), ndo-degenerescéncia e complemento
ortogonal (vide (1.1.9)) generalizam-se da maneira ébvia para formas sesqui-
lineares Hermiteanas (e anti-Hermiteanas). Dai, para B simétrica (ou anti-
simétrica) é facil ver que a condi¢ao de nao-degenerescéncia de B, BC e BC
sao todas equivalentes entre si. Além do mais, se B € B (V) for definida
positiva, i.e., B(v,v) > 0 para todo v € V nao nulo, entao sua extensao
sesqui-linear B® também serd definida positiva. Note, no entanto, que a
extensdo C-bilinear BC serd nao-degenerada mas ndo serd definida positiva®.

Por exemplo, em IR" temos o produto interno canénico dado por:

(1.3.9) (w,y) = wjy;.
j=1

Sua extensao sesqui-linear define o produto Hermiteano canénico em C™:
n

(1.3.10) ()™ = zwj,

J=1

enquanto que a extensao C-bilinear de (-, -) é dada por:

(z,w)C = Z ZjWw;.

J=1

OBSERVAGAO 1.3.19. No espirito da Definicao 1.1.6, dados um espago
complexo V e uma forma Hermiteana 8 em )V, dizemos que um opera-
dor C-linear 7 € L(V) é B-Hermiteano (respectivamente, B-anti-Hermi-
teano) quando B(7-,-) for uma forma Hermiteana (respectivamente, anti-
Hermiteana). Definimos também que 7 é B-unitdrio quando B(7-,7-) =
B. Dali, dados um espaco real V, uma forma bilinear simétrica B € Bgin, (V)

4Na verdade, é facil ver que num espago nao nulo, ndo existem formas C-bilineares
definidas positivas; de fato, se B é C-bilinear entao B(v,v) = —B (v, iv).



18 1. ESPACOS SIMPLETICOS

e um operador T' € L(V) entdao T é B-simétrico (respectivamente, B-
anti-simétrico) se e somente se sua complexificacio TC € E(VC) é BCs-
Hermiteana (respectivamente, BCS—anti—Hermiteana); similarmente temos
que T é B-ortogonal se e somente se sua complexificacio TC é BC-unitaria.

Suponha agora dim()V) < +oco. Se B é uma forma Hermiteana nao-
degenerada em V e 7 € L(V), podemos como no Exemplo 1.1.7 definir o
operador transposto de T relativo a 2B como sendo o operador T e L(V) tal
que B(7T-,-) = B(-,7-). Temos um diagrama comutativo analogo a (1.1.8),
mas observe que aqui o isomorfismo B: V — V* definido por v — B(-,v) é
anti-linear; de qualquer maneira, o operador T seré C-linear, mas quando
consideram-se representacoes matriciais deve-se observar com cuidado que
algumas conjugacoes aparecem (vide Observacao 1.2.4).

A defini¢ao de operador B-normal mencionada no Exemplo 1.1.7 aplica-
se também no presente contexto: dizemos que 7 € L(V) é B-normal quando

7 comuta com 7.

OBSERVAGAO 1.3.20. A nogao de complexificacdo generaliza-se para o
que é normalmente conhecido como eztensdo de escalares (compare com a
Observagao 1.2.12). Dados anéis com unidade R, S e um homomorfismo de
anéis com unidade h: R — S, podemos associar a cada R-mdédulo M um
S-médulo definido a partir do produto tensorial S ®gr M, onde S é visto
como um R-médulo a direita através do produto (s, r) — s-h(r). Definimos
entao a estrutura de S-moédulo em S ®p M por (51,52 @m) — (51 52) @ M;
dai temos um homomorfismo ¢: M — S ®g M dado por ¢(m) = 1 ® m.
Nesse nivel de generalidade, varias complicagoes grandes aparecem, como
por exemplo o fato que ¢ em geral nao serd injetor. Quando R, S sao
corpos porém obtemos uma teoria bastante andloga a desenvolvida nesta
secao. Observe que o produto tensorial V @i C é canonicamente isomorfo
aV @V, que foi a construcao que adotamos para a complexificagao.

1.3.1. Relagao entre estruturas complexas e complexificagao. O
objetivo desta subsecao é mostrar que existe uma correspondéncia natural
entre as estruturas complexas de um espago real V e certas decomposicoes
em soma direta de sua complexificacdo VC.

Seja V um espaco vetorial real e seja J: V' — V uma estrutura complexa
em V; temos que J® é um automorfismo C-linear da complexificacdo VC
satisfazendo (J C)2 = —Id. E f4cil ver entdo que VC se escreve como soma
direta dos autoespacos de JC correspondentes aos autovalores i e —i; mais
explicitamente definimos:

Vvh = {v ev®: J(C(v) = z'v},
Ve={veVc:J%v) = —iv}.
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Dai VY e V¢ séo subespacos complexos de VC e V€ = VI V9, as projecoes
79 e 7@ nos subespacos VY e V¢ respectivamente sdo dadas por:

v —iJ(v)

v+ iJC(v
(1.3.11) () = = rt(e) = v+ i (v)

, VE vE.

2

Chamamos VP e V¢ respectivamente o subespaco holomorfo e o subespaco
anti-holomorfo de VC associado a J. A proposicio a seguir justifica esses
nomes (vide também o Exemplo 1.3.22).

PROPOSIGAO 1.3.21. Sejam V' um espago vetorial real e J uma estrutura
complexa em V. Entdo as projecoes ™ e 7 definidas em (1.3.11) restritas
a V definem respectivamente um isomorfismo C-linear de (V,.J) sobre VI e
um isomorfismo anti-linear de (V,J) sobre V. O

A Proposicao 1.3.21 nos diz entdo que complexificando um espaco V
que j4 possufa uma estrutura complexa J, obtemos um espaco complexo VC
que contém uma cépia do espago original (V, J) (o espago holomorfo) e uma
cépia de (V, —J) (o espago anti-holomorfo). Note também que:

Ve=c(VY), Vi=c(V),

onde ¢ denota a conjugacao de VC relativa a forma real V; temos entdo que
os espagos holomorfo e anti-holomorfo sdo mutuamente conjugados (compare
com o Lema 1.3.11).

No exemplo a seguir fazemos uma pequena digressao para mostrar como
a teoria apresentada nesta subsecao aparece no contexto do céalculo com
fungoes de vérias varidveis complexas; esse exemplo é independente do resto
da se¢ao e nao serd usado posteriormente.

ExEMPLO 1.3.22. A construcao dos espacos holomorfo e anti-holomorfo
aparece naturalmente quando se estuda calculo com varidveis complexas, ou
mais geralmente quando se estuda geometria de variedades complexas. Con-
sidere o espaco vetorial C"; neste exemplo, pensamos em C” como o espago
real IR?" munido da estrutura complexa canonica J (vide Exemplo 1.2.2).
A base real canonica de C* = JR?" serd denotada por

0 o 0 0

essa é uma base adaptada a J de IR?" cuja base complexa de C" correspon-
dente é (%, el %).

Consideramos a complexificacdo (IR**)C = C?". Temos entdo o espaco
complexo C™, no qual denotamos a multiplicacao pelo escalar ¢ usando o ope-
rador J; no espaco complexo C?" denotamos a multiplicacio pelo escalar i da
maneira usual v — iv. Definimos entdo em C2" a complexificacao JC de J,
assim como os espagos holomorfo e anti-holomorfo; pela Proposigao 1.3.21,

as projecoes (1.3.11) fazem a base candnica (complexa) de C™ corresponder
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a bases (%)?:1 e (%)?:1 do espaco holomorfo e anti-holomorfo respecti-

vamente, dadas por:

0 1/ 0 .0 0 1/ 0 w 0
_— = = —_— — 11— y _— = = —_— 1— .
021 2\ 0xd oyJ 0zl 2\ 0xd 0yJ
Note que o vetor % é o conjugado do vetor %.
Os vetores % e %, j=1,...,n, formam entao uma base complexa de

C?"; sua base dual é denotada normalmente por
(de',...,d2",d2", ... dz").

Os funcionais lineares dz/ e dz’ sdo precisamente as (linicas) extensdes C-
lineares a (IR?*")C das funcées coordenadas C* 3 z — 27 de C" e de suas
conjugadas respectivamente (a notacdo dz/ e dz/ é compativel com o fato
que o diferencial de um operador linear coincide com ele préprio).

A notacao %, % para a base candnica de IR?" é justificada pela iden-
tificacdo de vetores em IR?" com operadores de derivada direcional sobre
funcoes diferencidveis f: IR?® — IR; a complexificacio de IR?*" identifica-
se entao com o espaco de operadores de derivada direcional agindo sobre
funcdes diferencidveis complexas f: IR?® — C; nessa notacdo, as equacoes
de Cauchy-Riemann (que caracterizam as fun¢oes holomorfas) sao dadas
por:

0 .

Note que f satisfaz (1.3.12) se e somente se sua diferencial em cada ponto é
um operador C-linear de C* = (IR?",J) em C.

Mostramos agora que a decomposicao VC = VY@ V® determina a estru-
tura complexa J em V.

PROPOSIGAO 1.3.23. Seja V' um espago real e considere uma decompo-
sicdo em soma direta da complezificacio VC = Z1 @ 2o, onde 2, 2o sdo
subespacos complexos mutuamente conjugados de VC. Entdo existe uma
tinica estrutura compleza J em V tal que Z1 = VY, além do mais, para tal
J temos Z9 = V.

DEMONSTRAGAO. A unicidade segue do fato que VY é o grifico de —J,
quando consideramos o isomorfismo VC = V @ V. Para a existéncia, con-
sidere o tnico operador C-linear em VC que tem Z;, Z» como autoespagos
correspondentes aos autovalores ¢ e —i respectivamente. E claro que tal ope-
rador tem quadrado igual a —Id e comuta com conjugagao; do L.ema 1.3.13
segue que ele é da forma JC para algum J: V — V. O

Seja agora T' um endomorfismo C-linear de (V, J), i.e., T'é um endomor-
fismo IR-linear de V e T o J = JoT. Considere a complexificacao TC de T.
E facil ver que os espagos holomorfo e anti-holomorfo de J sao invariantes
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por TC: além do mais, os seguintes diagramas comutam:
T T

Vv —— V Vv — V
(1.3.13) Wh|vl% glﬂ'b‘v Tr“\vl% %lﬂﬂv
vVl —— v Ve —— e
TC TC

onde, pela Proposicao 1.3.21, as flechas verticais no diagrama & esquerda sao
isomorfismos C-lineares de (V,J) em VY e as flechas verticais no diagrama
a direita sao isomorfismos C-lineares de (V, —J) em V.

Suponha agora dim(V,J) = n < +o00; seja (bj)?:1 uma base complexa
de (V,J) eseja (b, J(b;)) 7,
V; a tltima serd também uma base complexa de VC (vide Exemplo 1.3.8).
Pela Proposicao 1.3.21, os vetores u;, u;, definidos por

bj —iJ(b; bj +1J(b;

(13.14) uy = == Bi) cyo g, = 7”+Z2 (b;)
formam uma base complexa de VC. Se T é representada pela matriz Z =
A+ Bi (A, B reais) na base (b;)}_; de (V,J) (e portanto pela matriz (1.2.6)
na base real de V') entao segue de (1.3.13) (vide também Observacao 1.2.4)
que a representaciao matricial de TC na base (uj, ﬂj)?zl de VT ¢ dada por:

(1.3.15) ¢ ~ < g % ) .

Por outro lado, a representacio matricial de TC na base (bj, J (bj))r.i de

J=1
VC ¢ ainda dada pela matriz (1.2.6) (vide Exemplo 1.3.14).
Mostramos em particular que as matrizes em (1.2.6) e em (1.3.15) sa@o
equivalentes (ou conjugadas); juntamos todas essas observagdes na seguinte:

PROPOSIGAO 1.3.24. Seja V' um espaco vetorial real de dimensao finita
e seja J uma estrutura complexa em V. Se T é um endomorfismo C-linear
de (V,J) entdo o trago de T' como operador em V' é o dobro da parte real do
trago de T como operador em (V,J) e o determinante de T' como operador
em V € o quadrado do mddulo do determinante de T como operador em
(V,J).

Mais explicitamente, sejam A, B matrizes reais n X n, Z = A+ Bi e
seja C' a matriz dada em (1.2.6); temos entdo as sequintes identidades:

tr(C) = 2R(tx(2)), det(C) = |det(Z)[?,

onde tr(U), det(U) denotam respectivamente o trago e o determinante de
uma matriz U e R(N), |A| denotam respectivamente a parte real e o mdédulo
de um numero complexo A € C. O

a correspondente base real (adaptada a J) de

eVve j=1,....n

OBSERVAGAO 1.3.25. Suponha que V' é um espacgo vetorial real munido
de um produto interno g, i.e., g é uma forma bilinear simétria definida po-
sitiva em V. Suponha que tenhamos uma estrutura complexa J: V — V
que é g-anti-simétrica; dai também J*(g) = g, ou seja J é g-ortogonal. O
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operador JC em VC serd anti-Hermiteano (e unitario) com respeito ao pro-
duto Hermiteano ¢ em VC (vide Observacio 1.3.19). E facil ver entéo que
os espagos holomorfo e anti-holomorfo de J serao ortogonais com respeito a
g%, ou seja:

“,w)=0, veV’ weV"
O produto interno g em V e a estrutura complexa g-anti-simétrica .J nos
permitem definir um produto Hermiteano em (V,J) por:

gs(v,w) = g(v,w) +ig(v, Jw), v,w e V.

Essa é na verdade a tunica forma Hermiteana em (V,J) que possui g como
parte real.

Temos as relagoes:

o (@), w0 (w)) = B gl (2(0), o) = £y we,
que significam que o isomorfismo V2 (ﬂ'h|v) corresponde o produto Hermi-
teano g5 em (V,J) ao produto Hermiteano g% em VY e que o isomorfismo
\/5(77“\\/) corresponde o conjugado do produto Hermiteano gs em (V,—J)
ao produto Hermiteano ¢ em V¢ Em particular, note que se (bj)?zl é
uma base complexa ortonormal de (V,J) com respeito a gs entao os vetores
V2uj, V2, j =1,...,n (vide (1.3.14)) formam uma base ortonormal de
VC com respeito a g&s. Também os vetores b;, J(b;), 7 = 1,...,n formam
uma base ortonormal real de V' com respeito a g e portanto uma base or-
tonormal complexa de V€ com respeito a ¢©. Concluimos entdo que se
Z = A+ Bi (A, B reais) entao as matrizes em (1.2.6) e em (1.3.15) sao uni-
tariamente equivalentes, i.e., representam o mesmo operador C-linear em
bases ortonormais diferentes.

1.4. Formas Simpléticas

Nesta secao estudamos os espagos vetoriais simpléticos. Definimos a
nocao de simplectomorfismo, que é a equivaléncia na categoria dos espacos
simpléticos; mostramos que dois espagos simpléticos de mesma dimensao sao
equivalentes.

Todos os espacos vetoriais considerados nesta secao serao de dimensao
finita.

DEFINICAO 1.4.1. Seja V um espago vetorial real; uma forma simplética
em V é uma forma bilinear anti-simétrica nao-degenerada w: V x V — IR.
Dizemos também que (V,w) é um espaco simplético.

OBSERVAGAO 1.4.2. Se w € By (V') é uma forma bilinear anti-simétrica
(possivelmente degenerada) em V' entao w define por passagem ao quociente
uma forma bilinear anti-simétrica @ em V/Ker(w); é facil ver que w é nao-
degenerada e portanto (V/Ker(w), @) serd sempre um espago simplético.

Comegamos com uma forma canonica para formas bilineares anti-simé-
tricas. A demonstragdo é muito semelhante & do Teorema 1.1.15.
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TEOREMA 1.4.3. Seja V um espaco vetorial real de dimensao p < 400
e seja w € Bant(V) uma forma bilinear anti-simétrica em V; entao existe
uma base de V' na qual a matriz de w (como forma bilinear) é dada por:

On In 0n><r
(1.4.1) we | =1, 0p Onsr |,

OT‘X’I’L 0r><n 07‘

onde r = dim(Ker(w)), p=2n+7r e 0qxg, 0a, Io denotam respectivamente
a matriz zero o X 3, a matriz zero o X « e a matriz identidade o X .

DEMONSTRAGAO. Em primeiro lugar, uma vez obtida uma base em que
w assume a forma (1.4.1), é claro que os ultimos r vetores dessa base for-
marao uma base para Ker(w), donde r = dim(Ker(w)) ep=2n+r.
Devemos entao construir uma base (b;)t_; de V tal que

(1.4.2) w(bi, bnti) = —w(bpti, bi) = 1,

para i =1,...,n e w(b;,b;) = 0 caso contrario. Fazemos indugao em p. O
caso p < 1 é trivial; suponha p > 1 e que o resultado é vélido para espagos
de dimensao menor que p.

Se w = 0, o resultado é trivial. Suponha entdo que existam v, w € V
com w(v,w) # 0; trocando v por um miltiplo escalar de v, podemos supor
que w(v,w) = 1. Dai é facil ver que w é nao-degenerada no subespago
bi-dimensional IRv + IRw gerado por v, w, donde pela Proposicao 1.1.11
temos:

V = (Rv + Rw) ® (IRv + Rw)™*.
Aplicando a hipétese de indugdo & restricdo de w a (IRv + IRw)* obtemos
uma base (ba, . .., by, bpt2, ..., bp) de (IRv+ Rw)® que coloca a restricio de
w na forma canonica, i.e., (1.4.2) vale para i = 2,...,n e w(b;,b;) = 0 caso
contrario. A base (b;)!_; de V desejada é obtida agora fazendo by = v e
bn+1 = w. O

COROLARIO 1.4.4. Se (V,w) é um espago simplético entdo a dimensao
de V € par e existe uma base (b;)?", de V na qual a matriz de w (como
forma bilinear) é dada por:

(1.4.3) W~ <(I) (I) ) )

onde 0 e 1 denotam respectivamente a matriz zero e a matriz identidade
nXn. O

DEFINIGAO 1.4.5. Dizemos que (b;)??, é uma base simplética do espaco
simplético (V,w) se a matriz de w (como forma bilinear) relativa a tal base é
dada por (1.4.3). Mais explicitamente, a identidade (1.4.2) deve ser satisfeita
parai=1,...,n e w(b;, b;) = 0 caso contrario (ou seja, se |i — j| # n).
Note que a matriz do operador linear w: V — V* associado a w é dada
pela transposta de (1.4.3), i.e., coincide com a matriz dada em (1.2.2) (vide

Observacgao 1.1.2).
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O Corolario 1.4.4 nos diz entao que todo espaco simplético admite uma
base simplética.

Definimos agora os subobjetos e os morfismos na categoria dos espacos
simpléticos.

DEFINIGAO 1.4.6. Seja (V,w) um espago simplético. Dizemos que S é
um subespaco simplético de (V,w) quando S C V for um subespaco e a
restrigdo w|sxs for nao-degenerada; Dal (S,w\ Sx 5) é também um espaco
simplético.

Sejam (V1,w1), (Va,ws) espagos simpléticos. Dizemos que um operador
linear T': V4 — Vi é uma aplicagao simplética quando T*(w2) = wy, ou seja:

w2 (T(v), T(w)) = wi(v,w), Yu,w e V.

Dizemos que T é um simplectomorfismo quando T for uma aplicacao sim-
plética e um isomorfismo.

Um simplectomorfismo leva bases simpléticas em bases simpléticas; além
do mais, se um operador linear T': V7 — V5 leva alguma base simplética de
V1 numa base simplética de V5 entdo 1" é um simplectomorfismo.

Em termos dos operadores lineares wy € L£(V1, V}*), wa € L(Va, V5), uma
aplicagao T € L(V1, Va) é simplética se e somente se (vide Exemplo 1.1.4):

(1.4.4) T owgoT = wy.

OBSERVAGAO 1.4.7. A inclusao de um subespaco simplético é sempre
uma aplicacao simplética; na verdade, a menos de simplectomorfismos, toda
aplicacao simplética é uma inclusao. Mais precisamente, o lado direito da
igualdade em (1.4.4) é um isomorfismo e portanto toda aplicagao simplética
T: V), — V, é injetora; dai a imagem T'(V7) é um subespago simplético de
VaeT: Vi — T(V1) é um simplectomorfismo. O seguinte diagrama comuta:

7N

(W)

Vi

=

onde ¢ denota a inclusdo.

EXEMPLO 1.4.8. Definimos uma forma simplética em IR?*" fazendo:
(1.4.5) w((v1, wy), (v2, wa)) = (v1,w2) — (w1, v2),

para vy, wi,ve, wy € IR™, onde (-,-) denota o produto interno canoénico de
IR"™. Dizemos que w é a forma simplética candnica de IR*"; a base candnica
de IR?" é entdo uma base simplética e portanto a representacéo matricial de
w (como forma bilinear) na base canoénica é dada por (1.4.3).

A existéncia de bases simpléticas num espago simplético qualquer (Co-
roldrio 1.4.4) implica que todo espago simplético admite um simplectomor-
fismo com (IR?*",w) e portanto a demonstracio de qualquer teorema sobre
espacos simpléticos pode ser reduzida ao caso de (IR?",w).



1.4. FORMAS SIMPLETICAS 25

Podemos também definir uma forma simplética canoénica w em IR"™ @ IR™*
fazendo:
w((v1, 1), (v2,02)) = aa(v1) — ar(va),
para vi,ve € IR", a1, a9 € IR™*. Novamente a base canoénica de IR™ @ IR™*

serd uma base simplética.

OBSERVACAO 1.4.9. Denotando a base canénica de IR*™* (dual da base
candnica de IR*™) por (dqi,...,dg,,dp1,...,dp,), temos que a forma sim-
plética canodnica de IR?*" é dada por:

n
w = Z dg; A dp;.
i=1
Segue facilmente que:

n(n—1)

WV'=wA...Aw=(=1)"2 (n)dg A...Adg, Adp1 A ... Adpp.

Portanto w™ é uma forma volume em IR*™ e para todo simplectomorfismo
T de IR?>" temos:

T (W") = w" = det(T) ",

donde det(T) = 1. Em geral nao é verdade que todo operador com deter-
minante igual a 1 é um simplectomorfismo; quando n = 1, no entanto, a
forma simplética de IR? é também uma forma volume e portanto 7' é um
simplectomorfismo de IR? se e somente se det(T) = 1.

Os simplectomorfismos de um espago simplético (V,w) formam um grupo
sob composi¢ao; note que pela Observagao 1.4.7, T' € L£(V') é um simplecto-
morfismo de (V,w) se e somente se T' é uma aplicagdo simplética, i.e., se e
somente se T*(w) = w. Temos a seguinte:

DEFINIGAO 1.4.10. Seja (V,w) um espago simplético. O grupo simplético
do espago (V,w), denotado por Sp(V,w), é o grupo dos simplectomorfismos
de (V,w) (sob composi¢ao); denotamos por Sp(2n, IR) o grupo simplético de
IR?", munido da forma simplética canonica (1.4.5).

Um célculo simples a partir de (1.4.4) mostra que, em termos de bases

simpléticas, um operador T é um simplectomorfismo se e somente se sua
representagao matricial

A B
(1.4.6) T ~ ( c D >
satisfaz as relagoes:
(1.4.7) D*A—-B*C =1, A*C, B*D simétricas,

onde A, B, C, D sdo matrizes n x n, I denota a matriz identidade n xn e U*
denota a transposta da matriz U. Uma matriz da forma (1.4.6) satisfazendo
(1.4.7) é chamada uma matriz simplética.
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Podemos também definir uma nogao de soma direta para espagos sim-

pléticos®.

DEFINIGAO 1.4.11. Se (V1,w1), (Va,ws) sdo espagos simpléticos, defini-
mos uma forma simplética w = w1 ® wy em Vi ® V5 fazendo:

w((v1,v2), (w1, w2)) = wi(vi, wr) + wa(ve, w2), v, w1 € Vi, v, wy € Va.

Dizemos que o espaco simplético (V1 @V, w1 Gws) é a soma direta (externa)
dos espagos simpléticos (V1,w1), (Va,w2)

Se (V,w) é um espago simplético, dizemos que dois subespacos S1, So de
V' séo w-ortogonais quando w(v,w) = 0 para todo v € S e todo w € Sy. Se
tivermos V = 51 @S9 com S7, S2 w-ortogonais entao é facil ver que S7 e So
s@o subespagos simpléticos de V'; dizemos ai que V' é a soma direta (interna)
dos subespagos S7 e So.

Se (V,w) é soma direta interna de subespagos simpléticos Sj e Sz entao o
isomorfismo canonico (vy, v2) — v1+ vy entre a soma direta externa e a soma
direta interna é um simplectomorfismo de (1652, (w[g; xs,) B (W|s,x5,)) em
(V,w). Logo as duas nogoes de soma direta sao na verdade essencialmente
equivalentes.

EXEMPLO 1.4.12. Se Th: Vi — V{ e Ty: Vo — Vj sdo aplicagdes sim-
pléticas entao a aplicagao T' = T7 @ T5 definida por:

T(vi,v2) = (Th(v1), T2(v2)), v1 € Vi, va € Vo

é uma aplicacao simplética de Vi & V, em V{ @ V3; se Ty e Th sdo simplec-
tomorfismos entao 177 @ T» também serd.

Deve-se tomar cuidado com a nocao de soma direta de espagos sim-
pléticos quando se trabalha com bases simpléticas; mais explicitamente, a
concatenacao de uma base simplética (bi)?gl de V7 com uma base simplética
(b;)fﬁl de V5 mao é uma base simplética de Vi & V5. Devemos fazer uma
“intercalagao” de (b;)?"; e (b;)2™:

(1.4.8) (b1y ey by By 0 bty b bl by ),

e dai obtemos uma base simplética de V1 & Va. Cuidados andlogos devem ser
tomados quando consideram-se matrizes, i.e., a simples justaposicao ao longo
da diagonal principal de um elemento de Sp(2n,/R) com um elemento de
Sp(2m, IR) nao produz um elemento de Sp(2(n + m), IR); deve-se fazer uma
permutacao adequada de linhas e colunas correspondente as permutacoes

feitas para a obtengao da base (1.4.8) a partir da concatenagdo de (b;)?"?; e

(b5

5A soma direta de espagos simpléticos definida aqui ndo é uma soma no sentido
categorico, i.e., nao serd verdade que uma aplicagdo simplética definida em Vi & V5 fica
determinada por sua restricao a Vi e a Va.
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1.4.1. Espacos isotréopicos e Lagrangeanos; relagoes com estru-
turas complexas. Nesta subsecao consideraremos sempre um espaco sim-
plético (V,w), com dim(V') = 2n.

DEFINIGAO 1.4.13. Um subespago S C V é dito isotrdpico se w|gxs = 0.

Observe que S ¢ isotrépico se e somente se S estiver contido no seu
complemento ortogonal S+ relativo a w; pela Proposicao 1.1.9 temos:

(1.4.9) dim(S) + dim(S+) = 2n,

donde a dimensao de um subespago isotrépico é menor ou igual a n. Temos
0 seguinte:

LEMA 1.4.14. As sequintes afirmacoes sao equivalentes sobre um subes-
paco L C V:
e [ €isotrépico maximal, i.e., L € isotropico e nao estd propriamente
contido em nenhum subespaco isotrépico;
o I, — LL;
e L é isotropico e dim(L) = n.

DEMONSTRAGAO. Supondo L isotrépico maximal temos L C Lt e dado
v € L+ temos que o subespaco L + IRv gerado por L U {v} é isotrépico e
contém L, donde v € L; segue que L = L. Supondo L = L+ temos que L é
isotrépico e segue de (1.4.9) que dim(L) = n. Finalmente, se L é isotrépico
e n-dimensional entao L é maximal, pois nao existe subespaco isotréopico de
dimensao maior que n. O

DEFINICAO 1.4.15. Um subespaco L C V é dito Lagrangeano quando
satisfaz uma (e portanto todas) as condig¢oes do enunciado do Lema 1.4.14.

EXEMPLO 1.4.16. Os subespagos IR" @ {0}" e {0}" & IR" de IR?" sdo La-
grangeanos (relativamente a forma simplética canonica); mais geralmente,
dado um operador T" € L(IR"), temos que o grdfico de T' é um subespago La-
grangeano de IR?" (relativamente & forma simplética canonica) se e somente
se T' é simétrico (relativamente ao produto interno candnico).

EXEMPLO 1.4.17. A nogao de subespago isotrépico é em certo sentido
“oposta” a nogao de subespago simplético (vide Definigao 1.4.6); temos que
S C V é simplético se e somente se V = S @ St (vide Proposicao 1.1.11)
enquanto que S é isotrépico se e somente se S C S+,

Se S C V é isotrépico entdao a restricao de w a S+ tem como ntcleo
o subespago (S+)* N S+ = S (vide Corolério 1.1.10); segue que w define
por passagem ao quociente uma forma simplética @ em S+/S (vide Obser-
vagao 1.4.2).

A seguinte defini¢do relaciona formas simpléticas e estruturas complexas.

DEFINIGAO 1.4.18. Uma estrutura complexa J: V. — V é dita com-
pativel com w quando w(-, J-) for um produto interno em V, i.e., uma forma
bilinear simétrica e definida positiva. Mais explicitamente temos:

w(Jv,w) =w(Jw,v), v,w e R",
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e w(v,Jv) > 0 para todo v € V nao nulo. Denotamos o produto interno
w(+,J) por g.

Uma estrutura complexa compativel J é sempre um simplectomorfismo
de (V,w). Temos:

g(‘]7 ) = w,
donde J é anti-simétrica em relacao a g; na verdade, J é sempre ortogonal
relativamente a g.

EXEMPLO 1.4.19. A estrutura complexa candnica de IR*" é compativel
com a forma simplética canonica de IR*". O produto interno g = w(-,J-) é
simplesmente o produto interno candnico de IR*".

Segue que toda forma simplética admite uma estrutura complexa com-
pativel; basta definir J pela matriz (1.2.2) numa base simplética qualquer.
Tal base serd uma base ortonormal para o produto interno g.

Uma estrutura complexa compativel J pode ser usada para construir
um subespaco Lagrangeano complementar a um Lagrangeano dado:

LEMA 1.4.20. Se L C V é um subespago Lagrangeano e J € uma estru-
tura complexa compativel com w entdo V =L @ J(L).

DEMONSTRAGAO. Simplesmente observe que J(L) é ortogonal a L rela-
tivamente ao produto interno g = w(-, J-). O

COROLARIO 1.4.21. Todo subespago Lagrangeano admite um subespaco
Lagrangeano complementar.

DEMONSTRAGAO. Segue do Lema 1.4.20, observando que J(L) também
¢é Lagrangeano, ja que J é um simplectomorfismo. U

Se J é uma estrutura complexa compativel com w e g é o produto interno
correspondente, definimos uma forma sesqui-linear g no espago complexo

(V,J) fazendo:
(1.4.10) gs(v,w) = g(v,w) — iw(v,w).

E facil ver que gs é um produto Hermiteano positivo em (V, J).
Temos a seguinte relagdo entre operadores unitdrios, ortogonais e sim-
plectomorfismos:

PROPOSICAO 1.4.22. As sequintes afirmagoes sao equivalentes sobre um
endomorfismo IR-linear T de V :

o T ¢é C-linear em (V,J) e unitdrio relativamente a gs;
o T é ortogonal relativamente a g e é um simplectomorfismo de (V,w).

DEMONSTRAGAO. Se T' é C-linear unitario entao T preserva gs e por-
tanto preserva sua parte real (que é g) e sua parte imaginéria (que é —w)
separadamente; logo T é um simplectomorfismo ortogonal.

Reciprocamente, se T' é um simplectomorfismo ortogonal entao:

T ogoT =g, TFowoTlT=w, w=gol,
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considerando g,w € L(V,V*) (vide Exemplo 1.1.4); segue facilmente que
JoT =ToJ, ie.,, T é C-linear. Como T preserva a parte real e a parte
imaginaria de g5 concluimos que 1" é unitario. O

ExEMPLO 1.4.23. Como vimos no Exemplo 1.4.19, a estrutura complexa
canodnica J de IR?*" é compativel com a forma simplética canonica w de IR*"
e o produto interno g correspondente é o produto interno canénico de IR?".
Identificando (IR?",.J) com C" (vide Exemplo 1.2.2), temos que o produto
Hermiteano g5 coincide com o produto Hermiteano canoénico de C™ dado em
(1.3.10).

OBSERVAGAO 1.4.24. Note que se (V,J) é um espaco complexo munido
de um produto Hermiteano g5 entao a parte real de gs é sempre um produto
interno g em V e a parte imaginaria de g5 é sempre uma forma simplética
em V; além do mais, definindo w como sendo o oposto da parte imaginaria
de gs segue que J é compativel com w e g = w(-, J-).

OBSERVAGAO 1.4.25. Se V é um espaco vetorial real, g é um produto
interno em V' e J é uma estrutura complexa anti-simétrica (ou, equivalen-
temente, ortogonal) relativamente a g entdo w = g(J-,-) define uma forma
simplética em V. Dai J é uma estrutura complexa compativel com w e além
do mais g = w(+,J-). Obtemos como sempre um produto Hermiteano g5 em
(V, J) definido por (1.4.10) (vide também Observagao 1.3.25).

Temos a seguinte relagao entre subespacos Lagrangeanos e o produto
Hermiteano gs.

LEMA 1.4.26. Um subespagco L. C V ¢é Lagrangeano se e somente se for
uma forma real preservada por gs, i.e., V=L & J(L) e gs(L x L) C IR.

DEMONSTRAGAO. Segue do Lema 1.4.20 e da observagao que a parte
imaginaria de g5 é igual a —w. O

COROLARIO 1.4.27. Dados subespacos Lagrangeanos L1, Ly C V entdo

existe um isomorfismo C-linear T de (V,J), unitdrio com respeito a gs, tal
que T'(Ly) = Lo.

DEMONSTRAGAO. Seja (bj)?zl uma base ortonormal de L relativa a g;
como L; é uma forma real de (V, J), segue que (bj)?:1 é uma base complexa
de (V,J) (vide Exemplo 1.3.8). Além do mais, como gs é real em L;, segue

que (bj)?:1 ¢ uma base ortonormal relativa a gs. De modo analogo, consi-
j=1
a mesma é uma base ortonormal de (V,J) relativa a gs. Segue entao que o
isomorfismo C-linear 1" de (V,J) tal que T'(b;) = b;-, j=1,...,n é unitario

e satisfaz T'(L1) = Lo. O

deramos uma base ortonormal (b;) de Ly relativa a g e concluimos que

COROLARIO 1.4.28. Dados subespacos Lagrangeanos L1, Ly C V, existe
um simplectomorfismo T € Sp(V,w) tal que T(L1) = Lo.

DEMONSTRAGAO. Segue do Coroldrio 1.4.27, observando que toda trans-
formacao gs-unitdria é um simplectomorfismo (vide Proposigao 1.4.22). O
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OBSERVACAO 1.4.29. Para uso posterior, mencionamos um pequeno re-
finamento do Corolario 1.4.27. Dados subespagos Lagrangeanos Ly, Lo C V
e escolhidas orientacoes 01, Oy nos espacos L1, Lo respectivamente entao é
possivel encontrar um endomorfismo C-linear gs-unitdrio 7' de (V, J) tal que
T(L1) = Lo e tal que T'|r,: L1 — L2 seja um isomorfismo positivamente
orientado; de fato, basta na demonstracao do Corolario 1.4.27 escolher as
bases g-ortonormais (b;)7_; e (b;)}_; de L1 e Lo respectivamente de modo
que as mesmas sejam positivamente orientadas.

OBSERVAGAO 1.4.30. Dado um subespago Lagrangeano Ly C V' entao
sempre ¢é possivel encontrar uma base (bj)?il de V' que seja ao mesmo tempo
simplética, adaptada a J (vide Defini¢ao 1.2.9) e tal que (b;)7_; seja uma
base de Lg. De fato, se (bj)’j“:1 é uma base ortonormal de Ly com respeito a
g entdo a base definida em (1.2.5) satisfaz as propriedades desejadas; além
do mais, tal base é ortonormal com respeito a g e a base complexa (bj)?:1 de
(V,J) é ortonormal com respeito a gs. Obtivemos entao uma base que colo-
ca todos os objetos (V,w, J, g, gs, Lo) simultaneamente nas suas respectivas
formas canoénicas.

Seguindo as idéias das Observacoes 1.4.24 e 1.4.25, é natural perguntar
se dados um produto interno g e uma forma simplética w num espago real
V, seria possivel construir alguma estrutura complexa J (e um produto
Hermiteano gs) associado a g e a w de maneira natural; se exigirmos w =
g(J-,-) isso é claramente impossivel, pois existe um tnico operador H €
L(V) tal que w = g(H-,-) e H em geral nao satisfaz H> = —Id. Como
curiosidade, mencionamos a seguinte:

PROPOSIGAO 1.4.31. Seja (V,w) um espago simplético e seja g um pro-
duto interno em V; entao existe uma unica estrutura complexa J em V
que € anti-simétrica (ou, equivalentemente, ortogonal) com respeito a g e
compativel com w.

DEMONSTRACGAO. Mostramos primeiro a unicidade de .J; suponha entao
que temos uma estrutura complexa J em V que é g-anti-simétrica e com-
pativel com w. Seja H € L(V') o tnico operador tal que w = g(H-,-); entao
H ¢é um isomorfismo g-anti-simétrico de V. A compatibilidade de J com w
é equivalente a condicao que g(HJ-,-) é uma forma bilinear simétrica defi-
nida negativa em V. Identificando operadores lineares e formas bilineares
da maneira usual (vide Exemplo 1.1.7), vemos que a g-anti-simetria de H,
J e a g-simetria de HJ significam que:

goJ=-J%0g, goH=-H"og, goHoJ=JoH" oy,
donde segue facilmente que H o J = J o H.
Considerando as complexificacoes JC, HC e E(VC), e a Unica extensao
sesqui-linear ¢ de g a VC, vemos que ¢® é um produto Hermiteano

em VC, relativo ao qual H® e JC sdao operadores anti-Hermiteanos (vide
Exemplo 1.3.18 e Observacao 1.3.19); além do mais, H® e JC comutam e

(J€)? = —1d.
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Como HC é ¢Cs-anti-Hermiteano, sabe-se® que ele pode ser diagonalizado
numa base ortonormal de VC relativa a ¢©¢; seus autovalores sdo puramente
imaginarios e nao nulos (pois H é inversivel) e como H® comuta com conju-
gacdo (vide Lema 1.3.13), temos que os autoespacos de H® correspondentes
a dois autovalores conjugados sao mutuamente conjugados. Podemos entao
escrever uma decomposicio ¢&s-ortogonal:

T T
ve=Pzn o Dz,
j=1 j=1

com \; > 0,7 =1,...,7, Z;, o autoespaco de HEC correspondente ao auto-
valor iA; também Z,,;Aj é conjugado a ZMJ..

Como JC comuta com HC, segue que os autoespacos Z;y de HC sio
invariantes por J C. A restricao de J Caz X é um operador anti-Hermiteano
cujo quadrado ¢ igual a —Id, donde essa restrigao é diagonalizavel tendo i
e —i como tnicos possiveis autovalores; mas a restricdo de g© (J Co HC., )
a Z;y; (que coincide com a restrigao de i); g% (JC-,-)) deve ser Hermiteana
definida negativa, donde o tinico autovalor de J¢ em Z; A; deve ser igual a 1.

Concluimos que JC deve ser igual a multiplicacdo pelo escalar i em
b ; Z;), e igual a multiplicacao pelo escalar —i em Ly, ; Z_iy;; tais condigoes
determinam JC, o que mostra a unicidade de J. Para a existéncia, simples-

mente considere a Unica estrutura complexa J em V cujo espago holomorfo
coincide com €P; Z;»; (vide Proposigao 1.3.23). O

1.4.2. Decomposigoes Lagrangeanas. Nesta subsecao estudamos al-
gumas propriedades das decomposicoes Lagrangeanas de um espago sim-
plético que serao fundamentais para o estudo do Grassmanniano de Lagran-
geanos na Secao 2.5.

Ao longo desta subsecao, (V,w) serd sempre um espago simplético com
dim(V') = 2n. Comecamos com uma defini¢ao.

DEFINIGAO 1.4.32. Uma decomposi¢cao Lagrangeana de (V,w) é um par
(Lo, L1) de subespagos Lagrangeanos de V com V = Lo @ L.

EXEMPLO 1.4.33. Se IR?>" é munido de sua forma simplética candnica
entdao (IR™ @ {0}",{0}" ® IR™) é uma decomposicio Lagrangeana de IR*".
Mais geralmente, se L. C V é um subespago Lagrangeano e J é uma es-
trutura complexa compativel com w entao (L, J(L)) é uma decomposi¢ao
Lagrangeana de V' (vide Lema 1.4.20 e demonstragao do Corolério 1.4.21).

6Na verdade, todo operador normal 7 relativo a um produto Hermiteano positivo é
diagonalizdvel numa base ortonormal; isso se mostra por um simples argumento indutivo,
observando que o complemento ortogonal de um autoespago de 7 é ainda invariante por 7.
Se 7 é Hermiteano seus autovalores serdo reais e se 7 é anti-Hermiteano seus autovalores
serdo puramente imaginérios.
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Se (Lo, L1) é uma decomposigao Lagrangeana de V', definimos uma apli-
cagao

(1411) pLo,L1: L1 — LS

fazendo pr, 1, (v) = w(v,-)|L,, para todo v € Ly; é facil ver que pr, 1, é um
isomorfismo.

OBSERVAGAO 1.4.34. O isomorfismo pr, 1, nos permite identificar L;
com o dual de Ly, mas alguns cuidados devem ser tomados; o isomorfismo
PLo.L, de L1 em L induz um isomorfismo (pr, r,)* de L§* = Lo em L7, mas
esse ultimo nao coincide com pr,, r,. Temos:

(1.4.12) prato = —(proy) "

Se L C V é um subespago Lagrangeano definimos também um isomor-
fismo

(1.4.13) pr:V/L — L*

que leva, para cada v € V, a classe v+ L € V/L no funcional w(v, -)|1. Para
uma decomposigao Lagrangeana (Lo, L1) de V' temos o seguinte diagrama
comutativo de isomorfismos:

(1.4.14) Ly
W:Ll
q L;
PLgy
V/Ly

onde ¢ é a restrigao a L; da aplicacdo quociente V' — V/Ly.

Como aplicacao do isomorfismo pr,, 1, temos o seguinte lema.

LEMA 1.4.35. Se Lo C V é um subespaco Lagrangeano entdo toda base
(b)), de Lo se estende a uma base simplética (b;)?", de V; além do mais,
escolhido um Lagrangeano complementar Ly de Ly, entao tal extensdo pode
ser escolhida de modo que (b;)?",. | € uma base de L.

DEMONSTRAGAO. Pelo Corolério 1.4.21 sabemos que Ly admite um La-
grangeano complementar Lj; escolhido um tal Lagrangeano L; definimos:

bnsi=—ppyp, (i), i=1,...,m,
onde (b))?_, é a base de L{; dual de (b;)};. O

COROLARIO 1.4.36. Dadas duas decomposi¢oes Lagrangeanas (Lo, L1)
e (Ly, L) de V entdo todo isomorfismo de Lo sobre Ly se estende a um
simplectomorfismo T:V — V tal que T(Ly) = L.
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DEMONSTRAGAO. Seja (b;)!; uma base qualquer de Ly e considere a
base (b})7_; de Lj, obtida de (b;)}_, através do isomorfismo dado entre Lo e
0; 0 Lema 1.4.35 nos dé4 entdo uma base simplética (b;)?"; tal que (bi)?gnﬂ
é uma base de Ly e uma base simplética (b,)?"; tal que (b))?",.; ¢ uma
base de Lj. O simplectomorfismo T é definido fazendo T'(b;) = b}, i =
1,...,2n. U

COROLARIO 1.4.37. Se Ly C V' é um subespaco Lagrangeano entao todo
isomorfismo de Lo se estende a um simplectomorfismo de V.

DEMONSTRAGAO. Segue trivialmente do Corolario 1.4.36 e do fato que,
pelo Corolério 1.4.21, todo Lagrangeano Ly admite um Lagrangeano com-
plementar. O

Mostramos agora como uma decomposi¢cao Lagrangeana pode ser usada
para descrever todos os outros subespacos Lagrangeanos de V.

PROPOSIGAO 1.4.38. Seja (Lo, L1) uma decomposi¢iao Lagrangeana de
V;se P C Ly é um subespago qualquer e S € Bsim(P) é uma forma bilinear
simétrica em P entdo o subespaco

(1.4.15) L={v+w:veP we Ly, SW)—pL r,(w)p=0}CV

€ Lagrangeano, onde S € identificado com um operador linear S: P — P*.
Reciprocamente, se L C V € um subespaco Lagrangeano qualquer entdo exis-
te um unico par (P,S) com P C L1 um subespaco, S € Bsim(P) e tal que L
¢ dado por (1.4.15); além do mais, P € dado por:

P = 771(L),

onde w1 :V — Ly denota a projecao com respeito a decomposicao V =
LO @ L.

DEMONSTRAGAO. Sejam P C L; um subespago e S € B (P); esco-
lhendo um subespaco complementar qualquer @@ de P em L; obtemos um
isomorfismo

Lov+wr— (vaL1,L0(w)|Q) S P@Q*v v € L, we Lo,

que mostra que o espac¢o L definido em (1.4.15) tem dimensao n. O seguinte
calculo direto mostra que L é isotrépico:

w(v1 + w1, v2 +w2) = pry Lo (W1) - V2 — pLy Ly (W2) - V1

1.4.16
( ) :S(’Ul,vg)—S(Uz,Ul):O,

para todos v1,v9 € Ly, wy,wy € Ly com vy + wy,ve + wo € L. Mostramos
entao que L é Lagrangeano e é facil ver que P realmente coincide com a
projegao mq(L).

Seja agora L C V um subespaco Lagrangeano qualquer e defina P =
m(L). Se v € P e wi,wy € Lp sao tais que v + wi,v + wy € L entdo
wy —wy € LN Lg; como P C L+ Ly segue que os funcionais pr, r,(w1) e
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pLy. Lo (w2) coincidem em P. Concluimos entao que, escolhendo w € Ly com
v+ w € L entdao o funcional

S(v) = pry,Lo(w)|p € P

nao depende da escolha de w; obtemos entao uma aplicacao S: P — P*.
E fécil ver que S ¢ linear. Usando que dim(L) = n segue facilmente que
L é dado por (1.4.15); usando o fato que L é isotrdpico, o célculo (1.4.16)
mostra que S é simétrica. A unicidade do par (P, S) é trivial. O

A técnica de extensdo de base usada na demonstragao do Corolério 1.4.36
também poderia ter sido usada para demonstrar o Coroldrio 1.4.28. O Co-
rolario 1.4.28 diz em certo sentido que os subespacos Lagrangeanos de um
espaco simplético sdo “indistinguiveis” do ponto de vista da estrutura sim-
plética e o Corolario 1.4.36 implica que também as decomposicoes Lagran-
geanas de um espaco simplético sao “indistinguiveis”; a Proposi¢ao abaixo
nos diz que, para pares de Lagrangeanos (Lg, L), a dimensao da intersecao
Ly N L é o tnico invariante do par (Lo, L).

PROPOSIGAO 1.4.39. Dados subespagos Lagrangeanos Ly, L e L' de V
com dim(Lo N L) = dim(Ly N L") entdo existe um simplectomorfismo T €
Sp(V,w) tal que T(Ly) = Lo e T(L) = L'.

DEMONSTRAGAO. Pelo Corolario 1.4.37, existe um simplectomorfismo
de V que leva L sobre si préprio e leva LoN L sobre LoN L'; podemos entao
supor sem perda de generalidade que LoN L = LoN L.

Seja entdo S = LoN L = LoN L'; daf S é isotrépico e Lo, L, L' C S*.
Temos uma estrutura simplética @ em S+/S obtida de w por passagem ao
quociente (vide Exemplo 1.4.17). Denote por ¢: S+ — St/S a aplicacao
quociente; é facil ver que os subespacos ¢(Lg), g(L) e ¢(L') sao Lagrangeanos
em (S1/S,). Além do mais, temos que (q(Lo),q(L)) e (q(Lo),q(L")) sdo
decomposicoes Lagrangeanas de S+ /S, donde existe um simplectomorfismo
T de S+/S que leva q(L) sobre g(L') e tal que T(q(Lo)) = q(Lg) (vide
Corolario 1.4.36); o simplectomorfismo desejado T' € Sp(V,w) é obtido entao
a partir do Lema 1.4.40 a seguir. (]

LEMA 1.4.40. Seja Lo C V um subespaco Lagrangeano e seja S C Lo
um subespaco qualquer. Considere a forma simplética @ em S+ /S definida
a partir de w por passagem ao quociente (vide Exemplo 1.4.17); entao, dado
um simplectomorfismo T de (S*/S,@) tal que T (q(Lo)) = q(Lo), existe um
simplectomorfismo T de (V,w) tal que T(S) = S (e logo T(S*+) = S*),
T(Lo) = Ly e tal que o sequinte diagrama comuta:

T‘sj_
§t——=gt

§4/S —=St/s
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onde q: S+ — S+ /S denota a aplica¢io quociente.

DEMONSTRAGAO. Escreva Ly = S @ R; dai L§ = S° & R°, onde S°,
R° denotam respectivamente os anuladores dos subespagos S, R em L.
Seja L; um subespago Lagrangeano complementar de Ly em V (vide Co-
rolario 1.4.21). Temos:

Ly = 90,1, (5°) @ Py p, (R°).

Obtemos uma decomposicao V = V; @ Vo de V' como soma direta de subes-
pagos w-ortogonais (vide Definigao 1.4.11) dados por:

Vi=S®prl (R, Va=Repp (5.

Segue que V é soma direta dos subespacos simpléticos Vi e V.

Note que S+ =V, @ S, donde a aplicacdo quociente ¢ se restringe a um
simplectomorfismo de V5 em S+/S; temos entdo um tinico simplectomorfis-
mo T” de V5 tal que o diagrama:

T/

Va Va
‘Z|V2l \Lfﬂvz
1 1
St/ —= 8t/

comuta. Como T preserva q(Lg) = q(R) temos que T' preserva R; definimos
entdo T fazendo T'|y, =1Id e Ty, = T’ (vide Exemplo 1.4.12). O

OBSERVAGAO 1.4.41. Na verdade é possivel demonstrar que o simplec-
tomorfismo T que aparece no enunciado da Proposicao 1.4.39 pode ser esco-
lhido de modo que 7|1, seja um isomorfismo positivamente orientado de Ly.
De fato, se dim(Lo N L) = dim(Lp N L") = 0 entdo a Proposigao 1.4.39 é na
verdade uma conseqiiéncia trivial do Corolério 1.4.36 e podemos até mesmo
escolher T' com 7’|, = Id. No caso geral, observamos que na ultima parte da
demonstragao do Lema 1.4.40 podemos definir 7' de modo que T'|y, seja um
simplectomorfismo arbitrario de Vi que preserva S (em vez de T'|y, = Id);
como S é um subespaco Lagrangeano de V7, o Corolario 1.4.37 implica que T'
pode ser escolhido de modo que T'|g = A, onde A é um isomorfismo qualquer
de S preescrito a priori (e note também que T|g = T'|r ndo depende de
A). Se dim(S) > 0 podemos entao usar a liberdade na escolha de T'|g = A
para “calibrar” a orientagao de T'|p,.






CAPITULO 2

Geometria de Grassmannianos

2.1. Variedades e Grupos de Lie: Notagoes e Convengoes

Nesta secao fixamos algumas convengoes sobre calculo em variedades e
acoes de grupos de Lie em variedades; enunciamos também alguns resultados
elementares.

Neste texto, o termo “variedade” significa sempre uma variedade dife-
rencidvel real de dimensao finita, cuja topologia é Hausdorff e satisfaz o
segundo axioma da enumerabilidade (i.e., possui uma base enumerével de
abertos); o termo “diferenciavel” significa sempre! “de classe C*”. Abaixo
fazemos uma breve descricdo mais explicita sobre a terminologia usada na
construcao de uma estrutura de variedade.

Seja M um conjunto. Uma carta no conjunto M é uma fungao bijetora:

<Z>:U—>[7

onde U C M é qualquer subconjunto e U é um aberto de algum espaco Eucli-
deano IR™; em algumas situagoes, com pequeno abuso, permitimos também
que U seja um aberto de algum espaco vetorial real de dimensio finita ar-
bitrario.

Dizemos que duas cartas ¢: U — U e ¢): V — V no conjunto M sao
compativeis se UNV =0 ouse p(UNV) e p(UNV) sao ambos abertos e
a funcdo de transicdo

Yo lip(UNV) — p(UNV)

for um difeomorfismo diferencidvel. Um atlas diferencidvel A no conjunto
M é um conjunto de cartas em M, duas a duas compativeis, cujos dominios
cobrem M. Uma carta é dita compativel com um atlas diferencidvel A se
a mesma for compativel com todas as cartas pertencentes a A; é ficil ver
que duas cartas compativeis com um atlas sdo compativeis entre si. Por-
tanto, todo atlas diferencidvel A esta contido num tnico atlas diferencidvel
mazximal que é o conjunto de todas as cartas em M compativeis com A.
Um atlas diferencidvel A em M induz uma tnica topologia 7 em M tal
que as cartas de A sdo homeomorfismos definidos em abertos de (M, 7); a
topologia 7 é definida como o conjunto das partes A C M tais que ¢(ANU)
é aberto para toda carta ¢: U — U pertencente a (ou compativel com)
A. Uma wvariedade fica entao definida como um par (M,.A), onde M é

1Exce(;ées a essas regras serdo feitas nas Subsegoes 5.1.1 e 6.4.1 onde consideraremos
variedades de Banach.
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um conjunto, A é um atlas diferencidvel maximal em M cuja topologia 7
correspondente é Hausdorff e satisfaz o segundo axioma da enumerabilidade;
a partir dai, o termo carta (ou sistema de coordenadas) em M passa a
significar uma carta pertencente a A.

OBSERVAGAO 2.1.1. Alguns textos de calculo em variedades exigem que
a topologia de uma variedade seja Hausdorff e paracompacta; essa exigéncia
¢é ligeiramente mais fraca do que a que adotamos, mas realmente nao acres-
centa nada de muito interessante. De fato, uma variedade Hausdorff que
satisfaz o segundo axioma da enumerabilidade é automaticamente paracom-
pacta e reciprocamente, uma variedade Hausdorff paracompacta satisfaz o
segundo axioma da enumerabilidade desde que a mesma possua apenas uma
quantidade enumerdvel de componentes conexas (vide [53, Apéndice A, Te-
orema 1]).

Se M é uma variedade e N C M é um subconjunto entao dizemos que
uma carta ¢: U — U C IR" de M é uma carta de subvariedade para N se
#(U N N) é igual & intersecdo de U com um subespaco vetorial de S C IR™
(aqui também podemos admitir um espago real de dimensao finita qualquer
no lugar de IR"™). Dai dizemos que

Pluan: UNN —TUNS

é a carta induzida por ¢ em N. Se para todo xz € N existe uma carta
de subvariedade para N cujo dominio contém x entao obtemos também
um atlas diferencidvel para IN; a topologia de N serd entdao induzida da
topologia de M e dizemos que N é uma subvariedade mergulhada de M.
A aplicagao de inclusao i: N — M serd nesse caso um mergulho, i.e., uma
imersao diferenciavel que é também um homeomorfismo sobre sua imagem
(com a topologia induzida do contra-dominio).

Uma subvariedade imersa N em M é uma variedade N tal que N C M
como conjunto e de modo que a inclusao i: N — M seja uma imersao diferen-
ciavel. Note que um mesmo subconjunto N C M pode ter vdrias estruturas
de variedade que o tornam uma subvariedade imersa de M; porém, uma vez
fixada uma topologia em N, existe no mdzrimo uwma estrutura de variedade
compativel com essa topologia que torna N uma subvariedade imersa de M
(isso seguird da Observagao 2.1.2 a seguir).

Em geral, se N, M sao variedades quaisquer e se f: N — M é uma
imersao diferenciavel injetora entao existe uma tnica estrutura de variedade
em f(NN) que torna f um difeomorfismo diferencidvel sobre f(N); dai f(N)
é uma subvariedade imersa de M. Se f for um mergulho entdao f(INV) serd
uma subvariedade mergulhada de M (a existéncia de cartas de subvariedade
para f(IN) segue da forma local das imersoes).

O termo subvariedade significard sempre uma subvariedade mergulhada,
a menos de mencao explicita em contrério.

OBSERVACAO 2.1.2. Se P, M sao variedades, N C M ¢ uma subvarie-
dade mergulhada e f: P — M é uma aplicacao diferencidvel com f(P) C N
entao existe uma unica aplicagao fo: P — N tal que o seguinte diagrama
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comuta:

(2.1.1)

“

P—

fo

onde i denota inclusao. Dizemos que fy é obtida de f por mudanca de
contra-dominio e muitas vezes denotaremos fy pelo mesmo simbolo f; segue
da diferenciabilidade de f que fy também é diferenciavel. O mesmo resultado
ndo vale em geral se N é apenas uma subvariedade imersa de M; porém,
mesmo nesse caso, podemos concluir que fy é diferenciavel se supusermos a
priori que fy seja continua (para uma discussao sobre o assunto vide [58,
pgs. 22-28)).

Subvariedades imersas N C M para as quais a diferenciabilidade de f
implica na diferenciabilidade de fp em (2.1.1) s@o normalmente conhecidas
como subvariedades quase mergulhadas; exemplos de tais subvariedades sao
as subvariedades integrais de distribui¢oes involutivas (vide [58, Teorema
1.62] e [57, Teorema 1.3.6]) e as subvariedades imersas que sdao também
subgrupos abstratos de um grupo de Lie (vide [58, Teorema 3.20 e Corolério
(b), Teorema 3.19]).

OBSERVAGAO 2.1.3. Se f: M — N é uma submersao diferencidvel entao
segue da forma local das submersoes que para todo y € Im(f) e para todo
x € M com f(zr) = y existe uma se¢do local diferencidvel de f levando
y em z, i.e., existe uma aplicacao diferencidvel s: U — M definida numa
vizinhanga aberta U de y em N tal que s(y) =z e tal que fos: U — N é
a inclusdo (fos)(z) =z,z€U.

A existéncia de segoes locais permite mostrar que submersées diferen-
cidveis sobrejetoras possuem a propriedade da passagem ao quociente, i.e.,
se f: M — N é uma submersao sobrejetora, g: M — P é uma aplicagao
diferenciavel e existe g: N — P tal que o diagrama

1N

N——P
g

comuta entao g também é diferencidvel. Segue dai que se M é uma variedade,
N é um conjunto e f: M — N é uma aplicacao sobrejetora entao existe no
mdzrimo uma estrutura de variedade em N que torna f uma submersao;
essa estrutura é as vezes chamada a estrutura diferencidvel quociente? em
N induzida por f.

2Compare essa situagdo com a nogao de topologia quociente; no caso topoldgico,
porém, a topologia quociente induzida por uma aplicagdo sempre existe.
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2.1.1. Grupos e algebras de Lie classicos. Nesta subsecao fazemos
uma breve descricao e introduzimos a notagao para os grupos e algebras de
Lie classicos que serao usados no nosso texto.

Um grupo de Lie é um grupo munido de uma estrutura de variedade
tal que a aplicacio G x G > (z,y) — xy~ ' € G é diferencidvel; o elemento
neutro de G é denotado por 1 € G. Por um homomorfismo de grupos de Lie
entendemos sempre um homomorfismo (de grupos abstratos) que é também
continuo; dai ele serd automaticamente diferencidvel (vide [57, Teorema
2.11.2] e [58, Teorema 3.39]).

Para g € G, denotamos por lg4, 14 respectivamente os difeomorfismos de
G de transla¢do a esquerda ly(x) = gz e de translagdo a direita r¢(z) = xg;
porZ, = lgor_1 denotamos o automorfismo interno associado a g. Se g € G

g
ev € T,G é um vetor tangente a G entao escrevemos:

gv =dlg(x) -v, wvg=drg(z)-v;
para todo X € T} G definimos campos vetoriais X ¢ X% em G fazendo:
(21.2) XHg)=gX, X"(9)=Xg,

para todo g € G. Dizemos que X (respectivamente, X Ry 6 o campo vetorial
invariante a esquerda (respectivamente, invariante a direita) associado ao
vetor X € T1G. A dlgebra de Lie de GG, denotada g, é definida por g = T1G; o
comutador de g é obtido por restricao do colchete de Lie de campos vetoriais
em GG quando identificamos cada X € g com o campo invariante a esquerda
X, Denotamos por exp: g — G a aplicagdo exponencial de G, definida de
modo que para cada X € g, a aplicacao

(2.1.3) R>t—exp(tX) e G

¢ um homomorfismo de grupos de Lie cuja derivada em ¢t = 0 é o vetor X;
daf (2.1.3) é uma curva integral do campo X e do campo X%, ou seja:

(2.1.4) %exp(tX) = XL (exp(tX)) = XE(exp(tX)),
para todo t € IR (vide [58, Teorema 3.31]).

Um subgrupo de Lie de G é uma subvariedade imersa H C G que é
também um subgrupo abstrato de G; dai H torna-se também um grupo
de Lie com a multiplicagdo induzida por G (vide Observacao 2.1.2). Um
subgrupo de Lie H C G serd uma subvariedade mergulhada se e somente
se H for fechado em G (vide [57, Teorema 2.5.4] e [58, Teorema 3.21]);
além do mais, todo subgrupo (abstrato) fechado H C G é um subgrupo
de Lie de G (vide [57, Teorema 2.12.6] e [58, Teorema 3.42]). Se H C G
¢ um subgrupo de Lie entao a diferencial da inclusao de H em G permite
identificar a algebra de Lie hh de H com uma subélgebra de g; explicitamente,
temos (vide [58, Proposicao 3.33]):

(2.1.5) h={X cg:exp(tX) € H, Vt € R}.
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Observe que todo subgrupo discreto H C G é um subgrupo de Lie mergu-
lhado (e fechado) de G, com dim(H) = 0; nesse caso h = {0}.

Se G° denota a componente conexa de G que contém o elemento neu-
tro (que coincide com a componente conexa por arcos de G que contém o
elemento neutro) entao é facil ver que G° é sempre um subgrupo normal
aberto e fechado de G. Na verdade, todo subgrupo aberto de G é também
fechado em G ja que seu complementar é uma uniao de co-classes laterais
desse subgrupo (que também sao abertas); segue que todo subgrupo aberto
de G é uma unido de componentes conexas de G. A dlgebra de Lie de um
subgrupo aberto de G identifica-se com a algebra de Lie de G.

OBSERVAGAO 2.1.4. Se G é um grupo de Lie e h é um subespago de
g entao ficam bem definidas uma tnica distribuicdo invariante a esquer-
da DY e uma tnica distribuicdo invariante a direita D em G tais que
DL(1) = DE(1) = h. Temos que D (ou D) é involutiva se e somente se
h é uma subélgebra de Lie de g. A subvariedade integral maximal conexa
de D* (ou de D) que passa pelo elemento neutro é um subgrupo de Lie
(conexo) de G que possui hh como algebra de Lie; além do mais, se H C G é
qualquer subgrupo de Lie cuja algebra de Lie é h entao H° é a subvariedade
integral maximal conexa de D% (ou de D) passando por 1 € G. As ou-
tras subvariedades integrais maximais conexas de D (respectivamente, de
DR) sdo as co-classes & esquerda gH® (respectivamente, co-classes & direita,
H°g) de H° (vide (2.1.11) e (2.1.15)). Demonstracoes desses fatos podem
ser encontradas em [57, Teorema 2.5.2] e [58, Corolério (b), Teorema 3.19];
para a terminologia de distribuicGes involutivas, subvariedades integrais e o
Teorema de Frobenius o leitor pode consultar, por exemplo, [57, Secao 1.3]
ou [58, pgs. 41-49].

Conclui-se entdo que uma curva ¢ — y(t) € G de classe C'! tem imagem
contida em alguma co-classe a esquerda de H se e somente se

V()7 (t) €D,

para todo t; similarmente, a imagem de 7 estd contida em alguma co-classe
a direita de H em G se e somente se

Y (t)v(t) "t b,

para todo t.

Fazemos agora uma pequena lista dos grupos de Lie cldssicos que serao
utilizados no nosso texto; explicitamos também suas algebras de Lie. Todos
esses grupos e algebras serao constituidos por matrizes reais ou complexas
(ou por operadores lineares sobre IR ou C). A multiplicacdo do grupo serd
sempre a multiplicagdo de matrizes (ou composigao de operadores) e o col-
chete da élgebra de Lie serd sempre dado por [X,Y] = XY —Y X a aplicacao
exponencial serd sempre exp(X) = X = 3" (X" /nl).

Os espacos vetoriais considerados abaixo serao sempre de dimensao fi-
nita. Tipicamente, usamos letras maiisculas para denotar o nome de um
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grupo de Lie e as correspondentes letras mintsculas para denotar o nome
de sua algebra de Lie.

e O grupo linear geral;

Se V' é um espaco vetorial real ou complexo, denotamos por GL(V)
o grupo de todos os automorfismos lineares (sobre IR ou C, respecti-
vamente) de V; sua édlgebra de Lie gl(V') coincide com o espago L(V)
de endomorfismos lineares de V. Dizemos que GL(V') é o grupo line-
ar geral de V. Escrevemos GL(IR") = GL(n, R), gl(IR") = gl(n, IR),
GL(C™) = GL(n,C) e gl(C™) = gl(n,C). Obviamente, podemos iden-
tificar GL(n, IR) (respectivamente GL(n,C)) com o grupo das matrizes
reais (respectivamente complexas) inversiveis n X n e gl(n, IR) (respec-
tivamente gl(n,C)) com a élgebra de Lie das matrizes reais (respectiva-
mente complexas) n X n.

Observe que se V é um espaco real e J é uma estrutura comple-
xa em V, de modo que (V,J) é identificado com um espago complexo,
entao GL(V,J) (respectivamente gl(V,.J)) pode ser visto como o sub-
grupo (respectivamente subalgebra) de GL(V') (respectivamente gl(V))
formado pelos operadores que comutam com J (vide Lema 1.2.3). Obte-
mos desse modo uma inclusao de GL(n,C) em GL(2n, R) e de gl(n,C)
em gl(2n, IR) (vide Exemplo 1.2.2 e Observacao 1.2.10).

No caso em que V é real, denotamos por GL, (V) o subgrupo de
GL(V) formado pelos operadores que preservam orientacdo, i.e., pelos
operadores de determinante positivo; dai GL, (V') é aberto em GL(V)
e portanto sua algebra de Lie coincide com a algebra de Lie gl(V') de
GL(V). Escrevemos GL4 (IR") = GL4 (n, IR) e identificamos GL (n, IR)
com o grupo das matrizes reais n X n com determinante positivo.

Veremos adiante que o grupo GL4(n,IR) é conexo (vide Exem-
plo 3.2.28 e Observacao 3.2.29); o grupo GL(n,R) tem duas compo-
nentes conexas: GL4(n, R) e seu complementar. O grupo GL(n,C) é
conexo (vide Exemplo 3.2.30 e Observacao 3.2.31).

e O grupo especial linear;

Se V' é um espago vetorial real ou complexo, denotamos por SL(V)
o subgrupo fechado de GL(V') formado pelos operadores com determi-
nante igual a 1. Dizemos que SL(V') é o grupo especial linear de V;
sua algebra de Lie sl(V) C gl(V) é formada pelos operadores de trago
nulo. Escrevemos também SL(R"™) = SL(n, R), sl(R") = sl(n, R),
SL(C") = SL(n,C) e sl(C") = sl(n,C); dai SL(n, R) (respectivamen-
te SL(n,C)) é o grupo das matrizes reais (respectivamente complexas)
n x n com determinante igual a 1 e sl(n, IR) (respectivamente, sl(n,C))
¢ a dlgebra de Lie das matrizes reais (respectivamente complexas) n x n
de traco nulo.
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Como no caso do grupo linear geral, temos inclusoes de SL(n,C) em
SL(2n, R) e de sl(n,C) em sl(2n, R). Os grupos SL(n, IR) e SL(n,C)
sao ambos conexos (vide Exemplo 3.2.32).

Os grupos ortogonal e especial ortogonal;

Se V' é um espaco vetorial real munido de um produto interno g
(i.e., g é uma forma bilinear simétrica definida positiva em V') entao
denotamos por O(V,g) o subgrupo fechado de GL(V) formado pelos
operadores g-ortogonais (vide Defini¢ao 1.1.6). Dizemos que O(V, g) é o
grupo ortogonal de V relativo a g; o grupo especial ortogonal SO(V g)
de V relativo a g é definido por:

SO(V,g) = O(V,g) NSL(V) = O(V,g) N GL(V).

As algebras de Lie de O(V, g) e de SO(V, g) coincidem, ja que SO(V, g)
é aberto em O(V,g); ambas sdo denotadas por so(V,g). Temos que
so(V,g) é a subélgebra de gl(V') formada pelos operadores g-anti-simé-
tricos.

Se V.= IR" e g é o produto interno canoénico (vide (1.3.9)) entao
escrevemos O(IR", g) = O(n), SO(IR", g) = SO(n) e so(R", g) = so(n);
dai O(n) é o grupo das matrizes reais n X n ortogonais (i.e., tais que
a transposta ¢ igual a inversa), SO(n) é o subgrupo de O(n) formado
pelas matrizes com determinante igual a 1 e so(n) é a élgebra de Lie de
matrizes reais n X n anti-simétricas.

Os grupos O(n) e SO(n) sao compactos pois sao limitados e fecha-
dos no espago Euclideano das matrizes reais n x n; o grupo SO(n) é
conexo e o grupo O(n) tem duas componentes conexas: SO(n) e seu
complementar (vide Exemplo 3.2.27).

Os grupos unitdrio e especial unitdrio;

Seja )V um espago vetorial complexo munido de um produto Hermi-
teano positivo gs (vide Definigao 1.3.16). O grupo unitdrio de V relativo
a gs, denotado por U(V,gs), é o subgrupo fechado de GL(V) formado
pelos operadores gs-unitarios (vide Observacao 1.3.19); o grupo especial
unitdrio de V relativo a gy é definido por:

SU(V, g5) = U(V, g5) N SL(V).

A &lgebra de Lie u(V, gs) de U(V, gs) é a subdlgebra de gl(V) formada
pelos operadores gs-anti-Hermiteanos e a algebra de Lie su(V,gs) de
SU(V, gs) é a subalgebra de u(V, gs) formada pelos operadores de trago
nulo.

Se V' é um espaco vetorial e J é uma estrutura complexa em V de
modo que (V,J) identifica-se com um espago complexo V entao, dado
um produto Hermiteano g5 em (V,J), escrevemos também U(V, gs) =
UV, J,9s), SUV,gs) = SU(V, J,g5), u(V, gs) = u(V, J, gs) e su(V, gs) =
Su(‘/’ J7 gS)
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Se V = C" e gs é o produto Hermiteano canonico (vide (1.3.10))
entao escrevemos U(C™, gs) = U(n), SU(C", gs) = SU(n), u(C",gs) =
u(n) e su(C", gs) = su(n); dai U(n) é o grupo das matrizes complexas
n X n unitarias (i.e., tais que a transposta conjugada é igual & inversa),
SU(n) é o subgrupo de U(n) formado pelas matrizes de determinante 1,
u(n) é a édlgebra de Lie das matrizes complexas n x n anti-Hermiteanas
(i.e., tais que a transposta conjugada é igual a oposta) e su(n) é a
subdlgebra de u(n) formada pelas matrizes de trago nulo.

Os grupos U(n) e SU(n) sd@o compactos pois sao limitados e fechados
no espaco Euclideano das matrizes complexas n X n; esses grupos sao
também conexos (vide Exemplos 3.2.25 e 3.2.26).

e O grupo simplético;
Seja (V,w) um espago simplético; na Defini¢ao 1.4.10 introduzimos
o grupo simplético Sp(V,w). Temos que Sp(V,w) é um subgrupo fecha-
do de GL(V); sua é&lgebra de Lie sp(V,w) consiste nos endomorfismos
lineares X de V tais que w(X-,-) é uma forma bilinear simétrica, ou
seja:

(2.1.6) w(X((),w) =w(X(w),v), v,welV.

Em termos do operador linear w: V' — V* a férmula (2.1.6) é equivalente
a identidade:

(2.1.7) woX=—-X"ow.

Se w é a forma simplética canonica de IR?", escrevemos Sp(IR?",w) =
Sp(2n, IR) e sp(IR?",w) = sp(2n, IR). As representacoes matriciais dos
elementos de Sp(V,w) numa base simplética (ou, equivalentemente, os
elementos de Sp(2n,IR)) sao descritas em (1.4.6) e (1.4.7). A partir
de (2.1.7) é facil ver que as representagdes matriciais dos elementos de
sp(V,w) numa base simplética (ou, equivalentemente, os elementos de
sp(2n, IR)) sdo da forma:

A B o
(2.1.8) (C’ —A*) , B, C simétricas,

onde A* denota a matriz transposta de A. Veremos adiante que o grupo
simplético é conexo (vide Exemplo 3.2.36).

2.1.2. Variedades homogéneas e acoes de grupos de Lie. Nesta

subsecao enunciamos alguns resultados sobre agoes de grupos de Lie em
variedades; estudamos também as variedades homogéneas, i.e., variedades
que sao dadas por quocientes de grupos de Lie.

Se G é um grupo e M é um conjunto, uma ac¢do (a esquerda) de G em
M é uma aplicacao

(2.1.9) Gx M5 (gm)— g-meM
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tal que g1 - (g2-m) = (g192) -m e 1-m = m, para todos g1,92 € Gem € M,
onde 1 € G denota o elemento neutro. Para cada elemento m € M obtemos
uma aplicacao

(2.1.10) Om: G — M
dada por f,,(g) = g - m e para cada g € G obtemos uma bijegao
Yg: M — M

de M dada por v4(m) = g-m; dal g — 74 é um homomorfismo de G no
grupo das bijecoes de M. Muitas vezes usaremos o préprio simbolo g para
denotar a bijecao v, de M.

Para cada m € M, definimos a drbita de m relativa a agéao de G por:

G(m) = {g-m:gEG};
as orbitas da acao de G em M constituem uma particao de M. Definimos
também o subgrupo de isotropia do elemento m € M por:
Gm:{gEG:g-m:m};

é facil ver que G, é de fato um subgrupo de G.

Dizemos que a agao de G em M ¢é transitiva quando G(m) = M para
algum (e logo para todo) m € M; dizemos que a acao de G em M é livre (ou
sem pontos fizos) quando G, = {1} para todo m € M. Dizemos também
que a acao ¢ efetiva quando o homomorfismo g — v, é injetor, i.e., quando
s G = (1.

Se H é um subgrupo de G denotaremos por G/H o conjunto das co-
classes a esquerda de H em G:

G/H = {gH : g € G},
onde
(2.1.11) gH = {gh:he H}

é a co-classe & esquerda do elemento g € G. Temos uma agao natural de G
em G/H dada por:

(2.1.12) G x G/H > (g1,92H) — (g192)H € G/H;

tal acdo é chamada a acdo por translacdo a esquerda de G nas co-classes a
esquerda de H. A acao (2.1.12) é sempre transitiva.

Se G age em M e se GG, denota o subgrupo de isotropia do elemento
m € M entao a aplicacdo (3, passa ao quociente e define uma bijecao:

(2.1.13) B : G/Gp — G(m)
dada por B,(9Gm) = g - m. Temos entdo o seguinte diagrama comutativo:
G
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onde ¢: G — G /Gy, denota a aplicagdo quociente.

DEFINICAO 2.1.5. Dadas acoes de um grupo G em conjuntos M e N,
dizemos que uma aplicagdo ¢: M — N é G-equivariante (ou simplesmente
equivariante) quando vale a identidade:

¢(g-m) =g-p(m),

paratodos g € Gem € M. Se ¢ é equivariante e bijetora dizemos que ¢ é um
isomorfismo equivariante; nesse caso ¢~ é automaticamente equivariante.

A bijegao (2.1.13) é um isomorfismo equivariante, quando consideramos
a agao de G em G/G,, por translagdo a esquerda e a agao de G em G(m)
obtida pela restricao da acao de G em M.

OBSERVAGAO 2.1.6. Define-se também uma acao a direita de G em M
como sendo uma aplicacao

(2.1.14) MxG>(m,g)—m-geM

satisfazendo (m - ¢1) - g2 = m - (g1g2) e m -1 = m, para todos g1,92 € G
e m € M. Uma teoria totalmente andloga a de agoes a esquerda pode ser
desenvolvida para acoes a direita; de fato, a uma agao a direita (2.1.14)
pode-se sempre associar uma agao & esquerda definida por (g, m) +— m-g~L.
Observe que na teoria de agoes a direita, para que a bije¢ao (2.1.13) seja bem
definida deve-se entender o quociente G/H como o conjunto de co-classes a

direita Hg, g € G, onde:
(2.1.15) Hg={hg:heH}.

Suponha agora que G é um grupo de Lie e que M é uma variedade; nesse
contexto suporemos sempre que a aplicagao (2.1.9) é diferencidvel. Se H é
um subgrupo fechado de G entao existe uma tnica estrutura de variedade
no conjunto G/H tal que a aplicagdo quociente:

qg:G— G/H

¢ uma submersao diferenciavel (vide Observacao 2.1.3, [57, Teorema 2.9.4,
Teorema 2.9.5] e [58, Teorema 3.58]). O nucleo da diferencial dg(1) é pre-
cisamente a algebra de Lie h de H, de modo que o espago tangente a G/H
no ponto 1H pode ser identificado com o espago quociente g/h. Note que
como ¢q é aberta e sobrejetora segue que G/H possui a topologia quociente
da topologia de G.

Observe que para todo m € M o grupo de isotropia G,, é um subgrupo
fechado de G, donde temos uma estrutura de variedade em G/G,,; dai
mostra-se que a aplicagdo gG,, — ¢ - m é uma imersao diferencidvel (vide
[58, Demonstracao do Teorema 3.62]), donde obtemos a seguinte:

PROPOSIGAO 2.1.7. Se um grupo de Lie G age diferenciavelmente numa

variedade M entdo para cada m € M a drbita G(m) possui wma unica
estrutura de variedade que torna (2.1.13) um difeomorfismo diferencidvel;
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com essa estrutura G(m) torna-se uma subvariedade imersa de M e o espago
tangente T, G(m) coincide com a imagem da aplica¢ao:

dBm(1): g — T, M,
onde By, € definida em (2.1.10). O

OBSERVAGAO 2.1.8. Escolhido outro ponto m’ € G(m), de modo que
G(m) = G(m'), entao é facil ver que a estrutura de variedade induzida em
G(m) por B, coincide com a estrutura induzida por 3.

Temos também o seguinte:

COROLARIO 2.1.9. Se G age transitivamente em M entdo para cada
m € M a aplicagio (2.1.13) é um difeomorfismo diferencidvel de G/G,
sobre M ; em particular, a aplica¢ao By, dada em (2.1.10) é uma submersao
sobrejetora.

DEMONSTRAGAO. Vide [58, Teorema 3.62]. O

No caso de agoes transitivas, quando identificamos G /G, com M através
do difeomorfismo (2.1.13), muitas vezes dizemos que m é o ponto base usado
para tal identificagao; diz-se entdo que M (ou G/G,,) é uma variedade
homogénea.

COROLARIO 2.1.10. Sejam M, N wvariedades; suponha que sejam dadas
acoes diferencidveis de um grupo de Lie G em M e em N. Se a agao de G em
M € transitiva entdo toda aplicacdo equivariante ¢: M — N € diferencidvel.

DEMONSTRAGAO. Escolha m € M; a equivariancia de ¢ nos da o se-
guinte diagrama comutativo:

G

ﬁ (m
5ml \\i )

M 7) N
a conclusao segue do Corolario 2.1.9 e da Observagao 2.1.3. (]

Em muitos casos teremos interesse em saber quando uma 6rbita de uma
acao de um grupo de Lie é uma subvariedade mergulhada. Temos a seguinte
definicao:

DEFINICAO 2.1.11. Seja X um espaco topoldgico; um subconjunto S C
X é dito localmente fechado quando S se escreve como a interse¢do de um
aberto com um fechado de X. Equivalentemente, S é localmente fechado
em X quando S é aberto relativamente ao seu fecho S.

E fécil mostrar que S é localmente fechado em X se e somente se todo
ponto p € S admite uma vizinhanca V em X tal que V NS é fechado
em V; dai se X é Hausdorff entdao todo subespago localmente compacto
S C X é localmente fechado. Quando X é localmente compacto Hausdorff
vale a reciproca, i.e., todo subconjunto localmente fechado é localmente
compacto na topologia induzida (vide [34, §8, Capitulo 8]; nessa referéncia
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os resultados sao enunciados para espagos métricos mas esse fato nao é usado
de maneira essencial na demonstragao).

Se M é uma variedade, toda subvariedade mergulhada de M é um sub-
conjunto localmente fechado; subvariedades imersas podem nao ser local-
mente fechadas. Temos o seguinte:

TEOREMA 2.1.12. Se um grupo de Lie G age diferenciavelmente na vari-
edade M entdo, dadom € M, a drbita G(m) é uma subvariedade mergulhada
de M se e somente se G(m) é um subconjunto localmente fechado de M.

DEMONSTRAGAO. Vide [57, Teorema 2.9.7]. O

Finalizamos a se¢ao com um resultado relacionando fibracgoes e varieda-
des homogéneas.

DEFINICAO 2.1.13. Dadas variedades F', E, B e uma aplicacao diferen-
ciavel p: F — B, dizemos que p é uma fibracao diferencidvel com fibra tipica
F se para todo b € B existe um difeomorfismo

a:p HU) —UxF

tal que moa = p\p_l(U), onde U C B é uma vizinhanca aberta de b em B e
w1 é a primeira proje¢ao do produto U x F'. Dizemos nesse caso que « é uma
trivializacdo local de p em torno de b e também que a fibragao p é trivial sobre
o aberto U C B. Asvariedades F, B sao chamadas respectivamente o espac¢o
total e a base da fibracdo p; para cada b € B o subconjunto E, = p~1(b) C E
¢é chamado a fibra sobre b.

TEOREMA 2.1.14. Seja G um grupo de Lie e sejam H, K subgrupos
fechados de G com K C H; entao a aplicagdo

p: G/K — G/H
definida por p(gK) = gH € uma fibragao diferencidvel com fibra tipica H/ K .

DEMONSTRAGAO. Segue da Observagao 2.1.3 que p é diferencidvel. Seja
gH € G/H e seja s: U — G uma segao local diferencidvel da submersao
q: G — G/H definida numa vizinhanga aberta U C G/H de gH; dai gos é
a inclusd@o de U em G/H. Definimos uma trivializagao local de p:

a:p HU) — U x HIK
fazendo a(xK) = (zH,s(xH) 'zK). A conclusio segue?. O

COROLARIO 2.1.15. Nas hipéteses do Coroldrio 2.1.9 temos que a apli-

cagdo By, dada em (2.1.10) € uma fibragao diferencidvel com fibra tipica
Gm. O

3A diferenciabilidade de o depende do fato que H/K é uma subvariedade mergulhada
de G/K (vide Observagao 2.1.2). Segue da Proposicao 2.1.7 que H/K é uma subvariedade
imersa de G/K, ja que H/K ¢é a 6rbita de 1K € G/K pela acao de H por translagio a
esquerda em G/K. O fato que H/K é na verdade uma subvariedade mergulhada segue
do Teorema 2.1.12 observando que H/K ¢é fechado em G/K ou também do fato que
a topologia co-induzida pela aplicagdo quociente H — H/K coincide com a topologia
induzida pela inclusdao H/K — G/K.
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COROLARIO 2.1.16. Seja f: G — G’ um homomorfismo de grupos de Lie
e sejam H C G, H' C G’ subgrupos fechados tais que f(H) C H'; considere
a aplicacdo:
f:G/H— G'/H'

induzida de f por passagem ao quociente, i.e., f(gH) = f(g)H' para todo
g € G. Duai, se f € sobrejetora entdo f € uma fibracao diferencidvel com
fibra tipica f~*(H')/H.

DEMONSTRAGAO. Considere a agdo de G em G'/H' dada por
GxG'/H > (9.9'H)— (f(9)d)H € G'/H'.

A é6rbita do elemento 1H' € G'/H' é a imagem de f e seu subgrupo de
isotropia é f~1(H’); como f é sobrejetora, segue do Coroldrio 2.1.9 que a
aplicacio f: G/f Y (H') — G'/H’ induzida de f por passagem ao quociente
é um difeomorfismo. Temos o seguinte diagrama comutativo:

G/f~H(H') G'/H'

onde p é induzida da identidade de G por passagem ao quociente; se-
gue do Teorema 2.1.14 que p é uma fibracao diferencidvel com fibra tipica
f~Y(H'")/H. Isso completa a demonstragao. O

Um recobrimento diferencidvel é uma fibragao diferenciavel cuja fibra
tipica F' é uma variedade discreta (de dimensao zero). Temos entao o se-
guinte:

COROLARIO 2.1.17. Nas hipéteses do Coroldrio 2.1.16, se H e f~(H')
tem a mesma dimensdo entao f é um recobrimento diferencidvel. ([

OBSERVAGAO 2.1.18. Dada uma fibragao diferencidvel p: E — B com
fibra tipica I entdo toda curva v: [a,b] — B de classe C* (0 < k < +00)
admite um levantamento 7: [a,b] — E (i.e., po# = ) ainda de classe C*:

R
5 .

[a, b] — B
Esse fato pode ser demonstrado seguindo o seguinte roteiro:

e escolha uma partigdo a =ty < t; < --- < ty = b do intervalo [a, b] tal
que para todot=1,...,k — 1 o segmento 7|[ti_1,ti+1] de v tem imagem
contida num aberto U; C B sobre o qual a fibragao é trivial (vide idéia
da prova do Teorema 3.1.23);
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e observe que uma trivializacao «; da fibracao p sobre o aberto U; induz
uma correspondéncia biunfvoca entre os levantamentos de v|,_, 4] €
as aplicagoes f: [ti—1,ti+1] — F;

e construa 7: [a,b] — E indutivamente: supondo um levantamento 4; de
Ylja,t;) construido, construa um levantamento ;11 de 7|a4,,,) de modo
que ¥;+1 coincida com 4; no intervalo [a, t;_1 +¢] para algum € > 0 (use
a trivializagao local ; e uma carta local em F).

2.1.3. A linearizagao da acao de um grupo de Lie numa varie-
dade. Nesta subsegao consideramos sempre um grupo de Lie G agindo di-
ferenciavelmente (& esquerda) numa variedade M ; mostramos que a tal acdo
corresponde um anti-homomorfismo da &dlgebra de Lie g de GG na algebra de
Lie dos campos vetoriais diferencidveis em M.

Seja X € g; definimos um campo vetorial diferenciavel X* em M fazen-
do:

X*(m) =dB,(1)- X, me M,
onde 3, é definida em (2.1.10).

Recorde que se f: Ny — Ny é uma aplicacao diferencidvel entdao um
campo vetorial Y7 em Nj é dito f-relacionado com um campo vetorial Yo
em Ny quando:

Ya(f(n)) = dfa(Yi(n)), ¥n € Ny.

OBSERVAGAO 2.1.19. Se Y7, Z; sdo campos diferencidveis em Ny, f-
relacionados com campos diferenciaveis Ys, Zo em No respectivamente entao
o colchete de Lie [Y7, Z1] é f-relacionado com [Y2, Zs] (vide [58, Proposicao
1.55]).

Recordando que X denota o campo invariante & direita correspondente
ao elemento X € g (vide (2.1.2)) e diferenciando a identidade Bg.p, = B 07y
no ponto 1 € G obtemos que:

(2.1.16) X*(g-m) =dBm(g)- XB(g), Vme M.

A identidade (2.1.16) nos diz que para todo m € M o campo X* em M
Bm-relacionado com o campo invariante & direita X em G.

OBSERVAGAO 2.1.20. Se G age & esquerda em M entdo em geral nao é
possivel construir um campo em M que seja (§,,-relacionado com o campo
invariante & esquerda X em G. Observe também que em geral o campo X*
nao é invariante pela acao de G em M; na verdade, em geral nao é possivel
construir um campo G-invariante em M com um certo valor prescrito num
ponto m € M.

Como corolério de (2.1.16) obtemos a seguinte:

PROPOSICAO 2.1.21. Dados X,Y € g entdo:
(X, Y]" = —[X*, Y7,

onde o colchete do lado esquerdo € o colchete da dlgebra de Lie g e o colchete
do lado direito € o colchete de Lie de campos vetoriais.

[©N
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DEMONSTRAGAO. Seja m € M; como os campos X*, Y* sao G,,-re-
lacionados respectivamente com os campos invariantes & direita X, Y&
segue da Observagao 2.1.19 que [X*,Y*]| é f3,,-relacionado com [X R YR].
Mostraremos logo a seguir que

(2.1.17) [(XR YR = —-[X, Y%

daf os campos [X*,Y*] e —[X, Y]* s@o ambos 3,,-relacionados com [X R YR]
e portanto coincidem sobre Im(3,,) = G(m). Como m € M é arbitrario,
a demonstracao fica concluida, a menos da prova da identidade (2.1.17).
Para mostrar (2.1.17), considere a aplicacao de inversao inv: G — G da-
da por inv(g) = g~!; temos que d(inv)(1) = —Id e dai vé-se facilmente
que X% é inv-relacionado com o campo invariante & esquerda —X%. Pela
Observacao 2.1.19 vemos que [X R YR] é inv-relacionado com [X L YL] =
[X,Y]¥; mas —[X, Y]® também é inv-relacionado com [X,Y]*. A conclusdo
segue agora do fato que a aplicacdo inv é sobrejetora. ([

A aplicacao X — X* é chamada a linearizacdo da acdo de G em M,
a Proposicao 2.1.21 nos diz que tal aplicacao é um anti-homomorfismo da
algebra de Lie g na algebra de Lie dos campos vetoriais diferenciaveis em M

OBSERVAGAO 2.1.22. Note que de (2.1.16) e (2.1.4) segue facilmente que
para todo m € M a aplicagao

R>tr—exp(tX) -meM

é uma curva integral de X*, ou seja:

d
3 (@xp(tX) -m) = X" (exp(tX) - m),
para todo t € IR.
Mais geralmente, dada qualquer aplicagao
I>t— X(t) eg

definida num intervalo I C IR, obtemos um campo vetorial dependente do
tempo invariante o direita em G dado por:

(2.1.18) IxG>(tg) — X (g) = X(t)g € T,G;
obtemos também um campo vetorial dependente do tempo em M fazendo:
(2.1.19) I xM>(t,m)— X(t)"(m) € T,,, M.

Segue também de (2.1.16) que, para qualquer m € M, a aplicagdo [, leva
curvas integrais de (2.1.18) em curvas integrais de (2.1.19); mais explicita-
mente, se t — 7(t) € G satisfaz

para todo t entao:

para todo t.
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2.2. Estrutura de Variedade do Grassmanniano

Nesta secao descreveremos uma estrutura de variedade diferencidvel no
conjunto dos subespagos k-dimensionais de IR™.

Se n, k sao inteiros com n > 0 e 0 < k < n, denotaremos por Gi(n) o
conjunto de todos os subespagos (vetoriais) de dimensao k de IR™; dizemos
que Gk(n) é o Grassmanniano de subespacos k-dimensionais de IR".

Considere uma decomposicao em soma direta IR" = Wy @® W1, onde Wy
¢ um subespaco k-dimensional de IR". Obviamente dim(WW;) = n — k. Para
cada operador linear T': Wy — Wi o grdfico de T dado por:

Gr(T) ={v+T(v):ve Wy}

é um elemento de Gi(n). Além do mais, um elemento W € Gg(n) é da
forma Gr(T') para algum T se e somente se W é um complementar de W7,
i.e., se e somente se W pertence ao conjunto:

Gg(n, Wl) = {W S Gk(n) WnWw; = {0} } C Gk(n)

O operador T é unicamente determinado por W. Podemos entdo definir
uma bijecdo:

(2.2.1) dwowy : Gh(n, W) — L(Wo, W1),

fazendo ¢w, w, (W) =T quando W = Gr(T).

Concretamente falando, se denotamos por my e m; respectivamente as
projecoes sobre Wy e Wi na decomposicao IR" = Wy @& Wi, temos que o
operador T' = ¢w, w, (W) é dado por:

T = (mi|w) o (molw) "

A condigdo que W seja um complementar de Wi é justamente equivalente
a condi¢ao que |y seja um isomorfismo sobre Wj.

Queremos mostrar agora que as cartas ¢y, w, formam um atlas dife-
rencidvel para o conjunto G(n), quando (Wy, W7) percorre o conjunto de
todas as decomposicoes em soma direta de IR" com dim(Wp) = k. Devemos
estudar entao as funcoes de transicao entre essas cartas. A seguinte defini¢ao
sera util.

DEFINIGAO 2.2.1. Dados subespagos Wy, W) C IR" e dado um comple-
mentar comum Wi C IR", i.e., R" = Wy & W, = W) @& W, entao temos um
isomorfismo:

0%
n= nW;7wé: Wy — Wé,
obtido pela restricdo a Wy da projegdo sobre W{ relativa & decomposicao

n __ / : Wy K . /
R" = Wy @ W;. Dizemos que Mo,y € © isomorfismo de Wy sobre W

determinado pelo complementar comum Wi.
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Wi temos o seguinte diagrama

O inverso de n}//VV; wo € simplesmente 7, Wo'
Vo 0’

comutativo de isomorfismos:

R" /W,
W W
/
Wo = W
T]WO Wy

onde ¢: IR" — IR™/W; denota a aplicagdo quociente.

Consideramos agora cartas ¢w, w, e ¢W67W1 em Gp(n), onde R" =
Wo e Wy = Wi e W e dim(Wy) = dim(W])) = k; é facil entao obter a
seguinte férmula para a funcao de transigao:

(222)  dwpw o (Gwow) (D) = (Whlwo + ) 0

onde 7 denota a projecao sobre W; relativa & decomposicao IR" = WiaW;.
Escrevemos agora R" = Wy @ W, = Wy @ W, com dim(Wy) = k.
Obtemos:

— -1
(2.23) Sy (bwomy) (1) =y 0 T o (1d+ (molwy) o T)

onde 7, denota a projecao sobre W relativa a decomposicao R" = Wy W]
e Id denota o operador identidade de Wy. O dominio da funcao de transicao
(2.2.3) consiste nos operadores T € L(Wy, W) tais que Gr(T) € G{(n, WY).
E facil ver que isso equivale exatamente & inversibilidade de Id+ (molwy ) o T
Acabamos de mostrar a seguinte.

PROPOSIGAO 2.2.2. O conjunto das cartas ¢pw,w, em Gp(n), onde o par
(Wo, W1) percorre todas as decomposicoes em soma direta de IR™ tais que
dim(Wy) = k, € um atlas diferencidvel para Gg(n).

DEMONSTRAGAO. Como todo subespaco de IR™ admite um complemen-
tar, os dominios das cartas ¢w, w, cobrem Gi(n). As fungdes de tran-
sicao (2.2.2) e (2.2.3) sao aplicagoes diferencidveis definidas em abertos de
L(Wy, W7). A compatibilidade entre duas cartas arbitréarias ¢w, w, € ¢W5,W1’
segue entdo por transitividade: escolhemos W € G (n, W1)NGY(n, WY) e dai
dw,,w, € compativel com ¢y w,, que por sua vez é compativel com ¢W’W1/
e essa ultima é compativel com ¢W6,W{ (vide também Observagoes 2.2.3 e
2.2.5 adiante). O

OBSERVACAO 2.2.3. Sobre o argumento de transitividade mencionado
na demonstracao da Proposicao 2.2.2, observamos que em geral a compati-
bilidade entre cartas num conjunto nao é transitiva. Porém, se g, ¥1, 1o
sao cartas tais que ¥y é compativel com 1, 11 é compativel com )2 e o
dominio de gy coincide com o dominio de 11 entao vy é compativel com 5.

OBSERVAGAO 2.2.4. Na verdade, as férmulas (2.2.2) e (2.2.3) mostram
que as cartas ¢w, w, formam um atlas real-analitico para Gp(n).
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OBSERVAGAO 2.2.5. Dada uma colecao finita V7, ..., V, de subespacos
k-dimensionais de IR"™, podemos encontrar um complementar comum W em
IR™ para todos os subespacos V;. De fato, se k < n, podemos escolher
v1 € R" com vy ¢ |J;Vi. Consideramos agora os subespacos V; @ IRuv;
de dimensao k + 1 e construimos indutivamente vetores wvs, ..., v,_r que
formam um base para o complementar comum W. Esse argumento mostra
que todo subconjunto finito* de G, (n) esta contido no dominio de uma carta
da forma ¢w, w, -

Obtemos afinal que o Grassmanniano Gg(n) é uma variedade.

TEOREMA 2.2.6. O atlas diferencidvel considerado no enunciado da Pro-
posicao 2.2.2 faz de Gy (n) uma variedade diferencidvel de dimensao k(n—k).

DEMONSTRAGAO. Resta provar que a topologia definida pelo atlas em
questao é Hausdorff e satisfaz o segundo axioma da enumerabilidade. A
propriedade de Hausdorff segue do fato que todo par de pontos pertence
simultaneamente ao dominio de uma carta (Observagao 2.2.5). O segundo
axioma da enumerabilidade segue do fato que, considerando apenas cartas
dw,.w, onde Wy e Wy sao gerados por elementos da base canonica de IR",
obtemos um atlas finito para G (n). O

OBSERVAGAO 2.2.7. Segue da definicao da topologia associada a um
atlas diferencidvel que os subconjuntos G9(n,Wi) C Gi(n) sdo abertos;
além do mais, como as cartas (2.2.1) sao sobrejetoras, segue que G%(n, W1)
¢ homeomorfo (e difeomorfo) ao espago Euclideano £(Wy, W7).

EXEMPLO 2.2.8. O Grassmanniano G(n) das retas de IR™ passando pela
origem é também conhecido como o espaco projetivo real IRP™'. Fazendo
Wo = {0} @ R e W, = R & {0}, a carta ¢w, w, nos fornece o
que é normalmente conhecido em geometria projetiva como coordenadas
homogéneas. O espaco IRP™ ! também pode ser descrito como o quociente
da esfera S™~! obtido identificando pontos antipodas. A reta projetiva IRP*
é difeomorfa ao circulo S'; de fato, considerando S' C C, a aplicacdo z — 2>
é um recobrimento de S! sobre si mesmo que identifica pontos antipodas.

OBSERVAGAO 2.2.9. A teoria desta se¢ao pode ser repetida de maneira
idéntica para definir uma estrutura de variedade no Grassmanniano de su-
bespagos complexos k-dimensionais de C". As férmulas de transigao (2.2.2)
e (2.2.3) sao holomorfas e mostram que tal Grassmanniano é uma variedade
complera de dimensao (complexa) k(n — k). Nao faremos uso do Grass-
manniano complexo neste texto, mas observe que poderiamos até mesmo
considerar um corpo arbitrdrio no lugar de IR ou C; nesse caso, as fungoes
de transicao seriam funcdes racionais.

4Na verdade o mesmo argumento funciona no caso de uma cole¢do enumeravel de
espagos V;. Apenas observe que a unido enumeravel de subespagos préprios de IR" ainda
deve ser um subconjunto préprio de IR", pois o mesmo é um conjunto de medida nula (ou
porque tal conjunto tem interior vazio, o que segue do Teorema de Baire).
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2.3. O Espacgo Tangente ao Grassmanniano

Na Secao 2.2 descrevemos uma estrutura de variedade para o Grass-
manniano Gx(n) de subespagos k-dimensionais de IR". Portanto, para cada
W € Gi(n) fica bem definido o espago tangente Ty Gy (n). Nesta secdo mos-
traremos que tal espago tangente pode ser naturalmente identificado com o
espaco L(W, IR™ /W) de operadores lineares de W no quociente IR"™/W'; mos-
traremos também como tal identificacao permite calcular de maneira simples
a derivada de uma curva em G (n).

Comegamos com uma motivacao informal. Seja t — W (¢) uma curva em
Gr(n), i.e., para cada instante ¢ temos um subespago k-dimensional W (t)
de R™. Como podemos pensar na derivada W'(ty) de maneira intuitiva?
Considere uma curva t — w(t) em IR"™ com w(t) € W (t) para cada t. Em
certo sentido, a derivada w'(ty) deve codificar parte da informacao contida
na derivada W'(to) da familia de espagos W (t).

Para cada t, escreva W (t) = Ker A(t), onde A(t) € L(IR", R"F); dife-
renciando a identidade A(t)w(t) = 0 em ¢ = t( obtemos:

Al(to)w(to) + A(to)w'(to) = 0.

Essa identidade mostra que o valor de w'(ty) é totalmente determinado por
w(to), mddulo elementos de W (tg). Mais precisamente, para cada wy €
W (ty) podemos associar uma classe wj,+ W (ty) € IR"/W (ty), fazendo wj =
w'(tp), onde w(t) € W (t) é qualquer curva satisfazendo w(tg) = wo; a classe
w) + W (i) fica entdao bem definida, i.e., independe da extensao w(t) de wy
escolhida. A aplicacdo wy — w(, + W(tog) é um operador linear de W (to)
em IR"/W (tyg) e podemos entendé-la como a derivada da curva de espagos
W (t) em t = to.

Passemos as consideragoes formais.

PROPOSIGAO 2.3.1. Seja W € Gi(n) e seja Wi C IR™ um subespaco

complementar de W em IR". Seja q1: W1 — IR"™/W a restricio a Wy da
aplica¢ao quociente sobre IR™/W . Temos um isomorfismo:

(2.3.1) L(Id, q1) o déww, (W) : TwGr(n) — LW, R™/W),
onde
(2.3.2) L(Id, q1): LW, W) — L(W, R"/W)

denota o operador de composicao a esquerda T +— g1 0T.
O isomorfismo (2.3.1) nao depende da escolha do complementar W.

DEMONSTRAGAO. Como ¢; é um isomorfismo e ¢y, é uma carta em
torno de W, obviamente (2.3.1) é um isomorfismo. A tnica afirmagao nao
trivial do enunciado é a independéncia de (2.3.1) em relagdo a Wi. Seja
entdo W] um outro complementar de W em IR"; observe que ¢w,w, (W) =
dw,wy (W) = 0. Diferenciando a fungao de transicao (2.2.3) em 7' = 0 vemos
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que o seguinte diagrama comuta:

Tw G (n)

déw W W(W)

LW, W1) ” LW, W)
E(Id’nwl,wi)

A conclusao segue facilmente® agora da observacao que

w
wy,wi
(2.3.3) Wi Wi
N
R /W

também comuta, onde ¢} denota a restricdo a W{ da aplica¢do quociente
sobre IR" /W O

Em vista da Proposicao 2.3.1, identificaremos de agora em diante o
espago tangente Ty Gi(n) com L(W, IR™ /W'). A proposicao a seguir justifica
a motivacao informal dada para tal identificacido no inicio da secao.

PROPOSIGAO 2.3.2. Sejam W: I — Gi(n) e w: I — IR"™ curvas defini-
das num intervalo I > ty, ambas derivdveis em tg. Suponha que w(t) € W (t)
para todo t € I. Vale a identidade:

W' (to) - w(to) = w'(to) + W (to) € R"/W (to),
onde identificamos W'(to) com um elemento de L(W (to), R™/W (t)) atra-

vés do isomorfismo (2.3.1).

DEMONSTRAGAO. Seja Wy = W(tg) e escolha um complementar W;
de Wy em IR". Escreva T(t) = éw,w,(W(t)), de modo que para cada
¢t € I numa vizinhanga de to temos W (t) = Gr(T(t)). Denotando por
mo a projecao sobre Wy relativa a decomposicao IR" = Wy @& W1, escreva
u = m o w. Como w(t) € W(t) temos:

(2.3.4) w(t) =u(t) +T(t) - u(t),

para t € I numa vizinhanca de tg. Usando o isomorfismo (2.3.1), vemos que
W'(to) € Tw,Gr(n) identifica-se com:
L(Id, q1) o ddwy,w, (Wo) - W' (to) = q1 o T'(to) € L(Wo, IR" /W),

onde ¢ e £(Id, q;) sado definidos como no enunciado da Proposigao 2.3.1.
Resta mostrar entao que:

q1 © T/(to) . w(tg) = w,(to) + Wy € Bn/WO
5A notagao usada em (2.3.2) tem motivacao funtorial (vide Observagao 1.1.1); desse

ponto de vista, a conclusdao da proposi¢ao segue aplicando o funtor £(W,-) no diagrama
(2.3.3).
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Diferenciando (2.3.4) em t = ¢ty e observando que T'(tg) = 0, u(tg) =
w(tp) vem:
w' (to) =/ (to) + T (to) - w(to),
onde u/(tg) € Wy. A conclusdo segue. O

OBSERVAGAO 2.3.3. Dados uma curva W: I — Gi(n), to € I, e um
vetor wy € Wy = W(ty), sempre podemos obter uma curva t — w(t) € IR",
definida numa vizinhanga de tg em I, com w(t) € W(t) para todo t, w(tg) =
wo € de modo que w possua a mesma regularidade de W. De fato, para t
em torno de ¢y escrevemos W na forma W (t) = Gr(T'(t)) usando uma carta
local ¢y, w, e daf definimos w(t) = wo + T'(t) - wo.

Isso significa na pratica que a Proposicao 2.3.2 sempre pode ser usada
para calcular diferenciais de aplicacoes definidas (ou a valores) em Grass-
mannianos. De fato, o cdlculo de uma diferencial sempre pode ser reduzi-
do ao calculo de vetores tangentes de curvas e para tal sempre poderemos
aplicar a Proposigao 2.3.2 (para exemplos, vide as provas do Lema 2.3.4 e
das Proposicoes 2.4.12 e 2.4.13). Nao serd mais necessario portanto utili-
zar a férmula explicita (2.3.1) para o isomorfismo que identifica Ty G(n) e
LW, IR"/W).

Calculamos abaixo a diferencial de uma carta ¢w, w, num ponto W de
seu dominio em termos da identificacao Ty Gg(n) = L(W, R" /W).

LEMA 2.3.4. Considere uma decomposicao em soma direta IR™ = Wy @
Wi com dim(Wy) = k e seja W € G%(n,W1); entio a diferencial da carta
dwo,w, no ponto W € o operador

c(”%é,W’ ql_l) : £<W7 BH/W) - E(W()? Wl>7
ou seja,
dowom, (W) - Z=q7' o Zonyl .  Z € LW, R"/W) = Ty Gy(n),
onde q1 denota a restrigao a Wi da aplica¢ao quociente sobre IR™/W e

nKV/é,W denota o isomorfismo de Wy sobre W determinado pelo complementar
comum W (vide Definigcdo 2.2.1).

DEMONSTRAGAO. Esta é uma aplicacao direta da técnica descrita na
Observacao 2.3.3.

Seja t — 20(t) uma curva diferencidvel em Gp(n) com 20(0) = W,
0'(0) = Z; escreva T(t) = dwy,w, (W(t)), de modo que W(t) = Gr(T(t))
para todo t. Note que T7(0) = dew,w, (W) - Z. Seja w € W; como W =
Gr(T'(0)), podemos escrever w = wq + T(0) - wy com wy € Wy. Daf t —
w(t) = wo + T(t) - wy é uma curva em IR™ com w(t) € W(t) para cada t e
w(0) = w; pela Proposi¢ao 2.3.2 temos:

W) w=2Z w=w(0)+W=T0) wy+ W € R"/W.
Observando que wy = n%lwo (w) concluimos que:

Z=qoT(0)o 77321%.
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Isso completa a demonstragao. [l

2.4. O Grassmanniano como Variedade Homogénea

Nesta secao mostraremos que a acao natural do grupo linear de IR" em
Gr(n) é diferenciavel. Tal agao é transitiva, mesmo quando restrita ao grupo
ortogonal especial; seguird que o Grassmanniano é um quociente desse grupo
e é portanto uma variedade compacta e conezxa.

Cada isomorfismo linear A € GL(n,R) de IR" define uma bijecao de
Gr(n) que associa a cada W € Gp(n) sua imagem direta A(W) por A; essa
bijegao também sera denotada por A. Obtemos entao uma agao (& esquerda)
de GL(n, R) em Gi(n). Comecamos mostrando sua diferenciabilidade.

PROPOSIGAO 2.4.1. A agdo natural GL(n, R) X Gi(n) — Gi(n) é dife-
rencidvel.

DEMONSTRAGAO. Simplesmente calculamos a representagao dessa apli-
cacao em coordenadas locais de G(n).

Sejam A € GL(n, IR) e Wy € Gi(n). Seja Wi C IR™ um complementar
comum de Wy e A(Wp) (vide Observacao 2.2.5); dai ¢w, w, é uma carta cujo
dominio contém Wy e A(Wp). Para B numa vizinhanga de A e W numa
vizinhanca de Wy calculamos ¢y, w, (B(W)); escrevendo T' = ¢w, w, (W)
temos:

(2.4.1) dwowy (B(W)) = (Big + Bi1oT) o (Bog + Bop o T) %,

onde B;; denota a componente 7; 0 (B|w,) de B e m; denota a projegao sobre
W, relativa a decomposigao IR™ = Wy @ Wy, i,j = 0,1. Obviamente (2.4.1)
¢ uma funcao diferenciavel do par (B, T). O

A agao de GL(n, IR) em Gj(n) é transitiva; na verdade temos a seguinte:

PROPOSIGAO 2.4.2. A agdo natural de SO(n) em Gi(n) (obtida por res-
tricao da a¢ao de GL(n, IR)) € transitiva.

DEMONSTRAGAO. Sejam W, W' € Gi(n). Podemos encontrar bases
ortonormais (b;)"_; e (b))%, de IR" tais que (b;)¥_; e (b)), sejam bases
de W e W' respectivamente; trocando by por —b; se necessario, podemos
supor que as duas bases definem a mesma orientagdao. Basta agora escolher
A € GL(n, IR) tal que A(b;)) =b;, i =1,2,...,n. O

COROLARIO 2.4.3. O Grassmanniano Gi(n) € difeomorfo aos quocientes
O(n)/(0O(k)xO(n—k)) eSO(n)/S(O(k)xO(n—k)), onde S(O(k)xO(n—k))
denota a intersecio SO(n) N (O(k) x O(n—k)); em particular Gi(n) é uma
variedade compacta e coneza.

DEMONSTRACAO. Segue do Corolério 2.1.9 e da Proposicao 2.4.2, obser-
vando que relativamente & acdo de O(n) a isotropia do ponto IRF @ {0}"* ¢
G.(n) consiste no subgrupo formado pelos operadores ortogonais que deixam
RF©{0}" % ¢ {0}* @ IR"* invariantes; esse subgrupo é claramente isomorfo
a O(k) x O(n — k). Argumento anélogo se aplica no caso de SO(n). O
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OBSERVAGAO 2.4.4. Obviamente, poderfamos também ter incluido no
enunciado do Coroldrio 2.4.3 uma representagdo de Gy(n) como quociente
de GL(n, IR); mas observe que nesse caso o subgrupo de isotropia de IRF ®
{0}"% ngo ¢ isomorfo a GL(k) x GL(n — k), mas sim ao subgrupo de
GL(n, IR) formado pelas matrizes cujo bloco inferior esquerdo de tamanho
(n — k) x k é nulo.

OBSERVAGAO 2.4.5. Na verdade, a acao de GL(n, IR) em Gg(n) é real-
analitica, pois obviamente (2.4.1) é uma funcao real-analitica do par (B,T)
(vide também Observagao 2.2.4). No caso do Grassmanniano complexo,
temos uma agao natural do grupo linear GL(n,C) de C"; dai, (2.4.1) mos-
tra que tal acao é holomorfa (vide também Observacao 2.2.9). Uma gene-
ralizacdo 6bvia do argumento da demonstracao da Proposicao 2.4.2 mos-
tra que a agdo do grupo especial unitdrio SU(n) no Grassmanniano com-
plexo é transitiva; de modo analogo ao Corolario 2.4.3, concluimos que o
Grassmanniano complexo é compacto, conexo e difeomorfo aos quocientes
U(n)/(U(k:) xU(n—k)) e SU(n)/S(U(k) xU(n—k)), onde S(U(k) xU(n—k:))
denota a interse¢ao SU(n) N (U(k) x U(n — k)).

Temos mais alguns coroldrios interessantes da representacao de Gg(n)
como quociente de grupos de Lie.

PROPOSIGAO 2.4.6. Numa vizinhanga aberta U de cada ponto de Gi(n)
podemos definir uma aplicagao diferencidvel A: U — GL(n, IR) tal que
AW)(RF @ {0} %) =W,
para todo W € U.

DEMONSTRAGAO. Segue das Proposicoes 2.4.1, 2.4.2 e do Corolario 2.1.9
que a aplicacao
(2.4.2) GL(n, R) > B+~ B(IR* @ {0}"%) € Gx(n)
é uma submersao sobrejetora; a aplicacao mencionada no enunciado é sim-

plesmente uma segao local diferencidvel de tal submersao (vide Observa-
¢ao 2.1.3). O

COROLARIO 2.4.7. Numa vizinhanga aberta U de cada ponto de Gp(n)
existem aplicagoes diferencidveis
Zer: U — L(R", R"*) ¢ Zyn: U — L(R*, R")
tais que W = Ker (Zyer(W)) = Im(Zim(W)) para todo W € U.

DEMONSTRAGAO. Defina A como na Proposicao 2.4.6 e tome Zye, (W) =
o AW) ™t e Zim(W) = A(W)oi,onde i: RF — R" e m: IR" — IR" ¥ de-
notam respectivamente a inclusao nas k primeiras coordenadas e a projegao
nas n — k dltimas coordenadas de IR". ([

COROLARIO 2.4.8. Seja S C IR™ um subespago qualquer e seja r € 7

um inteiro nao negativo; entao o conjunto dos espagos W € Gi(n) tais que
dim(W N S) <r € aberto em Gg(n).
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DEMONSTRAGAO. Seja Wy € Gi(n) tal que dim(Wp N'S) < r e seja
Zyer uma aplicagao como no enunciado do Corolario 2.4.7 definida numa
vizinhanga aberta U de Wy em Gi(n); para cada W € U temos:

W NS =XKer(Zyee(W)ls),

donde dim(W N S) < r se e somente se o operador Zie:(W)|s € L(S, R"*)
tem posto maior ou igual a dim(S) —r; essa condi¢ao define um subconjunto
aberto de £(S, IR"¥) e a conclusdo segue. O

OBSERVAGAO 2.4.9. Se W: [a,b] — Gg(n) é uma aplicagdo de classe
CP (0 < p < 400) entao existe uma aplicacao A: [a,b] — GL(n,R) de
classe CP tal que A(t)(IR" & {0}"~*) = W(t) para todo ¢ € [a, b]; isso segue
da Observagao 2.1.18, observando que a aplicacdo (2.4.2) é uma fibracao
diferencidavel (vide Proposicao 2.4.2 e Corolario 2.1.15).

Considere a acao do grupo de Lie GL(n, IR) x GL(m, IR) no espago ve-
torial L(IR™, IR™) dada por:

(2.4.3) (A,B,T)— BoT o A"},

para A € GL(n,R), B € GL(m,IR) e T € L(IR",IR™); um argumento
elementar de dlgebra linear mostra que as drbitas da agao (2.4.3) sdao os
conjuntos:

L7(R",R™) = {T € L(R",IR™) : T é uma matriz de posto r},

comr =0,1,... min{m,n}. E facil ver também que os conjuntos
Ucw,rm e |J(m,R™)
>r 1 <r

sao respectivamente um aberto e um fechado de L(IR™, IR™); segue que cada
LT(IR™,IR™) ¢ localmente fechado em L(IR™,IR™) (vide Definicao 2.1.11).
Obtemos entao o seguinte:

LEMA 2.4.10. O conjunto L"(IR",IR™) é uma subvariedade mergulhada
de L(IR™, IR™) para cada r =0,1,..., min{m,n}.
DEMONSTRAGAO. Segue do Teorema 2.1.12. O

Obtemos diretamente também a seguinte:

PROPOSICAO 2.4.11. Dados inteiros ndao negativos m, n e r com r <
min{m,n} entdo as aplicagoes
(2.4.4) L'(R",R")>T v+ Im(T) € G(m)
(2.4.5) L'(R",R"™)>T v+ Ker(T) € Gp—r(n)
sdo diferencidveis.

DEMONSTRAGAO. O produto GL(n, IR)x GL(m, IR) age transitivamente
em L"(R",IR™) (vide (2.4.3)) e age também em G,(m), fazendo GL(n, IR)

agir trivialmente e GL(m, IR) agir da maneira natural; a aplicacao (2.4.4)
¢é equivariante e portanto sua diferenciabilidade segue do Corolério 2.1.10
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e da Proposicao 2.4.1. A diferenciabilidade de (2.4.5) segue de maneira
similar. O

Nas préximas duas proposicoes calculamos a diferencial da agao natural

de GL(n, R) em Gg(n).

PROPOSIGAO 2.4.12. Para A € GL(n, IR) considere o difeomorfismo (que
€ também denotado por A) de Gr(n) dado por W +— A(W). Para W €
Gr(n) a diferencial dA(W) de A no ponto W é o operador

L((Alw) ™" A): LW, R /W) — L(AW), R"A(W))
dado por Z v Ao Z o (Alw)~ ", onde
A: R" /W — R"JA(W)
€ induzido de A por passagem ao quociente.

DEMONSTRACAO. Esta é uma aplicacao direta da técnica descrita na
Observacao 2.3.3.

Seja t +— W (t) uma curva diferencidvel em Gg(n) com W(0) = W e
W'(0) = Z; seja t — w(t) uma curva em IR" com w(t) € W(t) para cada t.
Dai t — A(w(t)) é uma curva em IR" com A(w(t)) € A(W(t)) para cada t
e pela Proposicao 2.3.2 temos:

(2.4.6) (Ao W) (0) - A(w(0)) = A(w'(0)) + A(W) € R"JA(W).
Novamente pela Proposicao 2.3.2 temos:
(2.4.7) W' (0) - w(0) = w'(0) + W € IR"/W.
De (2.4.6) e (2.4.7) a conclusao segue. O

PROPOSIGAO 2.4.13. Para W € Gi(n) a diferencial da aplicagdo

Bw : GL(n, R) — G(n)
dada por By (A) = A(W) é:
dBw (A) - X =qo X o A 4w

para todos A € GL(n,R), X € L(IR"), onde q: IR™ — IR"/A(W) denota a
aplicacao quociente.

DEMONSTRAGAO. Aplicamos a ténica descrita na Observagao 2.3.3. Seja
t — A(t) uma curva diferenciavel em GL(n, R) com A(0) = A e A'(0) = X;
seja wg € W. Dai t — A(t)(wo) é uma curva em IR"™ com A(t)(wg) €
Bw (A(t)) para todo t. Pela Proposigao 2.3.2 temos:

(B o AY(0) - A(wo) = X (wo) + A(W) € IR"JA(W).

A conclusao segue. O
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2.5. O Grassmanniano de Lagrangeanos

Nesta secao mostraremos que o conjunto A de todos os subespacos La-
grangeanos de um espago simplético 2n-dimensional (V,w) é uma subva-
riedade do Grassmanniano de todos os subespagos n-dimensionais de V;
chamaremos A o Grassmanniano de Lagrangeanos de (V,w). Estudaremos
cartas em A, seu espago tangente e a acao do grupo simplético Sp(V,w) em A;
mostraremos que o espaco tangente T A a A num ponto L identifica-se com
0 espago Bgim (L) de formas bilineares simétricas em L (Proposicao 2.5.6).
Veremos também que, como o Grassmanniano total, o Grassmanniano de
Lagrangeanos é uma variedade homogénea.

Faremos uso sistemético dos resultados sobre Grassmannianos mostrados
nas Secoes 2.2, 2.3 e 2.4 bem como dos resultados sobre espacos simpléticos
mostrados na Secao 1.4 (principalmente Subsecao 1.4.2).

Comegamos observando que a teoria sobre Grassmannianos de subes-
pacgos de IR™ desenvolvida nas Segoes 2.2, 2.3 e 2.4 pode ser generalizada da
maneira ébvia quando substituimos IR"™ por um espago vetorial real V' de
dimensao finita arbitrario; mencionamos brevemente abaixo as adaptacoes
(principalmente de notagao) que devem ser feitas.

Denotaremos entao por G (V') o conjunto dos subespagos k-dimensionais
de V, 0 < k < dim(V); tal conjunto possui uma estrutura de variedade dife-
rencidvel de dimensao k(dim(V') — k), com as cartas descritas na Secao 2.2.
Se Wy C V' é um subespaco de co-dimensao k denotaremos por Gg(V, Wy)
(ou simplesmente G (W) quando V estiver subentendido) o subconjunto
de G (V) formado pelos espagos transversais a W:

GLV, W) = GL(Wh) = {W € Gy(V): V =W & W, }.

Daise V = Wy® W7 entao Gg(Wl) é o dominio da carta ¢w, w,. Para W €
G (V) consideraremos sempre a seguinte identificagdo do espaco tangente
Tka(V)Z

TwGr(V) = LW, V/W),

construida exatamente como na Secao 2.3. Na Secao 2.4, deve-se substituir
sempre o grupo linear geral GL(n, IR) de IR™ pelo grupo linear geral GL(V)
de V; na Proposicao 2.4.2 e no Corolédrio 2.4.3 deve-se substituir o grupo
ortogonal O(n) e o grupo especial ortogonal SO(n) de IR" pelos correspon-
dentes grupos O(V, g) e SO(V, g) associados a uma escolha arbitraria de um
produto interno g em V (na verdade, nao faremos uso da Proposi¢ao 2.4.2
e do Corolario 2.4.3 nesse contexto). No enunciado da Proposicao 2.4.6
o subespaco RF @ {0}"*’“ de IR™ pode ser substituido por um subespaco
k-dimensional qualquer de V.

A partir de agora, nesta segao, consideraremos fixado um espago sim-
plético (V,w) com dim(V') = 2n. Denotamos por A(V,w) (ou simplesmente
A) o conjunto de todos os subespagos Lagrangeanos de V:

A(V,w)=A={LCV:L éLagrangeano}.
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Dizemos que A é o Grassmanniano de Lagrangeanos do espacgo simplético
(V,w); obviamente A C G, (V). Comegamos descrevendo cartas de subvari-
edade para A.

LEMA 2.5.1. Seja (Lo, L1) uma decomposi¢ao Lagrangeana para V' ; entao
um subespaco L € GO(L1) é Lagrangeano se e somente se a forma bilinear:

(2.5.1) PLo.Ly © PLo,L, (L) € L(Lo, Lg) = B(Lo)
€ simétrica.

DEMONSTRAGAO. Como dim(L) = n entdao L é Lagrangeano se e so-
mente se L é isotropico. Seja T' = ¢r, 1, (L) de modo que T' € L(Lo, L1) e
L = Gr(T); temos:

w(v +TW),w+ T(w)) =w(TW),w) —w(T(w),v),

para todos v,w € Lg. A conclusao segue observando que a forma bilinear
(2.5.1) coincide com w(T",)|LoxLo- O

Se L1 C V é um subespaco Lagrangeano, denotamos por A%(L) o con-
junto de todos os subespacgos Lagrangeanos de V transversais a Lq:

(2.5.2) AY(Ly) = ANGO(Ly).

Segue do Lema 2.5.1 que, para cada decomposicao Lagrangeana (Lg, L) de
V' temos uma bijecao:

(2.5.3) PLo,L1 - AO(Ll) — Bsim(Lo)

dada por ¢, 1, (L) = pro.1, © ¢Lo,1,(L). Obtemos entao o seguinte:

COROLARIO 2.5.2. O Grassmanniano de Lagrangeanos A é uma subva-
riedade mergulhada de G,,(V') com dimensio dim(A) = in(n+1); as cartas
©rLo.L, definidas em (2.5.3) formam um atlas diferencidvel para A, quando
(Lo, L1) percorre todas as decomposi¢oes Lagrangeanas de V.

DEMONSTRACGAO. Segue do Lema 2.5.1 que, dada uma decomposicao
Lagrangeana (Lo, L1) de V' a carta

(2.5.4) Go(L1) 3 W — pry L, © bro.1, (W) € B(Lo)

de G, (V) é uma carta de subvariedade para A que induz a carta (2.5.3) em
A; além do mais, dim (Bgim(Lo)) = 3n(n+1). O resultado segue observando
que, pelo Corolério 1.4.21, os dominios das cartas (2.5.4) de G, (V') cobrem
A, quando (Lg, L1) percorre todas as decomposigoes Lagrangeanas de V. [

OBSERVAGAO 2.5.3. Segue de (2.5.2) e da Observagao 2.2.7 que o sub-
conjunto A(L1) é aberto em A; além do mais, como a carta (2.5.3) é sobre-
jetora vemos que A°(L;) é homeomorfo (e difeomorfo) ao espaco Euclideano
Bsim(LO)-

As vezes é til ter uma férmula explicita para as funcgoes de transicao
entre as cartas (2.5.3) do Grassmanniano de Lagrangeanos; temos o seguinte:
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LEMA 2.5.4. Dadas decomposi¢oes Lagrangeanas (Lo, L1) e (Ly, L1) de
V entao:

(2.5.5) Yry,Ly © (CPLO,Ll)*l(B) = ¢L6,L1(L0) + (Uéé,Lo)*(B) € Bsim(L6)7

para toda B € Bgm(Lo), onde nf} Lo denota o isomorfismo de L{, sobre Lg
0’

determinado pelo complementar comum Ly (vide Defini¢oes 2.2.1 e 1.1.3);
se (Lo, L) € também uma decomposi¢io Lagrangeana de V entao vale:

_ _ —1
(2.5.6)  @ro1r 0 (PLo.Ly) (B) =Bo (Id+ (mlz,) o ppyp, 0 B)

para toda B € ¢, 1,(A°(L})) C Bsim(Lo), onde m}y denota a projecdo sobre
Ly relativa a decomposicao V= Ly @ L.

DEMONSTRAGAO. Usando (2.2.2) é ficil ver que:
_ - L
(2.5.7) PLi,Ly © (¢rLo,L1) 1(3) = Pry,L, ° ()| ro + PLDI,L1 oB)o ULé7L07

onde 7} denota a projegao sobre L; relativa & decomposigao V = L{; & L;
também é facil mostrar que:

— L * * *
(2.5.8) PrLy,L, © pLo17L1 = (nLé,LO) : Ly — Ly
e substituindo em (2.5.7) obtemos (vide também (1.1.4)):
- L Li \*
(2.5.9) PrLy,Ly ° (SOLO,Ll) 1(3) = Pry,L1 ° (ﬂ-“Lo) o UL§7L0 + (TILé,LO) (B).
Fazendo B = 0 em (2.5.9) concluimos que
L
wry,L, (Lo) = pry n, © (m1L,) © ﬁLéLOa

o que completa a demonstracao de (2.5.5).
Usando agora (2.2.3) é facil ver que:

-1 .
Pro.1;, ©(PLoLi)” (B) =
Lo -1 / —1 -1,
PLo,L} © 77L17L/1 ©Pry,Ly © Bo (Id + (7oL, ) © Pro,Li © B) ;
mas é também facil mostrar que:
sonk L oprt, =1d: L — L
PrLo,Ly © My 1t ©PrLo,L, = 14+ Lo 0s

o que completa a demonstracao. ([l

No seguinte lema mostramos uma férmula interessante envolvendo as
cartas (2.5.3).

LEMA 2.5.5. Sejam Lo, L1 e L subespagos Lagrangeanos de V dois a
dois complementares; valem as sequinte identidades:

(2.5.10) ¢Lo,L: (L) = —pro,L(L1),
(2‘5’11) ¥Lo,L1 (L) = _(pLLLO)* (SDLLLO (L)il);
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DEMONSTRAGAO. Seja T' = ¢, 1, (L); dai T € L(Lo, L1) e L = Gr(T).
Note que Ker(T') = LoN L = {0} e portanto T" é inversivel; logo:

Li={v+(—v—=T(v)) :v € Ly}
e portanto:
¢ro,0(L1): Lo > v+— —v —T(v) € L.

Calculamos agora, para quaisquer v, w € Lg:
(pLo,L(Ll) : (’U,'U}) = CL)(—'U - T(Q})v w) = —W(T(U), w) = —®Lo,L1 (L) : (U,U)),

o que completa a demonstracao de (2.5.10). Para mostrar (2.5.11) observe
que ér,.1,(L) =T~1; daf:

¢r100(L) = priro o T~ @1, (L) = prop, o T,
donde:
010,21 (L) = pLo.Ly © ©L1.Lo (L)' © pLy Lo-
A conclusao segue de (1.4.12) e (1.1.4). O

Vamos agora identificar o espaco tangente T A ao Grassmanniano de
Lagrangeanos.

PROPOSIGAO 2.5.6. Seja L € A; entdo o isomorfismo
(2.5.12) L(Id, pr): L(L,V/L) — L(L,L*) = B(L)

dado por Z — pp o Z leva TLA C TG (V) = L(L,V/L) sobre o subespago
Bsim(L) C B(L).

DEMONSTRAGAO. Seja L; um subespaco Lagrangeano complementar a
L (vide Corolario 1.4.21). Como na demonstracao do Coroldrio 2.5.2, a carta

(2.5.13) GY(L1) 2 W v pr1, 0 br,0,(W) € B(L)

de G, (V) é uma carta de subvariedade para A que induz a carta ¢y, 1, em A;
daf a diferencial de (2.5.13) no ponto L ¢ um isomorfismo que leva 77, A sobre
Bsim(L). Pelo Lema 2.3.4, a diferencial de ¢, 1, no ponto L é C(Id,qfl),
onde ¢ denota a restrigao a L; da aplicagao quociente sobre V/L; segue do
diagrama (1.4.14) que a diferencial de (2.5.13) no ponto L coincide com o
isomorfismo (2.5.12). O

Em vista da Proposicao 2.5.6, identificaremos de agora em diante o
espaco tangente Tp A com Bgi, (L). A seguir demonstramos versoes do Le-
ma 2.3.4 e das Proposicoes 2.4.12 e 2.4.13 para o Grassmanniano de La-
grangeanos; nessas demonstragoes deve-se manter em mente o isomorfismo
(2.5.12) que identifica TrA e Bgim(L).

LEMA 2.5.7. Considere uma decomposi¢ao Lagrangeana (Lo, L1) de V e
seja L € AY(L1); entdo a diferencial da carta pr, 1, no ponto L é o operador
push-forward:

(nf,lLo)*: BSim<L) - Bsim(LO),
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onde nflLO denota o isomorfismo de L sobre Lo determinado pelo comple-
mentar comum Ly (vide Defini¢ao 2.2.1).

DEMONSTRAGAO. Diferenciando a igualdade

PrLo,L, = L(Id, pro,L,) © (¢L0,L1) ‘AO(Ll)

no ponto L, usando o Lema 2.3.4 e levando em conta a identificagdo T A =
Bsim (L) através de (2.5.12) obtemos:

d‘PLo,L1(L) = 5(771%;7[,’ PLy,Lq © Q1_1 © P21)|Bsim(L): Bgim (L) — Bsim(Lo),
onde ¢ denota a restrigdo a L da aplicacdo quociente sobre V/L; mas é
facil ver que’:
protiod oppt = (nglp)"
Isso completa a demonstracao (vide também (1.1.5)). O

Obviamente a acao natural de GL(V') no Grassmanniano G, (V) se res-
tringe a uma acao do grupo simplético Sp(V,w) no Grassmanniano de La-
grangeanos A; temos a seguinte:

PROPOSIGAO 2.5.8. A agdo natural de Sp(V,w) em A € diferencidvel.

DEMONSTRAGAO. Segue diretamente da Proposicao 2.4.1 (vide também
Observacgao 2.1.2). O

Calculamos entao a diferencial da acao de Sp(V,w) em A.

PROPOSIGAO 2.5.9. Para A € Sp(V,w) considere o difeomorfismo (que é
também denotado por A) de A dado por L — A(L). Para L € A a diferencial
dA(L) de A no ponto L € o operador push-forward:

(AlL)+: Bsim(L) — Bsim (A(L)).

DEMONSTRAGAO. Usando a Proposicao 2.4.12 e tendo em mente as iden-
tificagoes Tp A = Bgm(L) e Typ)A = Bsim(A(L)), vemos que a diferencial
dA(L) é obtida pela restrigao a Bgin (L) da aplicagao 6 definida pelo diagra-
ma comutativo

B(L) B(A(L))
E(Id,pL)T Tﬁ(ld,pA(L))
L(L,V/L) —— L(A(L), V/A(L))

£((AlL)~1,4)

onde A: V/L — V/A(L) é induzido de A por passagem ao quociente. Daf:
0= L((AlL)"", pawyo Ao pt);

mas ¢é facil ver que:

pay© Aoprt = (AlL)

6Use o diagrama (1.4.14) com L no lugar de Lo e (2.5.8) com Lo no lugar de Lj e L
no lugar de Lo.
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o que completa a demonstragao (vide também (1.1.5)). O

PROPOSIGAO 2.5.10. Para L € A a diferencial da aplicagdo
Br: Sp(V,w) — A
dada por Br(A) = A(L) é:
dBr(A) - X =w(X 0o A" ) amyxaw):
para todos A € Sp(V,w), X € TaSp(V,w) = sp(V,w) - A.

DEMONSTRAGAO. Segue facilmente da Proposigao 2.4.13 levando em
conta a identificacdo Ta(r)A = Bsim(A(L)) através da restricdo do isomor-
fismo ,C(Id, pA(L)) . U

Mostraremos agora que o Grassmanniano de Lagrangeanos se escreve
como um quociente do grupo unitario. Seja entao J uma estrutura com-
plexa compativel com a forma simplética w; considere o produto interno
correspondente ¢ = w(-,J-) em V e o produto Hermiteano gs em (V,J)
definido em (1.4.10). Usando a notagao introduzida na Subsegdo 2.1.1, a
Proposicao 1.4.22 nos diz que:

UV, J,gs) = O(V,g) N Sp(V,w).

Fixamos agora um subespago Lagrangeano Ly C V; pelo Lema 1.4.26, Lg é
uma forma real de (V,J) onde g5 é real. Dai g5 é a tinica extensao sesqui-
linear do produto interno g|r,xr, em Lg. Como Ly é uma forma real de
(V,J), temos que (V,J) é uma complexificacdo de Lo e dai todo endomor-
fismo IR-linear T € L(Lg) se estende de modo tnico a um endomorfismo
C-linear T® € £(V,J). Da Observacao 1.3.19 segue que T € L(Lg) é g-
ortogonal se e somente se T'C é gs-unitario; obtemos entdo um homomorfismo
injetor de grupos de Lie:

(2.5.14) O(Lo, glroxre) 2 T+ TC € U(V, J, gs)

cuja imagem ¢é formada exatamente pelos elementos de U(V, J, gs) que dei-
xam Ly invariante (vide Lema 1.3.13). O Coroldrio 1.4.27 nos diz que o sub-
grupo U(V, J, gs) de Sp(V,w) age transitivamente em A; do Corolério 2.1.9
segue entao a seguinte:

PROPOSIGAO 2.5.11. Fizado Lo € A e uma estrutura complexa J com-
pativel com w, entao a aplicacdo

UV, J,gs) 2 Ar— A(Lg) € A
induz por passagem ao quociente um difeomorfismo
U(V> J7 gs)/o (L07g|Lo><L0) = A7

onde O(L(Lg’LoxLo) é identificado com um subgrupo fechado de U(V,J,gs)
através de (2.5.14). O
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Obviamente a escolha de uma base simplética em V induz um difeomor-
fismo entre o Grassmanniano de Lagrangeanos de (V,w) e o Grassmanniano
de Lagrangeanos de IR*™ munido de sua forma simplética canonica; obtemos
entao o seguinte (vide Exemplo 1.4.23):

COROLARIO 2.5.12. O Grassmanniano de Lagrangeanos A é difeomor-

fo ao quociente U(n)/O(n); em particular A € uma variedade compacta e
coneza. d

2.5.1. As subvariedades A¥(Lg). Nesta subsecio consideramos fixa-
do um espago simplético (V,w) com dim(V') = 2n e um subespago Lagran-
geano Ly C V; definimos:

A¥*(Lo) = {L € A :dim(L N Lo) = k},
para k = 0,1,...,n. Note que a definicdo acima é compativel com a defi-
ni¢ao de A%(Lg) dada em (2.5.2). Nosso objetivo é mostrar que A¥(Lg) é
uma subvariedade de A e também calcular o espaco tangente dessa subvari-
edade; mostraremos que A'(Lg) tem co-dimensdo 1 e possui uma orientagio
transversa canonicamente induzida por w.

Denotamos por Sp(V,w, L) o subgrupo fechado do grupo simplético
Sp(V,w) formado pelos simplectomorfismos que preservam Ly:

(2.5.15) Sp(V,w, L) = {A € Sp(V,w) : A(Lg) = Lo}.

E f4cil ver que a algebra de Lie sp(V,w, Lg) de Sp(V,w, Ly) é dada por (vide
(2.1.5)):

sp(V,w, Lo) = {X € sp(V,w) : X(Lo) C Lo}.
No proximo lema calculamos essa algebra de Lie mais explicitamente:

LEMA 2.5.13. A dlgebra de Lie sp(V,w, Lo) consiste dos endomorfismos
lineares X € L(V) tais que w(X-,-) é uma forma bilinear simétrica que se
anula em vetores de Ly.

DEMONSTRAGAO. Segue da caracterizagao de sp(V,w) dada na Sub-
secao 2.1.1 (vide (2.1.6)), observando que w(X-,-)|r,xL, = 0 se e somente se
X (Lg) esté contido no complemento ortogonal L& de Lg relativo a w; mas
Lg = Lo. O

E claro que a acio de Sp(V,w, Ly) em A deixa cada subconjunto A*(Lg)
invariante; além do mais, da Proposicao 1.4.39 segue que A¥(Lg) é uma
6rbita da acdo de Sp(V,w, Lp). Nossa estratégia é utilizar o Teorema 2.1.12
para concluir que A¥(Lg) é uma subvariedade mergulhada de A; devemos
mostrar entdo que A¥(Lg) é um subconjunto localmente fechado de A (vide
Definicao 2.1.11).

Para cada k£ =0,1,...,n definimos:

n k
AR (Lo) = | J A (Lo),  ASF(Lo) = | A'(Lo).
i=k =0

Temos o seguinte lema:
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LEMA 2.5.14. Para todo k =0,1,...,n o subconjunto AS¥(Lg) € aberto
e o subconjunto A=¥(Lg) € fechado em A.

DEMONSTRAGAO. Segue do Corolério 2.4.8 que o conjunto dos espagos
W e Gp(V) tais que dim(W N Ly) < k é aberto em G, (V); como A tem
a topologia induzida de G, (V) segue que AS¥(Lg) é aberto em A. Como
AZ*(Lg) é o complementar de AS*~1(Lg) a conclusio segue. O

COROLARIO 2.5.15. Para cada k = 0,1,...,n o subconjunto A¥(Lg) é
localmente fechado em A.

DEMONSTRAGAO. Observe que A¥(Lg) = ASF(Lg) N AZF(Ly). O

Como corolério, obtemos o resultado principal da subsegao.

TEOREMA 2.5.16. Para cada k = 0,1,...,n temos que A*(Lg) é uma
subvariedade mergulhada de co-dimensao %k(kz + 1) em A; seu espago tan-
gente € dado por:

(2.5.16) T AM(Lo) = {B € Bsim(L) : Bl(1onr)x(ronz) = 0},
para todo L € A¥(Ly).

DEMONSTRAGAO. Segue da Proposicao 1.4.39 que A*(Lg) é uma érbita
da agao de Sp(V,w, L) em A; do Teorema 2.1.12 e do Corolario 2.5.15
segue que AF(Lg) é uma subvariedade mergulhada de A. Resta demonstrar
(2.5.16), pois dai

(2.5.17) TLA = Bsim(L) >B+— B’(LOQL)X(LOOL) S Bsim(L() N L)

é um operador linear sobrejetor cujo niicleo é Tr,A*(Lg) e a afirmacdo sobre
a co-dimensao de A*(Lg) em A seguir.
Das Proposigoes 2.1.7, 2.5.10 e do Lema 2.5.13 segue que:

Ty A*(Lo) = {Blixr : B € Bsm(V), Blroxr, = 0},

para todo L € A¥(Lg). Resta ver entdo que toda forma bilinear simétrica
B € Bgim(L) que se anula em vetores de L N Ly se estende a uma forma
bilinear simétrica em V' que se anula em vetores de L. Para isso, considere
uma base (ndo necessariamente simplética) (b;)?"; de V tal que (b;), é
uma base de Lg e (bl)f;:f p+1 ¢ uma base de L; defina a extensao de B

fazendo B(b;,b;) = 0 se i ou j estao fora de {n —k+1,...,2n — k}. O

OBSERVAGAO 2.5.17. Usando a Observacao 1.4.41 vemos que na verdade
A¥(Lg) é uma érbita do grupo de Lie Sp +(V,w, Lg) formado pelos simplec-
tomorfismos 7" de (V,w) que se restringem a um isomorfismo positivamente
orientado de Lg; veremos no Exemplo 3.2.36 que Sp_ (V,w, Lg) é difeomorfo
ao produto GL4(n, IR) X Bgn(IR™) e é portanto um grupo conexo. Segue
entdo que as variedades A¥(Lg) também sdo conexas.
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OBSERVAGAO 2.5.18. Segue do Teorema 2.5.16 que A°(Lg) é um aberto
denso em A; de fato, seu complementar A=!(Lg) é unido finita de subvarie-
dades de codimensao positiva, todas portanto tendo medida nula. Segue na
verdade que dada uma seqiiéncia (L;);cn de subespagos Lagrangeanos de V'
entao o conjunto

(AYLi) ={LeA:LNnL;={0}, VieN}
€N

é denso em A, pois seu complementar é uniao enumeravel de conjuntos de
medida nula. A mesma conclusao pode ser obtida usando o Teorema de
Baire no lugar dos argumentos envolvendo medida.

Estamos agora em condigoes de definir uma orientagao transversa para
AY(Lp) em A. Recorde que se M ¢é uma variedade e N é uma subvariedade
de M entao uma orientacdo transversa para N em M é uma orientagdo no
fibrado normal i*(TM)/TN, onde i denota a inclusdo de N em M; mais
explicitamente, uma orientacao transversa para N em M é uma escolha de
orientacio no espaco T, M/T,, N que depende continuamente de n € N”.

Observe que para cada L € A*(Lg) a aplicacido (2.5.17) passa ao quoci-
ente e define um isomorfismo:

(2.5.18) TrA/TpA*(Ly) —— Beim(Lo N L).

DEFINIGAO 2.5.19. Para cada L € A'(Lg) definimos uma orientacido no
quociente T, A /Ty A (Lg) da seguinte forma:

e orientamos o espaco unidimensional Bgm (Lo N L) declarando que
B € Bgim(LoNL) é uma base positivamente orientada se B(v,v) > 0
para algum (e logo para todo) v € Ly N L nao nulo;

e consideramos a tnica orientacdo em TpA/TrA'(Lg) que torna o
isomorfismo (2.5.18) positivamente orientado.

PROPOSICAO 2.5.20. A orientagao escolhida na Definicao 2.5.19 para
o espago Ty N/Tr A (Lo) faz de A*(Lo) wma subvariedade transversalmen-
te orientada em A; essa orientacao transversa € invariante pela acdo de
Sp(V,w, Ly), ou seja, para todo A € Sp(V,w, Ly) e para todo L € A*(Lg) o
isomorfismo

TN /TN (Lo) — TapyA/TacryA' (Lo)

induzido de dA(L) por passagem ao quociente é positivamente orientado.

A dependéncia continua em questdo significa que numa vizinhanga aberta U C N
de cada ponto de N existem aplicagoes continuas X;: U — TM, i = 1,...,r, tais que
(Xi(n)+TnN)i—; é uma base positivamente orientada de T,, M /T, N para todon € U. Na
verdade, se existem aplicacGes continuas X; com tal propriedade entao podemos substitui-
las por aplicacbes diferencidveis X; que satisfazem a mesma condigéo.
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DEMONSTRAGAO. Segue da Proposi¢ao 2.5.9 que a diferencial dA(L)
coincide com o operador de push-forward (A|f)s; portanto o seguinte dia-
grama comuta:

dA(L)

(2.5.19) Tr A Ta)A

l |

Bsim(L N L()) Bsim(A(L) N Lo)

(A‘LF‘IL())*

onde as flechas verticais sao operadores de restricao de formas bilineares.
Como o push-forward de uma forma definida positiva é ainda definida po-
sitiva, segue facilmente do diagrama (2.5.19) que a orientagao dada na De-
finigao 2.5.19 é Sp(V,w, Lg)-invariante. A dependéncia continua de tal ori-
entacdo em relacdo a L € A'(Lg) segue da sua Sp(V,w, Lg)-invariancia e do
fato que a agdo de Sp(V,w, L) em A'(Lg) é transitiva®. O

OBSERVAGAO 2.5.21. Se A € Sp(V,w) é um simplectomorfismo com
A(Lg) = L{, entao segue como na demonstragao da Proposi¢ao 2.5.20 que o
isomorfismo

TrA /T AN (Lo) — TayA/TaryA' (Lp)
induzido de dA(L) por passagem ao quociente é positivamente orientado
para todo L € A'(Lg); para ver isso basta trocar Ly por L{ na coluna &
direita do diagrama (2.5.19).

8A orientagao transversa em questao pode ser vista como uma segao O do fibrado (Zo-
principal) sobre A'(Lo) cuja fibra sobre o ponto L € A'(Lo) é o conjunto formado pelas du-
as orientagoes possiveis em T A /T A (Lo); desse ponto de vista, a Sp(V,w, Lo)-invariancia
dessa orientagao transversa significa que a aplicagao O é Sp(V,w, Lo)-equivariante. A di-
ferenciabilidade de O segue entdo do Coroldrio 2.1.10.






CAPITULO 3
Topicos de Topologia Algébrica

3.1. O Grupdide e o Grupo Fundamental

Fazemos nesta se¢ao uma breve exposi¢ao da definicao e das propriedades
elementares do grupéide e do grupo fundamental de um espaco topoldgico X .
Denotaremos sempre por I o intervalo fechado unitério [0, 1] e por C(Y, Z) o
conjunto das aplicagoes continuas f: Y — Z entre dois espagos topoldgicos
quaisquer Y, Z; uma curva 7: [a,b] — X significard sempre uma aplicacao
continua do intervalo [a, b] no espago topolégico X (onde a < b).

Comegamos com uma defini¢ao geral.

DEFINICAO 3.1.1. Se Y, Z sao espacos topolégicos, dizemos que duas
aplicagoes f,g € C(Y, Z) sao homotdpicas quando existe uma fungao conti-
nua

H: IxY —Z

tal que H(0,y) = f(y) e H(1,y) = g(y) para todo y € Y; dizemos entao
que H é uma homotopia entre f e g e escrevemos H: f = g. Para s € I,
denotamos por Hy: Y — Z a funcao Hs(y) = H(s,y).

Intuitivamente entao, uma homotopia H: f = ¢ é uma familia a um
parametro (Hg)ser em C(Y, Z) que deforma continuamente Hy = f até Hy =
qg.

No nosso contexto, a seguinte definicao é mais interessante.

DEFINIGAO 3.1.2. Sejam ~, p: [a,b] — X curvas num espago topoldgico
X; dizemos que v € homotdpica a p com extremos fizos quando existe uma
homotopia H: v = u tal que H(s,a) = y(a) = p(a) e H(s,b) = ~(b) = u(b)
para todo s € I; dizemos entao que H é uma homotopia com extremos fixos
entre v e .

E claro que duas curvas v, u: [a,b] — X s6 podem ser homotépicas com
extremos fixos se elas possuem os mesmo extremos, i.e., se y(a) = u(a) e
v(b) = wu(b); numa homotopia H com extremos fixos as curvas intermedidrias
H, devem possuir os mesmos extremos que y € fi.

E f4cil ver que as relacgoes “f é homotépica a g” e “y é homotdpica a p
com extremos fixos” s@o relagoes de equivaléncia em C(Y, Z) e em C([a, b], X)
respectivamente.

Até o final desta secao, consideramos fixo um espago topolégico X. De-
notamos por (X) o conjunto das curvas v: I — X, ou seja:

QX) =C(I, X).

73
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Para v € Q(X) denotamos por [7] a classe de equivaléncia de curvas ho-
motdpicas a v com extremos fixos; denotamos entdo por 2(X) o conjunto
quociente:

QX) = {h]:veQX)}.
Se 7y, u € Q(X) sao tais que y(1) = (0) definimos a concatenagao de ~y

e u fazendo:

7(2t), t€[0,3],

(v m)(t) =

:U’(zt - 1)7 te [% 1]
Desse modo, (v, i) — - u define uma operagao bindria parcial no conjunto
Q(X). Para v € Q(X) definimos y~! € Q(X) fazendo:

v =9 -1), tel
Para cada ponto z € X denotamos por o, € Q(X) a curva constante igual
a
0z(t) =z, tel.
Nao ¢ dificil mostrar que se (1) = u(0), [v] = [m] e [1] = [11] entao

71(1) = p1(0) e

boul =Ml =
Essas identidades mostram que as operagoes ( Yy ) > y-pey — Y passam
ao quociente e definem operacoes no conJu Q(X); definimos entao:

) - ] = [yl =[]

A classe de homotopia [y] de uma curva 7 é invariante por reparametri-
7agao:

LEMA 3.1.3. Seja v € Q(X) uma curva e considere uma reparametri-
zagdo yo o de vy, onde o: I — I ¢ wma aplicagao continua. FEntdo, se
0(0) =0 eo(l) =1 temos que [y] = [yoo]; se a(0) = o(1) entdo yoo € ho-
motdpica com extremos firos a uma curva constante, i.e., [yo o] = [0 (s (0))]-

DEMONSTRAGAO. Defina H(s,t) = v((1 — s)t + so(t)) para provar a
primeira afirmacéo e H(s,t) = v((1—s)o(t)+s0(0)) para provar a segunda.
U

OBSERVAGAO 3.1.4. Em alguns casos desejaremos considerar classes de
homotopia de curvas 7: [a,b] — X que estao definidas num intervalo fechado
arbitrario [a, b] (e ndo no intervalo unitario I); nesse caso, entenderemos por
[v] € Q(X) a classe de homotopia com extremos fixos da reparametrizacio
afim de v dada por:

(3.1.1) Ist—((b—a)t+a)cX;

segue do Lema 3.1.3 que (3.1.1) é homotdpica com extremos fixos a qualquer
reparametrizacdo yoo de v, onde o: I — [a, b] é uma aplicagdo continua tal
que 0(0) =aeo(l) =0
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Também, se v: [a,b] — X e p: [@',V/] — X sdo curvas tais que v(b) =
w(a") entao definimos a concatenagao «y - p de v com p como sendo a conca-
tenacgao das correspondentes reparametrizacoes afins de v e p definidas no
intervalo unitario 1.

COROLARIO 3.1.5. Dadas~y, p, k € Q(X) com (1) = p(0) e u(1) = x(0)
entao:

(3.1.2) (V- 1) - [K] = 1) - (u] - [K])-

Além do mais, para v € Q(X) vale:

(3.1.3) - loyy] =0 oy - [V =[]
e também:
(3.1.4) M- =Tyl 711 = o)

DEMONSTRAGAO. A identidade (3.1.2) segue da observagao que (v-u)- %
é uma reparametrizacao de 7y - (u - k) através de uma aplicacdo continua
o:1 — I com ¢(0) = 0 e o(l) = 1; analogamente, as identidades em
(3.1.3) seguem observando que 7 - 0(1) € 04(g) - 7 Sa0 reparametrizacoes
de v através de uma aplicacdo o com o(0) = 0 e o(1) = 1. A primeira
identidade em (3.1.4) segue do fato que v-y ' = yoo onde 0: [ — I
satisfaz 0(0) = o(1) = 0; a segunda identidade em (3.1.4) segue de forma
analoga. O

A identidade (3.1.2) nos diz que a concatenagao é associativa em Q(X),
quando todos os produtos envolvidos estdo bem definidos; as identidades
em (3.1.3) dizem que, em certo sentido, as classes [0;], x € X, funcionam
como elementos neutros para a operagao de concatenacgao e as identidades
em (3.1.4) dizem que a classe [y]~! funciona como um elemento inverso para
[v] relativo a concatenagao.

Fixado um ponto zp € X, denotamos por €,,(X) o conjunto dos lagos
em X com ponto base xg:

Qo (X) = {7 € UX) : 7(0) = (1) = 20}

Consideramos também a imagem de €2,,(X) no conjunto quociente Q(X),
denotada por:

7T1(X,:U0) = {[’7] tY € on(X)}'

A operacdo bindria (parcialmente definida) de concatenacdo em Q(X) se
restringe entdao a uma operagao bindria (totalmente definida) em 7 (X, x);
do Corolario 3.1.5 segue o seguinte:

TEOREMA 3.1.6. O conjunto m (X, z9) munido da operagdo de concate-
nagcao € um grupo. ([l

Temos agora a defini¢ao principal desta sec¢ao.

DEFINIGAO 3.1.7. O conjunto Q(X) munido da operacio bindria (par-
cialmente definida) de concatenacao é chamado o grupdide fundamental do
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espaco topoldgico X. Para cada xg € X o grupo m1(X,zg) (sob concate-
nagao) é chamado o grupo fundamental de X com ponto base xy.

OBSERVAGAO 3.1.8. Um grupdide é normalmente definido como uma
categoria pequena (i.e., cuja classe de objetos é um conjunto) na qual todo
morfismo é um isomorfismo; nao serd importante nesse texto a nogao abs-
trata de grupdide, mas o Corolario 3.1.5 mostra que o grupéide fundamental
de um espago X é realmente um grupdide no sentido abstrato.

OBSERVAGAO 3.1.9. Se Xy C X é a componente conexa por arcos de X
contendo xg entdo 1 (X, zo) = m1(Xo, x0), j4 que todo lago em X com ponto
base x¢ tem imagem contida em X, assim como toda homotopia entre tais
lacos tem imagem contida em Xj.

O grupdide e o grupo fundamental podem ser vistos como funtores; te-
mos o seguinte:

LEMA 3.1.10. Seja f: X — Y wuma aplicagdo continua; para v € Q(X),
a classe de homotopia [f o] depende apenas da classe de homotopia [7y] de
~ e portanto fica bem definida a aplicagcao

fe: QX)) — Q(Y)
dada por f.([v]) = [f o). Para v,u € QX) com v(1) = u(0) e para todo

zo € X valem as identidades:

F0)- 1) = 0D - fe([D)s - £(17Y) = £DD T Fellome]) = [0f(ao)]-
Em particular, se f(xo) = yo entdo f. se restringe a uma aplicagdo
for m(X,20) — m1(Y, m0)

que € um homomorfismo de grupos. U
E claro que dadas feC(X,Y), geC(Y,Z) entao:

(gof)*:g*of*,

e que se Id denota a identidade de X entao Id, é a identidade de Q(X); segue
que se f: X — Y é um homeomorfismo entdao f, é uma bijecdo e induz um
isomorfismo de 71 (X, zg) em (Y, f(xg)). A aplicagao f. é dita induzida
por f no grupéide (ou no grupo) fundamental.

A seguinte proposicao relaciona os grupos fundamentais relativos a pon-
tos base diferentes.

PROPOSIGAO 3.1.11. Dados zg,xz1 € X e fixzada uma curva \: I — X
com N0) = zp e A(1) = x1 obtemos um isomorfismo:

Ay (X, x) — m(X, x1)
definido por Ax([7]) = [N7'-[v] - [N, para toda v € Qg (X). O

COROLARIO 3.1.12. Se zg e z1 pertencem a mesma componente coneza
por arcos de X entdo m (X, xo) e m (X, x1) sdo isomorfos. O
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O seguinte diagrama comutativo relaciona os homomorfismos f. e Au:

(X, z0) SELEN T (Y, 40)

/\#l J{(fo)\)#

(X, 1) f—> m (Y, 1)

onde f € C(X,Y), zo,z1 € X, yo = f(xo), y1 = f(z1) e A € Q(X) é uma
curva de xg a 1.

OBSERVAGAO 3.1.13. Apesar de m1(X,zg) e m(X,z1) serem isomorfos
quando zg e x1 estao na mesma componente conexa por arcos de X, tal
isomorfismo ndo é canénico; mais explicitamente, se Ao, A1 € (X)) sdo duas
curvas de xg a x1 entao:

M)z © (Mo)# = Tp,

onde A = A1 - Ay Le 7|y denota o operador de conjugacao pelo elemen-
to [A] em 71 (X, x0). Quando 71(X,xo) é abeliano, no entanto, segue que
(Ao)# = (A1) e portanto os grupos fundamentais com pontos base na mes-
ma componente conexa por arcos podem ser todos canonicamente identifi-
cados.

DEFINICAO 3.1.14. Dizemos que o espaco topoldgico X é simplesmente
conexo quando X for conexo por arcos e m1(X, o) for o grupo trivial {[o,,]}
para algum (e portanto para todo) zy € X.

Observe que se X ¢é simplesmente conexo entao [y] = [u] sempre que
7(0) = 1(0) e (1) = p(1); de fato, nesse caso [7] - [1]~1 = [orq)]

ExEmMPLO 3.1.15. Um subconjunto X C IR™ ¢é dito estrelado no ponto
xg € X se para todo x € X o segmento

[zo, 2] = {(1 —t)zo+tx:t eI}
esta contido em X; dizemos que X é convexo quando for estrelado em qual-
quer um de seus pontos. Se X é estrelado em zg entdao X é simplesmente co-

nexo; de fato, X é obviamente conexo por arcos e dado um lago v € Q,,(X)
definimos uma homotopia

IxI>(s,t)—(1—s5)y(t)+szpe X
entre y € 0g,.
OBSERVAGAO 3.1.16. Dois lacos v € Q,(X) e p € Q,(X) sao ditos
liwvremente homotopicos se existe uma homotopia H: v = pu tal que para todo
s € I acurva Hg é um lago em X, i.e., H(s,0) = H(s, 1); dizemos nesse caso

que H é uma homotopia livre entre os lagos v e p. Defina A(s) = H(s,0);
temos a identidade:

(3.1.5) A ([(]) = 1]

A identidade (3.1.5) segue do fato que, como o quadrado I x I é convexo, a
classe de homotopia em Q(I x I) do lago que percorre a fronteira de I x I
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(no sentido anti-horério) é trivial e portanto sua imagem por H, também o
é; mas essa imagem é precisamente a diferenca entre os dois lados de (3.1.5).

Em particular, se v,u € €4,(X) s@o livremente homotépicos entao
V], [1] € (X, zo) sao conjugados; segue que v € O, (X) é tal que [y] =
[0z,] se e somente se v é livremente homotépico a um lago constante. Mos-
tramos entdo que um espaco conexro por arcos X € simplesmente conezro se
e somente se todo laco em X € livremente homotopico a um lago constante.

ExXEMPLO 3.1.17. Um espaco topoldgico X é dito contrdtil se a aplicacao
identidade de X ¢é homotdpica a uma aplicacdo constante, i.e., se existe
uma aplicagao continua H: I x X — X e 29 € X tal que H(0,z) = = ¢
H(1,z) = xy para todo = € X. Por exemplo, se X C IR" é estrelado em xg
entdo X é contratil; basta considerar a homotopia H (s, x) = (1 —s)z + s xg.

E f4cil ver que todo espago contratil X é conexo por arcos. Além do mais,
se X é contratil entao X é simplesmente conexo; de fato, se H: Id & xg é
uma homotopia e v € Q(X) é um lago entao (s,t) — H(s,v(t)) é uma
homotopia livre entre -y e o lago constante o, (vide Observagao 3.1.16).

3.1.1. Estabilidade da classe de homotopia de uma curva. Mos-
traremos nesta subsec¢ao que, sob hipdteses razodveis para o espago X, temos
[v] = [p] sempre que 7 for uma curva “préxima” a p; comegamos com a de-
finicao de “proximidade”.

DEFINICAO 3.1.18. Sejam Y, Z espacos topoldgicos; para cada K C Y
compacto e cada U C Z aberto definimos:

V(K;U)={f€C(Y.2): f(K)C U}.

A topologia compacto-aberta em C(Y, Z) é a topologia gerada pelos conjuntos
V(K;U) com K C Y compacto e U C Y aberto; mais explicitamente, um
aberto da topologia compacto-aberta é uma uniao arbitraria de intersegoes
da forma:

V(Ki;Up) N .0V (K Uy)
com cada K; C Y compacto e cada U; C Z aberto, 1 =1,...,n.

OBSERVAGAO 3.1.19. Quando a topologia de Z é proveniente de uma
métrica d, a topologia compacto-aberta em C(Y,Z) é também chamada a
topologia da convergéncia uniforme sobre compactos; nesse caso, nao € dificil
mostrar que obtém-se um sistema fundamental de vizinhangas (abertas) para
uma funcao f € C(Y, Z) considerando:

V(fiK.e) = {g €C(Y,Z) : sup d(f(y),9(y)) < 6},
yeK

onde K C Y é um compacto qualquer e ¢ > 0. Nessa topologia, a con-
vergéncia de uma seqiiéncia f, — f (ou de uma rede) é equivalente a
convergéncia uniforme sobre cada compacto (vide [35, Proposigao 19, §8,
Capitulo 9]).

No contexto da topologia diferencial, se Y e Z sao variedades (possi-
velmente com bordo), a topologia compacto-aberta em C(Y, Z) é também
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conhecida como a topologia C° ou como a topologia C°-fraca de Whitney
(vide [26]).

OBSERVACAO 3.1.20. A toda aplicacdo f: X x Y — Z, continua na
segunda varidavel, corresponde uma aplicagao:

f: X —cC,2);

uma propriedade interessante (e facil de mostrar) da topologia compacto-
aberta em C(Y, Z) é que, se Y é Hausdorff, a continuidade de f é equivalente
a continuidade de f|xxx para todo compacto K C Y (vide [35, Proposigao
21, §8, Capitulo 9]). Em particular, se Y é localmente compacto Hausdorff,
a continuidade de f e a continuidade de f sao equivalentes.

Definimos agora as condicoes de “plausibilidade” sobre o espaco X que
nos permitirao mostrar a estabilidade da classe de homotopia.

DEFINICAO 3.1.21. Dizemos que o espaco X é localmente conexo por
arcos se todo ponto possui um sistema fundamental de vizinhancas abertas
e conexas por arcos, i.e., se dado x € X e uma vizinhangca V de x em X,
existe um aberto conexo por arcos U C X comx € U C V.

Dizemos que X é semi-localmente simplesmente conero quando todo
ponto x € X possui uma vizinhanca V' tal que todo lago em V é contratil em
X, ie., daday € Q(X) com 7(0) = v(1) e Im(y) C V entao v é homotdpica
(em X) com extremos fixos a uma curva constante.

ExXEMPLO 3.1.22. Se todo ponto de X tem uma vizinhanga simplesmente
conexa entao X é semi-localmente simplesmente conexo; em particular, toda
variedade diferencidvel (ou mesmo topoldgica) é localmente conexa por arcos
e semi-localmente simplesmente conexa.

Mostramos agora o teorema principal da subsecao.

TEOREMA 3.1.23. Seja X wum espaco topolégico localmente conexo por
arcos e semi-localmente simplesmente conexo; dada uma curva v: I —
X, existe uma vizinhan¢a U de v no espago C(I,X) munido da topologia
compacto-aberta, de modo que para toda i € U, se ;1(0) = v(0) e u(1) = (1)
entdo [] = [1].

DEMONSTRAGAO. Escreva X = UaEA U,, onde cada U, C X é aberto
e de modo que todo lago em U, é contratil em X; dai as imagens inversas
v 1(U,), a € A, formam uma cobertura aberta do compacto I, a qual possui
um numero de Lebesgue § > 0, i.e., todo subconjunto de I com diametro
menor que § estd contido em algum v~ 1(U,) (vide [34, Capitulo 8, §7]).

Seja 0 =ty < t1 < --- < tx = 1 uma particao de I com t,41 —t, < 6
para todo r = 0,...,k — 1 e seja a, € A tal que ¥([ty,tr+1]) C U,,. Para
cadar =1,...,k—1, o ponto ¥(t,) € Uy, , NU,, possui uma vizinhanca
aberta e conexa por arcos V, contida na intersecao U,, , N U,,; defina a
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vizinhanga Y de v em C(I, X) por:

k-1 k—1
U= [Vt trsal: Ua,) 0 )V} V2).
r=0 r=1

Dai v € U. Seja p € U tal que u(0) = v(0) e pu(1) = v(1); devemos mostrar
que [7] = [u].

Para cada r = 1,...,k — 1 escolha uma curva A\, € Q(V;) com A.(0) =
Y(tr) e Ar(1) = p(t,); faga Ao = 040y € A = 04(1). Parar =0,...,k — 1,
temos (vide Observagao 3.1.4):

(3.1.6) [M[tr,trﬂ}] = P‘T]_l ) h“tr,trﬂ}] [Argal,

pois o lado direito de (3.1.6) concatenado com o inverso do lado esquerdo
de (3.1.6) é a classe de homotopia de um lago em U, ; além do mais:

(1] = [M|[t0,t1ﬂ """ [N|[tk_1,tk}],
(3.1.7)

] = [ﬂﬁoytﬂ] e [7|[tk71,tk]]'
A conclusao segue agora de (3.1.7) juntando por concatenacao de curvas em
ambos os lados as identidades em (3.1.6) para r =0,...,k — 1. O

EXEMPLO 3.1.24. Seja S™ C IR"*! a esfera unitaria n-dimensional. Se-
gue do Teorema 3.1.23 (ou de sua demonstragao) que toda curva y: I — S™
é homotépica com extremos fixos a uma curva de classe C' por partes; se
n > 2, uma tal curva nao pode ser sobrejetora, ji que sua imagem tem
medida nula em S™. Daisen > 2ey: I — S™ é um laco de classe C' por
partes, existe z € S™ tal que Im(y) C S™\ {z}; mas por projecao estereo-
grafica vemos que S™ \ {z} é homeomorfo a IR" e portanto é simplesmente
conexo (vide Exemplo 3.1.15). Dessas consideragdes segue que a esfera S™ é
simplesmente conexa para n > 2. O circulo S' ndo é simplesmente conexo
(vide Exemplo 3.2.24).

Precisaremos também de uma versao do Teorema 3.1.23 para o caso de
homotopias com extremos livres num conjunto dado.

DEFINIGAO 3.1.25. Seja A C X um subconjunto e sejam dadas curvas
v, i [a,b] — X; dizemos que v e pu sdo homotdpicas com extremos livres em
A se existe uma homotopia H: v = p tal que Hg(a), Hs(b) € A para todo
s € I; nesse caso dizemos que H é uma homotopia com extremos livres em
A entre v e u.

Obviamente, v e p s6 podem ser homotdpicas com extremos livres em A
se 7y e u tiverem extremos em A, i.e., se v({a,b}), u({a,b}) C A. A relagao
de “homotopia com extremos livres em A” é uma relacao de equivaléncia
no conjunto das curvas v € C([a, b, X) tais que v({a,b}) C A; obviamente
se duas curvas com extremos em A forem homotépicas com extremos fixos
entao elas serdao homotdpicas com extremos livres em A.

OBSERVAGAO 3.1.26. Se v € (X)) é uma curva com extremos em A e se
A€ Q(A) é tal que y(1) = A(0) entao a concatenagao - A é homotdpica a 7y
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com extremos livres em A. De fato, para cada s € I, denote por Ay € Q(A)
a curva Ags(t) = A((1 — s)t). Dai Hy = v - As define uma homotopia com
extremos livres em A entre v - A e v - 0)(g); a conclusao segue do fato que
7Y - 0x(0) € homotdpica a v com extremos fixos. De modo anélogo mostra-se
que se A € Q(A) é tal que A(1) = v(0) entdo A -y é homotépica a v com
extremos livres em A.

Temos a seguinte versao do Teorema 3.1.23 para homotopia com extre-
mos livres em A:

TEOREMA 3.1.27. Seja X wum espaco topolégico localmente conexo por
arcos e semi-localmente simplesmente conexo; seja A C X um subespacgo
localmente conexo por arcos. Dada uma curva v: I — X com extremos
em A entdo existe uma vizinhangca U de vy no espago C(I,X) munido da
topologia compacto-aberta, de modo que para toda p € U com extremos em
A temos que v e u sGo homotopicas com extremos livres em A.

DEMONSTRAGAO. Mencionamos apenas as adaptagoes a serem feitas na
demonstragao do Teorema 3.1.23. Uma vez construidos os abertos U, e V,
escolhemos também vizinhangas abertas Vp e Vi de v(to) e y(tx) respecti-
vamente de modo que Vp N A e Vi N A sejam conexos por arcos e estejam
contidos respectivamente em U,, e em U,, ,. Dai definimos U fazendo:

k—1 k
U= ﬂ V([tr,t,qu]; Uar) N ﬂ V({tr}; Vr)
r=0 r=0

Seja u € U uma curva com extremos em A; devemos mostrar que 7y e [
sdo homotodpicas com extremos livres em A. As curvas A\g e A\; sdo agora
escolhidas de modo que A-(0) = v(tr), A\r(1) = u(t,) e Im(\,) C V. N A,
r =0,k. A identidade (3.1.6) ainda é valida para r =0,...,k — 1. Usando
o mesmo argumento de antes obtemos agora que:

(1] = ol ™ - [ [l
a conclusao segue da Observagao 3.1.26. (]

3.2. A Seqiiéncia Exata de Homotopia de uma Fibragao

Fazemos nesta secdo uma breve exposicao da definicao dos grupos de
homotopia (absoluta e relativa) de um espago topoldgico; descrevemos a
seqiiéncia exata de homotopia de um par (X, A) e como coroldrio obtemos
a seqliéncia exata de homotopia de uma fibracao p: £ — B.

Como na Segao 3.1, denotamos por I o intervalo unitario [0,1] e por
C(Y, Z) o conjunto das aplicagdes continuas de Y em Z; por “curva” entende-
se sempre curva continua.

Chamamos I" o cubo unitario n-dimensional; denotamos por 0I™ o bordo
de I", ou seja:

oI" ={teI":t; € {0,1} para algum i =1,...,n}.
Se n = 0 definimos I = {0} e 9I° = 0.
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Denote por IR* o espaco de todas as seqiiéncias (¢;);>1 de niimeros reais;
identificamos I™ com o subconjunto

I" = {(t1,...,t,0,0,...):0<¢; <1, i=1,...,n} C R®
de IR*® de modo que para n > 1 o cubo ™! fica identificado com a face
"te{tel t, =0} CI"

de I™; chamamos essa a face inicial de I". Denotamos por J" ! a unido
das outras faces de I", ou seja:

J"*lz{te]”;tnzloutie{o,l} paraalgumizl,...,n—l}.

Fixemos de agora em diante um espago topolégico X; para cada zg € X,
denotamos por €2} (X) o conjunto:

2, (X) = {6 € C(I". X) : (0I") C {0} }.

Se n = 0, identificamos uma aplicacio ¢: I° — X com o ponto ¢(0) € X e
daf QY (X) identifica-se com o conjunto X (note que Q9 (X) realmente nao
depende de zp). O conjunto Q}EO (X) é o espaco de lagos com ponto base
introduzido na Secao 3.1.

Dizemos que (X, A) é um par de espagos topoldgicos se X é um espago
topolégico e A C X é um subespaco. Se (X, A) é um par de espagos to-
poldgicos, 29 € A e n > 1 denotamos por 2} (X, A) o conjunto:

O (X, A)={peC(I", X): o(I" ") C A, ¢(J"") C {zo} }.
Observe que para ¢ € 2} (X, A) temos ¢(01") C A; também:
(3.2.1) n (X) = 90 (X, {zo}), n> 1.

Se n = 1, o cubo I™ é o intervalo I, a face inicial I"~! é o ponto {0} e
J"~1 = {1}; o conjunto Q} (X, A) ¢ portanto simplesmente o conjunto das
curvas v: I — X tais que y(0) € A e y(1) = xo.

DEFINIGAO 3.2.1. Se X é um espaco topolégico, xg € X e n > 0 dizemos
que ¢, € QF (X) sdo homotdpicas em Q} (X) quando existe uma homoto-
pia H: ¢ = tal que Hs € 2} (X) para cada s € I; a relagdo de homotopia
em QF (X) é uma relagao de equivaléncia e para cada ¢ € Q2 (X) deno-
tamos por [¢] sua classe de equivaléncia. O conjunto quociente é denotado
por:

(X, 20) = {[¢] : ¢ € O (X)}.
Dizemos que [¢] é a classe de homotopia definida por ¢ em m,(X, xo).

Analogamente, se (X, A) é um par de espagos topoldgicos, zg € Aen > 1
dizemos que ¢, € Q2 (X, A) sdo homotépicas em 2 (X, A) quando existe
uma homotopia H: ¢ = ¢ tal que H, € Qp (X, A) para todo s € I; temos
entdo uma relagao de equivaléncia em €} (X, A) e denotamos as classes de
equivaléncia também por [¢]. O conjunto quociente é denotado por:

(X, A,20) = {[¢] : & € Q7 (X, A)}.
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Dizemos que [¢] é a classe de homotopia definida por ¢ em m,(X, A, xg).

Observe que o conjunto my(X, o) nao depende de ¢ e identifica-se com
o conjunto das componentes conezras por arcos de X; para cada x € X, [z]
denota entao a componente conexa por arcos de x € X.

Segue de (3.2.1) que:

(3.2.2) (X, {z0}, 20) = T (X, 20), n>1.

Dados ¢,v € Q} (X) com n > 1 ou dados ¢, € Q) (X, A) com n > 2
definimos a concatena¢ao de ¢ com v por:

¢(2t17t27"‘7tn)7 tl S [07 %]7
w(2t1 —1,t9,... ,tn), t1 € [%,1],

para todo t = (t1,...,t,) € I". Observe que a definigao (3.2.3) nao faz
sentido em geral para ¢, € ng (X) ou para ¢, € Qio (X, A).

Temos entdo que a concatenacao é uma operacao bindria em €} (X)
paran > 1 eem Qp (X, A) paran > 2; é facil ver que essa operagao bindria
passa ao quociente e define operagbes nos conjuntos m, (X, zg) e m,(X, A, o)
de classes de homotopia:

(323) (6 0)0) = {

[¢] - [¥] = [¢- ]
Generalizando o Teorema 3.1.6, temos o seguinte:

TEOREMA 3.2.2. Para n > 1 o conjunto m,(X,xq) € um grupo (sob
concatenacao) e para n > 2 o conjunto m,(X, A, xg) também é um grupo
(sob concatenagdo); em qualquer caso o elemento neutro € a classe [04,] da
aplicagao constante 0g,: I" — X:

(3.2.4) 00y (t) = 20, te€ I,

e o elemento inverso de [¢] € a classe de homotopia [qb*l] da aplicacao
¢~ I" — X dada por:

d7Ht) = p(1 — ty,ta, ... t,), tel™

DEFINIGAO 3.2.3. Um conjunto pontilhado é um par (C, cp) onde C' é um
conjunto arbitrario e ¢g € C' é um elemento. Dizemos que ¢y é o elemento
distinguido do conjunto pontilhado (C,c¢p). Uma aplicagio de conjuntos
pontilhados f: (C,cy) — (C',¢) é uma fungao arbitraria f: C' — C’ tal que
f(co) = cf; nesse caso definimos o nicleo de f por:

(3.2.5) Ker(f) = £ (ch),

e a imagem de f da maneira usual. Se Ker(f) = C dizemos que f é a
aplicagao nula de (C,cp) em (C’,c;). Um conjunto pontilhado (C,¢p) com
C = {cp} é chamado um conjunto pontilhado nulo. Tanto o conjunto pon-
tilhado nulo como a aplicacao nula entre conjuntos pontilhados serao deno-

tados por 0, quando nao houver possibilidade de confusao®.

1os conjuntos pontilhados e as aplicagoes de conjuntos pontilhados formam uma
categoria; se (C, co) é tal que C' = {co} entdo (C,cg) é um objeto nulo nessa categoria, i.e.,
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Se GG é um grupo, identificamos sempre G com o conjunto pontilhado
(G,1), onde 1 € G é o elemento neutro; com essa convengao os homomor-
fismos de grupos sao aplicagoes de conjuntos pontilhados e a definicao de
ntcleo (3.2.5) coincide com a defini¢ao usual de nicleo de um homomorfis-
mo.

DEFINIGAO 3.2.4. Para n > 1 o grupo m,(X,x¢) é chamado o n-ésimo
grupo de homotopia (absoluta) do espaco X com ponto base zy € X; para
n > 2 o grupo m, (X, A, xg) é chamado o n-ésimo grupo de homotopia relativa
do par (X, A) com ponto base zp € A. Chamamos (X, zg) e m1(X, A, x0)
respectivamente o zero-ésimo conjunto de homotopia de X com ponto base
xo € X e o primeiro conjunto de homotopia relativa do par (X, A) com
ponto base xg € A; todos os conjuntos e grupos de homotopia (absoluta ou
relativa) sdo vistos como conjuntos pontilhados, sendo a classe [0,,] (vide
(3.2.4)) o elemento distinguido.

OBSERVAGAO 3.2.5. Argumentando como no Exemplo 3.1.9, conclui-se
que se X é a componente conexa por arcos de xg em X entao m, (X, xg) =
(X0, o) para todo n > 1; se 29 € A C Xy entdo também m, (X, A, xg) =
(X0, A, xg) paratodon > 1. Sezp € A C X e se Ay denota a componente
conexa por arcos de zg em A entao m,(X, A, xg) = m,(Xo, Ao, z¢) para todo
n > 2.

EXEMPLO 3.2.6. Se X C IR? é estrelado num ponto zo € X entdo
(X, 20) = 0 para todo n > 0; de fato, dado ¢ € 2} (X) definimos uma
homotopia H: ¢ = o4, fazendo:

H(s,t) =(1—9s)¢(t)+sxzo, sel, tel”.

EXEMPLO 3.2.7. Para n > 1, se ¢ € Qf (X, A) é tal que Im(¢) C A
entao [¢p] = [0z,] em m, (X, A, z0); de fato, uma homotopia H: ¢ = 0,, em
O}, (X, A) pode ser definida por:

H(s,t)=(t1,...,tp—1,1 = (1 =s)(1—t,)), tel", sel.
Em particular temos m, (X, X, zg) = 0.

DEFINICAO 3.2.8. Sejam X, Y espacos topoldgicos e sejam dados zg €
X, yo € Y; seja f: X — Y uma aplicacao continua tal que f(xg) = yo.
Dizemos entao que f preserva pontos base e escrevemos:

[ (X 20) — (Y, 90).
Dai, para n > 0, f induz uma aplicacao de conjuntos pontilhados
(326) f* : 7rn(X7 ZCO) B 7rn(Y7 2/0)
definida por 1, (1¢]) = [ o .

Dados pares (X, A), (Y, B) de espagos topoldgicos, entao uma aplicagdo
de pares

f: (X7A) - (Y)B)

dado um outro objeto (C’, ¢y) qualquer existe um dnico morfismo de (C,co) em (C’,cj) e
um tnico morfismo de (C’,cp) em (C, co).
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é uma aplicacao continua f: X — Y tal que f(A) C B. Se forem escolhidos
pontos xg € A, yo € B entao dizemos que f preserva pontos base se f(xg) =
Jo; NESSe Caso esCrevermos:

[+ (X, A 20) — (Y, B, yo).

Para n > 1, uma tal aplicagdo induz uma aplicacao f. de conjuntos ponti-
lhados:

(327) f*3 7Tn(X7 A,LL‘()) —>7Tn(}/, vaO)
definida por £,([6]) = [ o 4]

E f4cil verificar que as aplicacgoes f, sao bem definidas, i.e., ndo depen-
dem dos representantes escolhidos nas classes de homotopia. Dadas apli-
cagoes

[+ (X, A 20) — (Y, B,y), ¢g: (Y,B,y) — (Z,C,2p)
entdo (g o f)« = g« o fx; se Id denota a identidade de (X, A, o) entao Id, é
a identidade de m, (X, A, xg). Segue que se f: (X, A,z9) — (Y, B,yo) é um
homeomorfismo de trincas, i.e., f: X — Y é um homeomorfismo, f(4) = B
e f(zo) = o, entao f. é uma bijegao. Consideragoes andlogas podem ser
feitas no caso dos grupos de homotopia absoluta 7, (X, xg). Temos também
a seguinte:

PROPOSIGAO 3.2.9. Dada f: (X,z0) — (Y,y0) entao, para n > 1, a
aplicag¢ao fy dada em (3.2.6) é um homomorfismo de grupos; também, se
[ (X, A z0) — (Y, B, yo)
entdo, para n > 2, a aplicacdo f. dada em (3.2.7) é um homomorfismo de
grupos. ([

ExEMPLO 3.2.10. Se X = X3 x X9 é um produto cartesiano de espagos
X1, Xoesepr;: X — X;,4 = 1,2, denotam as projecgoes entao uma aplicagao
continua ¢: I™ — X fica totalmente determinada por suas duas coordenadas

priog=¢i: I" — X', pryod=gy: I" — X7,
donde ¢ ficil ver que, dado = = (z1,22) € X e n > 0 temos uma bijegao

((pry)s,(pra)-)

=

(X, ) Tn(X1,21) X T (X2, 22)

que é também um isomorfismo de grupos se n > 1. Mais geralmente, dados
Ay C X1, Ay C X9, x € A= Ay X Ay entado para n > 1 temos uma bijecao

((pry)s,(pra)-)

(X, A, ) T (X1, A1, 21) X mp (X2, A2, 22)

que é também um isomorfismo de grupos se n > 2. Observagoes analogas
valém para produtos de uma familia arbitraria (possivelmente infinita) de
espacos topoldgicos.
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Dado um par (X, A) e zy € A temos aplicagoes:
i: (Avx(]) - (X,i[f()), q: (Xa {x0}7x0) - (Xa Aa JJ()),

induzidas pela inclusao de A em X e pela identidade de X respectivamen-
te; de acordo com a Definigdo 3.2.8 e levando em conta (3.2.2) obtemos
aplicagoes de conjuntos pontilhados:

(3.2.8) i mp(A,x0) — (X, x0),  qu: (X, 20) — (X, A, 20);

explicitamente temos i.([¢]) = [¢] e q.([¢]) = [¢]. Para n > 1 definimos o
operador de conexdo correspondente a trinca (X, A, z):

(3.2.9) Os: (X, A, x0) — mn—1(A, 20)

fazendo 0. ([¢]) = [¢|rn—1]; é fécil ver que a aplicacdo 0, é bem definida, i.e.,
nao depende do representante escolhido na classe de homotopia. Além do
mais, J, é sempre uma aplicagao de conjuntos pontilhados e é um homo-
morfismo de grupos se n > 2.

DEFINIGAO 3.2.11. Uma seqiiéncia

(Cit1, Cita) RS (Ci,ci) I (Ci—1,¢i-1) B

fit2

de conjuntos pontilhados e aplicacoes de conjuntos pontilhados é dita exata
em (Cj, ¢;) se Ker(f;) = Im(fi+1); a seqiiéncia é dita exata se for exata em
(Ci, ci) para todo i.

Temos agora condicoes de demonstrar um dos resultados principais da
secao:

TEOREMA 3.2.12. Se (X, A) € um par de espagos topoldgicos e se xg € A
entdo a seqiiéncia
(3.2.10)

. 8—*>7rn(A, x0) LN (X, z0) LN (X, A, xp) O, Tn—1(4, xo) LN

- (X, A, 1) 2 mo(A, wp) mo(X, x0)

€ exata, onde para cada n as aplicacdes de conjuntos pontilhados i, q. e Oy
sao dadas em (3.2.8) e (3.2.9).

DEMONSTRAGAO. A prova é feita através de uma divisao em casos e de
construcgoes explicitas de homotopias.

e Ezatidao em mp (X, xo);

O fato que Im(iy) C Ker(qs) segue do Exemplo 3.2.7. Seja entado
¢ € O (X) tal que existe uma homotopia H: ¢ = 0, em Q} (X, A).
Defina K: I x I — X fazendo:
H2tn(t17-~-,tn7170)7 O§2tn§s,

Hs(t17"'7tn—1725n__58>7 S§2tn§27

K,(t) = K(s,t) = {

é facil ver que ¢ = K1 € Q0 (A) e que K: ¢ = 1) é uma homotopia em
3, (X). Segue que [¢] = i.([¢]).
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e Exatidao em mp(X, A, x0);

A inclusao Im(q«) C Ker(0s) ¢é trivial. Seja entdao ¢ € QF (X, A)
tal que existe uma homotopia H: ¢[rn-1 = 05, em QI1(A). Defina
K: I x I"— X fazendo:

Hg o, (t1,...,th—1), 0<2t, <s,
¢<t17 sy tn—t, 23"__8)7 s < 2t, <2

s

K(t) = K (s,1) = {
é facil ver que ¢ = K € Q) (X) e que K: ¢ =1 é uma homotopia em
07, (X, A). Segue que [¢] = q.([¢]).

e Ezxatidao em m,(A,xo); Mostremos primeiro que Im(9,) C Ker(iy).
Para isso seja ¢ € QI (X, A). Defina H: I x I" — X fazendo:

H(t) = H(s,t) = ¢(t,s), sel, tel

é facil ver que H: ¢[;n = 04, ¢ uma homotopia em €2} (X), de modo

que (ix 0 0:)([¢]) = [0a]-
Seja agora 9 € €2} (A) tal que existe uma homotopia K: 1) = oy,
em Q7 (X). Defina entao:

o(t) = Ki, o\ (t,... b)), tel'™h
daf ¢ € QFFH(X, A) e 0([¢]) = [].
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A seqiiéncia exata (3.2.10) é conhecida como a seqiiéncia exata longa de
homotopia do par (X, A) relativa ao ponto base xg. A propriedade de exa-
tidao de (3.2.10) em 71 (X, A, xo) pode ser ligeiramente refinada na seguinte:

PROPOSICAO 3.2.13. A aplicagao
(3:211)  m(X, A,20) x T1(X,30) 3 (1) [1]) — [+ 1] € (X, A, x0)

define uma agdo a direita do grupo w1 (X, o) no conjunto w1 (X, A, xo);

a

orbita do elemento distinguido [04,] € m (X, A,x0) € o nicleo do operador

de conexao
Ov: (X, A, x0) — mo(A, x0)
e o subgrupo de isotropia de [04,] € a imagem do homomorfismo
Lo T (A, 29) — m(X, m0);
em particular, a aplicacdo

(3.2.12) qs: (X, 1) — (X, A, 20)

induz por passagem ao quociente uma bijecao entre o conjunto de co-classes

a direita m (X, z9)/Im(i.) e o conjunto Ker(0y).
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DEMONSTRAGAO. B fcil ver que (3.2.11) define de fato uma acio &
direita (vide Corolario 3.1.5). As outras afirmagbes seguem da seqiiéncia
exata longa do par (X, A) e da teoria elementar de agdes de grupos em
conjuntos, observando que a aplicacao de ag¢do sobre o elemento [04,]:

Blog,): T1(X, 20) — mi(X, A, xo)
dada por By, 1([1]) = [0x, - 1] coincide com (3.2.12). O

Passamos agora ao estudo de fibragoes.
DEFINIGAO 3.2.14. Sejam F', E, B espagos topoldgicos; uma aplicagao
continua p: £ — B é dita um fibracao localmente trivial com fibra tipica

F se para todo b € B existe uma vizinhanca aberta U de b em B e um
homeomorfismo

(3.2.13) a:p N ({U) —UxF

tal que pryoa = p\p_l(U), onde pr; denota a primeira projecao do produto
U x F; dizemos entao que « é uma trivializacdo local de p em torno de b
e também que a fibragao p é trivial sobre o aberto U C B. Chamamos F
o espaco total e B a base da fibragao p; para cada b € B o subconjunto
E, = p~1(b) C E é chamado a fibra sobre b.

Obviamente qualquer trivializacao local de p em torno de b induz um
homeomorfismo da fibra £, = p~!(b) sobre a fibra tipica F. Temos o se-
guinte:

LEMA 3.2.15. Seja p: E — B uma fibracdo localmente trivial com fibra
tipica F'; entdo dados eg € E, by € B com p(eg) = by a aplicagdo
(3.2.14) Ps: T (E, By, e0) — mn(B,{bo}, bo) = mn (B, bo)

€ biyjetora para todo n > 1.
A prova do Lema 3.2.15 é baseada no seguinte lema técnico.

LEMA 3.2.16. Seja p: E — B uma fibracao localmente trivial com fi-
bra tipica F'; entdo, para n > 1, dadas aplicagées continuas ¢: I — B e
p: JV L — E compotp = ¢|m1 existe uma aplicagio continua 45: I"— FE
tal que &’Jnfl =1 e tal que o sequinte diagrama comuta:

o 7
e

DEMONSTRAGAO. A demonstracao é dividida em vérios passos.

(1) Eziste uma retragdo r: I"™ — J"~ 1 i.e., v € continua e 7| m-1 = Id;
fixe t = (%,...,%,—1) € IR"; para cada t € I" defina r(t) como
sendo o tinico ponto de J"~! que pertence & reta passando por f e t.
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(2) O lema vale se existe uma trivializa¢ao (3.2.13) de p com Im(¢) C U,
seja Yg: J" 1 — F tal que

a(y(t)) = ((t),%o(t)), te I

basta entao tomar
o(t) = o (¢(t), po(r(t)), tel™

(3) O lema vale se n = 1;

seja 0 = ug < up < ... < up = 1 uma particdo de I tal que para
i=0,...,k—1, ¢([us, u;+1]) estd contido num aberto de B sobre o qual
a fibracdo p é trivial (vide idéia da demonstragdo do Teorema 3.1.23);
usando o passo (2) defina entdo ¢ no intervalo [u;, ui+1] comecando com
it = k — 1 e seguindo indutivamente até ¢ = 0.

(4) O lema vale em geral;
provamos o caso geral por indugao em n; a base da indugao é o passo
(3). Suponha entao que o lema vale para cubos de dimensao menor que
n. Considere uma particao

(3.2.15) O=w<u <...<up,=1
do intervalo I; seja a = (ay,...,a,-1) tal que paracadai=1,...,n—1,
o conjunto a; é igual a um dos intervalos [uj,uj+1], j = 0,...,k —1

da partigao (3.2.15) ou entao a; é igual a um dos pontos {u;}, j =
1,...,k —1; defina:

Io=1Ig X ---x1Iy , CI"

Ser € {0,...,n— 1} é o nimero de indices i tais que a; é um intervalo
(com mais de um ponto) entao diremos que I, é um bloco de dimensao
r. A particao (3.2.15) poderia ter sido escolhida de modo que cada
¢(Iq X [uj,uji1]) estivesse contido num aberto de B sobre o qual a
fibracao é trivial (vide idéia da demonstracao do Teorema 3.1.23).

Usando a hipétese de indugao (ou o passo (3)) definimos a aplicac¢ao
q~5 sobre os subconjuntos Iy x I de I" tais que I ¢ um bloco de dimensao
zero; novamente usando a hipdtese de inducgao, definimos ¢ sobre cada
Iy x I onde I, ¢ um bloco de dimensao um. Procedemos entao indutiva-
mente até que ¢ esteja definida sobre cada I, x I tal que I4 é um bloco
de dimensao r < n — 2.

Fixe agora a tal que Iy é um bloco de dimensao n — 1; usando o
passo (2) definimos ¢ em I, X [uj, ujy1] comegando com j = k — 1 e
seguindo indutivamente até j = 0. Isso completa a demonstracao

O

A aplicagao <;~5 no enunciado do Lema 3.2.16 é chamada um levantamento
de ¢ com relacao a p.
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DEMONSTRAGAO DO LEMA 3.2.15. Dada [¢] € m,(B, by), obtemos pelo
Lema 3.2.16 um levantamento ¢: I" — E de ¢ com relacio a p tal que ¢
é constante igual a ey em J"!; logo [qg] € mp(E, Ep,, €0) € p*([é]) = [¢].
Demonstramos entao que p, é sobrejetora.

Sejam agora [¢1], [12] € mn(E, By, €o) tais que p«([t1]) = p«([1h2]); existe
entao uma homotopia

H:IxI=1m"_—B

tal que Ho = po1, Hi =popp e Hy € Qp (B) para todo s € I. Observe
que:

J" = (I X J"_l) U0} x I")u ({1} x I™);
podemos entao definir uma aplicacao continua
P: JV— FE

fazendo 1(0,t) = ¥1(t), ¥(1,t) = 1a(t) para t € 1™, e (s,t) = ey para
s € I, t € Jv Segue entdo do Lema 3.2.16 que existe uma aplicacio
continua

H:IxI["=" _LF

tal que po H = H e ﬁ|Jn = 1); é facil ver entdo que H: 11 = by é uma
homotopia em Qf (E, Ey,) e portanto [¢1] = [¢o] € mn(E, Eyy,eq). Isso
completa a demonstracao. O

A idéia agora é usar a bijec@o (3.2.14) para “substituir” m,(E, Ey,, €o)
por m, (B, bp) na seqiiéncia exata longa de homotopia do par (E, Ey, ), obten-
do uma nova seqiiéncia exata. Seja entao p: £ — B uma fibragao localmen-
te trivial com fibra tipica F'; escolha by € B, fo € F, um homeomorfismo
h: By, — F e seja ey € Ep, tal que h(eg) = fo. Definimos entao aplicacoes
tx € 0, de modo que os seguintes diagramas comutam:

(3.2.16) Tn (B, €0)
T (F, fo) n(E, eo)
8*
(3.2.17) ﬂn(E, Ebo,eo) — Wn—l(EbmeO)
p*im mlb*
(B, bo) Tn-1(F, fo)

onde i, é induzida por inclusao e 9, é o operador de conexao correspondente
a trinca (E, Ey,, €9). Obtemos entao o seguinte:
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COROLARIO 3.2.17. Seja p: E — B uma fibracao localmente trivial com
fibra tipica F'; escolhendo by € B, fo € F', um homeomorfismo b: Ey, — F
e tomando ey € Ey, tal que h(eg) = fo obtemos uma seqiiéncia exata

(3.2.18)

5* * * 5* Ux
5T (F fo) = Ta(E, e0) —— T (B, bo) —— mn1(F, fo) —

* 6* * *
- mi (B, bo) —= mo(F, fo) — mo(E, e9) —— m0(B, bo)
onde iy e dy sao definidos pelos diagramas comutativos (3.2.16) e (3.2.17)
respectivamente.

DEMONSTRACAO. Segue diretamente da seqiiéncia exata longa do par
(E, Ep,) e das definicoes de ¢y € J, exceto pela exatidao em mo(E, ep) que
segue facilmente usando o Lema 3.2.16 com n = 1. ([

A seqiiéncia exata (3.2.18) é conhecida como a seqiiéncia exata longa de
homotopia da fibragao p.

DEFINIGAO 3.2.18. Uma aplicagao p: E — B é dita um recobrimento se
p for uma fibragao localmente trivial com uma fibra tipica F' que possui a
topologia discreta.

Temos o seguinte:

COROLARIO 3.2.19. Se p: E — B é um recobrimento entdo, dados ey €
E, by € B com p(eg) = by a aplicagao

Dx: 7Tn(E7 60) B 7Tn(B? bO)
€ um isomorfismo para todo n > 2.

DEMONSTRAGAO. Segue diretamente da seqiiéncia exata longa da fi-
bragao p notando que, se F' é discreto, entao m,(F, fo) = 0 para todo
n > 1. O

OBSERVAGAO 3.2.20. Seja p: E — B uma fibragao localmente trivial
com fibra tipica F'; escolha by € B e um homeomorfismo h: Ej, — F.
Olhamos mais de perto para o operador ¢, definido pelo diagrama (3.2.17)
quando n = 1.

Para cada f € F, denote por §f o operador definido pelo diagrama
(3.2.17) quando fazemos n = 1 e trocamos fy por f e eg por h~1(f) nesse
diagrama. Temos a seguinte formula explicita:

(3.2.19) 51(7) = [h(3(0))] € mo(F, f), v € Q4 (B),

onde 4: I — E é um levantamento qualquer de v (i.e., po 4§ = v) com
(1) = h71(f) (a existéncia do levantamento 7 segue do Lema 3.2.16 com
n=1).

A partir de (3.2.19) é facil ver que 57 depende apenas da componente
conexa por arcos [f] de f em F'; de fato, se fi1, fo € F ese A: [ — F é uma
curva com A(0) = fi, A(1) = f2 ent@o, dado um levantamento ¥4 de v com
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(1) = h=1(f1) segue que ji =7 - (h~L o A) é um levantamento de p = 7 - 0p,
com fi(1) = h~1(f2) e portanto:

ol (0)) = [0(5(0))] = [0 (a(0))] = 622([u)) = 6L2(1)).

Denotando simplesmente por m(F') o conjunto das componentes conexas
por arcos de F' (sem ponto distinguido) obtemos uma aplicagao

(3.2.20) m1(B,bo) x 70(F) — mo(F)

dada por ([v], [f]) — 5{([7]) Segue facilmente de (3.2.19) que (3.2.20) define
uma agao a esquerda do grupo m (B, bg) no conjunto m(F').

Fixamos agora fy € F e fazemos eg = h~!(fo); da seqiiéncia exata longa
da fibragao p segue que a seqiiéncia

P 5. =670 L
71'1(E, 60) —_— 7T1(B, bo) — 7T()(F, fo) —_— 7T0<E, 60)

é exata. Isso significa que a érbita do ponto [fy] € mo(F') relativamente a
acao (3.2.20) é igual ao nucleo de ¢, e que o subgrupo de isotropia de [f] é
igual a imagem de p,; portanto o operador §, induz por passagem ao quoci-
ente uma bijegao entre o conjunto de co-classes a esquerda m1 (B, bp)/Im(p)
e o conjunto Ker(y).

ExeEmMPLO 3.2.21. Seja p: F — B uma fibragao localmente trivial com
fibra tipica F' discreta, i.e., p € um recobrimento. Escolha by € B, ey € Ej,
e um homeomorfismo h: Ep, — F (na verdade, nesse contexto qualquer
bijegao h serd um homeomorfismo); ponha fi = h(ep).

Como 71 (F, fo) = 0, segue da seqiiéncia exata longa da fibracao que a
aplicacao

Px: 7T1(E,€0) — 7T1(B, bo)
¢ injetora; identificamos entdao m1(F,eg) com a imagem de p.. Note que
o conjunto mo(F, fo) pode ser identificado com F. Supondo F conexo por
arcos temos mo(E, ep) = 0 e segue da Observagao 3.2.20 que a aplicacdo 0.
induz uma bijecao:

(3.2.21) 71 (B, bo)/m1(E, eq) — F.

Infelizmente, como F é apenas um conjunto, a bijecao (3.2.21) nao traz
nenhuma informagao sobre as estruturas de grupo de m(FE, eg) e w1 (B, bp).
Suponha agora entao que seja dada uma estrutura de grupo em F' e também
uma ag¢ao continua a direita

(3.2.22) ExF>(e,f)—eofecFE

de F em E (como F ¢ discreto, a continuidade de (3.2.22) significa sim-
plesmente continuidade na primeira varidvel); suponha também que a acao
(3.2.22) ¢é livre (i.e., sem pontos fixos) e que suas érbitas sao as fibras de p.
Se fo = 1 é o elemento neutro de F' e o homeomorfismo h: Ep, — F é o
inverso da bijecao

Beo: 2 fr—epe [ € Ey,
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mostraremos a seguir que a aplicacao
(3.2.23) ds: m(B,bg) — mo(F, fo) = F

é um homomorfismo de grupos; seguird entao que Im(p,) = m1(E, ep) é um
subgrupo normal de 71(B,bgy) e que a bije¢ao (3.2.21) é um isomorfismo de
grupos.

Mostremos entao que (3.2.23) é um homomorfismo. Para isso sejam
v, 1€ Q%O (B) e sejam 7, fi: I — FE levantamentos de vy e p respectivamente
com J(1) = (1) = ep; usando (3.2.19) e identificando mo(F, fo) com F
obtemos:

0.(0]) = 5(5(0)),  0([) = b(a(0))-
Defina 4: I — E fazendo:

A(t) = 7(t) o b(1(0)), tel;

dai & = 4 - i é um levantamento de k = v - p com K(1) = ey e, usando
novamente (3.2.19) obtemos:

0x([7] - [1]) = (7 (0)) = b(5(0)) = b(3(0)) b(i(0)) = d.([¥))3x([1u]),

o que conclui o argumento.

OBSERVAGAO 3.2.22. Os grupos 71 (X, z¢) e m2(X, A, xg) em geral podem
nao ser abelianos, mas mostra-se que m, (X, zg) é sempre abeliano paran > 2
e m(X, A, xy) é sempre abeliano para n > 3 (vide [30, Proposigao 2.1 e
Proposicao 3.1, Capitulo 4]).

OBSERVAGAO 3.2.23. Generalizando a Proposigao 3.1.11, dado n > 1,
é possivel associar a cada curva A\: I — X com A(0) = zp, A(1) = z; um
isomorfismo

Ayt mp (X, x0) — mp (X, 21);

em particular, se g e x1 pertencem a mesma componente conexa por arcos
de X entao m,(X,zg) é isomorfo a m,(X,z1). O isomorfismo Ay é definido
fazendo

A ([0]) = [¥],

onde 1 é construido a partir de uma homotopia H: ¢ = 1) tal que Hy(t) =
A(t) para todo t € OI" e todo s € I (para detalhes, vide [30, Teorema 14.1,
Capitulo 4]). A partir dai é possivel, como no Exemplo 3.1.17, mostrar que
se X é contratil entao m, (X, zo) = 0 para todo n > 0.

Se Im(\) € A C X entdo, dado n > 1, podemos também definir uma
bijecao de conjuntos pontilhados

A (X, A, ) — T (X, A, 21),

que é um isomorfismo de grupos para n > 2; vide [30, Exercicios do Capitulo
4].
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3.2.1. Aplicacoes a teoria de grupos de Lie classicos. Nesta sub-
secao mostramos como a seqiiéncia exata longa de homotopia de uma fi-
bracao pode ser usada para calcular o grupo fundamental e as componentes
conexas dos grupos de Lie clédssicos introduzidos na Subsecao 2.1.1. To-
dos os espagos considerados nesta subsecao serao variedades diferenciaveis e
portanto conectividade e conectividade por arcos serao sempre equivalentes.
Assumimos familiaridade com os conceitos e notagoes introduzidos nas Sub-
secoes 2.1.1 e 2.1.2; em particular, o Teorema 2.1.14 e os Corolérios 2.1.9,
2.1.15, 2.1.16 e 2.1.17 serao usados constantemente sem mais comentarios.

Os grupos de homotopia relativa nao serao necessarios nesta subsecao; da
Secao 3.2 o leitor deve manter em mente principalmente os Exemplos 3.2.6,
3.2.10 € 3.2.21 (e o Corolario 3.2.17 obviamente). Para simplificar a notacao,
omitiremos o ponto base xy quando nos referirmos a um grupo (ou conjun-
to) de homotopia 7, (X, zy), sempre que o ponto base nao for relevante na
discuss@o em questao; escrevemos nesse caso apenas 7, (X) (vide também
Corolario 3.1.12 e Observacao 3.2.23).

Comegamos com um exemplo bem simples.

EXEMPLO 3.2.24. Denote por S' C C o circulo unitario; daf a aplicacio
p: IR — S' dada por p(t) = €?™ ¢ um homomorfismo sobrejetor de grupos
de Lie cujo nicleo é Ker(p) = Z. Segue que p é um recobrimento. Além do
mais, a agdo por translagdo de Z em IR é livre e suas dérbitas sdo as fibras
de p; segue do Exemplo 3.2.21 que temos um isomorfismo

Oy 7T1(Sl,1) — 7

dado por 4.([y]) = 4(0), onde 4: I — IR é uma curva tal que poqy = v e
7(1) = 0. Em particular a classe de homotopia do laco vy: I — S dado por

(3.2.24) y(t) =¥t tel,

~

é um gerador de 71 (S, 1) & Z.

EXEMPLO 3.2.25. Mostremos que o grupo SU(n) é (conexo e) simples-
mente conexo para todo n > 1. Primeiramente observe que a acao candnica
de SU(n+1) em C"! se restringe a uma agao de SU(n+1) na esfera unitéria
52t & ficil ver que tal acdo é transitiva e que o subgrupo de isotropia do
ponto epi1 = (0,...,0,1) € C*"! identifica-se com SU(n). Segue que o
quociente SU(n+1)/SU(n) é difeomorfo & esfera S?"+1; obtemos entdo uma
fibragao

p: SU(n + 1) — S+t

com fibra tipica SU(n). Como a esfera S?"T! ¢ simplesmente conexa (vide
Exemplo 3.1.24), a seqiiéncia exata de homotopia da fibragdo p nos da:

(3.2.25) m0(SU(n)) — mo(SU(n+1)) — 0

(3.2.26) m1(SU(n)) — m1(SU(n+1)) — 0
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Como SU(1) = {1} é obviamente simplesmente conexo, segue agora por
indugao em n da exatidao de (3.2.25) que SU(n) é conexo e da exatidao de
(3.2.26) que SU(n) é simplesmente conexo para todo n > 1.

EXEMPLO 3.2.26. Mostremos que o grupo unitario U(n) é conexo e que
m1(U(n)) = Z, para todo n > 1. Considere a aplicagcdo determinante

det: U(n) — S;

temos que det é um homomorfismo sobrejetor de grupos de Lie e é portanto
uma fibra¢do com fibra tipica Ker(det) = SU(n). Levando em conta que
SU(n) é simplesmente conexo (vide Exemplo 3.2.25) obtemos as seguintes
seqiiéncias exatas a partir da fibracao det:

(3.2.27) 0 — m(U(n)) — 0

(3.2.28) 0 — m(Un),1) -2 (S, 1) — 0
De (3.2.27) concluimos que U(n) é conexo e de (3.2.28) obtemos que a apli-
cagao

(3.2.29) det,: 71 (U(n),1) — m1(S',1) = Z
¢ um isomorfismo.

EXEMPLO 3.2.27. Mostremos que o grupo ortogonal especial SO(n) é
conexo para n > 1. A acdo candnica de SO(n + 1) em IR™! se restringe
a uma agao de SO(n + 1) na esfera unitdria S™; é facil ver que essa agao
é transitiva e que o subgrupo de isotropia do ponto e,+1 = (0,...,0,1) €
IR™! identifica-se com SO(n). Segue que o quociente SO(n + 1)/SO(n) é
difeomorfo a esfera S™ e portanto obtemos uma fibragao

(3.2.30) p:SO(n+1) — 8",
com fibra tipica SO(n); temos entdo uma seqiiéncia exata:
m0(SO(n)) — m(SO(n+1)) — 0

donde segue por indugao em n que SO(n) é conexo para todo n > 1, ja que
obviamente SO(1) = {1} é conexo. A aplicagao determinante induz um iso-
morfismo entre o quociente O(n)/SO(n) e o grupo {1, —1} = Zs, donde O(n)
tem exatamente duas componentes conexas: SO(n) e seu complementar.
EXEMPLO 3.2.28. Mostremos que o grupo GL4i(n,IR) é conexo. Se
(bi)i~, é uma base qualquer de IR" entao é ficil ver que existe uma tnica
base ortonormal (u;)]", de IR™ tal que para cada k = 1,...,n os vetores
(bi)¥_, e (u;)%_, formam uma base do mesmo subespago k-dimensional de
IR™ e definem a mesma orientacao nesse subespaco. Pode-se escrever uma
férmula explicita para os vetores (u;)!"; em termos dos vetores (b;)7_;; tal
férmula é conhecida como o processo de ortonormalizacdo de Gram-Schmidt.
Para cada matriz inversivel A € GL(n, IR), denote por r(A) a matriz ob-
tida de A pela aplicacdo do processo de ortonormalizagao de Gram-Schmidt
em suas colunas; dai r é uma aplicacao diferencidvel de GL(n, IR) sobre O(n)
(mas nao é um homomorfismo). Observe que se A € O(n) entdo r(A) = A4;
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dizemos por isso que r é uma retra¢cdo. Denote por T, o subgrupo de
GL(n, IR) formado pelas matrizes triangulares superiores com entradas po-
sitivas na diagonal, ou seja

T, = {(aij)an S GL(?”L,R) tai = Osei >3, a;; >0, 4,5 = 1,...,n}.
Dali é facil ver que obtemos um difeomorfismo
(3.2.31) GL(n,R) > A (r(A),7(A)"'4) € O(n) x T4.

Temos que (3.2.31) se restringe a um difeomorfismo de GL4 (n, IR) sobre
SO(n) x T4. Segue do Exemplo 3.2.27 que GL4(n,IR) é conexo e que
GL(n, IR) possui duas componentes conexas: GL(n, IR) e seu complemen-
tar.

OBSERVAGAO 3.2.29. E possivel na verdade mostrar que GL (n, IR) é
conexo por um método completamente elementar, usando o fato que to-
da matriz inversivel se escreve como produto de matrizes correspondentes
a operacoes elementares de escalonamento. Dai a aplicacdo r definida a
partir do processo de ortonormalizacao de Gram-Schmidt nos fornece outra
demonstragao de que SO(n) é conexo.

ExEMPLO 3.2.30. Mostremos que o grupo GL(n,C) é conexo e que
7m1(GL(n,C)) = Z.

Usamos a mesma idéia do Exemplo 3.2.28; observe que podemos também
definir uma versao do processo de ortonormalizacao de Gram-Schmidt para
bases de C™. Obtemos entao um difeomorfismo:

GL(n,C) 3 A+ (r(A),r(A)"'A) € U(n) x T4(C),
onde T4 (C) denota o subgrupo de GL(n,C) formado pelas matrizes trian-
gulares superiores com entradas reais positivas na diagonal:
T,(C) = {(aij)nxn € GL(n,C) : a;; =0se i > j,
ai; € IR e ay >0, i,j:1,...,n}.
Dai segue do Exemplo 3.2.26 que GL(n,C) é conexo e que m(GL(n,C))
é isomorfo a Z para n > 1; mais explicitamente, temos que a inclusao
i: U(n) — GL(n,C) induz um isomorfismo
i,: 11 (U(n),1) — m(GL(n,C),1).

OBSERVAGAO 3.2.31. A conectividade de GL(n,C) também pode ser
mostrada por um método mais elementar, usando escalonamento de matri-
zes. Dai o processo de ortonormalizacao de Gram-Schmidt nos fornece outra
demonstragao de que U(n) é conexo (vide Observacao 3.2.29).

EXEMPLO 3.2.32. Consideramos agora os grupos SL(n, IR) e SL(n,C).
Temos um isomorfismo de grupos de Lie:

SL(n,R) x R" > (T,c) — ¢T € GL. (n, IR),
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onde Rt = ]0,+o00[ é visto como um grupo multiplicativo; segue entao
do Exemplo 3.2.28 que SL(n, IR) é conexo e que a inclusao i: SL(n, R) —
GL4 (n, IR) induz um isomorfismo:

i,: m(SL(n, R),1) — m(GL4(n, R),1).

O grupo 71 (GLy (n, IR)) sera calculado no Exemplo 3.2.35 a seguir.
Passamos ao caso complexo. Para cada z € C\{0} definimos uma matriz
diagonal:

0
o(z) = . € GL(n,C);
1

obtemos entao um difeomorfismo (mas ndo um isomorfismo):
SL(n,C) x R™ x S* 3 (T, ¢, 2) — o(cz)T € GL(n,C).
Segue entao do Exemplo 3.2.30 que SL(n,C) é conexo e que:
m1(GL(n,C)) 2 Z =2 Z x 71(SL(n,C)),
donde vemos que SL(n, C) é simplesmente conexo.
Para calcular o grupo fundamental do grupo especial ortogonal SO(n)
precisamos do seguinte lema.

LEMA 3.2.33. Se 8™ C IR"*! denota a esfera unitdria entdo, para todo
xg € S™, temos T (S™, x9) =0 para 0 < k < n.

DEMONSTRACAO. Seja ¢ € Q’;O (S™). Se ¢ nao é sobrejetora entao existe
x € S" com Im(¢) C S™\{z}; mas S"\{z} é homeomorfo a IR" por projecao
estereogréfica e dai [¢] = [0g,]. Resta entdo mostrar que qualquer ¢ €
Qg’jO (S™) é homotdpica em Qfﬁo (S™) a uma aplicacao que nao é sobrejetora.

Seja dado € > 0; sabe-se que existe uma aplicacio diferenciavel® ¢: I¥ —
IR tal que ||¢(t) — 1 (t)| < e para todo t € I* (vide [36, Teorema 10, §5,
Capitulo 7]). Seja &: IR — [0, 1] uma aplicagao diferencidvel tal que {(s) = 0
para |s| < e e &(s) =1 para |s| > 2¢. Defina p: R""! — IR"*! fazendo

p(x) = &l — o) (@ — o) + 29, € R™;

dai p é diferencidvel em IR"™!, p(z) = zg para ||z — zol| < e e |p(z) — 2| <
2¢ para todo x € IR". Segue que pov: I¥ — IR™! é uma aplicacio
diferenciavel tal que (p o ¢)(0I%) C {xo} e |[(p o ¥)(t) — ¢(t)|| < 3e para
todo t € I*. Escolhendo ¢ > 0 com 3¢ < 1 entdo fica bem definida uma
homotopia H: ¢ = 6 em Q% (S™) fazendo:

H (t) - (1 B 8)¢(t> + S(p % w)(t)

S - )
(1 = s)o(t) + s(p o ¥)(D)]

2A diferenciabilidade de uma aplicagdo ¥ definida num subconjunto ndo necessaria-

mente aberto de IR® significa que a aplicacio ¢ admite uma extensio diferencidvel a um
aberto contendo seu dominio.

telf sel,
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onde 0(t) = (po)(t)/||(po¥)(t)|, t € I*, é uma aplicacio diferencidvel;
como k < n, segue que 6 nao pode ser sobrejetora, ja que sua imagem tem
medida nula em S™ (vide [36, §2, Capitulo 6]). O

ExEMPLO 3.2.34. O grupo SO(1) é trivial e portanto simplesmente co-
nexo; o grupo SO(2) é isomorfo ao circulo unitario S! (vide Exemplo 3.2.27)
e portanto:

m1(SO(2)) = Z.

Para n > 3 o Lema 3.2.33 nos diz que m2(S™) = 0, donde a seqiiéncia exata
de homotopia da fibracao (3.2.30) fica:

0 — m1(SO(n), 1) = w1 (SO(n +1),1) — 0

onde i, ¢ induzida pela inclusao i: SO(n) — SO(n+1); segue que 71 (SO(n))
é isomorfo a m(SO(n + 1)). A seguir mostraremos que 71(SO(3)) = Za,
donde seguird entao que

m(SO(n)) 2 Zs, n > 3.
Considere o produto interno g na &lgebra de Lie su(2) definido por
g(X,Y) =tr(XY™), X,Y e€su(2),

onde aqui Y* denota a transposta conjugada da matriz Y e tr(U) denota o
traco de uma matriz U; considere a representacao adjunta de SU(2):

(3.2.32) Ad: SU(2) — SO(su(2), g)

dada por Ad(A) - X = AXA™! para 4 € SU(2), X € su(2); é facil ver que
o endomorfismo linear Ad(A) de su(2) ¢é realmente g-ortogonal para todo
A € SU(2) e que (3.2.32) é um homomorfismo de grupos de Lie. Obviamente
SO(su(2), g) é isomorfo a SO(3).

Um célculo direto mostra que Ker(Ad) = {Id, —Id} e como o dominio
e o contra-dominio de (3.2.32) tem a mesma dimensao segue que a ima-
gem de (3.2.32) é um subgrupo aberto de SO(su(2),g); como SO(su(2), g)
é conexo (vide Exemplo 3.2.27), concluimos que (3.2.32) é sobrejetora e é
portanto um recobrimento. Como SU(2) é simplesmente conexo (vide Exem-
plo 3.2.25), segue do Exemplo 3.2.21 que 71 (SO(3)) = Zs, tendo em mente a
acao de Zg = {Id, —Id} em SU(2) por translagao. O elemento nao trivial de
71(SO(3),1) coincide com a classe de homotopia de qualquer lago da forma
Ad o, onde v: I — SU(2) é uma curva ligando Id a —Id.

EXEMPLO 3.2.35. O difeomorfismo (3.2.31) mostra que a inclusao i de
SO(n) em GL4(n, R) induz um isomorfismo

(3.2.33) i,: 11(S0(n),1) — m (GL4 (n, R),1).

Segue do Exemplo 3.2.34 que 71 (GL4(n, IR)) é trivial para n = 1, isomorfo
a Z para n = 2 e isomorfo a Zs paran > 3.
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EXEMPLO 3.2.36. Mostremos que o grupo simplético Sp(2n, IR) é conexo
para todo n > 1. Seja w a forma simplética canénica de IR?" (vide (1.4.5)) e
seja Ay o Grassmanniano de Lagrangeanos orientados do espago simplético
(IR?",w), ou seja:

Ay ={(L,0): L C IR?*" Lagrangeano e O orientacio em L}.

Obtemos entdao uma acao do grupo simplético Sp(2n, IR) no conjunto A
fazendo T - (L,0) = (T'(L),0’), onde O é a orientacao em T'(L) que tor-
na T|p: L — T(L) um isomorfismo positivamente orientado. Pela Obser-
vagao 1.4.29 temos que a restrigdo dessa acdo ao grupo unitario U(n) é
transitiva. Considere o Lagrangeano Ly = IR" @ {0}" e seja O a orientacao
em Lo correspondente a base canonica de IR™; dai o subgrupo de isotropia de
(Lo, O) relativo a acao de U(n) é SO(n). O subgrupo de isotropia de (Lg, O)
relativo a acao de Sp(2n, IR) sera denotado por Sp, (2n, IR, Ly). Em (1.4.6)
e (1.4.7) demos uma descrigao explicita das representagdes matriciais dos
elementos de Sp(2n, IR); a partir dai é facil ver que Sp, (2n, IR, Lg) consiste
das matrizes da forma:

A AoS

(3.2.34) T = < 0 a1

> , A€ GL4(n,R), S matriz simétrica n x n,
onde A* denota a transposta da matriz A. Segue que temos um difeomor-
fismo:

(3.2.35) Sp,(2n, IR, Lo) 5 T +—— (A, S) € GLy(n, IR) x Bsim(IR")

onde A e S sao definidas por (3.2.34). Temos o seguinte diagrama comutativo
de bijecoes:

U(n)/SO(n) ! Sp(2n, IR)/Sp..(2n, IR, Lo)
Ay

onde as aplicagoes ;1 e (2 sao induzidas respectivamente pelas a¢oes de U(n)
e de Sp(2n, IR) em A, e i é induzida da inclusdo i: U(n) — Sp(2n, IR) por
passagem ao quociente; temos que i é um difeomorfismo. Obtemos entdo
uma fibragao

(3.2.36)  p:Sp(2n,IR) — Sp(2n,IR)/Sp, (2n, IR, Lo) = U(n)/SO(n)

cuja fibra tipica é Sp_(2n, IR, Ly) = GLy(n,R) X Bgm(IR"). Pelo Exem-
plo 3.2.28 essa fibra tipica é conexa e pelo Exemplo 3.2.26 a base U(n)/SO(n)
é conexa. Segue agora facilmente da seqiiéncia exata de homotopia da fi-
bragao p que o grupo simplético Sp(2n, IR) é conexo.

ExeEMPLO 3.2.37. Vamos agora mostrar que o grupo fundamental do
grupo simplético Sp(2n, IR) é isomorfo a Z. A partir da seqiiéncia exata
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de homotopia da fibracao (3.2.36) e do difeomorfismo (3.2.35) obtemos uma
seqiiéncia exata:

(3.2.37) m(GLy(n, R)) — m1(Sp(2n, R)) -~ 71 (U(n)/SO(n)) — 0
onde ¢, é induzida pela aplicagao ¢: GL4(n, IR) — Sp(2n, IR) dada por:

J(A) = ( ‘3 ot ) AeCL,(n, R).

Mostremos em primeiro lugar que a aplicagao ¢, é nula; temos o seguinte
diagrama comutativo (vide (3.2.29) e (3.2.33)):

Y T

(3.2.38) 71(S0(n)) m1(U(n)) —2 7 (s1)

m1(GLy (n, R)) —— m1(Sp(2n, IR))

onde as flechas sem identificacdo sao induzidas por inclusao® . Uma andlise
simples do diagrama (3.2.38) mostra que ¢, = 0.

A seqiiéncia exata (3.2.37) implica agora que p, é um isomorfismo de
71(Sp(2n, IR)) sobre o grupo 1 (U(n)/SO(n)); calculemos esse grupo. Con-
sidere a aplicacao quociente:

q: U(n) — U(n)/SO(n);

temos que ¢ é uma fibracao. Obtemos um diagrama comutativo:

(3.2.39) m1(SO(n)) —— m1(U(n)) L em (U(n)/SO(n)) —=0

\ Nldet*
0

71 (S1)

A linha horizontal superior em (3.2.39) é parte da seqiiéncia exata de homo-
topia da fibracao ¢; segue que g, é um isomorfismo. Finalmente, denotando
por i a inclusao de U(n) em Sp(2n, IR) obtemos um diagrama comutativo:

71(Sp(2n, R))

/ P«

m1(U(n))

R

qx

donde segue que i, é um isomorfismo:

Z 2= m(U(n), 1) == m(Sp(2n, R), 1).

3A inclusio de U(n) em Sp(2n, IR) depende da identificagdo de matrizes complexas
n X n com matrizes reais 2n x 2n; vide Observacao 1.2.10.
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3.3. Os Grupos de Homologia Singular

Nesta secao fazemos uma breve exposicao da definicao dos grupos de
homologia singular (absoluta e relativa) de um espago topolégico X; descre-
vemos a seqiiéncia exata de homologia de um par de espacos topoldgicos.

Para cada p > 0 denotaremos por (e;)!_; a base canonica de IRP e por
eo = 0 o vetor nulo de IRP; por IR entendemos o espaco nulo {0}. Note que
temos uma pequena ambiguidade de notacao aqui, ja que se ¢ > p > ¢ entao
e; denota tanto um vetor de IRP quanto um vetor de IR?; essa ambiguidade
nao causard problemas e o leitor pode, se achar conveniente, considerar
identificacoes IR C IR' C IR?> C --- C IR™.

Dado p > 0, o p-ésimo simplexo padrao é definido como a envoltoria
convexa A, do conjunto {e;}}_, em IRP; mais explicitamente:

p p )
Ap: {Zizotiei : Zi:oti =11t >0, z:[),“"p}'

Observe que A é simplesmente o ponto {0} e A; é o intervalo unitario
I=10,1].

Na definicao a seguir recordamos a terminologia que precisaremos sobre
grupos abelianos livres.

DEFINICAO 3.3.1. Se G é um grupo abeliano entdo uma base* de G é
uma familia (by)aca tal que todo g € G se escreve de modo tnico na forma
g=>_ acA Naba, sendo cada ny € Z e n, = 0 exceto para um nimero finito
de indices o € A; se G’ é outro grupo abeliano entao um homomorfismo
f: G — @ fica totalmente determinado quando especificamos seu valor nos
elementos de uma base de G. Um grupo abeliano que admite uma base é
chamado livre.

Se A é um conjunto qualquer, o grupo abeliano livre G 4 gerado por A
é o grupo de todas as fungoes quase-nulas N: A — Z, i.e., N(«a) = 0 exceto
para um nuimero finito de indices a € A; a operacao é definida da maneira
6bvia (N1 4+ Na)(a) = Ni(a) + Na(«). Identificamos entao cada a € A com
a fungdo N, € G4 tal que Ny(a) =1 e No(B) =0 para § € A, § # «; dai
G 4 é de fato um grupo abeliano livre e A C G4 é uma base para G 4.

DEFINICAO 3.3.2. Para p > 0, um p-simplezo singular no espago to-
poldgico X é uma aplicagao continua arbitraria

T: A — X.

Denotamos por &,(X) o grupo abeliano livre gerado pelo conjunto de todos
os p-simplexos singulares em X; os elemento de &,(X) sdo chamados p-
cadeias singulares em X.

Se p = 0 identificamos os p-simplexos singulares em X com os pon-
tos de X e dai Gy(X) é o grupo abeliano livre gerado por X. Se p < 0
convencionamos &,(X) = 0.

4Na verdade um grupo abeliano é o mesmo que um Z-mddulo e dai a terminologia
explicada aqui é compativel com a terminologia usual na teoria de moédulos.
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Cada p-cadeia singular ¢ € 6,(X) pode ser escrita como:

c= Z np - T,

T p-simplexo
singular

onde ny € Z e ny = 0 exceto para um ntmero finito de p-simplexos singu-
lares T'; os coeficientes n sd@o unicamente determinados por c.

Dados um espaco vetorial real de dimensao finita V' e dados vy, ..., v, €
V' denotaremos por £(vy, ..., vp) 0 p-simplexo singular em V' definido por:
P P
(3.3.1) e('l}o, ce ,Up) . Ztiei = Z tﬂ)i,
i=0 i=0
sempre que cada t; > 0 e Y ©  t; = 1; note que £(vo,...,vp) é a dnica
aplicagao afim que leva e; em v; para cada i =0,...,p.

Para cada p € Z vamos agora definir um homomorfismo
Op: 6p(X) — Gp_1(X).

Se p < 0 fazemos 0, = 0. Para p > 0, como &,(X) é livre, basta definir
0, sobre uma base de &,(X); definimos entao 9,(1") sempre que 7' for um
p-simplexo singular em X fazendo:

p .
(3.3.2) 0p(T) =Y (~1)'Tolleq,....6,...,ep),

i=0
onde ¢; indica que o termo e; foi omitido da sequiéncia. A expressiao que
aparece ao lado da somatéria em (3.3.2) é chamada a face oposta ao i-ésimo
vértice (ou a i-ésima face) do p-simplexo singular T'; se ¢ € S,(X) é uma
p-cadeia singular entdo dizemos que 0y(c) é o bordo de c. Observe, por
exemplo, que se T': [0,1] — X é um 1-simplexo singular entao seu bordo é
dado por 01(T) =T'(1) — T(0).

Obtivemos entao uma seqiiéncia de grupos abelianos e homomorfismos:

Op+1

0, Op—

(3.3.3) L G, (X) s 6y (X)
A seqiiéncia (3.3.3) tem a propriedade que a composta de duas flechas con-
secutivas é nula:

LEMA 3.3.3. Para p € Z temos Op—1 00, = 0.

DEMONSTRAGAO. Se p < 1 o resultado é trivial; se p > 2 basta mostrar
que 9p—1(9,(T")) = 0 para todo p-simplexo singular 7. Observando que

l(vg,...,vg) 0 b€, ... €E,...,eq) =L(vy,... V..., 0q)
calculamos entao:
Op-1(0p(T)) =Y (17T T ol(eq,....E,... .6, ep)
7<i

+ Y (1T T o leq, . 6y 6 ep) = 0.

j>i
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O

Temos a seguinte definicao geral.

DEFINICAO 3.3.4. Um complexo de cadeia é uma familia € = (€, d,)pez
onde cada €, é um grupo abeliano e cada d,: €, — €,_1 é um homomor-
fismo, de modo que 6,—1 0§, = 0 para todo p € Z; o homomorfismo 9, é
chamado o p-ésimo operador bordo do complexo de cadeia €. Para cada
p € Z definimos:

Zp(€) = Ker(dp),  Bp(€) = Im(dp+1),

e dizemos que Z,(€), B,(€) sao respectivamente o grupo dos p-ciclos e o

grupo dos p-bordos do complexo €. E claro que B,(€) C Z,(€) e portanto
podemos definir para cada p € Z:

Hy(€) = Z,(€)/ Bp(¥);

dizemos que H,(€) é o p-ésimo grupo de homologia do complexo €.

Se ¢ € Zy(€) é um p-ciclo denotamos por ¢ + B,(€) sua classe de equi-
valéncia em H)p(C); dizemos que ¢+ B,(€) é a classe de homologia determi-
nada por c. Se ¢1, ¢z € Z,(€) determinam a mesma classe de homologia (ou
seja, se ¢1 — ¢ € Bp(€)) dizemos que ¢; e ¢ sao ciclos homdlogos.

O Lema 3.3.3 nos diz entao que &(X) = (6,(X), 0p)pez ¢ um complexo
de cadeia; dizemos que &(X) é o complezo singular do espago topoldgico
X. Escrevemos:

Zp(6(X)) = Zp(X), Bp(6(X)) = Byp(X), Hp(6(X)) = Hp(X);

chamamos Z,(X), B,(X) e Hp(X) respectivamente o grupo dos p-ciclos
singulares, o grupo dos p-bordos singulares e o p-ésimo grupo de homologia
singular do espago X. Obviamente Hy(X) = 0 para p < 0 e Hp(X) =
So(X)/Bo(X).

Defina um homomorfismo
(3.3.4) e:60(X) — 12

fazendo e(x) = 1 para todo 0O-simplexo singular z em X. E facil ver que
g00; = 0; de fato, basta ver que (01 (7)) = 0 para todo 1-simplexo singular
T em X. Obtemos entao um complexo de cadeia:

L &, (X) 2 &, (X) 2

.8_1>60(X)L>2_>0_>...

(3.3.5)

DEFINIGAO 3.3.5. O homomorfismo (3.3.4) é chamado o aumento do
complexo singular &(X); o complexo de cadeia em (3.3.5), denotado por
(6(X),e), é chamado o complexo singular aumentado do espago X. Os
grupos de p-ciclos, p-bordos e o p-ésimo grupo de homologia de (&(X),¢)
sio denotados por Z,(X), B,(X) e H,(X) respectivamente; dizemos que
ﬁp(X) é o p-ésimo grupo de homologia singular reduzida de X.



104 3. TOPICOS DE TOPOLOGIA ALGEBRICA
E claro que para p > 1 temos:
Zp(X) = Zp(X), Bp(X) = Bp(X), Hy(X)= Hy(X).

A partir de agora, por simplicidade, ndo indicaremos mais o indice p no
operador J, e escrevemos simplesmente:

Op=0, pel.

EXEMPLO 3.3.6. Se X é o espaco vazio entdo obviamente &,(X) = 0
para todo p € Z e portanto H,(X) = 0 para todo p e flp(X) = 0 para todo
p # —1; por outro lado, temos H_{(X) = Z.

Se X é nao vazio entao qualquer 0-simplexo singular zg € X é tal que
e(zg) = 1 e portanto ¢ é sobrejetor; dai H_1(X) = 0. Quanto & relacio
entre Hy(X) e Hy(X) é facil ver que podemos identificar Hy(X) com um
subgrupo de Hy(X) e que:

Ho(X) = Ho(X) @ [Z - (0 + Bo(X))] = Ho(X) & Z,

onde Z - (xg + Bo(X)) é o subgrupo (ciclico infinito) gerado pela classe de
homologia de z¢ em Hy(X).

EXEMPLO 3.3.7. Se X # () é conexo por arcos entao quaisquer dois 0-
simplexos singulares xp,z1 € X sdo homoélogos; de fato, se T: [0,1] — X
é uma curva ligando xg a x; entdao 7' é um 1-simplexo singular e 9T =
x1 — 9 € Bp(X). Logo a classe de homologia de qualquer zo € X gera
Hy(X) e como &(zg) = 1 segue que nenhum multiplo nao nulo de zy é um
bordo; portanto:

Ho(X) =7, Hy(X)=0.
ExXEMPLO 3.3.8. Se X nao é conexo por arcos podemos escrever X =
Uaecua Xa, onde cada X, é uma componente conexa por arcos de X. Daf

todo simplexo singular em X tem imagem contida em alguma componente
X, e portanto:

GP(X) = @ Gp(Xa)a
acA
donde segue que:
Hy(X) = D Hp(Xa).
acA
Em particular, segue do Exemplo 3.3.7 que:

Hy(X)=EPz

acA

Compare esse resultado com a Observacao 3.2.5.



3.3. OS GRUPOS DE HOMOLOGIA SINGULAR 105

ExeEMPLO 3.3.9. Suponha que X C IR"™ é um conjunto estrelado no
ponto w € X. Para cada p-simplexo singular 7' em X definimos um (p + 1)-
simplexo singular [T, w] em X de modo que o diagrama

IxA,

Apt 4>[T’w} X

comuta, onde ¢ e 7 sao definidos por:
o(s,t)=(1—=s)t+sepr1, 7(s,t)=(1—9)T(t)+sw, tel, sel;

geometricamente, o (p + 1)-simplexo singular [T, w] coincide com 7" na face
A, C Apy1, leva o vértice epy1 sobre w e é afim no segmento ligando ¢ a
ep+1 para todo t € Ay,

A aplicacao T — [T, w] se estende a um homomorfismo

Sp(X) 3 c— [c,w] € Gppq(X).

E f4cil ver que para toda p-cadeia singular ¢ € S,(X) temos:

) [0c, w] + (—=1)Ptle, p>1
(3.3.6) Jlc,w] = {e(c)w e p=0:

de fato, basta considerar o caso que ¢ = T é um p-simplexo singular e ai
(3.3.6) segue de uma andlise elementar da definicao de [T, w] e da definigao
do operador bordo. Em particular temos d[c,w] = (—1)P*!¢ para todo
¢ € Z,(X) e portanto ¢ € B,(X); concluimos que, se X é estrelado entéo:

Hy(X)=0, pcZ.

DEFINIGAO 3.3.10. Sejam € = (¢}, d;), € = (&, ;) complexos de ca-
deia; uma aplicagao de cadeia ¢: € — €' é uma seqiiéncia de homomorfismos
¢p: € — €, p € Z, tal que para todo p o diagrama

op
¢, — ¢,

W e

!/
Q:p

/
p—1
O

comuta; escrevemos em geral apenas ¢ em vez de ¢p,. E f4cil ver que se ¢ é
uma aplicacao de cadeia entao ¢(Z,(€)) C Z,(€¢') e ¢(By(€)) C Bp(¥') de
modo que ¢ induz por passagem ao quociente um homomorfismo

OB Hp(@ - Hp(el)S

dizemos que ¢4 ¢é a aplicacao induzida em homologia pela aplicacao de cadeia

o.
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E claro que se ¢: € — @ e ¢: ¢ — ¢ sdo aplicacdes de cadeia entdo
(o). = Y00, e que se Id é a identidade de € (i.e., Id, ¢ a identidade de €,
para cada p) entao Id, é a identidade de H, (&) para cada p; segue que se ¢
¢ um isomorfismo de cadeias, ou seja, cada ¢, ¢ um isomorfismo de grupos,
entdo ¢, é um isomorfismo entre os grupos de homologia e (¢~ 1), = (¢x) L.

Se X, Y sao espagos topoldgicos e f: X — Y é uma aplicacao continua
entao definimos para cada p € Z um homomorfismo

f: 6p(X) — Gp(Y)

fazendo f4(T) = f o T para cada p-simplexo singular 7" em X. E fécil
ver que fx é uma aplicacao de cadeia; dizemos que fux é a aplicagcdo de
cadeia induzida por f. E claro que dadas aplicacoes continuas f: X — Y,
g:Y — Z entdo (go f)u = gu o fx e que se Id é a identidade de X entao
Idy ¢ a identidade de &(X); em particular, se f é um homeomorfismo entao
f# é um isomorfismo de cadeia e (f1)x = (fx)~!. Temos que a aplicagio
de cadeia fx induz um homomorfismo

fe: Hp(X) — Hp(Y)

entre os grupos de homologia singular de X e Y que sera denotado simples-
mente por fy.

OBSERVAGAO 3.3.11. Se A é um subespago de X entdao podemos iden-
tificar o conjunto dos p-simplexos singulares em A com um subconjunto do
conjunto dos p-simplexos singulares de X; dai &,(A) identifica-se com um
subgrupo de &,(X). Sei: A — X denota a inclusao entdo iy é simplesmen-
te a inclusao de 6,(A) em &,(X). Observe porém que a aplicacao induzida
em homologia i, em geral ndo é injetora e nao existe nenhuma identificagao
de Hp(A) com um subgrupo de H,(X).

Recorde que (X, A) é dito um par de espagos topolégicos quando X é
um espago topolégico e A C X é um subespaco. Definimos entao o complezxo
singular &(X, A) do par (X, A) fazendo:

6,(X, 4) = 6,(X)/6p(A);
o operador bordo de &(X, A) é definido a partir do operador bordo de &(X)
por passagem ao quociente. E claro que S(X, A) é entao um complexo de
cadeia; escrevemos:

Hy(6(X, A)) = Hy(X, A).
Chamamos H,(X, A) o p-ésimo grupo de homologia relativa do par (X, A).

Se f:(X,A) — (Y, B) é uma aplicagdo de pares entao a aplicacao de
cadeia fy passa ao quociente e define uma aplicagao de cadeia

fu: 6(X,A) — &(Y,B)
que serd também denotada por fu; dai fy induz um homomorfismo entre

os grupos de homologia relativa que é denotado por fi. E claro que se
f:(X,A) — (Y,B) e g: (Y,B) — (Z,C) sao aplicagoes de pares entao
(9o f)# = g# o f4 e que se Id ¢ a identidade de X entao Idx é a identidade
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de 6(X, A); também, se f: (X, A) — (Y, B) é um homeomorfismo de pares,
ie., f é um homeomorfismo de X sobre Y com f(A) = B entao fyu é um
isomorfismo de cadeia.

OBSERVACAO 3.3.12. O leitor pode pensar intuitivamente nos grupos de
homologia relativa H,(X, A) como sendo os grupos de homologia reduzida
H,(X/A) do espago X/A obtido de X colapsando todos os pontos de A num
tnico ponto. Isso é de fato um teorema, no caso que A C X é fechado e é
um retrato por deformagdo (vide Observacao 3.3.27 adiante) de um aberto
de X; a demonstracdo, porém, requer mais desenvolvimento da teoria (vide
[42, Exercicio 2, §39, Capitulo 4]).

EXEMPLO 3.3.13. Se A é o conjunto vazio entdo &(X,A) = S(X) e
portanto Hy,(X, A) = Hy(X) para todo p € Z; por isso, em geral nao distin-
guimos o par (X, ) do espago X.

EXEMPLO 3.3.14. A aplicagao identidade de X induz uma aplicagao de
pares

(3.3.7) q: (X,0) — (X, A);
daf g4 : 6(X) — 6(X, A) é simplesmente a aplicagao quociente. Definimos:

chamamos Z,(X, A) e B,(X, A) respectivamente o grupo dos p-ciclos rela-
tiwos e o grupo dos p-bordos relativos do par (X, A). Mais explicitamente
temos:

Zy(X,A) = {c € 6,(X) : dc € &,1(A)} = 971 (S,-1(A)),

By(X,A) ={0c+d:cec&p1(X), d€ Sy(A)} = By(X) + Sp(A);
Note que:

Zy(S(X, A)) = Z,(X, A)/S,(A), By(S(X, A)) = B,(X, A)/S,(A);
segue da teoria elementar sobre quocientes de grupos que:
(3.3.8) H,(X,A) = Hy(6(X,A)) = Z,(X,A)/Bp(X, A).

Dado ¢ € Z,(X,A), a classe de equivaléncia ¢ + B,(X,A) € H,(X,A) é
chamada a classe de homologia determinada por c em H,(X, A); se c1,c2 €
Zp(X,A) determinam a mesma classe de homologia em H, (X, A), ie., se
c1 — ¢ € Bp(X, A) dizemos que ¢; e ¢z sao homdologos em &(X, A).

EXEMPLO 3.3.15. Se X é conexo por arcos e A # () entdo como no Exem-
plo 3.3.7 concluimos que quaisquer dois 0-simplexos de X sao homélogos en-
tre si em G(X, A); mas nesse caso todo ponto de A é um 0-simplexo singular
homélogo a zero em S(X, A), donde:

Hy(X,A) =0.

Se X nao é conexo por arcos entao escrevemos X = (J,c 4 Xa, onde cada
X, é uma componente conexa por arcos de X; escrevendo A, = AN X,
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obtemos como no Exemplo 3.3.8:
Gp(Xa A) - @ Gp(XonAa);
acA
dai segue diretamente que:
Hy(X, A) = P Hy(Xa, Aa).
acA
No caso p = 0 obtemos em particular que:
H0<X7A) = @ Z,
ac A’
onde A’ é o conjunto dos indices o € A tais que A, = 0.

Nosso objetivo agora é construir uma seqiiéncia exata (recorde Defi-
nigao 3.2.11) que relaciona os grupos de homologia H,(X), H,(A) e os gru-
pos de homologia relativa Hy(X, A).

DEFINIGAO 3.3.16. Dados complexos de cadeia €, ©, &£, dizemos que

(3.3.9) 0—e¢2mYe 0

é uma seqiéncia exata curta de complexos de cadeia se ¢ e 1) sao aplicagoes
de cadeia e para cada p € Z a seqiiéncia de grupos abelianos e homomorfis-

mos

O—>€pi>©pi>€p—>0

é exata.
Temos o seguinte resultado da dlgebra homoldgica.
LEMA 3.3.17 (o lema Zig-Zag). Dada uma seqiiéncia exata curta (3.3.9)

de complexos de cadeia existe uma seqiéncia exata de grupos abelianos e
homomorfismos:

Ox ¢* 7/)* 6*

(3.3.10) -+ =2 H,(€) 2 H) (D) 2 HL(E) <2 H,p_1(€) -2 -

onde ¢y e, sdo induzidas por ¢ e 1 respectivamente e o homomorfismo
€ definido por:

(3.3.11) 0x(e+ Bp(€)) = c+ Bp-1(€), e€ Zy(&),

onde ¢ € €,_1 € escolhido de modo que ¢(c) = dd e d € ®, € escolhido de
modo que 1 (d) = e; a definicdo (3.3.11) nao depende das escolhas arbitrdrias
envolvidas.

DEMONSTRAGAO. A prova é bastante elementar e baseia-se apenas nu-
ma andlise exaustiva de casos e por isso serd omitida; detalhes podem ser
encontrados em [42, §24, Capitulo 3]. O

A seqiiéncia exata (3.3.10) é conhecida como a seqiiéncia exata longa de
homologia correspondente a seqiiéncia exata curta (3.3.9) de complexos de
cadeia.
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Voltando as consideragoes topoldgicas, se (X, A) é um par de espagos
topolodgicos, temos uma seqiiéncia exata curta de complexos de cadeia:

(3.3.12) 0 — &(A) - 5(X) ¥ §(X,4) — 0

onde iy é induzida pela inclusdo i: A — X e qu é induzida por (3.3.7).
Segue entao diretamente do Lema Zig-Zag a seguinte:
PROPOSIGAO 3.3.18. Dado um par de espagos topoldgicos (X, A) entao
existe uma sequéncia exata
(3.3.13)
Ox

D HL(A) 2 H(X) Y Hy(X,A) 2 H g (A) =

onde i, € induzida pela inclusao i: A — X, g« € induzida por (3.3.7) e o
homomorfismo O, € definido por:

O (c+ Bp(X, A)) = 0c+ By_1(A), c€ Zy(X, A);

tal defini¢cao nao depende das escolhas envolvidas. Se A # () temos também
uma seqiiéncia erata
(3.3.14)

C O L (A) 2 (X)) Y H (X, A) 2 H o (A) s

cujas flechas sao obtidas por restricao das flechas correspondentes na se-
qliéncia (3.3.13).

DEMONSTRAGAO. A seqiiéncia (3.3.13) é obtida aplicando o Lema Zig-
Zag a seqiiéncia exata curta (3.3.12). Se A # (), substituimos S(A4) e &(X)
em (3.3.12) pelos correspondentes complexos aumentados; dai aplicamos o
Lema Zig-Zag e obtemos a seqiiéncia (3.3.14). O

A seqiiéncia exata (3.3.13) é conhecida como a seqiéncia exata longa em
homologia do par (X, A); a seqiiéncia (3.3.14) é chamada a seqiéncia exata
longa em homologia reduzida do par (X, A).

EXEMPLO 3.3.19. Se A # () ¢ homeomorfo a um subconjunto estrelado de
IR™ entao Hp(A) = 0 para todo p € Z (vide Exemplo 3.3.9); dai a seqiiéncia
exata longa em homologia reduzida do par (X, A) implica que a aplicagao

Ge: Hy(X) — Hy(X, A)
é um isomorfismo para todo p € Z.

Queremos agora demonstrar a invariancia homotopica da homologia
singular; mais explicitamente, queremos mostrar que se duas aplicagoes
continuas sao homotdpicas entao elas induzem os mesmos homomorfismos
nos grupos de homologia. Comegamos com uma defini¢ao algébrica.

DEFINIGAO 3.3.20. Sejam € = (&,,0,), € = (&, ;) complexos de ca-
deia. Dadas aplicagoes de cadeia ¢,1): € — ¢’ entao uma homotopia de ca-
deia entre ¢ e 1) é uma seqiiéncia (Dp)pez de homomorfismos Dy, : €, — Qi; 41
tal que

(3.3.15) $p = p = 0py1 0 Dy + D1 06y,
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para todo p € Z; escrevemos nesse caso D: ¢ = 1) e dizemos que ¢ e 1) sao
homotopicas.

O lema seguinte é uma conseqiiéncia trivial da férmula (3.3.15).

LEMA 3.3.21. Se duas aplicacoes de cadeia ¢ e 1y sao homotopicas entao
¢ e Y induzem os mesmos homomorfismos em homologia, i.e., ¢, = P,. [

Nosso objetivo agora é mostrar que se duas aplicacoes continuas f, g sao
homotépicas (recorde Definicao 3.1.1) entao as aplicacoes de cadeia fu e gx
sao homotopicas. Para isso, considere as aplicagoes:

(3.3.16) ix: X > IxX, jx:X—>IxX

definidas por ix(z) = (0,z) e jx(z) = (1,z) para todo = € X, onde I =
[0,1]. Vamos mostrar primeiro que as aplicacoes de cadeia (ix)x e (jx)x
sao homotopicas:

LEMA 3.3.22. Para todo espago topologico X existe uma homotopia de
cadeia Dx: (ix)4 = (jx)# onde ix e jx sao dadas em (3.3.16); além do
mais, a regra X — Dx pode ser escolhida de maneira natural, i.e., de modo
que dada uma aplicacdo continua f: X — Y entdo o diagrama

&,(X) 2 6,0 (1 x X)

(3.3.17) (o | [ axn
Gp(Y) —— Gpn(l xY)

(Dy)p
comuta para todo p € Z, onde Id x f é dada por (t,z) — (t, f(x)).

DEMONSTRACAO. Devemos para todo espaco topoldgico X e para todo
p € Z definir um homomorfismo

(Dx)p: 6p(X) — Spr1(I x X);

para p < 0 obviamente fazemos (Dx), = 0. Para p > 0 denote por Id, a
aplicacao identidade do espago A,; dai Id, ¢ um p-simplexo singular em A,
e portanto Id, € &,(A,). O fato que a construcao que procuramos de Dx
devera fazer o diagrama (3.3.17) comutar nos sugere a defini¢ao:

(3.3.18) (Dx)p(T) = ((Id X T)g)p 0 (DAp)p(Idp)v

para todo p-simplexo singular T': A, — X (note que T (Id,) = T); devemos
entao procurar a definicao correta de

(3.3.19) (Da,)p(1dy) = a, € Spyr (I x A,),

para cada p > 0. Tendo em mente a definicio de homotopia de cadeia
(vide (3.3.15)), a nossa definigdo de a, devera ser feita de tal modo que a
identidade

(3.3.20) dap = (in,)#(1dp) = (ja, ) (Idp) = (D, )p-1 0 9(1dy)
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seja satisfeita para todo p > 0 (omitimos alguns indices para simplificar a
notagao); note que (3.3.20) equivale a:

(3.3.21) da, = in, — ja, — (Da,)p-1 0 (1d,).

Comegamos construindo ag € S1(I x Ag) satisfazendo (3.3.21), ou seja,
ap deve satisfazer dag = ia, — ja,; calculamos:

e(in, — ja,) = 0.
Como Hy(I x Ag) = 0 (vide Exemplo 3.3.9) vemos que é de fato possivel
obter ag com a propriedade desejada.
Procedemos agora por indugao; seja r > 1. Suponha que a, € Spq1(1
A,) tenha sido construido para p = 0,...,7 — 1 de modo que a condigao
(3.3.21) seja satisfeita, sendo (Dx), definido em (3.3.18) para todo espaco

topoldgico X; é facil ver entao que o diagrama (3.3.17) comuta. Um célculo
simples usando (3.3.17), (3.3.19) e (3.3.21) mostra que:

(3.3.22) ((ix)g), = ((x)g), =90 (Dx)p+ (Dx)p-100,

parap =0,...,r — 1.
Devemos agora construir a, satisfazendo (3.3.21) (com p = r). Segue de
(3.3.22) fazendo X = A, e p=1r — 1 que:

(3.3.23)
90 (Da,)r—1009(1dy)

= (ia, ) 0 0(1d,) — (ja,)4 © 0(1d,) — (D4, )s—2 0 9 0 D(Id,)

= Oin, — ja,);
usando (3.3.23) vemos diretamente que
(3.3.24) in, = ja, — (Da,)r—100(1d,) € Z,(I x A,).
Como H, (I xA;) =0 (vide Exemplo 3.3.9) segue que (3.3.24) é um r-bordo;
logo é possivel escolher a, satisfazendo (3.3.21) (com p = r). O

E fécil agora mostrar a invariancia homotépica da homologia singular.

PROPOSICAO 3.3.23. Se duas aplicacoes f,g: X — Y sao homotdpicas
(recorde Definicio 3.1.1) entdo as aplicacoes de cadeia fy e gu sdo ho-
motopicas.

DEMONSTRAGAO. Seja H: f = g uma homotopia entre f e g; pelo Le-
ma 3.3.22 existe uma homotopia de cadeia Dx: ix = jx. E facil ver entao
que considerando para cada p € Z o homomorfismo

(Hy)p1 0 (Dx)p: 6p(X) — Spia(Y)
obtemos uma homotopia de cadeia entre fu e g4. [l
COROLARIO 3.3.24. Se f,g: X — Y sdo homotdpicas entio fs = gs.

DEMONSTRAGAO. Segue da Proposicao 3.3.23 e do Lema 3.3.21. U
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OBSERVAGAO 3.3.25. Uma outra propriedade importante dos grupos de
homologia singular é a propriedade de excisio: se (X, A) é um par de espagos
topolégicos e se U C A é um subconjunto cujo fecho estd contido no interior
de A entdo a inclusao i: (X \U,A\U) — (X, A) induz um isomorfismo:

i Hy(X\ U, A\U) — Hy(X, A)

para todo p € Z; diz-se entao que o par (X \ U, A\ U) é obtido de (X, A)
por excisao do subconjunto U. Nao teremos uso para o principio de excisao
no nosso texto; uma demonstracao de tal principio pode ser encontrada em
[42, Teorema 31.7]. Observamos que nao hd um andlogo do principio de
excisao em teoria de homotopia.

OBSERVACAO 3.3.26. Se G é um grupo abeliano qualquer entao para
todo par (X, A) é possivel definir um complexo de cadeia &(X, A; G) a partir
de &(X, A) por tensorizag¢io (sobre 7)) com o grupo G; explicitamente:

Gp(X,A;G) =6,(X,A) G

e o operador bordo em &(X,A;G) é 0 ® Idg. Os grupos de homologia
do complexo &(X, A;G) sdo denotados usualmente por H,(X, A; G) e sao
chamados os grupos de homologia singular do par (X, A) com coeficientes
em G. Observamos que se G tem uma estrutura de R-médulo (onde R
é um anel qualquer) entdo também os grupos de homologia H,(X, A;G)
terao uma estrutura natural de R-médulo; em particular, se R é um corpo
entdo Hy(X, A; G) torna-se um R-espaco vetorial. Os grupos de homologia
H,(X, A; G) sao determinados pelos grupos H,(X, A); esse é o contetido do
Teorema dos Coeficientes Universais (vide [42, Teorema 55.1]) que nos dd
uma seqiiéncia exata curta:

(3.3.25)

0 — Hy(X,A)®G — Hp(X,A;G) — 'I’or(Hp_l(X7 A),G) —0

Além do mais, a seqiiéncia exata curta (3.3.25) cinde e portanto temos um
isomorfismo (nao canénico):

Hy(X,A;G) = (Hp(X,A) ® G) @ Tor(Hp-1(X, 4),G).

O funtor Tor que aparece em (3.3.25) é um funtor derivado do produto
tensorial e sua construcao é um tanto envolvida; observamos no entanto que
se G, H sao grupos abelianos e se G nao tem torsao (i.e., se os elementos
nao nulos de G tém ordem infinita) entao:

Tor(G, H) = Tor(H,G) = 0.

Os grupos de homologia singular com coeficientes arbitrarios serao menci-
onados novamente na Subsecao 6.4.1 onde estudaremos a Teoria de Morse
Global.

OBSERVAGAO 3.3.27. Se X, Y sao espagos topoldgicos entao uma apli-
cacao continua f: X — Y é dita uma equivaléncia homotdpica se existe uma
aplicacao continua g: Y — X tal que go f é homotdpica a aplicagao identi-
dade de X e f og é homotdpica & aplicagao identidade de Y'; dizemos nesse
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caso que f e g sao homotopicamente inversas e que os espacos X e Y tém o
mesmo tipo de homotopia. Segue diretamente do Corolario 3.3.24 que se f,
g sao homotopicamente inversas entao as aplicagoes induzidas em homolo-
gia singular f, e g, s@o isomorfismos mutuamente inversos e em particular
espacos com o mesmo tipo de homotopia tem grupos de homologia isomor-
fos; usando o teorema de coeficientes universais (vide Observagao 3.3.26)
mostra-se na verdade que se X e Y tem o mesmo tipo de homotopia entao
os grupos H,(X;G) e Hy(Y; G) sao isomorfos para todo p € Z e para todo
grupo de coeficientes G.

Equivaléncias homotoépicas particularmente interessantes sao os retratos
por deformagdo. Se A C X entdo dizemos que uma aplicacdo continua
r: X — A éuma retracdo (e que A é um retrato de X) se r(x) = x para todo
x € A; dizemos que a retracao r é uma retracao por deformacdao (e que A é
um retrato por deformacdo de X) se existe uma homotopia K: I x X — X
tal que:

K(0,z) =z, K(l,z)=r(z), K(s,a)=a,

paratodos z € X, s € I,a € A. Ser: X — A é uma retragdo por defor-
magao entao é facil ver que a inclusdo i: A — X é uma inversa homotépica
para r e em particular se A € um retrato por deformacdo de X entdo a
inclusao de A em X induz um isomorfismo em homologia singular (com
coeficientes arbitrarios).

3.3.1. O homomorfismo de Hurewicz. Nesta subsecao mostrare-
mos que o primeiro grupo de homologia singular H;(X) de um espago to-
poldgico X pode ser calculado a partir de seu grupo fundamental; mais
especificamente, se X é conexo por arcos mostraremos que Hi(X) é o grupo
abelianizado de 71 (X).

Durante toda a subsecao suporemos familiaridade com as notagoes e con-
ceitos introduzidos na Secgao 3.1. Consideraremos sempre fixado um espago
topologico X.

Observando que o intervalo unitario I = [0, 1] coincide com o primei-
ro simplexo padrao A; vemos que toda curva v € Q(X) é um 1-simplexo
singular em X; dai v € &1(X). Diremos que duas 1l-cadeias singulares
¢,d € 61(X) sao homdlogas quando ¢ — d € Bi(X); essa terminologia serd
usada mesmo quando ¢ e d nao forem ciclos (note no entanto que uma 1-
cadeia singular ¢ sé define uma classe de homologia em H;(X) se c € Z1(X)).
Comecamos com alguns lemas.

LEMA 3.3.28. Seja v € Q(X) e seja o: I — I uma aplicagdo continua.
Secd(0)=0eo(l) =1 entio yoo é homdloga a y; se 0(0) =1 e o(1l) =0
entao v o o é homaloga a —.

DEMONSTRAGAO. Suponhamos primeiramente que o(0) = 0 e o(1) =
1. Considere os 1-simplexos singulares o e £(0,1) em I (recorde (3.3.1)).
Claramente 9(c — £(0,1)) = 0, i.e., o — £(0,1) € Zy(I); como Hy(I) = 0
(vide Exemplo 3.3.9) segue que o — £(0,1) € B;(I). Considere a aplicacao
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de cadeia
4 6(I) — 6(X);
temos entao que vx(o —¢(0,1)) € Bi(X). Mas

Y4 (o —£(0,1)) =yoo —v € Bi(X),

donde 7 é homdloga a yoo. O caso 0(0) = 1, o(1) = 0 segue analogamente
observando que o + ¢(0,1) € Z;(I). O

OBSERVAGAO 3.3.29. Em alguns casos desejaremos considerar 1-cadeias
singulares determinadas por curvas 7: [a,b] — X que estdo definidas num
intervalo fechado arbitrario [a, b] (e ndo no intervalo unitdrio I); nesse caso,
com um certo abuso, denotaremos por v € &1(X) o 1-simplexo singular
vol(a,b): I — X; segue do Lema 3.3.28 que yol(a,b) é homdloga a qualquer
reparametrizagdo yoo de v, onde o: I — [a,b] é uma aplicagdo continua tal
que 0(0) = a e o(1) = b (vide também Observagao 3.1.4).

LEMA 3.3.30. Se v, € Q(X) sdo tais que y(1) = p(0) entao v - p €
homdéloga a vy + p; além do mais, para toda v € Q(X) temos que v~ ' ¢
homdloga a —v e para todo xo € X, 04, é homdloga a zero.

DEMONSTRAGAO. A idéia é basicamente a mesma que foi usada na de-
monstracio do Lema 3.3.28. Temos que £(0, 3) +£¢(3,1) —£(0,1) € Z,(I) =
By (I); considerando a aplicagao de cadeia (7y - i) obtemos:

(v- 1) (€00, 3) +€(3,1) = €(0,1)) =y + p—7- p € Bi(X),
donde 7 - 1 é homéloga a v + . O fato que y~! é homdloga a —v segue do
Lema 3.3.28; finalmente, se T': As — X denota a aplicacdo constante igual
a xo obtemos 0T = 04, € B1(X). O

LEMA 3.3.31. Seja K: I x 1 — X uma aplicacdo continua; considerando
as curvas

71 =K 0£((0,0),(1,0)), ~2=Ko£((1,0),(1,1)),
'73:KO£((171)7(071))> ')/4:Ko£((0, 1)7(070))’
obtemos que y1 4+ vy2 + 3 + a4 € homdloga a zero.

DEMONSTRAGAO. Temos que Hi(I x I) =0 (vide Exemplo 3.3.9); além
do mais:

€(<07 0)7 (17 0)) + E((L 0)7 (17 1)) + 5((1, 1)7 (07 1))

(3.3.26)
+£((0,1),(0,0)) € Zi1(I x I) = By (I x I).

A conclusao segue aplicando K4 a (3.3.26). O

Relacionamos agora a classe de homotopia e a classe de homologia de
uma curva y € Q(X).

COROLARIO 3.3.32. Se vy, u € Q(X) sao homotdpicas com extremos fixos
entdo v € homdloga a p.
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DEMONSTRAGAO. Basta aplicar o Lema 3.3.31 a uma homotopia com
extremos fixos K: v = u, levando em conta o Lema 3.3.30. O

OBSERVACGAO 3.3.33. Seja A C X um subconjunto; se v: I — X é uma
curva com extremos em A, i.e., y(0),v(1) € A entdao 9y € Sy(A) e portanto
v € Z1(X, A) define uma classe de homologia v + B (X, A) em H;(X, A).
Segue do Lema 3.3.31 (tendo em mente também o Lema 3.3.30) que se y e i
sao homotopicas com extremos livres em A (recorde Defini¢ao 3.1.25) entao
v e p definem a mesma classe de homologia em H; (X, A).

OBSERVAGAO 3.3.34. Se v e u sao lagos livremente homotépicos em X
(vide Observagao 3.1.16) entao segue facilmente do Lema 3.3.31 (tendo em
mente também o Lema 3.3.30) que v é homdlogo a .

Definimos uma aplicagao
(3.3.27) 0: QX) — 61(X)/Bi1(X)

fazendo O([v]) = v+ B1(X) para cada v € (X); segue do Corolario 3.3.32
que © ¢é bem definida, i.e., nao depende do representante escolhido na classe
de homotopia [7] € Q(X). O Lema 3.3.30 nos diz entao que:

(3.3.28)

O] - [u) = 0] + (1), (™) =-6(hl), ©(osz]) =0,

para todas v, € Q(X) com (1) = u(0) e todo zp € X. Se v € Q(X) é
um lago entao v € Z1(X); fixado xg € X, vemos que © se restringe a uma
aplicagao (também denotada por ©):

(3.3.29) O: m(X,z0) — Hi(X).

Segue de (3.3.28) que (3.3.29) é um homomorfismo de grupos; esse homomor-
fismo é conhecido como o homomorfismo de Hurewicz. O homomorfismo de
Hurewicz é natural no sentido que, dada uma aplicagao continua f: X — Y
com f(xg) = yo o seguinte diagrama comuta:

(X, z0) —— Hy(X)

| |

7T1(Y, yo) T’ Hl(Y)

Se A: I — X é uma curva ligando os pontos zg e x1 entao o homomorfismo
de Hurewicz relaciona-se bem com o isomorfismo Ay entre os grupos funda-
mentais m (X, zg) e m1 (X, z1) (vide Proposicao 3.1.11); mais explicitamente,
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segue de (3.3.28) que temos o seguinte diagrama comutativo:

(3330) 71'1(X, x())

~

A H;(X)

5

T (X, z1)

Mostramos agora o teorema principal da subsecao; recordamos primei-
ramente algumas defini¢bes da teoria dos grupos.

DEFINICAO 3.3.35. Se G é um grupo entao o subgrupo de comutadores de
G, denotado por G, é o subgrupo gerado pelos elementos da forma ghg~th~!
com g,h € G; daf G’ é sempre um subgrupo normal de G (na verdade, G’ é
invariante por todos os automorfismos de G) e portanto G/G’ é um grupo.
Dizemos que G/G' é o grupo abelianizado de G.

O grupo G/G’ é sempre abeliano; na verdade se H é um subgrupo normal
de G entdo G/H é abeliano se e somente se H contém G’.

TEOREMA 3.3.36. Se X € conexo por arcos entao para qualquer ro € X
o homomorfismo de Hurewicz (3.3.29) é sobrejetor e tem como nicleo o
subgrupo de comutadores de m (X, xo); em particular o primeiro grupo de
homologia singular H1(X) € isomorfo ao grupo abelianizado de m (X, xo).

DEMONSTRAGAO. Como o quociente 71 (X, zo)/Ker(0©) = Im(©) é abe-
liano segue que Ker(©) contém o subgrupo de comutadores 71 (X, o) e
portanto © define por passagem ao quociente um homomorfismo:

@Z 7T1(X, $0)/7T1(X, xo), — Hl(X);

nossa estratégia é mostrar que © é um isomorfismo.
Para cada x € X escolha uma curva 7, € Q(X) tal que 7,(0) = z¢ e
Nz(1) = x; vamos agora definir um homomorfismo

U: 61(X) — m(X, x0)/m (X, 20)";

como 71 (X, zg)/m1 (X, x0)" é abeliano e os 1-simplexos singulares de X for-
mam uma base de &;(X) como grupo abeliano livre, ¥ fica bem definido se
fizermos

V() = a([y)] - - ] ™), v € X)),
onde g denota a aplicagao quociente

q: 7T1(X,xo) — 7T1(X,£L'0)/7T1(X,SUO>/.

Vamos mostrar que Bj(X) estd contido no nticleo de ¥; para isso, basta
mostrar que ¥ (97) é o elemento neutro de 7 (X, xg)/m1 (X, zo)" para todo
2-simplexo singular 7" em X. Escrevemos:

(3.3.31) OT =y —m + 2,
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onde 79 = T o l(e1,e3), v1 = T o l(ep,e2) e 2 = T o £(ep,e1). Aplicando ¥
a ambos os lados de (3.3.31) obtemos:

U(OT) = U (v0)¥ (1) W (72)
= q([nrey] - Dol - [l ™ - el - ren] ™)-

Escrevendo [p] = [l(e1,e2)] - [l(e2,e0)] - [€(en,e1)] € Q(A2) entdo (3.3.32)
implica que:

(3.3.32)

V(T = q([nren)] - Te([p]) - 1r(en]™);
como [p] € m1(Ag,e1) temos que [p] = [o,] (vide Exemplo 3.1.15), donde
VOT) = 4([0a,).
Concluimos entao que By (X) C Ker(¥) donde ¥ passa ao quociente e
define um homomorfismo

@Z 61(X)/B1(X) — 7T1(X, 1}0)/7’[‘1(X, 33‘0)/.
A estratégia agora é mostrar que a restrigao V| Hi(x) € um inverso para 0.
Calculemos © o ¥; para v € Q(X) temos:

(©0)(7) = O([ny0)]) + O (1)) — O w)])
= Ny0) +7 — M) + B1(X).
Defina um homomorfismo ¢: So(X) — &;(X) fazendo ¢(x) = 1, para todo
O-simplexo singular x € X; daf (3.3.33) implica que:
(3.3.34) QoW =po(Id—¢od),
onde p: 61(X) — 61(X)/B1(X) denota a aplicagdo quociente e Id denota

a aplicagao identidade de &1(X). Restringindo ambos os lados de (3.3.34)
a Z1(X) e passando ao quociente obtemos:

(3.3.33)

Calculemos agora W o ©; para todo laco v € Q,,(X) temos:

(To8)(a() = ¥() = allnwo))a(W])al[ne,)) ™" = a([7)),
observando que 71 (X, zg)/m1 (X, z0)" é abeliano. Segue que:
(§|H1(X)) (0] @ = Id,
o que completa a demonstracao. O

OBSERVAGAO 3.3.37. Se X ¢é conexo por arcos e (X, z) é abeliano,
segue do Teorema 3.3.36 que o homomorfismo de Hurewicz é um isomorfismo
de 71 (X, z0) sobre Hi(X); isso “explica” porque os grupos fundamentais
m1(X,z9) e m (X, x1) com pontos base diferentes podem ser canonicamente
identificados quando o grupo fundamental do espago é abeliano (compare
com a Observagao 3.1.13 e com o diagrama (3.3.30)).






CAPITULO 4

O Indice de Maslov

4.1. O Indice de uma Forma Bilinear Simétrica

Definimos nesta secdo o indice e o co-indice de uma forma bilinear
simétrica; em dimensao finita esses sao os nimeros de entradas negativas e
positivas de uma matriz diagonalizada de acordo com o Teorema de Inércia
de Sylvester. Demonstramos algumas propriedades simples desses niimeros.

Nesta segao, V denotard sempre um espago vetorial real (nem sempre de
dimensao finita). Recorde que Bgin, (V') denota o espago das formas bilineares
simétricas B: V x V — IR. Comegamos com uma definigao.

DEFINIGAO 4.1.1. Seja B € Bgim (V); dizemos que B é

e definida positiva quando B(v,v) > 0 para todo v € V nao nulo;
e semi-definida positiva quando B(v,v) > 0 para todo v € V;
e definida negativa quando B(v,v) < 0 para todo v € V nao nulo;
e semi-definida negativa quando B(v,v) < 0 para todo v € V.

Dizemos que um subespaco W C V' é positivo com respeito a B (ou também
que W é B-positivo) quando By xw for definida positiva; de modo similar,
dizemos que W é negativo com respeito a B (ou B-negativo) quando B|w xw
for definida negativa.

O indice de B, denotado por n_(B), é definido por:

(4.1.1) n_(B) = sup {dim(W) : W subespago B-negativo de V'}.

O indice de B pode ser um nuimero inteiro nao-negativo ou +o0o. O co-indice
de B, denotado por ny(B), é definido como sendo o indice de —B, ou seja:
7’L+(B) = n_(—B).

Se ao menos um dos nimeros n(B), n_(B) é finito definimos a assinatura

de B por:
sgn(B) = n4(B) — n_(B).
Obviamente o co-indice de B também poderia ser definido como o su-
premo das dimensdes dos subespagos B-positivos de V. Se B € B (V) e
W C V é um subespaco entao obviamente:

(412)  n-(Blwxw) <n-(B), ni(Blwxw) < n.(B).

O leitor deve recordar as definicoes de nicleo de uma forma bilinear
simétrica B (denotado Ker(B); vide (1.1.6)) e do complemento ortogonal de
um subespaco S C V' com respeito a B (denotado S*; vide (1.1.9)). Recor-
de também que B é dita ndo-degenerada quando Ker(B) = {0}. Observe

119
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que na Secao 1.1 consideramos apenas espacos vetoriais de dimensao fini-
ta, mas obviamente as defini¢bes de nicleo, complemento ortogonal e nao-
degenerescéncia fazem sentido para um espaco vetorial V' qualquer; muitos
resultados provados na Secao 1.1 no entanto, fazem uso essencial da finitude
da dimensao (vide Exemplo 1.1.13). Note, por exemplo, que uma forma
bilinear B é nao-degenerada se e somente se seu operador linear associado

(4.1.3) Vv B(v,-)eV*

é injetor; se dim(V') = 400 nao seque que (4.1.3) é um isomorfismo.
DEFINIGAO 4.1.2. Dada B € Bgin(V), a degenerescéncia de B, denotada

dgn(B), é a dimensao (possivelmente infinita) do nicleo Ker(B). Dizemos

que um subespago W C V' é nao-degenerado com respeito a B (ou também
que W é B-nao-degenerado) quando Bly xw for ndo-degenerada.

EXEMPLO 4.1.3. A degenerescéncia de uma forma bilinear simétrica nao
é mondtona relativamente a inclusao de subespacos (diferentemente do indice
e do co-indice; vide (4.1.2)). Por exemplo, se V = IR? e consideramos a
forma bilinear simétrica

(4.1.4) B((z1,11), (x2,42)) = 122 — Y132
entdo dgn(B) = 0; se W é o subespago gerado pelo vetor (1, 1) temos:
dgn(Blww) = 1 > 0 = dgn(B).
Por outro lado, se B é definida por
B((x1,91), (w2,92)) = 122
e se W é o subespaco gerado pelo vetor (1,0) entao
dgn(Blww) = 0 < 1 = dgn(B).

ExEMPLO 4.1.4. Se T: Vi — V45 é um isomorfismo e se B € Bgin (V1)
entao podemos considerar a forma bilinear simétrica Ty (B) € Bsim(V2) ob-
tida fazendo o push-forward de B através de T. Dai é claro que T mapeia
subespacos negativos e positivos de B respectivamente sobre subespagos
negativos e positivos de Ty(B); também Ker(T.(B)) = T(Ker(B)). Em
particular temos:

n4 (T*(B)) = n-‘r(B)? n— (T*(B)) = n—(B)7 dgn(T*(B)) = dgn(B)‘

OBSERVAGAO 4.1.5. Segue da Proposicao 1.1.11 e da Observacao 1.1.14
que se W C V é um subespaco B-nao-degenerado de dimensdo finita entao
V=W ®&WH" (mesmo que dim(V) = 400).

Recorde que se W C V' é um subespacgo entao a co-dimensao de W em
V é definida por:

co-dimy (W) = dim(V/W);
esta pode ser finita mesmo quando dim(W) = dim(V) = +oco. A co-
dimensao de W em V coincide obviamente com a dimensao de qualquer
subespaco complementar de W em V.
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O seguinte lema e corolario sdo a ferramenta basica para o céalculo de
indices.

LEMA 4.1.6. Seja B € Bsn(V); se Z C V é um subespago onde B €
semi-definida positiva entdo

n_(B) < co-dimy (Z).

DEMONSTRAGAO. Se B é definida negativa num subespagco W C V
entdao W N Z = {0} e portanto a aplicacao quociente q: V- — V/Z leva W
isomorficamente sobre um subespagco de V/Z. Logo dim(W) < co-dimy (Z).

[l

COROLARIO 4.1.7. Suponha que V = Z & W com B semi-definida posi-
tiva em Z e negativa definida em W ; entao n_(B) = dim(W).

DEMONSTRAGAO. E claro que n_(B) > dim(W) e segue do Lema 4.1.6
que n_(B) < co-dimy (Z) = dim(W). O

OBSERVAGAO 4.1.8. Obviamente todo resultado envolvendo indices (co-
mo o Lema 4.1.6 e o Corolério 4.1.7) admite uma versao correspondente en-
volvendo co-indices; basta trocar B por —B. Enunciaremos em geral apenas
os resultados envolvendo indices e deixaremos os correspondentes resultados
sobre co-indices subentendidos. Da mesma forma, resultados sobre formas
bilineares simétricas (semi-)definidas negativas correspondem, trocando B
por —B, a resultados sobre formas bilineares simétricas (semi-)definidas po-
sitivas; enunciaremos em geral apenas uma das versoes e usaremos também
a outra sem mais comentarios.

PRrROPOSIGAO 4.1.9. Se B € Bin(V) e V. = Z & W com B definida
positiva em Z e definida negativa em W entao B € nao-degenerada.

DEMONSTRAGAO. Seja v € Ker(B); escreva v = vy +v_ com vy € Z e
v— € W. Dai:
(415) B(U,U+) :B(U+,U+)+B(U_,U+) :07
(4.1.6) B(v,v_) = B(vy,v-) + B(v_,v_) = 0;
de (4.1.5) vem B(v4,v_) < 0ede (4.1.6) vem B(v4,v_) > 0, donde obtemos
B(v4,v_) =0. Dai (4.1.5) implica v; = 0 e (4.1.6) implica v_ = 0. O

TEOREMA 4.1.10 (de inércia de Sylvester). Suponha que dim(V) =n <
+oo e seja B € Bgim (V); entao existe uma base de V' na qual a matriz de B
€ dada por:

Iy Opxq Opxr
(417) 77p7q - qup _Iq 0q><7» 5
01"><p O7’><q 07’
onde Onxg, 0 € Iy denotam respectivamente a matriz zero o X 3, a matriz
zero a X « e a matriz identidade o X o
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Os numeros p, q e v sao unicamente determinados pela forma bilinear
simétrica B; temos:

(4.1.8) ny(B)=p, n_(B)=gq, dgn(B)=r.

DEMONSTRAGAO. A existéncia de uma base (b;)_; que deixa B na for-
ma canonica (4.1.7) segue do Teorema 1.1.15, multiplicando os vetores da
base fornecida por esse teorema por escalares adequados. Para provar que
p, ¢, T sao unicamente determinados por B (i.e., ndo dependem da esco-
lha da base) basta na verdade provar (4.1.8). Se Z é o subespago gerado
por {b;}i_y U{bi}i, 11 © W é o subespaco gerado pelos vetores {bi}f;rgﬂ
entao V = Z ® W, B é semi-definida positiva em Z e negativa definida em
W; segue do Corolario 4.1.7 que n_(B) = dim(W) = ¢. De modo similar
segue que ny(B) = p. Como é facil ver que Ker(B) é gerado pelos vetores
{bi}i i g1 concluimos que dgn(B) = r. O

COROLARIO 4.1.11. Seja B € B (V) e suponha dim(V) < 400. Se g
é um produto interno em V (i.e., g € Bsm (V) e g € definida positiva) e se
T € L(V) € tal que B = g(T-,-) entao o indice (respectivamente, o co-indice)
de B € igual a soma das multiplicidades dos autovalores negativos (respec-
tivamente, positivos) de T'; a degenerescéncia de B € igual a multiplicidade
do autovalor nulo em T'.

DEMONSTRAGAO. Como T é g-simétrica, existe uma base ortonormal
com respeito a g que diagonaliza T, sendo a diagonal da matriz em questao
formada pelos autovalores de 1" repetidos de acordo com a multiplicidade;
nessa base, B serd representada pela mesma matriz. Multiplicando os ve-
tores dessa base por escalares adequados, colocamos B na forma candnica
(4.1.7); essa operagdo nao muda os sinais dos elementos da diagonal da
matriz que representa B. A conclusao segue agora do Teorema 4.1.10. [J

EXEMPLO 4.1.12. A conclusao do Corolario 4.1.11 vale se denotarmos
por T a matriz que representa B numa base qualquer; de fato, observe que
qualquer base é ortonormal para algum produto interno g. Recorde que o
determinante e o traco de uma matriz sao iguais respectivamente ao produ-
to e & soma de seus autovalores (repetidos de acordo com multiplicidade);
no caso dim(V) = 2, segue que o determinante e o trago da matriz que
representa B numa base qualquer determinam completamente os nimeros

ny(B), n_(B) e dgn(B).
LEMA 4.1.13. Suponha que B € Bgin, (V) € semi-definida positiva; entdo:

Ker(B) = {v eV : B(v,v) = 0}.

DEMONSTRAGAO. Seja v € V com B(v,v) = 0 e seja w € V arbitrario;
devemos mostrar que B(v,w) = 0. Se v e w sao linearmente dependentes,
isso é trivial; caso contrario, v e w formam uma base de um subespaco
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bidimensional na qual (a restrigao de) B é representada pela matriz:

(4.1.9) ( 5553 g((s)zvv)) )

Segue do Corolario 4.1.11 (vide Exemplo 4.1.12) que o determinante de
(4.1.9) é nao-negativo, ou seja:

B(U> w)2 < B(U7 U)B(wa w) =0,
o que completa a demonstracao. O

COROLARIO 4.1.14. Se B € Bgm(V) € semi-definida positiva e ndio-
degenerada entao B € definida positiva. O

Obtemos agora uma versao generalizada da desigualdade de Cauchy-
Schwarz.

PROPOSIGAO 4.1.15. Sejam dados B € Bgm (V) e vetores v,w € V.
Temos entao:

e sew, w sao linearmente dependentes ou se v, w geram um subespacgo
bidimensional B-degenerado entdo

B(v,w)? = B(v,v)B(w, w);

e se v, w geram um subespaco bidimensional B-positivo ou B-nega-
tivo entao

B(v,w)? < B(v,v)B(w, w);

e se v, w geram um subespaco bidimensional onde B tem indice e
co-indice iguais a 1 entao

B(v,w)? > B(v,v) B(w, w);
as possibilidades acima sdo eraustivas e mutuamente exclusivas.

DEMONSTRAGAO. O caso em que v, w sao linearmente dependentes é
trivial; os outros seguem diretamente do Coroldrio 4.1.11 (vide também
Exemplo 4.1.12), levando em conta que a matriz que representa a restri¢ao
de B ao subespaco gerado por v e w (na base v,w) é dada por (4.1.9). O

DEFINIGAO 4.1.16. Dada B € Bgn(V), dizemos que dois subespagos
Vi e Vo de V sdo ortogonais com respeito a B (ou B-ortogonais) quando
B(vy,v2) = 0 para todos vy € Vi, vg € Vo; uma decomposigao em soma direta
V =V1 @V, com Vi, V5 subespagos B-ortogonais é dita uma decomposi¢ao
B-ortogonal.

LEMA 4.1.17. Seja B € Bgin(V); se V.= Vi @ Vy € uma decomposicao
B-ortogonal e se B € definida negativa (respectivamente, semi-definida ne-
gativa) em Vi e em Va entao B é definida negativa (respectivamente, semi-
definida negativa) em V.
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DEMONSTRAGAO. Segue do seguinte cdlculo simples:
B(vi +wv2,v1 +v2) = B(vi,v1) + B(v2,v2), wv1 € V1, va € Vo,
O

DEFINIGAO 4.1.18. Dada B € By (V), dizemos que um subespago
W C V é negativo maximal com respeito a B se W for B-negativo e nao
estiver propriamente contido em nenhum subespago B-negativo; de maneira
similar, dizemos que W ¢ positivo maximal se W for B-positivo e nao estiver
propriamente contido em nenhum subespaco B-positivo.

COROLARIO 4.1.19. Sejam B € Bsm(V) e W C V um subespaco nega-
tivo mazimal com respeito a B (por exemplo, se dim(W) =n_(B) < +00);
dat se Z C V € um subespaco B-ortogonal a W entdo B ¢ semi-definida
positiva em Z.

DEMONSTRAGAO. Pelo Lema 4.1.17, a soma de qualquer subespaco ne-
gativo nao nulo de Z com W seria um subespago negativo contendo W
propriamente; a conclusao segue. U

COROLARIO 4.1.20. Dada B € Bsim (V') entdo:
dim(V) = n4(B) + n_(B) + dgn(B).

DEMONSTRAGAO. Se um dos nimeros ny(B), n_(B) ¢ infinito o resul-
tado é trivial. Suponha entdo que esses numeros sao ambos finitos; seja
W C V um subespaco negativo com dim(W) = n_(B) e seja Z C V um
subespaco positivo com dim(Z) = n4(B). Pela Proposigao 4.1.9 temos que
B é nao-degenerada em Z @ W e segue portanto da Observacao 4.1.5 que

V=ZoWao(ZeW)*.

Pelo Corolario 4.1.19 temos que B é semi-definida positiva e semi-definida
negativa em (Z ® W)+, donde B ¢ identicamente nula em (Z @ W)L; segue
agora que Ker(B) = (Z @ W)*, o que completa a demonstraco. O

COROLARIO 4.1.21. Se W C V € um subespaco negativo mazximal com
respeito a B € Bsim(V') entao n_(B) = dim(W).

DEMONSTRAGAO. Se dim(WW) = 400 o resultado é trivial; caso con-
trério, segue da Observacao 4.1.5 que V.= W@W . Pelo Corolério 4.1.19, B
é semi-definida positiva em W e a conclusao segue entao do Corolario 4.1.7.

O

OBSERVAGAO 4.1.22. Podemos concluir agora que o supremo que apa-
rece na definigdo de indice (4.1.1) é na verdade um mdzimo, i.e., sempre
existe um subespago B-negativo W C V com n_(B) = dim(W); de fato,
se n_(B) < 400 essa afirmagao ¢é trivial. Se n_(B) = 400, segue do Co-
rolario 4.1.21 que nenhum subespaco negativo de dimensao finita é maximal.
Se nao houvesse um subespago negativo de dimensao infinita, poderiamos
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construir uma seqiiéncia estritamente crescente Wy C Wy C --- de subes-
pagos negativos; dai W = |J,,~; W, é um subespaco negativo de dimensao
infinita, contradizendo a hipétese.

Na verdade, segue do Lema de Zorn que toda forma bilinear simétrica
admite um subespaco negativo maximal.

PROPOSIGAO 4.1.23. Seja B € Bsim(V); se V.=V, @ Vy € uma decom-
posicao B-ortogonal entao:

(4.1.10) n+(B) :n+(B|V1><V1) +n+(B|V2><V2)7
(4.1.11) n_(B) = n_(Blvixn) + n—(Blix1a),
(4.1.12) dgn(B) = dgn(Blv,xv,) + dgn(Bliyxis)-

DEMONSTRAGAO. A identidade (4.1.12) segue de
Ker(B) = Ker(B|v, xv;) ® Ker(B|v,x1z)-

Mostremos (4.1.11). Se B tem indice infinito em V; ou em V5 o resultado

é trivial; suponha entao que esses indices sao finitos. Seja W; C V; um

subespago B-negativo com n_ (B’Vixvi) = dim(W;), i = 1,2. Pela Obser-

vagao 4.1.5 podemos encontrar uma decomposicao B-ortogonal V; = Z;&W;;

segue do Corolario 4.1.19 que B deve ser semi-definida positiva em Z;. Dai:
V=W W) & (Z1® Z),

onde, pelo Lema 4.1.17, B é definida negativa em W; & Ws e semi-definida
positiva em Z; @ Zs. A identidade (4.1.11) segue agora do Corolario 4.1.7;
a identidade (4.1.10) segue trocando B por —B. O

COROLARIO 4.1.24. Seja B € Bgm(V) e seja N C Ker(B); se W CV €
um complementar qualquer de N entdo valem as identidades:

ni(B) =y (Blwxw), n-(B)=n_(Blwxw),
dgn(B) = dgn(Blwxw) + dim(N);
se N = Ker(B) entdo B ¢é nao-degenerada em W.

(4.1.13)

DEMONSTRAGAO. As identidades em (4.1.13) seguem trivialmente da
Proposicao 4.1.23, ja que V = W & N é uma decomposicao B-ortogonal. Se
N = Ker(B), a nao-degenerescéncia de B em W é 6bvia. O

OBSERVAGAO 4.1.25. Se N é um subespaco de Ker(B) entdo B passa ao
quociente e define uma forma bilinear simétrica B € Bgim(V/N) dada por:

B(vi + N,vs + N) = B(vi,v2), wv1,v3 € V.

Se W C V ¢ um complementar qualquer de N entao temos um isomorfismo
q: W — V/N obtido por restrigdo da aplicagdo quociente; além do mais, B
é o push-forward de B|w xw através de q. Segue entao do Corolério 4.1.24

(vide também Exemplo 4.1.4) que:
ny(B)=ny(B), n_(B)=n_(B), dgn(B)=dgn(B)+dim(N);
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se N = Ker(B) entdo temos também que B ¢ niao-degenerada.

EXEMPLO 4.1.26. O Lema 4.1.17 (e a Proposigao 4.1.23) nao vale se os
espacos Vi e V ndo sdo B-ortogonais; por exemplo, se V = IR? e se conside-
rarmos a forma bilinear simétrica B em (4.1.4) entao n_(B) = ny(B) =1,
mas podemos escrever IR? como soma direta dos subespacos gerados pelos
vetores (0, 1) e (1,2), ambos negativos.

Na proposicao a seguir generalizamos o Lema 4.1.17 mostrando que se
V =V & V5 onde Vi e Vs sao subespacos B-negativos tais que o produto
de elementos de Vi com elementos de V5 é “pequeno relativamente a seus
comprimentos” entao V é B-negativo.

PROPOSIGAO 4.1.27. Seja B € Bgim (V) e suponha que V' se escreve como
soma direta de subespacos B-negativos V.=V, @ Vo, se para todos vy € V7,
vy € Vo nao nulos vale a condi¢do

(4114) B(Ul,UQ)Q < B(Ul,vl)B(Ug,Ug)
entdo B € definida negativa em V.

DEMONSTRAGAO. Sejav € V nao nulo e escreva v = v1+v9 com vy € V7,
vg € V. Devemos mostrar que B(v,v) < 0 e obviamente basta considerar o
caso em que vj e vy sdo nao nulos; mas a hipdtese (4.1.14) juntamente com
a Proposicao 4.1.15 implicam que o subespaco bidimensional gerado por v;
e vo é B-negativo, o que completa a demonstragao. O

OBSERVAGAO 4.1.28. Pode-se mostrar também uma versao da Propo-
si¢ao 4.1.27 supondo apenas que B seja semi-definida negativa em Vi e V5 e
que

(4.1.15) B(’Ul,vg)2 S B(Ul,Ul)B(’Ug,’Ug),

para todos v; € Vi, ve € Va. Conclui-se ai que B é semi-definida negativa em
V. A demonstracao é andloga aquela feita para a Proposicao 4.1.27, levando
em conta que se vi,vo € V sao vetores linearmente independentes tais que
B(v;,v;) <0,7=1,2e tais que (4.1.15) vale entao B é semi-definida negativa
no subespaco bidimensional gerado por v; e vy (vide Exemplo 4.1.12).

4.1.1. A evolugao do indice numa familia a um parametro de
formas bilineares simétricas. Nesta subse¢ao estudaremos a evolugao da
fungdo n_(B(t)) onde t — B(t) é uma familia a um pardmetro de formas
bilineares simétricas num espago V.

Convencionamos nesta subsecao que V' denota sempre um espago vetorial
real de dimensao finita:

dim(V) < 4o0.
Escolhemos uma norma arbitraria em V' denotada por || - ||; definimos entao
a norma de uma forma bilinear B € B(V') fazendo:
IB|| = sup |B(v,w)|.

v||<1
lwll<1
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Observe na verdade que, como V e B(V) tem dimensao finita, qualquer
outra escolha de norma induziria a mesma topologia nesses espagos.

Mostremos primeiramente que a condicao n_(B) > k (para algum k
fixo) é aberta.

LEmMA 4.1.29. Fizado k > 0 entao o conjunto das formas bilineares
simétricas B € Bsim (V) tais que n_(B) > k € aberto em Bgim(V').

DEMONSTRAGAO. Seja B € Bgm (V) com n_(B) > k; existe portanto
um subespago k-dimensional B-negativo W C V. Como a esfera unitaria de
W é compacta temos:

sup B(v,v) =¢ < 0;
veW
lvll=1

segue diretamente agora que se A € Bsm(V) e ||A — B| < |c|/2 entao A é
definida negativa em W e portanto n_(A) > k. g

COROLARIO 4.1.30. Fizado k > 0 entdo o conjunto das formas bilineares

simétricas nao-degeneradas B € Bgim (V) tais que n_(B) = k € aberto em
Bsim (V).

DEMONSTRAGAO. Se B € B (V') é ndo-degenerada e n_(B) = k entao
n4(B) = dim(V') —k (vide Corolério 4.1.20); pelo Lema 4.1.29, para A numa
vizinhanga de B em Bsjm (V') temos n_(A) > k e ny(A) > dim(V') —k donde
n_(A) =k edgn(A4) =0. O

COROLARIO 4.1.31. Seja t — B(t) uma curva continua em Bgm (V)

definida em algum intervalo I; se B(t) € ndao-degenerada para todo t € I
entao n_(B(t)) e ny(B(t)) sao constantes em 1.

DEMONSTRAGAO. Pelo Corolério 4.1.30 o conjunto dos instantes ¢t € I
tais que n_(B(t)) = k é aberto em I para cada k =0,1,...,dim(V) fixado;
a conclusao segue da conexidade do intervalo I. O

O Corolario 4.1.31 nos diz que o indice n_(B(t)) e o co-indice n4(B(t))
s6 podem mudar quando B(t) degenera; o teorema a seguir nos diz como
computar essa mudanca quando t +— B(t) é de classe C*.

TEOREMA 4.1.32. Seja B: [to,t1] — Bsim(V) uma curva de classe C;
escreva N = Ker(B(t)). Suponha que a forma bilinear B'(to)|nxn € ndo-
degenerada; entdo existe € > 0 tal que para t € lto,to + €[ a forma bilinear
B(t) € nao-degenerada e valem as identidades:

ni(B(t)) = ny(B(to)) + ny (B'(to)|nxn),
n_(B(t)) = n_(B(to)) + n—(B'(to)|nxn)-
A demonstracao seguird facilmente do seguinte:

LEMA 4.1.33. Seja B: [to,t1] — Bsim(V) uma curva de classe C*; es-
creva N = Ker(B(tg)). Se B(ty) é semi-definida positiva e B'(to)|nxn €
definida positiva entdo existe € > 0 tal que B(t) € definida positiva para
t € Jto, to + €.
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DEMONSTRAGAO. Seja W C V um subespaco complementar a N; segue
do Corolario 4.1.24 que B(tg) é nao-degenerada em W e do Corolario 4.1.14
que B(ty) é definida positiva em . Escolha uma norma qualquer em V;
como a esfera unitaria de W é compacta temos que:

(4.1.16) inf B(to)(w,w) = ¢p > 0;

weW

lwll=1
analogamente, como B’(ty) é definida positiva em N temos:
(4.1.17) inf B'(to)(n,n) =c1 > 0.

Como B é continua, existe € > 0 tal que

IB(t) - Blto)| < 5. teltoto+el,
donde segue de (4.1.16) que:
(4.1.18) nf B(t)(w,w) > 02—0 >0, teltoto+el.

[[w][=1

Como B é derivavel em ty podemos escrever:

(@119) B = Blto) + (— t0)B (i) +r(0). com Jim 1~

e dai, diminuindo £ > 0 se necessario teremos:
c
(4.1.20) Ir(®)]| < El(t —t), tE€ [to,to+el;
de (4.1.17), (4.1.19) ¢ (4.1.20) vem:
4.1.21 inf B(t >
( ) ||”H|€|1N1 (t)(n,n) =
nll=

Segue de (4.1.18) e (4.1.21) que B(t) é positiva definida em W e em N para
t € Jto,to + €[; tomando c3 = ||B(to)| + § obtemos de (4.1.19) e (4.1.20)
que:

C
El(t —to), t€]to,to+el.

(4.1.22) |B(t)(w,n)| < (t —to)es, t € [to, o+ €],
sempre que w € W, n € N e |jw|| = |n]| = 1. Diminuindo ¢ > 0 se
necessario, juntando (4.1.18), (4.1.21) e (4.1.22) obtemos:
B(t)(w,n)? < (t — t9)22 < 24t —¢
- (0w n)? < (¢~ 106 < “L (1~ 10)
< B(t)(w,w) B(t)(n,n), t€lto,to+e[,
para todos w € W, n € N com ||w|| = ||n| = 1; mas (4.1.23) implica:

B(t)(w,n)? < B(t)(w,w) B(t)(n,n), t € to,to+e|,

para todos w € W, n € N nao nulos. A conclusao segue agora da Propo-
sicao 4.1.27. U
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DEMONSTRAGAO DO TEOREMA 4.1.32. Pelo Teorema 4.1.10 existe u-
ma decomposicao V =V, & V_ & N sendo V, e V_ respectivamente um
subespago B(tp)-positivo e um subespago B(tp)-negativo; similarmente, po-
demos escrever N = N, & N_ sendo N, um subespago B’(ty)-positivo e N_
um subespago B’(tp)-negativo. Obviamente:

ny(Blto) = dim(Vy), n_(B(to)) = dim(V_),

n (B (to)lwxw) = dim(N), n_ (B (to) | nxn) = dim(N_);
aplicando o Lema 4.1.33 para a restricao de B a V. ¢ N e para a restricao
de —B a V_@® N_ concluimos que existe € > 0 tal que B(t) é definida positiva

em V; @ N, e definida negativa em V_ @ N_ para t € |ty, to + £[; a conclusao
segue agora do Corolério 4.1.7 e da Proposigao 4.1.9. O

COROLARIO 4.1.34. Se t — B(t) € Bsm(V) € uma curva de classe
Cl definida numa vizinhanca do instante ty € IR e se B'(ty)|nxn € ndo-
degenerada, onde N = Ker(B(tg)), entdo para € > 0 suficientemente peque-
no temos:

ny (B(to +€)) — ny (B(to — €)) = sgn (B’ (to) v )-

DEMONSTRAGAO. Segue do Teorema 4.1.32 que para € > 0 suficiente-
mente pequeno temos:

(4.1.24) ny(B(to + €)) = ny (B(to)) + ny (B'(to)|nxn);
aplicando o Teorema 4.1.32 para a curva ¢t — B(—t) obtemos:

(4.1.25) ni(B(to — €)) = ny.(B(to)) + n—(B'(to) | vxn)-
A conclusao segue subtraindo as equagoes (4.1.24) e (4.1.25). O

Por razoes técnicas precisaremos de uma versdo uniforme do Teore-
ma 4.1.32.

PROPOSIGAO 4.1.35. Seja X um espago topoldgico e seja dada uma apli-
cacdo continua

X % [to,t1] 3 (A1) — By(t) = B\ 1) € Beim(V)

derivavel na varidvel t, de modo que %—Jf também é continua em X X [to,t1].
Escreva Ny = Ker(BA(to)); suponha que dim(Ny) ndo depende de A € X e
que Bf\o (to) = %—?(Ao,to) ¢ ndo-degenerada em Ny, para um certo A\g € X.
Entao existe € > 0 e wma vizinhang¢a 4 de Ao em X de modo que B)(to) €
nao-degenerada em Ny e By(t) € nao-degenerada em V para todo X € i e
todo t € Jto,to + ¢l

DEMONSTRAGAO. Mostremos primeiramente que o caso geral pode ser
reduzido ao caso em que Ny nao depende de A € X. Com esse objetivo, seja
k = dim(Ny) (que por hipétese nao depende de A € X'). Como o niicleo de
uma forma bilinear coincide com o nicleo de seu operador linear associado,
segue da Proposicao 2.4.11 que a aplicagdo A — Ny € Gi(V') é continua em
X; usando agora a Proposicao 2.4.6 encontramos uma aplicacao continua
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A: U — GL(V) definida numa vizinhanga $ de Ay em X de modo que para
cada A € Y, o isomorfismo A(X) leva Ny, sobre Ny. Defina entao:

Ba(t) = AN (Ba(1)) = Ba(t) (AN A(N) - ),

para todo A € { e todo t € [ty,t1][. Dal Ker(EA(to)) = N), para todo A € 4;
além do mais, a aplicagao B definida em U x [to, t1[ satisfaz as hipSteses da
proposicao e a validade da tese sobre B implicara na validade da tese sobre
B.
O argumento acima mostrou que nao ha perda de generalidade em supor
que
KGI'(B)\(t())) = N,

para todo A € X; note que, como %—? é continua entdo obviamente B (o)

é nao-degenerada em N para A numa vizinhanca de A\g em X. Dividimos o
restante da demonstragao em dois casos.

(1) Supomos que By, (to) ¢ semi-definida positiva e que B} (to) € definida
positiva em N;

seja W um subespago complementar de N em V; dai Bj,(to) ¢é
definida positiva em W. Segue entdo que B)(tg) é definida positiva em
W e que B (to) é definida positiva em N para todo A numa vizinhanga
de Mg em X'; note que, por hipétese, Ker(BA(to)) = N para todo A € 4.
Dai para cada A € { o Lema 4.1.33 nos fornece um niimero e(A) > 0
tal que By (t) é definida positiva para todo t € ]tg,to + e(\)[; devemos
apenas analisar mais de perto as estimativas feitas na demonstragao
desse lema para ver que é possivel escolher £ > 0 independentemente de
A, quando A varia numa vizinhanca suficientemente pequena de Ag em
X.

A ftnica estimativa mais delicada aparece em (4.1.20). A férmula
(4.1.19) define agora uma funcao ry(t); para cada A € 4, aplicamos a
desigualdade do valor médio para a fungao t — o(t) = By(t) — tB}(to)
e obtemos:

lo(t) = alto)ll = [lra®)l < (t = to) sup lo’(s)]

= (t—to) sup [|Bj(s) — Bi(to)]-
s€lto,t]

Com a estimativa acima ¢é facil agora obter a conclusao desejada.

(2) Mostramos o caso geral,
tendo em mente que Ker(By(fg)) = N ndo depende de A € X,
repitimos o argumento que aparece na demonstragao do Teorema 4.1.32,
trocando B(tg) por By, (to), B'(to) por B}, (to) e B(t) por Bi(t); usamos
o passo (1) acima em vez do Lema 4.1.33.
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ExXEMPLO 4.1.36. O Teorema 4.1.32 e seu Corolario 4.1.34 nao valem
sem a hipGtese que B’'(tg) seja ndo-degenerada em N = Ker (B (to)); contra-
exemplos sao faceis de construir considerando matrizes diagonais B(t) €
Bsim (IR™). Uma anélise ingénua do caso em que as formas bilineares B(t) sao
simultaneamente diagonalizaveis nos levaria a conjecturar que quando B’(t()
é degenerada em Ker (B (to)) entao seria possivel determinar a variacao do
co-indice de B(t) quando t passa por tp usando termos de ordem superior no
polinémio de Taylor de B(t)|nxn em torno de t = t5. O seguinte exemplo
mostra que isso nao é possivel.

Considere as curvas By, By: IR — Bgim(IR?) dadas por:

m=(y p ) B0=(p )

temos B1(0) = By(0) e N = Ker(B1(0)) = Ker(B2(0)) = {0} & IR. Observe
que By (t)|nxn = Ba2(t)|nxn para todo t € IR, de modo que toda a expansao
de Taylor de Bj coincide com a de Bz em N; por outro lado, para € > 0
suficientemente pequeno temos:

04 (Bi(e) = ny (Bi(—e) =1 -1 =0,
n+(Ba(e)) —ny(Ba(—e)) =2 -1 = L.

Nosso objetivo agora é mostrar que a base fornecida pelo Teorema de
Inércia de Sylvester pode ser escrita como fungao diferenciavel do parametro
t quando B depende diferenciavelmente desse parametro. Para isso, consi-
dere a agao do grupo linear geral GL(V') no espaco Bgin (V') dada por:

(4.1.26) GL(V) x Bsim(V) 3 (T, B) — T.(B) = B(T ', T7%) € By (V);

segue do Teorema de Inércia de Sylvester (Teorema 4.1.10) que as drbitas
dessa agao sao os conjuntos:

BP(V) = {B € Bsim(V) :ny(B) =p, n_(B) = ‘J}’

comp+q=0,1,...,dim(V). Além do mais, fixados p e ¢ os conjuntos
{B € Ban(V) iny(B) 2 p, n_(B) 2 q} e
{B € Bsim(V) : ny(B) <p, n—(B) < Q}

s@o respectivamente um aberto e um fechado de Bgjy, (V'), pelo Lema 4.1.29;
segue que o conjunto BL? (V) ¢é localmente fechado em Bgim(V) (recorde
Defini¢ao 2.1.11). Dessas observagoes obtemos o seguinte:

LEMA 4.1.37. O conjunto BES (V) é uma subvariedade mergulhada cone-
za de Bgsim (V) para quaisquer inteiros p,q >0 com p+q =0,1,...,dim(V).

DEMONSTRAGAO. O fato que BE4 (V) é uma subvariedade mergulhada

de Bgim (V') segue do Teorema 2.1.12. A conexidade de B! (V') segue do fato
que a restricdo da acao (4.1.26) a GL (V) é ainda transitiva em BZ? (V);

S1im
essa ultima afirmagao segue da observacao que, fixada uma orientagao em V/,
a base (b;)!"_, dada pelo Teorema de Inércia de Sylvester pode ser escolhida

positivamente orientada (trocando b; por —b; se necessario). O
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COROLARIO 4.1.38. O conjunto das formas bilineares simétricas nao-
degeneradas em V' é um aberto em Bgim (V') cujas componentes conezxas (por

arcos) sao os conjuntos Bfi’r?l_k(V), k=0,1,...,n, onde n = dim(V).
DEMONSTRAGAO. Segue do Corolario 4.1.30 e do Lema 4.1.37. U

Obtemos agora a extensao desejada do Teorema de Sylvester.

PROPOSIGAO 4.1.39. Dada uma curva B: [a,b] — Bsm(V) de classe C*
(0 < k < +00) tal que os inteiros n_(B(t)) e ny(B(t)) ndo dependem de
t € [a,b] entdo existem aplicacoes b;: [a,b] — V de classe C*, i =1,... n,
de modo que para cada t € [a,b] os vetores (b;(t))?_, formam uma base de
V' na qual B(t) assume a forma canonica (4.1.7).

DEMONSTRAGAO. Sejam p e ¢ tais que ny(B(t)) = p, n_(B(t)) = ¢
para todo t € [a, b]; tendo em mente a ac@o transitiva (4.1.26) de GL(V) em
B (V), segue do Coroldrio 2.1.15 que, fixada By € BY? (V), a aplicagao

S1im
é uma fibracao diferencidavel. Segue da Observacao 2.1.18 que existe uma
aplicacdo T': [a,b] — GL(V) de classe C* tal que T(t)«(Bg) = B(t) para
todo t € [a,b]. Escolhendo uma base (b;)"_; de V' que coloca By na forma
canonica (4.1.7), definimos b;(t) =T'(t)-b; parai =1,...,net € [a,b]. Isso
completa a demonstragao. O

4.2. Definigao e Calculo do Indice de Maslov

Nesta segao introduzimos o indice de Maslov (relativamente a um La-
grangeano fixado Lg) de uma curva no Grassmanniano de Lagrangeanos de
um espago simplético (V,w); tal indice serd um nimero inteiro que corres-
ponde a uma contagem algébrica do nimero de intersegoes dessa curva com
o conjunto A=1(Lg).

A defini¢ao do indice de Maslov sera feita usando homologia singular
relativa e portanto assumimos familiaridade com o maquinério introduzido
na Secao 3.3. Usaremos varios fatos sobre a geometria do Grassmanniano
de Lagrangeanos A mostrados na Secgao 2.5 (principalmente Subsecao 2.5.1).
Serd necessario calcular o grupo fundamental de A e para isso usaremos a
seqiiéncia exata longa de homotopia da fibragao, estudada na Segao 3.2.
Esse cédlculo segue a mesma linha de idéias dos exemplos que aparecem
na Subsecao 3.2.1; como naquela subsecao, omitiremos por simplicidade o
ponto base quando nos referirmos ao grupo fundamental de um espago (vi-
de Corolario 3.1.12 e Observacoes 3.1.13 e 3.3.37; veremos que 0S grupos
fundamentais que aparecem nesta se¢ao sao todos abelianos). Finalmente,
para relacionar o grupo fundamental de A com seu primeiro grupo de ho-
mologia singular precisaremos do homomorfismo de Hurewicz estudado na
Subsecao 3.3.1.

Durante esta segao consideraremos fixo um espaco simplético (V,w) com
dim(V') = 2n; denotamos por A o Grassmanniano de Lagrangeanos desse
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espaco simplético. Recorde que pelo termo “curva” entendemos sempre
curva continua.

Sabemos que o Grassmanniano de Lagrangeanos A é difeomorfo ao quo-
ciente U(n)/O(n) (vide Corolério 2.5.12). Considere o homomorfismo:

d = det*: U(n) — S,

onde S C C denota o circulo unitario; se A € O(n) entdo obviamente
det(A) = £1, donde O(n) C Ker(d). Segue que d induz por passagem ao
quociente uma aplicacao:
(4.2.1) d: U(n)/O(n) — S*,
dada por d(A - O(n)) = det?(A). Temos a seguinte:

PROPOSIGAO 4.2.1. O grupo fundamental do Grassmanniano de Lagran-
geanos A = U(n)/O(n) € ciclico infinito; mais explicitamente, a aplicag¢do
(4.2.1) induz um isomorfismo:

di: 71 (U(n)/O(n)) — m(shH =z

DEMONSTRAGAO. Segue do Corolario 2.1.16 que d é uma fibracdo com
fibra tipica Ker(d)/O(n). E facil ver que a acdo de SU(n) em Ker(d)/O(n)
por translacao a esquerda é transitiva e que o subgrupo de isotropia da classe
1-O(n) do elemento neutro é SU(n)NO(n) = SO(n); segue do Corolério 2.1.9
que temos um difeomorfismo

SU(n)/SO(n) = Ker(d)/O(n)

induzido pela inclusao de SU(n) em Ker(d). Como SU(n) é simplesmente
conexo e SO(n) é conexo, segue facilmente da seqiiéncia exata de homotopia
da fibragao SU(n) — SU(n)/SO(n) que SU(n)/SO(n) é simplesmente cone-
x0. Dai Ker(d)/O(n) também é simplesmente conexo e a seqiiéncia exata
de homotopia da fibracdo d fica:

0 — 71 (U(n)/O(n)) ~2 m1(S") — 0
Isso completa a demonstragao. [l

COROLARIO 4.2.2. O primeiro grupo de homologia singular Hi(A) do
Grassmanniano de Lagrangeanos € ciclico infinito.

DEMONSTRAGAO. Como A é conexo por arcos e w1 (A) é abeliano segue
do Teorema 3.3.36 que o homomorfismo de Hurewicz é um isomorfismo:

(4.2.2) O: m(A) — Hi(A)
O
COROLARIO 4.2.3. Fizado um Lagrangeano Ly € A entdo a inclusao
q: (A, 0) — (A, A°(Lo))
induz um isomorfismo:

(4.2.3) qu: Hi(A) — Hi(A, A%(Lo));
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em particular Hy (A, A°(Lg)) ¢ ciclico infinito.
DEMONSTRAGAO. Segue da Observacao 2.5.3 ¢ do Exemplo 3.3.19. [

Seja £: [a,b] — A uma curva com extremos em A°(Ly), i.e., £(a), l(b) €
A%(Lyp); temos que £ define uma classe de homologia em Hy (A, A°(Lg)) (vide
Observagoes 3.3.33 e 3.3.29). Nosso objetivo agora é mostrar que a orien-
tagao transversa de A!(Lg) dada na Definicdo 2.5.19 induz uma escolha
candnica de gerador para o grupo infinito ciclico Hy (A, A%(Lg)); a partir daf
poderemos associar um nimero inteiro para cada curva em A com extremos
em A°(Lg).

EXEMPLO 4.2.4. Analisando os passos que nos levaram a concluir que
Hy(A,A°(Lyg)) é isomorfo a Z podemos calcular explicitamente um gerador
desse grupo. Em primeiro lugar a curva

ezt

(2,30 5t A(t) = € U(n)

1
projeta-se numa curva fechada A(t) = A(t) - O(n) em U(n)/O(n); além do
mais,

(4.2.4) [2,37] 5 ¢ — det? (A(t)) = (-1)" e

é um gerador do grupo fundamental do circulo unitario S'. Segue da Pro-
posigao 4.2.1 que A define um gerador do grupo fundamental de U(n)/O(n).

Denotando por A(IR*") o Grassmanniano de Lagrangeanos do espaco
simplético IR?" (munido da forma simplética candnica), segue da Propo-
sicao 2.5.11 que um difeomorfismo U(n)/O(n) = A(IR?*") é dado explicita-
mente por:

U(n)/O(n) 3 A-O(n) — A(R" & {0}") € A(R*™);
temos que o Lagrangeano A(t) (IR” <) {0}") é gerado pelos vetores!

{e1 cos(t) + ent1 sen(t), enta, ..., €2},

onde (q)?il denota a base canonica de IR?".
A escolha de uma base simplética (bj)]z;‘l de V induz um difeomorfismo

de A sobre A(IR*™) da maneira 6bvia. Considere o Lagrangeano /(t) dado
por:

2n
(4.2.5) 0(t) = R(by cos(t) + bpy1 sen(t)) + Y IRb;
j=n+2

1A matriz complexa A(t) deve ser vista como um endomorfismo linear de IR*™; de-
vemos portanto identificar matrizes complexas n X n com matrizes reais 2n x 2n (vide
Observagao 1.2.10).
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dai a curva
(4.2.6) [Z,37) 5t £(t) € A

é um gerador de 71 (A). Pela definigdo do homomorfismo de Hurewicz (vide
(3.3.27)) temos que a mesma curva (4.2.6) define um gerador de H;(A); como
o isomorfismo (4.2.3) é induzido por inclusao temos que a curva (4.2.6) é
também um gerador de Hy (A, A%(Ly)).

LEMA 4.2.5. Seja A € Sp(V,w) um simplectomorfismo de V' e considere
o difeomorfismo de A induzido pela agdo de A (e que também é denotado
por A); entao o homomorfismo induzido em homologia

Ayt Hy(A) — Hy(A)
€ a aplicacao tdentidade para todo p € 7.
DEMONSTRAGAO. Como Sp(V,w) é conexo por arcos existe uma curva
[0,1] 5 s — A(s) € Sp(V,w)
tal que A(0) = A e A(1) =Id. Defina
[0,1] x A> (s,L) — Hg(L) = A(s) - L € A;
dai H: A =2 Id é uma homotopia. A conclusao segue do Corolario 3.3.24. [J

COROLARIO 4.2.6. Seja Lo € A um subespago Lagrangeano e seja A €
Sp(V,w, Lg) (recorde (2.5.15)); entdo o homomorfismo

A,: Hi(A A (Lg)) — Hy(A,A%(Lp))
€ a aplicacao identidade.
DEMONSTRAGAO. Segue do Lema 4.2.5 e do diagrama comutativo:

Ay=Id

onde g, é dada em (4.2.3). O

Podemos na verdade mostrar a seguinte extensao do Corolario 4.2.6:

LEMA 4.2.7. Seja Ly € A um subespago Lagrangeano e sejam A: |a,b] —
Sp(V,w, Lo), ¢: [a,b] — A curvas de modo que £ tem extremos em A°(Lg);
entao a curva

(4.2.7) [a,b] >t — A(t)-L(t) € A
¢ homdloga a £ em Hy(A, A°(Lyg)).
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DEMONSTRAGAO. A aplicacao
[0,1] X [a,b] 5 (s,t) —> A((1 — s)t + sa) - £(t) € A

é uma homotopia com extremos livres em A%(Lg) entre a curva (4.2.7) e
a curva A(a) o ¢; pela Observacao 3.3.33 vemos que (4.2.7) e A(a) o £ sdo
homdlogas em Hj(A,A%(Lp)). A conclusdo segue do Corolério 4.2.6. O

ExXEMPLO 4.2.8. Considere uma decomposicao Lagrangeana (Lg, L1) de
V e seja L um elemento do dominio de ¢r, 1,, i.e., L € A%(Ly). Segue
diretamente da definicao da carta ¢, r, (vide (2.5.3)) que o nticleo da
forma bilinear simétrica ¢r, 1, (L) € Bsim(Lo) é Lo N L, ou seja:

(4.2.8) Ker(goLO,Ll (L)) =ILoNL.

Obtemos entao que para cada k = 0,...,n o Lagrangeano L pertence a
A¥(Lg) se e somente se o nticleo de ¢r,, 1, (L) tem dimensdo k, ou seja:

©Lo,L: (AY(L1) N A*(Lo)) = {B € Bsim(Lo) : dgn(B) = k}.
Em particular temos L € A°(Lg) se e somente se ¢r, 1, (L) é ndo-degenera-

da.

EXEMPLO 4.2.9. Seja t — /((t) uma curva em A derivivel em t = ¢y
e seja (Lo, L1) uma decomposicdo Lagrangeana de V com £(to) € A°(Ly).
Daf para t numa vizinhanca de ¢y temos também £(t) € A°(L;) e portanto
podemos definir 3(t) = ¢r,.1,(¢(t)) € Bsim(Lo). Vamos relacionar 3'(to) e
U'(to); pelo Lema 2.5.7 temos:

B (to) = derg,, (L(to)) - £'(to) = (WL(%),LO)* A (to).

Como 775(1&0), Lo fixa os pontos de LoN¥#(ty) obtemos em particular que as for-
mas bilineares simétricas 3'(tg) € Bsim(Lo) € ¢'(to) € Bsim(¢(tg)) coincidem
em LgN f(to).

LEMA 4.2.10. Fize um subespaco Lagrangeano Ly € A. Sejam dadas
curvas

Kl,fgi [a,b] — A

com extremos em A°(Lg). Suponha que existe um subespaco Lagrangeano
L1 € A complementar a Lg tal que A°(Ly) contém a imagem de ambas as
curvas £1, £y; se tivermos

(4'2'9) ny (‘pLo,L1 (el (t>)) =Ny (‘pLo,L1 (62 (t)))7
parat=a et=>b entdo as curvas {1, U sdo homdlogas em Hy(A, A°(Ly)).

DEMONSTRAGAO. Segue de (4.2.9) e do Corolario 4.1.38 que existem
curvas

o1,02: [0,1] — Bsim(Lo)
de modo que o1 (t) e 02(t) sdo nao-degeneradas para todo ¢ € [0, 1] e também:
01(0) = ¢r,,, (41(a)), 01(1) = Lo, (£2(a)),
02(0) = ¢r,,, (L1 (D)), 02(1) = @ry,L, (€2(D))-
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Defina m; = ¢E§7L1 ooy, i = 1,2; segue do Exemplo 4.2.8 que m; e ma
tem imagem em A°(Lg) e portanto sio homdélogas a zero em Hy(A, A%(Lg)).
Considere a concatenagao ¢ = mfl - £1 - ma; segue do Lema 3.3.30 que
/1 e £ sdo homdlogas em Hi(A,A°(Lg)). Temos que £ e fy sdo curvas em
A°(Ly) com os mesmos extremos; como A°(L;) é homeomorfo ao espaco
Euclideano Bgim(Lg) segue que £ e ¢5 sao homotépicas com extremos fixos.
Pelo Corolario 3.3.32 temos que ¢ e £ sao homodlogas, o que completa a
demonstracao. O

DEFINIGAO 4.2.11. Seja £: [a,b] — A uma curva de classe C'!. Dizemos
que £ intercepta transversalmente o conjunto Azl(Lo) no instante t = ¢y se
U(to) € AY(Lg) e £'(tg) & Tg(tO)Al (Lp); dizemos que tal interse¢ao transver-
sa é positiva (respectivamente, negativa) se a classe de ¢'(t9) no quociente
Tyeo) N/ Tg(to)Al(Lo) define uma base positivamente (respectivamente, nega-
tivamente) orientada (recorde Defini¢ao 2.5.19).

Segue do Teorema 2.5.16 que ¢ intercepta A=!(Lg) transversalmente no
instante t = ¢y se e somente se £(ty) € A'(Lg) e a forma bilinear simétrica
¢'(tp) nao é nula no subespago LoN¥(tp); tal intersecao serd positiva (respecti-
vamente, negativa) se ¢'(to) for definida positiva (respectivamente, negativa)
em LoN¥ (t()).

LEMA 4.2.12. Seja Lo € A um subespaco Lagrangeano e sejam
fl,fgi [a,b] — A

curvas de classe C1 com extremos em A°(Lg) que interceptam A=1(Lg) uma
Unica vez; suponha que essa intersecdo € transversa e positiva. Temos entdo
que {1 e ly sdo homdlogas em Hy(A,A°(Lg)) e qualquer uma dessas curvas
define um gerador de Hi(A, A°(Lo)) = Z.

DEMONSTRACAO. Em vista do Lema 3.3.28 podemos supor que ambas
as curvas f1, lo interceptam A!(Lp) no mesmo instante to € ]a,b[. Pela
Proposicao 1.4.39 existe um simplectomorfismo A € Sp(V,w, Lg) tal que
A(l1(tg)) = La(t). Segue do Corolério 4.2.6 que A o ¢; e £1 sao homodlogas
em Hy(A,A%(Lp)); note que também A o ¢; intercepta A=!(Lg) apenas no
instante ?( e essa intersecao ¢ transversa e positiva (vide Proposigao 2.5.20).

O argumento acima mostrou que nao ha perda de generalidade em su-
por que {;(tg) = ¥2(tp). Pelo Lema 3.3.30 temos que basta mostrar que
01][tg—e,to+e] € hombloga a o] _c 1o4e Para algum € > 0. Seja L1 € A um
complementar comum de ¢;(ty) e Ly (vide Observagao 2.5.18); para ¢t numa
vizinhanca de ¢ty podemos escrever (;(t) = ¢r, 1, 04i(t), i = 1,2. Pelo Exem-
plo 4.2.9 temos que 3(to) e ¢;(to) coincidem em Lo N 4;(tg) = Ker(B;(to))
(vide (4.2.8)); como por hipétese £;(ty) é definida positiva no espago unidi-
mensional Lo N ¢;(tp) segue do Teorema 4.1.32 (vide também (4.1.25)) que
para £ > 0 suficientemente pequeno temos

(4.2.10) N4 (,@Z’(tg + 6)) =n4 (ﬁ,(to)) +1, ny (,Bi(to - 8)) =n4 (,Bl(to))
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Como f1(tg) = Pa2(ty) segue de (4.2.10) que
Ny (ﬂl(to + 6)) =n4 (ﬁg(to + 8)), 4 (,81(750 — 6)) =n4 (ﬂg(to — 6)),

para € > 0 suficientemente pequeno. Segue agora do Lema 4.2.10 que a
curva £1(py—c 1y+¢] € homdloga a curva £a|_c o4 €m Hi (A, A°(Lyg)). Isso
completa a demonstracao da primeira afirmacao do enunciado.

Para mostrar a segunda afirmacao é suficiente agora exibir uma curva ¢
que possui uma Unica intersecao com Azl(Lo), sendo esta intersecao trans-
versa e positiva, de modo que ¢ defina um gerador de Hi(A,A%(Lg)). Seja
(bj)jzzl uma base simplética de V' de modo que (bj);-‘zl seja uma base de
Lo (vide Lema 1.4.35); considere o gerador ¢ de Hy(A, A°(Lg)) descrito em
(4.2.5) e (4.2.6). E facil ver que ¢ intercepta AZ!(Lg) apenas no instante
t =me LoN¥(m) é o espago unidimensional gerado por b;; além do mais,
um célculo simples mostra que:

(4.2.11) f’(ﬁ)(bl,bl) = w(bn+1,bl) =—1.

Segue que /=1 possui uma tinica intersecdo com AZ!(Lg) e essa intersecio é
transversa e positiva. Pelo Lema 3.3.30 a curva ¢~! é também um gerador
de Hy(A,A°(Ly)), o que completa a demonstracdo. O

DEFINIGAO 4.2.13. Seja dado um Lagrangeano Ly € A; vamos definir
um isomorfismo

(4.2.12) pry: Hi(A A°(Lo)) — Z

da seguinte maneira: escolha uma curva ¢ em A de classe C' com extre-
mos em A°(Lg), de modo que ¢ possua uma tnica intersecio com AZ1(Lg)
e de modo que essa intersecao seja transversa e positiva. Defina pr, de-
clarando que a classe de homologia de ¢ seja levada no elemento 1 € Z;
pelo Lema 4.2.12 o isomorfismo (4.2.12) fica entdo de fato bem definido,
independentemente da escolha de /.

Supondo agora que £: [a,b] — A é uma curva arbitrdria com extremos
em A%(Ly) entdo denotamos por juir,(¢) € Z o ntimero inteiro que correspon-
de pelo isomorfismo (4.2.12) & classe de homologia de ¢; o nimero pur,(¢) é
chamado o indice de Maslov da curva ¢ relativamente ao Lagrangeano Lyg.

No lema a seguir listamos as propriedades bésicas do indice de Maslov.

LEMA 4.2.14. Seja Lo € A um subespaco Lagrangeano e seja l: [a,b] — A
uma curva com extremos em AO(LO); temos entao:

(1) se o: [a,b] — [a,b] € uma aplicagio continua com o(a’) = a,
o(b') = b entdo o (boo) = pry();

(2) se m: [a',b/] — A é uma curva com extremos em A°(Lg) tal que
e(b) = m(a/) entao KLg (ﬁ ’ m) = KL (6) + KL, (m),

(3) HLg (E_l) = _:U’Lo(g)z'

(4) se Im(¢) € A°(Lg) entdo pur,(f) =0;

(5) se m: [a,b] — A é homotdpica a £ com extremos livres em A°(Lg)
(vide Defini¢do 3.1.25) entao pur,(¢) = pr,(m);
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(6) existe uma vizinhanga U de ¢ em C([a,b], A) munido da topologia
compacto-aberta (vide Defini¢ao 3.1.18) tal que se m € U tem ex-
tremos em AY(Lg) entdo pr,(¢) = pr,(m).

DEMONSTRAGAO. A Propriedade (1) segue do Lema 3.3.28; as Proprie-
dades (2) e (3) seguem do Lema 3.3.30. A Propriedade (4) segue trivialmente
da definicdo do grupo Hi(A,A%(Lg)) (vide (3.3.8)). A Propriedade (5) se-
gue da Observagao 3.3.33 e a Propriedade (6) segue do Teorema 3.1.27 e da
Propriedade (5). O

EXEMPLO 4.2.15. O indice de Maslov ur,(¢) pode ser entendido como
um nimero de intersecdo da curva £ com o subconjunto AZ(Lg) C A; de
fato, segue do Lema 4.2.14 (mais especificamente, das Propriedades (2), (3) e
(4)) que se £: [a,b] — A é uma curva de classe C! com extremos em A%(Ly)
que possui apenas intersecdes transversas com AZ!(Lg) entdo o indice de
Maslov puz,(£) é o niimero de intersecdes positivas de £ com A=!(Lg) menos o
nimero de intersecoes negativas de £ com A=!(Lg) (esses ntimeros sio de fato
finitos; vide Exemplo 4.2.18 a seguir). No Corolario 4.2.19 generalizaremos
esse resultado.

Vamos agora estabelecer uma férmula explicita para o indice de Maslov
L, em termos de uma carta PLo,L1-

TEOREMA 4.2.16. Seja Lo € A um subespagco Lagrangeano e seja dada
uma curva £: [a,b] — A com extremos em A°(Ly); se existe um Lagrangeano
L1 € A complementar a Ly de modo que a imagem de £ esteja contida em
A°(Ly) entdo o indice de Maslov de £ é dado por:

KL (E) = N4 (‘pLo,Ll (Z(b))) — N4 (SOLO,Ll (E(a))) .

DEMONSTRAGAO. Em vista do Lema 4.2.10 é suficiente apenas para

cada i,j = 0,1,...,n encontrar uma curva [ ;: [0,1] — Bsim(Lo) de modo
que

(4.2.13) ny (8i,(0)) =4, dgn(63;;(0)) =0,

(4.2.14) ny (Bi;(1)) = 4, dgn(f;;(1)) =0

e acurva f;; = @ZS,LI o f3;; satisfaca pr,(¢;j) = j—1i. Sei = j és6
tomar (3;; como sendo uma curva constante qualquer tal que 3;;(0) seja
nao-degenerada e ny (5;,;(0)) = i.

A Propriedade (3) no enunciado do Lema 4.2.14 implica que nao hé
perda de generalidade em supor ¢ < j. Comecamos com o caso j = ¢ + 1;
escolha uma base qualquer de Lo e defina (3;;4+1(t) como sendo a forma
bilinear cuja representagao matricial nessa base é dada por:

Biit1(t) ~diag(1,1,...,1,t — 4, —1,-1,...,-1), te€][0,1],

i vezes n—i—1 vezes
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onde diag(ayq,...,a,) denota a matriz diagonal com entradas aq,...,a,.
Temos entao

ny(B8i,i41(0)) =1, dgn(fi,i41(0)) =0,

ny (ﬁi,i-i-l(l)) =1+1, dgn(/@i,i—&-l(l)) =0;
além do mais f3; ;41 (t) é degenerada apenas parat = 5 e a derivada Bl (3)¢

definida positiva no espaco unidimensional Ker (ﬁmﬂ(%)) Segue dos Exem-

plos 4.2.8 e 4.2.9 que /; ;11 intercepta A=1(Lg) apenas em t = % e que essa
intersecao é transversa e positiva. Pela defini¢ao do indice de Maslov temos:

pro(liiv1) = 1;

isso completa a construcao de 3; ; no caso j = ¢ + 1.

Passemos ao caso j > i+ 1. Para cada ¢ = 0,...,n, seja B; € Bgm(Lo)
uma forma bilinear simétrica nao-degenerada com n(B;) = i; escolha uma
curva qualquer (3;;11: [0,1] — Bsim(Lo) com f;,+1(0) = B; e Biit1(1) =
Biy1 parai =0,...,n — 1. Segue do Lema 4.2.10 e da primeira parte da
demonstragao que a curva ngrl = @E&Ll o Bi7i+1 satisfaz pr, (ZZZ+1) =1
para j >+ 1 defina:

Bij = Biir1 Bisrira - Bi-14-
Dai 3;; satisfaz (4.2.13), (4.2.14) e da Propriedade (2) no enunciado do
Lema 4.2.14 segue que pr (¢ ;) = j — 1. O

DEFINIGAO 4.2.17. Dada uma curva t +— £(t) € A de classe C! dizemos
que £ possui uma interse¢ao ndo-degenerada com Azl(Lg) no instante t = ¢y
se £(to) € A=Y (L) e ¥'(to) é ndo-degenerada em Lo N £(t).

EXEMPLO 4.2.18. Se uma curva £ em A de classe C'! possui uma inter-
secdo nao-degenerada com AZ!(Lg) no instante ¢ = ¢y entdo essa intersecio
é isolada, i.e., £(t) € A°(Lg) para t # ty suficientemente préximo de to.
Para ver isso, escolha um complementar comum L; € A a Lg e £(ty) (vide
Observacao 2.5.18) e aplique o Teorema 4.1.32 sobre a curva 3 = ¢, 1, o4
em torno do instante ty, tendo em mente os Exemplos 4.2.8 e 4.2.9.

Como A=1(Lg) é fechado em A, segue que se uma curva £: [a,b] — A
de classe C'! possui apenas intersecdes nao-degeneradas com AZ!(Lg) entdo
{(t) € A1 (Lg) apenas para um nimero finito de instantes t € [a, b].

Temos agora o seguinte corolario do Teorema 4.2.16.

COROLARIO 4.2.19. Seja Lo € A um subespaco Lagrangeano e seja dada
uma curva £: [a,b] — A de classe C' com extremos em A°(Lg) que possui
apenas interse¢oes nao-degeneradas com A=Y (Lg); entdo £(t) € AZ'(Lg)
apenas para um ndmero finito de instantes t € [a,b] e vale a identidade:

pro(0) = > sen (€ ()] (Lone)x (Lore))) -

te[a,b]
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DEMONSTRAGAO. Segue do Exemplo 4.2.18 que /(t) € AZ!(Lg) ape-
nas para um numero finito de instantes t € [a,b]. Seja ty € |a,b| tal que
{(to) € A=Y (Lp); tendo em mente as Propriedade (2) e (4) no enunciado do
Lema 4.2.14 vemos que é suficiente mostrar que:

12 (Ufto—c o) = 880(C (t0) | (Lore(to)) x (Lont(to)))
para ¢ > 0 suficientemente pequeno. Escolha um complementar comum L1 €
A de Ly e £(tg) (vide Observacao 2.5.18); podemos para ¢t numa vizinhanga de
to escrever B(t) = ¢y, (£(t)). A conclusao segue agora do Teorema 4.2.16
e do Corolario 4.1.34, tendo em mente os Exemplos 4.2.8 e 4.2.9. (|

Vimos no Exemplo 4.2.18 que uma intersecao nao-degenerada de uma
curva ¢ de classe C' com A=!(Lg) num instante ¢, é isolada, i.e., existe
e >0 tal que t € Jtg — &, to + €[ implica £(t) & A= (Lg); por razdes técnicas,
precisaremos de um “lema de uniformidade” para a escolha desse € > 0 com
respeito a parametros.

LEMA 4.2.20. Seja X um espaco topoldgico e seja dada uma aplicacao

continua
X X [to,tl[ = ()\,t) — g,\(t) = f()\,t) eA

derivavel na varidvel t de modo que %: X X[to, t1] — TA também é continua.
Fize um Lagrangeano Ly € A; suponha que dim(£(\, tg)NLg) ndo depende de
A\ € X e que a curva £y, possui uma intersecdo nao-degenerada com A=1(Lo)
no instante tg, para algum g € X. Entao existe € > 0 e uma vizinhanga
U de g em X de modo que £y possui uma intersecao nao-degenerada com
A=Y(Lg) no instante ty e de modo que {(\,t) € A°(Lg) para todo A € i e
todo t € Jto,to + €.

DEMONSTRAGAO. Escolha um complementar comum L; € A de Lj e
¢(Xo,to) (vide Observacao 2.5.18) e defina B(\,t) = ¢r,.1,(¢(\,t)) para t
numa vizinhanga de ty e A numa vizinhanca de \g em X’; dai 3 é continua,

derivavel em ¢, sendo %’f ainda continua. A conclusdo segue diretamente

agora aplicando a Proposicao 4.1.35 para a aplicagao 3, tendo em mente os
Exemplos 4.2.8 e 4.2.9. ([

Registramos para uso posterior mais um lema técnico.

LEMA 4.2.21. Sejam dados quatro subespagos Lagrangeanos L, Ly, Lo,
L1 €A, com Ly e L1 complementares entre si, L complementar a Ly e com
L. complementar a ambos os Lagrangeanos L e Ly. Entao (recorde (1.4.11)
e Defini¢ao 1.1.3):

¥L1,Lo (L*) — ¥L1,Lo (L) = (pL(),Ll)*(QDLo,L* (L)_l)'
DEMONSTRAGAO. Usando (2.5.11) obtemos:

(4.2.15) L. o(L) = ~(pro,.)* (9r0,0.(L)7);
de (2.5.5) segue que:

(4'2'16) ¥Ly,Lo © (SDL*,Lo)il(B) = $YL4,Ly (L*) + (ﬂff,L*)*(B) € Bsim(Ll)v
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para qualquer forma bilinear simétrica B € Bgim (L ). E f4cil ver que:

L
(4.2.17) PLo,Ly © N[y 1, = PLo,L1

a conclusdo segue agora fazendo B = ¢r, 1,(L) em (4.2.16) e depois utili-
zando (4.2.15) e (4.2.17). O

COROLARIO 4.2.22. Sob as hipdteses do Lema 4.2.21, temos:

N (QOLO,L* (L)) = N4 (@Ll,Lo (L*) — $PL1,Lo (L))
=n-—-n-— (‘le,Lo (L*) — $PLy,Lo (L))

DEMONSTRAGAO. Vide Exemplos 4.1.4 e 1.1.5. O

COROLARIO 4.2.23. Seja (Lo, L1) uma decomposi¢cio Lagrangeana de V
e seja £: [a,b] — A uma curva com extremos em A(Lg). Suponha que existe
wm Lagrangeano L, € A, complementar a Ly, tal que Im(¢) C A°(L,); entdo:

KL (6) =n— (@Ll,Lo (L*) — $PL1,Lo (f(a))) —n— (‘PLLLO (L*) — $PL1,Lo (E(b)))
DEMONSTRAGAO. Pelo Teorema 4.2.16 temos:

1o () = 1y (@ro,L. (L(b))) — ny (€10,2. (€(a)));

a conclusao segue usando o Corolario 4.2.22 com L = /(a) e com L =
£(b). O

OBSERVAGAO 4.2.24. Uma andlise mais detalhada da defini¢gao da orien-
tagao transversa de A(Lg) em A (vide Definigao 2.5.19) mostra que a escolha
de sinal que fizemos para o isomorfismo pr, é na verdade determinada por
uma. escolha de sinal na forma simplética w. Mais explicitamente, trocando
w por —w (note que o conjunto A nao se altera) entdao obtemos uma troca de
sinal para os isomorfismos pr, 1, € pr, (vide (1.4.11) e (1.4.13)); essa troca de
sinal induz por sua vez uma troca de sinal nas cartas ¢r, 1, (vide (2.5.3)) e
no isomorfismo (2.5.12) que identifica Tr, A com Bgim(L). Concluimos entao
que a troca de sinal em w faz com que a orientacio transversa de A'(Lg) em
A se inverta, o que por sua vez inverte o sinal do isomorfismo fiz,,.

OBSERVAGAO 4.2.25. A escolha de um subespago Lagrangeano Ly € A
nos define um isomorfismo

(4.2.18) [Ly © Gs: Hi(A) — Z,

onde g, é dado em (4.2.3). Esse isomorfismo nao depende da escolha de Lo;
de fato, seja L{, € A um outro subespaco Lagrangeano. Pelo Corolério 1.4.28
existe um simplectomorfismo A € Sp(V,w) tal que A(Ly) = L;; temos o
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seguinte diagrama comutativo (vide Lema 4.2.5):

A,=Id
Hi(A)

s i s

Hl(Av AO(LO))

onde a comutatividade do triangulo inferior segue da Observagao 2.5.21.
Isso conclui o argumento. Note que se ¢: [a,b] — A é um laco, i.e., {(a) =
£(b), entao como ¢ define uma classe de homologia em Hj(A), obtemos a
igualdade:

pry(€) = pry (),

para quaisquer subespagos Lagrangeanos Lo, L{, € A.

OBSERVAGAO 4.2.26. Seja J uma estrutura complexa compativel com
w; considere o produto interno g = w(+,J-) e o produto Hermiteano g5 em
(V,J) definido em (1.4.10). Seja ¢y € A um subespago Lagrangeano; a
Proposicao 2.5.11 nos diz que a aplicacao

(4.219) UV, J,95)/O(C0, glegxey) 2 A~ O(lo, glegxe,) — A(lo) € A
é um difeomorfismo. Podemos como em (4.2.1) definir uma aplicagao
J: U(V7 Ja gs)/o(€07g|€0><fo) - Sl

obtida de
d=det?: U(V, J,g5) — S*

por passagem ao quociente; daf a aplicacdo d induz um isomorfismo d, de
grupos fundamentais. De fato, pela Observacao 1.4.30 podemos encontrar
uma base de V' que deixa todos os objetos (V,w, J, g, gs, {o) simultaneamente
nas suas respectivas formas candnicas e dai tudo funciona como na Propo-
sicao 4.2.1. O isomorfismo d, juntamente com o difeomorfismo (4.2.19) e
a escolha de (3.2.24) (ou, equivalentemente, de (4.2.4)) como gerador de
71 (S1) = H1(S') produzem um isomorfismo (vide também (4.2.2)):

U=1ujyg- Hl(A) =5 Z;

esse isomorfismo na verdade nao depende da escolha de J e de £y. Para ver
isso, escolha uma outra estrutura complexa J' compativel com w e um outro
subespago Lagrangeano £, € A; obtemos entdo um isomorfismo 1’ = u s
Da Observagao 1.4.30 segue que existe um simplectomorfismo A € Sp(V,w)
que leva £y sobre £ e que é C-linear de (V,J) em (V,J'); daf é fécil ver que
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o seguinte diagrama comuta:

Hi(A)

Pelo Lema 4.2.5 temos que A, = Id e a conclusao segue.

Na verdade, a férmula (4.2.11) mostra que o isomorfismo u tem o sinal
oposto do isomorfismo (4.2.18) obtido usando a orientagao transversa de
Al (Lo) em A.



CAPITULO 5

Topicos de Analise Funcional

5.1. Espacos de Banach e Hilbert: Notagcoes e Convengoes

Nesta secao fixamos algumas notagoes e convengoes sobre a teoria ele-
mentar dos espagos de Banach e Hilbert; listamos também alguns exemplos
e enunciamos alguns resultados basicos.

Seja X um espaco vetorial real; uma norma em X é uma funcao

(5.1.1) |- : X — [0, 400

satisfazendo as propriedades:

(1) ||Az|| = |All|z]|, para todos A € R, x € X;
(2) llz +yll < [lz[| + [[y|| para todos z,y € X;
(3) ||z|| > 0 para todo = € X nao nulo;

dizemos entao que o par (X, ||-||) é um espago vetorial (real) normado. Num
espago vetorial normado X definimos d(z,y) = ||z — y|| e dai (X, d) torna-
se um espago métrico; a métrica d induz por sua vez uma topologia 7 em
X. Um espago normado (X, ||-||) é dito um espago de Banach se o espago
métrico (X, d) correspondente for completo.

OBSERVACAO 5.1.1. Se X é um espago vetorial complexo entao uma
norma em X ¢é uma aplicacao (5.1.1) satisfazendo as Propriedades (1), (2)
e (3) acima, mas exigimos nesse caso também que a Propriedade (1) seja
satisfeita para todo A € C; dai (X, ||]|) é dito um espago normado complezo.
Como no caso real obtemos a partir da norma ||-|| uma métrica d e uma
topologia 7 e dizemos que (X, ||-||) é um espago de Banach complexo se
(X,d) for um espago métrico completo.

Espacos vetoriais normados complexos nao serao utilizados neste texto
e portanto todos os espacos vetoriais normados (e espagos de Banach) que
consideraremos serao reais.

Se (X, ||-||) é um espago normado entao todo subespago V' C X é também
visto como um espago normado munido com a restricdo da norma de X; a
métrica e a topologia de V induzidas por sua norma coincidem respecti-
vamente com a métrica e a topologia induzidas de X. Se X é um espaco
de Banach entdao V C X serd um espaco de Banach se e somente se V for
fechado em X. Se V C X é um subespaco entdo é facil ver que o fecho V'
de V em X é ainda um subespago de X; em particular, se X é um espaco
de Banach entdo V é sempre um espaco de Banach.

145
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Dados espagos vetoriais normados (X, ||-||) e (Y, ||-||) entdo um operador
linear T: X — Y é dito limitado se existe ¢ € IR tal que

1T ()| < elll],
para todo z € X; de maneira similar, dados espagos normados (Xj, ||-]),
i=1,...,r, dizemos que um operador multi-linear
(5.1.2) B: Xix ---xX,—Y
¢é limitado quando existe ¢ € IR tal que
[B(z1, .., ae)|| < cllall - [z,
para todos x; € X;,i=1,...,7. As seguintes propriedades sao equivalentes

sobre um operador multi-linear B (vide [50, Teorema 1.6] ou [34, Proposicao
10, §5, Capitulo 2]):

e B é continuo;

e B é continuo no ponto zero;

e B é limitado.

Se B é um operador multi-linear como em (5.1.2) e se B ¢ limitado entao
definimos a norma de B fazendo:
(5.1.3) IB|| = sup |B(z1,...,z)|;

[lzs][<1

1=1,...,r
dai (5.1.3) define de fato uma norma no espago dos operadores multi-lineares
limitados (5.1.2). Se Y é um espago de Banach entao também o espago de
operadores multi-lineares limitados (5.1.2) é um espago de Banach munido
da norma (5.1.3). Obviamente temos:

[1B(z1,.. @) | < B[zl -- -l ],

para todos xz; € X;, ¢ =1,...,7; além do mais, se T: X — Y, S:Y —» Z
sao operadores lineares limitados entao é facil ver que:

1S o Tl < [ISIHIT-

Escrevemos:

(5.1.4) LX,Y)={T:X —Y : T élinear e limitado},
L(X) = L(X, X),

(5.1.5) X* = L(X, R),

(5.1.6) B(X,Y)={B: X xY — IR : B ¢ bilinear e limitado},
B(X) = B(X, X),

(5.1.7) Beim(X) = {B € B(X) : B é simétrico},

(5.1.8) Bant(X) = {B € B(X) : B é anti-simétrico };

os espacos em (5.1.4), (5.1.5), (5.1.6), (5.1.7) e (5.1.8) s@o todos vistos como
espacos normados sendo a norma definida como em (5.1.3). Os espagos em
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(5.1.5), (5.1.6), (5.1.7) e (5.1.8) sdo sempre espagos de Banach enquanto que
(5.1.4) serd um espaco de Banach se Y o for.

OBSERVAGAO 5.1.2. Se X é um espaco de dimensao finita munido de
uma norma qualquer entao todo operador linear definido em X é limitado;
mais geralmente, se Xq,..., X, tem dimensao finita entao todo operador
multi-linear (5.1.2) é limitado. Segue que a notagao introduzida em (5.1.4),
(5.1.5), (5.1.6), (5.1.7) e (5.1.8) nao é incoerente com a notagao introduzida
na Secgao 1.1; por outro lado, nas Secoes 1.2, 1.3 e 4.1 consideramos espagos
V' de dimensao infinita e usamos notagoes como L(V'), B(V'), para nos referir
a espacos de operadores lineares e bilineares quaisquer, i.e., nao necessari-
amente limitados. Essa ambiguidade de notagao nao deve trazer confusao:
no contexto de espagos normados e analise funcional escrevemos L(V'), B(V)
para nos referir a espacos de operadores lineares e bilineares limitados; num
contexto puramente algébrico, onde nao houver norma (ou topologia) espe-
cificada essas mesmas notacoes se referem a espacos de operadores lineares
e bilineares quaisquer.

O espago X* em (5.1.5) é as vezes chamado o dual topoldgico de X e seus
elementos sao chamados os funcionais lineares limitados em X; o teorema
a seguir diz que X* tem “muitos elementos”:

TEOREMA 5.1.3 (de Hahn-Banach). Se X € um espag¢o vetorial normado
eV C X € um subespaco entdo todo funcional linear limitado B € V* se
estende a um funcional o € X*, i.e., § = aly; além do mais, podemos
escolher o de modo que ||a|| = |||

DEMONSTRAGAO. Vide [28, Teorema 8.5, Capitulo II] ou [9, Corolério
1.2]. O

COROLARIO 5.1.4. Se X é um espa¢o normado nao nulo entdo dado
x € X existe um funcional o« € X* com |laf| =1 e a(z) = ||z||. O

DEFINIGAO 5.1.5. Se X é um espaco normado e V' C X é um subespaco
entao dizemos que V é co-fechado em X se V admite um subespago com-
plementar fechado em X, i.e., se existe um subespaco fechado W C X tal
que X =V aeW.

E facil ver que se existir um operador de projecao limitado w: X —
V, i.e., m é um operador linear limitado e 7|y = Id, entdao V é fechado
e co-fechado em X; de fato, se 7: X — V é um operador de projecao
limitado entao V' é o conjunto de pontos fixos da aplicacao continua 7: X —
X e Ker(m) é um complementar fechado para V. Se X é um espago de
Banach e se V' é um subespaco fechado de X entao vale a reciproca: se W
é um complementar fechado para V entao a projecao m: X — V relativa a
decomposicao X =V @ W é limitada (vide Observacao 5.1.31 adiante).

Temos mais um corolario do Teorema de Hahn-Banach:

COROLARIO 5.1.6. Se X € um espaco normado e V C X é um subespaco
de dimensao finita entdo existe um operador de projecdo limitado m: X —
V'; em particular, todo subespago de dimensdo finita é co-fechado.
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DEMONSTRAGAO. Seja : V — IR™ um isomorfismo e escreva § =
(B1,-..,0n) com cada B; € V*; pelo Teorema 5.1.3 existe a; € X* com

aily = Bi. Dai a = (a1,...,a,): X — IR é limitado e 7 = 7' o é um
operador de projegao sobre V'; obviamente W = Ker(m) é um complementar
fechado de V. U

Um operador linear T: X — Y é dito uma imersao isométrica se
1T ()| = ll=],

para todo x € X; dai T é automaticamente limitado e injetor. Uma imersao
isométrica bijetora é chamada uma isometria; dai T~ é também uma iso-
metria. Enunciamos a seguinte:

PROPOSIGAO 5.1.7. Sejam X um espago normado, Y um espago de Ba-
nach e D C X um subespaco denso. Temos que todo operador linear limitado
To: D — Y admite uma tnica extensdo continua T: X — Y ; tal extensao
T é linear (e limitada). Além do mais a aplicagdo

LIX,Y)>T+—T|p e L(D,Y)
€ uma isometria.

DEMONSTRAGAO. Vide [50, Teorema 1.7] ou [34, Proposigao 10, §4,
Capitulo 7]. O

Se X é um espacgo normado, V' C X é um subespaco e D C X é um
subespaco denso entao obviamente nao vale em geral que DNV é denso em
V (pode até mesmo acontecer que D NV = {0}); temos porém o seguinte
critério 1util para reconhecer subespacos densos:

LEMA 5.1.8. Sejam X wm espaco mormado, V. C X wm subespaco e
D C X um subespaco denso; se existe um operador de projecdo limitado
m: X =V (ie. mly =1d) tal que 7(D) C D entdo DNV € denso em V.

DEMONSTRAGAO. Como 7 é continua e D é denso em X segue que (D)
é denso em m(X) =V; mas n(D)=DNYV. O

Se T: X — Y é um isomorfismo linear limitado cujo inverso também
é limitado (i.e., T'é um homeomorfismo linear) entao dizemos que 7' é um
isomorfismo topoldgico; no caso de espacos de Banach temos o seguinte:

TEOREMA 5.1.9 (da aplicacao aberta). Se X, Y sdo espagos de Bana-
ch entdo toda aplicacdo linear limitada e sobrejetora T: X — Y € aberta;
em particular, se T é um isomorfismo limitado entdo T € um isomorfismo
topoldgico.

DEMONSTRAGAO. Vide [27, Teorema 3.4, Capitulo III], [28, Teorema
12.3, Capitulo II] ou [9, Teorema IL.5]. O

Duas normas ||-||; e ||-||, num espaco vetorial X sao ditas equivalentes se
elas induzem a mesma topologia em X; isso equivale a dizer que a aplicagao
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identidade é um isomorfismo topoldgico de (X, ||-||;) em (X, |-||5), ou seja,
que existem constantes c, ¢ > 0 tais que:

cllzlly < llzll2 < flzfh,

para todo z € X. Quando |-[|; e |||, s@o equivalentes entao (X, |||;) é
um espago de Banach se e somente se (X, ||-||5) é um espago de Banach; se
dim(X) < 400 ent@o todas as normas em X sao equivalentes e todas fazem
de X um espaco de Banach.

DEFINICAO 5.1.10. Seja X um espaco vetorial real e seja 7 uma topologia
em X; dizemos que (X, 7) é um espa¢o Banachizdvel se existe uma norma
||| em X que induz a topologia 7 e que torna (X, ||-||) um espago de Banach.

OBSERVAGAO 5.1.11. A topologia no espaco de operadores multi-lineares
limitados (5.1.2) depende apenas das topologias nos espacgos X;, i =1,...,r
e Y; portanto, dados espacos Banachizaveis X;, ¢ = 1,...,7 e Y entdo o
espaco de operadores multi-lineares limitados (5.1.2) é também um espago
Banachizavel de maneira canénica.

OBSERVAGAO 5.1.12. No contexto de espagos normados, o isomorfismo
(1.1.1) é uma isometria; deve-se tomar cuidado porém com a generalizagao
da teoria desenvolvida na Secao 1.1 para o caso de espacos normados de
dimensao infinita. Por exemplo, em geral nao é possivel identificar um espaco
normado X com seu bidual topolégico X**, mesmo que X seja um espaco
de Banach; temos apenas uma imersao isométrica

(5.1.9) Xorr—2eX™

onde Z é o funcional de avaliagdo em x definido por #(«) = a(z) para todo
a € X*. O fato que (5.1.9) é mesmo uma imersao isométrica segue do
Corolario 5.1.4 do Teorema de Hahn-Banach.

Quando a imersao isométrica (5.1.9) é uma isometria dizemos que o
espaco normado X é reflexivo; note que como X ** é sempre completo, apenas
espacos de Banach tém chance de ser reflexivos. Dado um operador limitado
T € L(X,Y) entao podemos definir o operador transposto T* € L(Y*, X*)
de T como em (1.1.2); é facil ver que ||T%|| < ||T']|. Identificando X, Y com
subespacos de X** e Y** respectivamente entao o operador bitransposto T**
é uma extensao de T'; em particular segue que:

1T < N < (1T < [T} == 1T = 1T

Enunciamos para uso posterior mais um teorema basico da andlise fun-
cional.

TEOREMA 5.1.13 (da limitacdo uniforme). Sejam X um espaco de Ba-
nach, Y um espago normado e (Ty)aca uma familia de operadores lineares
limitados Ty,: X — Y se para cada x € X tivermos

sup [|To(z)|| < 400
acA

entdo também sup,e 4 || Ta|l < +o00.
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DEMONSTRAGAO. Vide [27, Teorema 2.1, Capitulo I1I], [28, Teorema
11.1, Capitulo II] ou [9, Teorema II.1]. O

Temos a seguinte conseqiiéncia simples do Teorema 5.1.13 (vide [27,
Teorema 2.2, Capitulo III]):

COROLARIO 5.1.14 (Banach-Steinhaus). Sejam X um espaco de Bana-
ch, Y um espago normado e (T),)n>1 uma seqiéncia de operadores lineares
limitados T,,: X — Y. Suponha que para cada x € X existe o limite

T(z) = ngrfoo Ty ();

entdo sup,, > || Tn|| < +o00, T: X —Y € um operador linear limitado e vale
a desigualdade:

T < liminf || T,,]].
n—-+oo

Seja 'H um espago vetorial real e seja (-,-) um produto interno em H,
ie., (-,-) é uma forma bilinear simétrica definida positiva em H. Dizemos
entao que o par (H,(-,-)) é um espaco pré-Hilbertiano. O produto interno
(-,-) induz uma norma em H dada por

(5.1.10) ||| = (z,z)?

e portanto (H,||-]]) é um espaco normado; se (H,|:||) for um espaco de
Banach dizemos que (H,(-,-)) é um espago de Hilbert. Uma norma que ¢é
induzida por um produto interno como em (5.1.10) é chamada uma norma
Hilbertiana.

OBSERVAGAO 5.1.15. Se ‘H é um espago vetorial complexo e se (-, -) é um
produto Hermiteano positivo em H entao dizemos que (H, (-, -)) é um espaco
pré-Hilbertiano complexo; também nesse caso a férmula (5.1.10) define uma
norma em H e dizemos que (H, (-,-)) é um espaco de Hilbert complexo se
(H,||-]|) for um espago de Banach complexo.

Espacos pré-Hilbertianos complexos nao serao utilizados neste texto e
portanto todos os espagos pré-Hilbertianos (e espagos de Hilbert) que consi-
deraremos serao reais.

Dois produtos internos num espago vetorial ‘H sao ditos equivalentes se
eles induzem normas equivalentes em H; temos também a seguinte:

DEFINIGAO 5.1.16. Seja H um espago vetorial real e seja 7 uma topologia
em H; dizemos que (H,7) é um espago Hilbertizdvel se existe um produto
interno (-,-) em H que induz a topologia 7 e que torna (H, (-, -)) um espago
de Hilbert.

Seja (H, (-,-)) um espago de Hilbert. Se V' C H é um subespago entao
denotamos por V+ o complemento ortogonal de V relativo ao produto inter-
no (-,-) (vide (1.1.9)). O complemento ortogonal de um subespaco qualquer
de H é sempre um subespago fechado de H; vale a identidade:

(5.1.11) (vhHt =V,
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onde V denota o fecho de V em H. Se V C H é um subespaco fechado (e H
é um espago de Hilbert) entao temos (vide [28, Proposi¢ao 4.2 e Teorema
4.3, Capitulo IJ):

(5.1.12) H=VaVv
em particular fica bem definido o projetor ortogonal sobre o subespacgo V':
(5.1.13) my:H—V

que é simplesmente o operador de projecao correspondente a decomposi¢ao
(5.1.12). Se x,y € H sao mutuamente ortogonais, i.e., se (z,y) = 0 entdo
obviamente vale o “Teorema de Pitagoras”:

2 2 2
[l +yll” = [l=]” + lyll*;
segue daf que ||y || = 1 sempre que V for um subespago nao nulo (e 7y =0
se V.= {0}). Além do mais, se z € H entao my(x) é o minimo global estrito
da funcao V' 3 y — d(z,y).
Associado ao produto interno (-, -) temos um operador linear limitado

(5.1.14) H>z— (r,-) € HY;

segue diretamente da desigualdade de Cauchy-Schwarz que (5.1.14) é uma
imersao isométrica. Temos também o seguinte:

TEOREMA 5.1.17 (de representagdo de Riesz). Se H ¢é um espaco de
Hilbert entao (5.1.14) é uma isometria. (]

Segue facilmente do Teorema de Representacao de Riesz que todo espago
de Hilbert é reflexivo. Usando a isometria (5.1.14) podemos “substituir” a
identificagao usual B(H1, Ha) = L(H1,H5) pela identificagdo B(H1, Ha) =
L(H1,Hz2) como descrito na seguinte:

DEFINICAO 5.1.18. Sejam Hi, Ho espacos de Hilbert e seja dada uma
forma bilinear B € B(H1,Hs); o unico operador linear T' € L(H1,Hz) tal
que

B(z,y) = (T(x),y),
para todos x € Hi, y € Ho é chamado o operador linear que representa B.
E f4cil ver que aplicacao
E(Hl,Hz) 5T +— <T-, > S B(H1,H2)
¢ uma isometria.

OBSERVAGAO 5.1.19. Se B € B(H) é uma forma bilinear limitada entao o
nicleo de B (vide (1.1.6)) coincide com o niicleo do operador linear T' € L(H)
que representa B, ou seja:

Ker(B) = Ker(T).

ExXEMPLO 5.1.20. Seja B uma forma bilinear limitada num espaco de
Hilbert H e seja T' € L(H) o operador que a representa. Se V C H é
um subespaco fechado invariante por T, i.e., T(V) C V, entéo a restri¢ao
Blyxy de B a V é representada pela restricao Ty : V. — V de T; mais
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geralmente, se V' nao é invariante por T' entdo B|yxy é representada pelo
operador my o T'|yy onde 7y : H — V é o projetor ortogonal sobre V.

Dizemos que um operador T' € L(H) é simétrico (respectivamente, anti-
simétrico) quando ele for simétrico (respectivamente, anti-simétrico) relati-
vamente ao produto interno (-, -) (vide Definigao 1.1.6); vale entao que uma
forma bilinear B € B(H) é simétrica (respectivamente, anti-simétrica) se e
somente se o operador T' € L(H) que a representa for simétrico (respectiva-
mente, anti-simétrico).

Dados espagos de Hilbert H;, Ha e considerando identificacoes H1 = H]
e Hy = H5 como em (5.1.14), temos que o transposto T € L(H5, HT)
de um operador T' € L(H;1,Hz2) pode ser identificado com um operador
T* € L(H2,H1); dai:

(T'(z),y) = {(x, T"(y)),
para todos x € Hi, y € Ha. Observe que T' € L(H) é simétrico (res-
pectivamente, anti-simétrico) se e somente se T* = T (respectivamente,
T* = —T); mais geralmente, se T € L(H1,H2) representa B € B(H1, H2)
entdo T € L(Hz2, H1) representa a transposta de B (como forma bilinear)
dada por Hy x Hy 3 (y,x) — B(z,y).

OBSERVAGAO 5.1.21. Dados espagos de Hilbert H; e Ho entao um argu-
mento padrao de polarizacao mostra que um operador linear T: H; — Ha
¢ uma imersao isométrica se e somente se

(5.1.15) (T'(x), T(y)) = (z,9),

para todos x,y € Hi; é claro que (5.1.15) é equivalente & condigdo T* o T =
Id. Vemos entao que T é uma isometria se e somente se 1™ é um inverso
bilateral para T'; uma isometria entre espagos de Hilbert é também chamada
um operador ortogonal.

DEFINIGAO 5.1.22. Se H é um espago de Hilbert entdo um operador
P € L(H) é dito positivo quando a forma bilinear (P-,-) for simétrica e
semi-definida positiva, i.e., quando P é simétrico e (P(x),x) > 0 para todo

z € H.

Segue do Corolério 4.1.14 que uma forma bilinear limitada (-, -); em H é
um produto interno se e somente se o operador P € L(H) que a representa é
positivo e injetor; note que todo produto interno equivalente a (-, -) é limitado
mas um produto interno limitado (-,-); € B(H) pode ndo ser equivalente a
(-,+) (vide Exemplo 5.1.40 adiante). Temos a seguinte:

PROPOSIGAO 5.1.23. Seja (H,(-,-)) um espago de Hilbert; entdo uma
forma bilinear limitada (-,-)1 € B(H) é um produto interno equivalente a
(-,) se e somente se o operador linear P € L(H) que a representa € um
isomorfismo positivo.

DEMONSTRAGAO. Como ja observamos, dado P € L(H) entao (-,-); =
(P-,-) é um produto interno em H se e somente se P é positivo e injetor; resta
entdo mostrar que (-,-); é equivalente a (-,-) se e somente se P é bijetor.
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Considere o espago pré-Hilbertiano (H, (-,-)1); como (-,-); é limitado em
(H, (-,-)) é facil ver que o operador identidade

(5.1.16) Id: (H,(-,-)) — (H,{-,)1)

¢ limitado. Obviamente (-,-); é equivalente a (-,-) se e somente se (5.1.16)
é um isomorfismo topoldgico; segue entdo do Teorema da Aplicacao Aberta
(Teorema 5.1.9) que (-, )1 é equivalente a (-,-) se e somente se (H, (-,-)1) é
um espago de Hilbert. Mostraremos entdao que P ¢é bijetor se e somente se
(H, (-,)1) é um espago de Hilbert; para isso, considere o seguinte diagrama

comutativo:

(5.1.17) (H, (-5)1)*

T

Id*
(H’ <'a ))*
=
H, ()
onde R; é dado por x — (x,-); € R é a isometria dada em (5.1.14). Segue
facilmente da desigualdade de Cauchy-Schwarz para o produto interno (-, -);
que MRy é uma imersao isométrica; além do mais, Id* é simplesmente um
operador de inclusao e portanto é injetor. Supondo que P é bijetor entao
ambas as flechas no tridngulo inferior do diagrama (5.1.17) sdo bijetoras e
portanto Id* o R; é bijetora. Como Id* é injetora segue que PR é bijetora e
portanto é uma isometria; concluimos entao que (H, (-,-)1) é um espago de
Hilbert, ja que o dual topoldgico de um espago normado é sempre completo.
Reciprocamente, suponha que (H, (-,-)1) é um espaco de Hilbert. Dai
(5.1.16) ¢ um isomorfismo topoldgico e portanto Id* é bijetora; também,
pelo Teorema de Representacao de Riesz (Teorema 5.1.17) a aplicagao MRy é

uma isometria. Como R é também uma isometria, segue que P é bijetor, o
que completa a demonstracao. O

J

OBSERVAGAO 5.1.24. A Proposigao 5.1.23 é também uma conseqiiéncia
do Teorema de Laz-Milgram (vide [9, Corolério V.8]).

OBSERVAGAO 5.1.25. Sejam H1, Ho espagos de Hilbert e denote por (-, -)
o produto interno de Hg; note que dado B € B(H1, Hz) entdao o operador
T € L(H1,Hs) que representa B nao depende do produto interno usado em
‘H1, mas apenas do produto interno em Hs. Seja P um isomorfismo positivo
de Hs e considere o produto interno (P-,-) em Hs (que é equivalente a
(-,+), pela Proposi¢ao 5.1.23); podemos entdao considerar o operador 7" €
L(H1,Hs) que representa B quando usamos o produto (P-,-) em Hsa, ou
seja:

B(z,y) = (P o T')(x),y) = (T(x), ),

para todos = € Hy, y € Ha. Concluimos entao que:

T =P 'oT.
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EXEMPLO 5.1.26. Se x = (zp)p>1 ¢ uma seqiiéncia de nimeros reais
entdo para cada p € [1, +oo[ definimos:

+oo %
], = (Z\%”) € [0, +oc);
n=1

definimos também:
[2]|oo = sup |zn| € [0, 4+00].
n>1

A desigualdade de Minkowsky (vide [17, Proposigao 4.2.2]) nos diz que
2+ yllp < llzllp + [yl

para todo p € [1,400] e para quaisquer seqiiéncias x, y de nimeros reais.
Segue entao que o conjunto
tp(N) = {z = (z)n>1 ¢ ||zl < +o00}

é um subespaco do espago vetorial de todas as seqiiéncias de ntimeros reais;
além do mais, |-, é uma norma em £,(N). Nao é dificil mostrar que [[-[|,,
faz de £,(N) um espaco de Banach; para p = 2 a norma em ¢,(N) é induzida
pelo produto interno

+oo

<$>y>2 = anyna T,y c £2(N)-

n=1
Segue portanto que (¢2(N), (-, -)2) é um espago de Hilbert.

EXEMPLO 5.1.27. Seja Mns([a, b], IR™) o espago vetorial de todas as fun-
¢oes mensurdveis f: [a,b] — IR™; denote por Mns([a, b, IR™) o quociente de
Mns([a, b], IR™) pelo subespaco formado pelas fungoes f: [a, b] — IR™ que sdo
nulas quase sempre', i.e., tais que f~1(IR\{0}) tem medida de Lebesgue zero
em IR. Com um certo abuso, denotamos ainda por f a classe de equivaléncia
de f em Mns([a, b], IR™); para p € [1, +o0| definimos:

11 = ( | b IIf(t)Ilpdt); & [0, +odl:

definimos também:

(5.1.18)
| flloe = inf {c € [0, +00] : || f(t)]| < ¢ quase sempre para t € [a,b]},

para toda f € Mns([a,b], R"); obviamente se f = g quase sempre entao
1 fll, = llgll, para p € [1, +oc] e portanto podemos pensar em ||-[|,, como uma

fungao definida em Mns([a, b], IR™). A desigualdade de Minkowsky (vide [17,
Proposicao 4.2.2]) nos diz que

1+ glly < [1fllp + [lgllp,

LComo é usual em teoria da medida, dizemos que uma propriedade vale quase sempre
quando o conjunto dos pontos onde a propriedade nao vale tem medida nula.
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para quaisquer fungoes f,g € Mns([a,b], R") e todo p € [1,+0oc]; segue
entao que o conjunto

LP([a,b], R") = {f € Mns([a, b], R") : || f]l, < +oo}

é um subespago vetorial de Mns([a,b], R") e que |||, ¢ uma norma em
LP([a,b], R"™). Mostra-se que |-, faz de LP([a, b], IR") um espago de Banach
(vide [17, Proposicao 4.2.4]); para p = 2 definimos também um produto
interno em LP([a, b], IR"™) fazendo

b
(5.1.19) (f.g)2 = / (B, g(®)dt,  f.g € L2 ([a,b], R").

O produto interno (-,-)2 induz a norma |-, em L?([a,b], IR") e portanto
faz de L?([a,b], IR") um espaco de Hilbert. Observe que a desigualdade de
Cauchy-Schwarz para o produto (-, )2 nos diz que:

b 2 b b
(5.1.20) ( / <f<t>,g<t>>dt) < / I ()] dt / lg(®)] at,

sendo a igualdade vilida se e somente se existe ¢ € IR com f(t) = cg(t) para
quase todo t € [a, b].

OBSERVAGAO 5.1.28. Obviamente duas fungoes continuas que coincidem
quase sempre num intervalo sao iguais (sempre); dai, se f € LP([a,b], R")
entao existe no mdrimo uma aplicagdo continua fy na mesma classe de
equivaléncia de f (i.e., tal que f = fo quase sempre). Dizemos portanto
que f € LP(]a,b], IR™) é continua quando existe uma aplicagao continua fj
que é igual a f quase sempre e nesse caso identificamos (a classe de) f com
fo; dito de outra maneira, identificamos o conjunto das funcées continuas
fo: [a,b] — IR™ com um subespago de LP([a,b], IR").

EXEMPLO 5.1.29. Se A é um conjunto e X é um espago vetorial norma-
do entao denotamos por Bd(A, X) o espago vetorial das fungoes limitadas
f: A — X; para cada fungao f: A — X definimos:

(5.1.21) [1fllsup = sup || f ()| € [0, +-o0];
u€A

daf ¢ fdcil ver que ||, define uma norma em Bd(A, X). Quando X ¢
um espago de Banach entdao também Bd(A, X) é um espago de Banach. A
convergéncia de seqiiéncias no espaco Bd(A, X)) coincide com a convergéncia
uniforme de fungoes.

Note que para uma funcao continua f: [a,b] — IR" temos (vide (5.1.18)):

[flloo = [ fllsup-

ExEMPLO 5.1.30. Se X1, X, ..., X, sdo espacos de Banach entao a soma
direta X = @} ; X; é também um espaco de Banach se a considerarmos
munida da norma:

n
(5.1.22) @1, mn)|| = lall, =€ Xi, i=1,...,n;
=1
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anorma (5.1.22) é também equivalente as normas (vide [28, Proposicao 4.4,
Capitulo II]):

-

(5.1.23) H(xl,...,xn)H:(Z”mp) , pE[l4oo], e
=1

(5.1.24) (@1, 2| = nax. Iz |-

Qualquer uma das normas (5.1.22), (5.1.23) e (5.1.24) induz em X a topologia
produto. Dai se cada X; é um espaco Banachizavel entao X é também um
espaco Banachizavel de maneira canénica.

OBSERVAGAO 5.1.31. A soma direta definida no Exemplo 5.1.30 é tam-
bém chamada a soma direta externa dos espacos de Banach X1, Xo, ..., X,,.
Se um espaco de Banach X se escreve como soma direta interna de subes-
pacgos fechados X; C X, i=1,...,n entdo segue do Teorema da Aplicagao
Aberta (Teorema 5.1.9) que o isomorfismo canénico entre X e a soma direta
externa dos espacos X; dado por

n n
@XZ ) (.’El,...,;vn)l—>Z$i eX
i=1 1=1

é um isomorfismo topolégico. Em particular, os operadores de projegao
m;: X — X; relativos a decomposicao X = @?:1 X, sao limitados.
ExEmMPLO 5.1.32. Se H1,Ha, ..., H, sao espacos de Hilbert entdao pode-

mos definir na soma direta H = @;-_; H; um produto interno fazendo

n
(5.1.25) (@1, mn), (s un)) = Y (i i),

i=1
para z;,y; € H;, ¢ = 1,...,n. O espago H munido do produto interno
(5.1.25) é também um espago de Hilbert; quando o produto interno (5.1.25)
é considerado em H dizemos entao que

H=E H
=1

é uma soma direta de espagos de Hilbert. Note que a norma em H induzida
pelo produto interno (5.1.25) coincide com a norma definida em (5.1.23)
quando tomamos p = 2; em particular, a nocao de soma direta de espacos
de Hilbert é compativel com a nogao de soma direta de espacos de Banach
introduzida no Exemplo 5.1.30.

OBSERVAGAO 5.1.33. A soma direta de espagos de Hilbert definida no
Exemplo 5.1.32 é também chamada a soma direta externa dos espagos de

Hilbert H1,Ha, ..., Hy. Descrevemos agora uma nocao de soma direta in-
terna de espagos de Hilbert. Seja entao H um espago de Hilbert e suponha
que H se escreve como a soma de subespacos fechados H; C H,i=1,...,n

e que os espagos H; sdo mutuamente ortogonais, i.e., (x,y) = 0 para todos
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x € H;,y € Hj,etodosi,j=1,...,n,i# j; dail H é na verdade uma soma
direta dos subespacos H; e o isomorfismo canonico entre H e a soma direta
externa dos espacos de Hilbert H; dado por

n n
@HZ = (xl,...,a:n) '—>Z:L’Z eH
i=1 i=1

é uma isometria.

OBSERVAGAO 5.1.34. Se ‘H é um espaco de Hilbert e Hy, Ho, ..., H, sdo
subespagos fechados mutuamente ortogonais de H entao a soma » . H;
(que é automaticamente direta) é também fechada em H; de fato, obtemos
como na Observagao 5.1.33 uma isometria entre » - ; H; e a soma direta
externa dos espagos de Hilbert H;, donde concluimos que > | H; é um
subespaco completo de H. Observe que a soma de dois subespagos fechados
de um espago de Hilbert em geral pode nao ser fechada (vide Exemplo 5.1.35
a seguir).

EXEMPLO 5.1.35. Seja H um espago de Hilbert e seja T' € L(H) um
operador limitado; obviamente o grafico de T e H @ {0} sao subespacos
fechados do espaco de Hilbert H & H. Temos:

Gr(T)+ (H®{0}) =H o Im(T) C HDH;

vemos entdao que Gr(T') + (H @ {0}) é fechado em H @& H se e somente se a

imagem de T for fechada em H, o que nem sempre é o caso’.

ExXEMPLO 5.1.36. Se X é um espaco de Banach e V' C X é um subespago
fechado entao definimos uma norma no quociente X/V fazendo:

(5.1.26) |z + V| = inf ||z + o],
veV

para todo = + V € X/V. Mostra-se entao (vide [28, §4(B), Capitulo II] ou
[50, Secao 4, Capitulo III]) que (5.1.26) faz de X/V um espago de Banach
e que a topologia em X/V induzida pela norma (5.1.26) coincide com a to-
pologia quociente; na verdade, a aplicacao quociente q: X — X/V é aberta.
Quando V admite um subespaco complementar fechado V' em X entao a
aplicacao quociente ¢ se restringe a um isomorfismo topolégico de V' sobre
X/V.

Observe que o operador transposto ¢* da aplicacdo quociente g é um
isomorfismo topoldgico de (X/V)* sobre o anulador de V em X*. Uma
aplicagdo do Corolario 5.1.4 sobre o espa¢o X/V mostra que dado x € X
com z ¢ V entao existe « € X* tal que afy =0e a(z) = 1.

EXEMPLO 5.1.37. Se k > 0 é um inteiro denotamos por C*([a, b], IR") o
espaco das funcoes f: [a,b] — IR™ de classe C*; o espago C°([a, b], IR"™) mu-
nido da norma (5.1.21) (que coincide com (5.1.18)) é um espaco de Banach.

2por exemplo, se T' é um operador compacto que nao possui posto finito entao a
imagem de T nunca é fechada (vide Coroldrio 5.2.13).
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Para k > 1 a aplicacao linear injetora

(5.1.27)  C*([a,b], R") > f+— (£, £, ", . ) € @ Ca,b], R")
k+1

tem imagem fechada e portanto induz uma topologia no espaco C* ([a, b], R™)
que faz dele um espaco Banachizavel. Uma norma em C* ([a, b], IR™) pode
ser obtida através de qualquer uma das possiveis normas numa soma di-
reta de espagos de Banach introduzidas no Exemplo 5.1.30; definimos por
exemplo:

k
(5.1.28) 1A =Y 1F 9, f € C¥(lab], R™),

=0

onde f() denota a i-ésima derivada de f. Uma seqiiéncia de funcoes (f5)j>1
converge no espaco C*([a,b], R") para uma funcio f se e somente se a i-
ésima derivada de f; converge uniformemente para a i-ésima derivada de f
parat=0,1,... k.

Note que temos um isomorfismo topolégico de C¥([a,b], IR™) sobre a
soma direta (IR")* @ C°([a, b], IR") dado por

(5.1.29) fr— (f(to), f'(to), .., FEV(to), f®),

para qualquer ty € [a, b] fixado. O isomorfismo (5.1.29) induz outras normas
em C*([a,b], IR") equivalentes a (5.1.28); por exemplo:

£l = max {|I£ @], £ @], [ @], [£*] . }-

EXEMPLO 5.1.38. Uma funcao f: [a,b] — IR™ é dita absolutamente con-
tinua quando dado £ > 0 existe 6 > 0 tal que se |z;,y;[, © = 1,...,r séo
intervalos abertos dois a dois disjuntos contidos em [a, b] com Y ;| yi—x; < §
entao > i | f(yi) — f(z:)|| < e. Listamos algumas propriedades bésicas das
aplicagoes absolutamente continuas (vide, por exemplo, [17, Capitulo 7]):

)

e toda aplicacao absolutamente continua é continua;

e toda aplicagdo Lipschitziana (e em particular toda aplicagao de
classe C'!) é absolutamente continua;

e a restrigdo de uma aplicagao absolutamente continua em [a, b] a um
subintervalo fechado de [a, ] é ainda absolutamente continua;

e dada uma partigdo a = tg < t1 < ... < tp = b de [a,b] entdo
uma aplicagao que é absolutamente continua em cada subintervalo
[ti,tiy1] € absolutamente continua em [a, b];

e a soma e o produto de aplicagoes absolutamente continuas sao apli-
cacoes absolutamente continuas;

e se f:]a,b] — IR" é absolutamente continua e o: Im(f) — R™
localmente Lipschitziana (em particular, se o é C!) entdo o o f
absolutamente continua;

[eNEeN
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e se ¢ € L'([a,b], IR™) entdo a funcio

t
f()= [ o(s)ds, te€la,b],
to
é absolutamente continua para todo ty € [a,b]; além do mais, f é
derivdvel quase sempre e f' = ¢ quase sempre em |[a, bl;
e se f: [a,b] — IR™ é absolutamente continua entdo f é derivavel
quase sempre>, f € L'([a,b], IR™) e vale o Teorema Fundamental
do Calculo:

t
ft) = f(to) + t f'(s)ds, t€fa,b];

e se f: [a,b] — IR™ é absolutamente continua e f’ = 0 quase sempre
entao f é constante; se f’ coincide quase sempre com uma aplica¢ao
continua entdo f é de classe C.

Para todo inteiro k£ > 0 e todo p € [1,400] escrevemos
WHP([a,b], R") = {re C*(la,b], R™) : f*=1) & absolutamente continua
e f¥) € LP([a,b], R™)}.

Note em particular que W ([a,b], IR") é simplesmente o espaco de todas as
fungdes absolutamente continuas f: [a,b] — IR"; o espaco WP ([a,b], IR"™)
coincide com o espago LP([a,b], IR") introduzido no Exemplo 5.1.27. Uma
aplicacdo f: [a,b] — IR"™ que pertence a W*P([a, b], IR™) é dita uma aplicacdo
de classe Wk,

E f4cil ver que a aplicacao linear injetora
(5.1.30)
WP ([a, b, R") 3 f = (. f',.... /") € @ C°([a, b], R") & LP([a, b], IR")

k

tem imagem fechada e portanto induz no espaco W*?([a,b], IR") uma to-

pologia que faz dele um espaco Banachizdvel; uma norma explicita em
WkP([a,b], IR") pode ser definida por:

k—1
(5.1.31) A =119+ S
=0

A convergéncia em W*P([a,b], IR") de uma seqiiéncia (f;);>1 para uma
funcao f é quivalente a convergéncia uniforme da i-ésima derivada de f; para
a i-ésima derivada de f, ¢ =0,...,k — 1 juntamente com a convergéncia da
k-ésima derivada de f; para a k-ésima derivada de f no espago LP([a, b], IR™).

3Uma funcio continua, derivével quase sempre, com derivada em L'([a,b], IR") pode
ndo ser absolutamente continua; na verdade, existem fungdes continuas e estritamente
crescentes com derivada igual a zero quase sempre (vide [17, Secao 7.5]).
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Note que fixado qualquer ¢y € [a, b] temos um isomorfismo topolégico de
W¥P([a,b], IR") sobre a soma direta (IR")* @& LP([a,b], IR™) dado por

(5132) f — (f(tO)a f/(tO)a SRR f(k_l) (tO)v f(k))>

esse isomorfismo induz outras possiveis normas em W¥*P([a, b, IR™) equiva-
lentes a (5.1.31), por exemplo:

k—1
A= 12N, + DD, f € WhP(la, b, R™);
=0

quando p = 2 escrevemos simplesmente
H"([a,b], R") = W"?([a,b], R™);

o espaco H*([a,b], IR™) é Hilbertizavel; por exemplo, o produto interno
(5.1.33)
k=1 ‘
(f.9) = (F® g™, + 3 (FD(t), g (t0)),  f.g € H*([a,b], R™),
i=0
faz de H*([a,b], IR") um espaco de Hilbert, para qualquer tq € [a, b] fixado.

OBSERVAGAO 5.1.39. Obviamente nos Exemplos 5.1.27, 5.1.37 e 5.1.38
podemos trocar IR™ por um espaco vetorial normado de dimensao finita V
qualquer; para que as férmulas (5.1.19) e (5.1.33) fagam sentido é necessério
que a norma de V seja proveniente de um produto interno. As topologias
dos espacos descritos nesses exemplos nao dependem da norma escolhida em
V.

EXEMPLO 5.1.40. O produto interno (-, -)2 do espaco L?([a,b], IR") res-
tringe-se a um produto interno limitado no espaco H'([a, b], IR™); note porém
que (-,-)2 ndo induz a topologia padrao de H!([a,b], R"), i.e., (-,-)2 ndo é
equivalente a (5.1.33) com k = 1.

ExeEmMPLO 5.1.41. Se m;: IR® — IR denota o operador de projecao na
i-ésima coordenada entao é facil ver que a aplicagao

(5.1.34)  LP((a,b], R") 5 v+ (miov,...,mov) € P LP([a,b], R)

é um isomorfismo topoldgico, para todo p € [1,+oc]. Mais geralmente, se V'
¢ um espago de dimensao finita e V =V} & Va2 entao temos um isomorfismo
topoldgico

(5.1.35) LP([a,b],V) > v+ (m ov,m0v) € LP([a,b], V1) ® LP([a,b], Va2),
onde 7 e mo denotam as projecoes relativas a decomposicao Vi & Vo, Exa-

tamente as mesmas conclusdes valem se trocarmos LP por C* ou WP em

(5.1.34) e (5.1.35).

EXEMPLO 5.1.42. Na notacao do Exemplo 5.1.27, a desigualdade de
Hélder (vide [17, Teorema 4.2.1]) diz que:

(5.1.36) gl < 171y llgllg
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para quaisquer fungdes mensuraveis f, g: [a,b] — IR, onde p, q € [1,4+00] s@o
tais que % + % = 1 (convencionando Ji)o = 0); segue entdao que o operador
de multiplica¢ao
L?([a,b), R) x L%([a,b], R) > (f,9) — fg € L'([a,0], R)
é um operador bilinear limitado. Mais geralmente, tendo em mente o Exem-
plo 5.1.41 é facil ver que, dados espagos vetoriais de dimensao finita Vi, Vs,
W e um operador bilinear B: V; x Vo — W entao
LP([a, ], V1) x L%([a,b],V2) 3 (f,9) — B(f,9) € L' ([a,b], W)

6 um operador bilinear limitado onde B(f, g)(t) = B(f(t), g(t)), t € [a, b]; de
particular interesse é o caso p = ¢ = 2 (al a desigualdade de Holder se reduz
a desigualdade de Cauchy-Schwarz (5.1.20)). O operador de multiplicacao

L¥([a, b], Vi) x L>=([a,b],V2) 5 (f,9) — B(f,9) € L*([a,b], W)
também é limitado para todo p € [1, +00]; de fato, é facil ver que:

1B 9)llp < 1B 115 [19lloo-

Mais geralmente,
M([a, 0], V1) x M([a,b],V2) 5 (f,9) — B(f,9) € M([a, 0], W)

é bilinear limitado quando trocamos M por L>®°, C* (para k > 0) ou Wkop
(para k > 1, p € [1,+oc]); para o caso M = L ou M = C? observe que:

IB(f,9)lloc < (Bl [].flloo l9loo-

Vamos demonstrar também o caso M = W12 = H' que serd de particular
interesse no Capitulo 6; os outros casos também sao simples, mas nao serao
usados neste texto. Levando em conta o Exemplo 5.1.41, nao hé perda de
generalidade em supor V; = Vo = IR e que B é a multiplicacao de ntimeros
reais; usando a norma ||-|| dada em (5.1.31) (com k = 1, p = 2) calculamos
para quaisquer funcées f,g € H'([a, ], IR):

I£9ll < 11 £glloc + 1 gll2 + 11 £9'll2:
mas:

1fglloe < N[ flloc llgllee < [1£1l lgll;
1£°gll2 < 112 lgllee < I£1I I,

e de maneira andloga estimamos || f¢'||. A conclusdo segue.

ExEMPLO 5.1.43. Usando a desigualdade de Holder (5.1.36) com g =
1 e p = p1/p2 é facil ver que LP'([a,b], R™) C LP2([a,b], R™) para p;
p2 > 1, sendo a inclusao desses espacos de Banach um operador limitado.
Mais geralmente, se p; > pa > 1 entdo a inclusdo de W*P1([a,b], R") em
WkP2([a,b], IR") é limitada para todo inteiro k > 1. E fAcil ver também que
a inclusdo de W*+1P([a, b], IR™) em C*([a, b], IR™) ¢é limitada e que a inclusio
de C*([a, b], R™) em W¥*P([a,b], IR™) é limitada para todo p € [1,4oc] e todo
inteiro k > 0.

Y
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EXEMPLO 5.1.44. E fcil ver que o operador derivacao
(5.1.37) der: My ([a,b], R") — Ma([a,b], R")

dado por der(f) = f’ é limitado quando fazemos 9t; = C*, My = C*~! ou
My = WhP, My = WFLP com k > 1; para esses mesmos valores de 9y e
M temos também que o operador de primitivacdao

prim: My ([a, b], R") — M1 ([a, b], R"),
dado por prim(f)(t) = fti) f(s)ds (com ty € [a,b] fixado) é limitado.
EXEMPLO 5.1.45. O operador de reparametrizacao afim
b: M([a, b, ") — M([e,d), R")
dado por ¢(f)(t) = f (a+ (b— a)%), t € [e,d], é um isomorfismo to-

polégico quando fazemos M = C* ou M = WHP, para todo p € [1,+o0] e
todo inteiro k > 0. De fato, para o caso MM = LP, p € [1, +o00[ um argumento
trivial de mudanga de varidvel (afim) na integral mostra que:

1
d—c\r
It = (5=2 ) 171
para o caso M = L>® ou M = C basta ver que:

16(f)llso = 11fllso-

Para o caso M = C* observe que o diagrama

¢

C*([a,b], R") C*([c,d], R")

der(”) \L ider(r)

C%a, b], IR™) (=) C%([c, d], R™)

comuta, onde as flechas verticais sao dadas pela r-ésima iterada do operador
de derivacio (5.1.37). A conclusio segue entdo do caso M = C e do fato que
a topologia de C*([a, b], IR™) é induzida pela aplicacio (5.1.27); o caso M =
WHP segue de modo andlogo (usando também o caso 9 = LP), observando
que a topologia de W*P([a,b], IR") é induzida pela aplicacdo (5.1.30).

DEFINICAO 5.1.46. Se X é um espaco normado, dizemos que uma familia
(x5)jes de vetores de X é somdvel quando existe s € X tal que para todo
e > 0, existe uma parte finita F. C J tal que

|s=> i <,
JEF
para toda parte finita F' C J contendo Fr. E ébvio que o vetor s € X é
tnico quando existe e é chamado a soma da familia (x;);c7; escrevemos:

S = E .%'j.

JjeT
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Se (tj)jes ¢ uma familia de numeros reais nao negativos que ndo é somavel
entao escrevemos Zjej t; = 4o00.

Se uma familia (z;);c7 é somavel num espaco normado X entao z; =0
para j € J fora do conjunto enumeravel J,~; F1; além do mais, é ficil
ver que se J é enumerdvel entdo (z;)jes é somavel com soma s € X se e
somente se a série Z:ﬁ Tg(n) converge para s para toda bijecao ¢: N — 7.

Se X é um espaco de Banach entao temos um critério de Cauchy para
somabilidade: uma familia (x;);c7 em X é somével se e somente se dado
€ > 0 existe uma parte finita F, C J tal que

|2 <
jeF
para toda parte finita F' C J disjunta de F.

Se dim(X) < 400 entdo a somabilidade de uma famiilia (z;);c7 é equi-
valente? & condicao que (xj)jeg € normalmente somdvel, ou seja

> gl < 4o

JjeT
Uma ultima observacao trivial sobre somabilidade: se T: X — Y é um
operador linear limitado e se (z;)jes ¢ uma familia somavel em X entao

vale a identidade:
jeJ jeJ
Uma referéncia bastante completa com os resultados sobre somabilidade de
familias em espagos normados é, por exemplo, [28, §1(B), Capitulo 1].
EXEMPLO 5.1.47. Generalizando o Exemplo 5.1.26, se J é um conjunto
arbitrario e p € [1,4o00[ entdo para toda familia © = (z;);cs de nimeros
reais definimos:

LA

lzlly = | D laP | € [0, +o];
JET
definimos também:
|z|loc = sup|z;| € [0, +o0].
JjeT
Dai para todo p € [1,+00] definimos ¢,(J) como sendo o conjunto das
familias « = (2;)jes de ntimeros reais tais que |||, < 400, ou seja:

0p(T) ={z = (2))jeg : |z]p < +o0};

4Num espaco de Banach, segue do critério de Cauchy que a somabilidade em norma
implica na somabilidade comum, mas a reciproca néo vale em geral; por exemplo, se e, €
£2(N) denota a seqiiéncia cuja n-ésima coordenada é igual a 1 e cujas outras coordenadas
sdo nulas entdo a familia (%2 ),>; é somdvel em ¢>(N) mas ndo é normalmente somével.
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mostra-se entdao que £,(J) é um espago de Banach munido da norma ||-|,.
Se p = 2 o produto interno

<$,y>2: ijyﬁ 35721652(‘7)
JjeJ
induz a norma |||, no espaco ¢2(J) e faz dele um espaco de Hilbert.
ExXEMPLO 5.1.48. Generalizando os Exemplos 5.1.30 e 5.1.47 definimos
agora uma nogao de soma direta para uma familia (X;);cs de espacos de
Banach indexada num conjunto arbitrério J; se x = (x;)jcs ¢ uma familia
com x; € X; para cada j € J entdo definimos para p € [1,4o0[:

1
P
(5.1.38) Izllp = { D llajllP | € [0, +o0],
JjeET
e também:
[2]loo = sup [|z;]| € [0, +o0].
jeT

Dai para p € [1,4+00] definimos a p-soma direta (no sentido de espagos de
Banach) da familia (X;);ecs fazendo:

—P
(5.1.39) D x= {x eI, X llall < +oo}.

JjeJ
Temos que (5.1.39) é um espago de Banach munido da norma [[-[|,. Quando
X ¢ nao nulo para um ntmero infinito de indices j € J entao o espaco
(5.1.39) contém propriamente a soma direta algébrica ®j€j Xj;sep < 400
a soma direta algébrica é densa em (5.1.39). Observe que a topologia de
(5.1.39) ¢ estritamente mais fina que a topologia induzida pela topologia
produto de [T;c7 X;, quando X # {0} para um ntimero infinito de indices
jeJ.

Se J é finito ent@o a nogao de soma direta definida em (5.1.39) coinci-
de com a nogao de soma direta introduzida no Exemplo 5.1.30; nesse caso,
como ja observamos, o espaco (5.1.39) coincide com a soma direta algébrica
@je 7 X; e sua topologia nao depende de p. Para J arbitrario, se cada

X, = IR entao (5.1.39) coincide com o espaco £,(J) introduzido no Exem-
plo 5.1.47.

EXEMPLO 5.1.49. Generalizando o Exemplo 5.1.32, consideramos agora
uma familia arbitréaria (H;);cs de espagos de Hilbert e definimos:

— —2
(5.1.40) P H =P H;;
JjeJ jeJ
consideramos em (5.1.40) o produto interno definido por:

(5.1.41) (@,y) = (2,45,

JjeT
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para todos z = (zj)jes € ¥y = (y;)jes em (5.1.40). Dai (5.1.41) induz no
espaco (5.1.40) a norma (5.1.38) com p = 2 e portanto o produto (5.1.41) faz
de (5.1.40) um espaco de Hilbert; dizemos entao que (5.1.40) é uma soma
direta de espacos de Hilbert. Se J é finito obtemos novamente a nogao de
soma direta de espagos de Hilbert introduzida no Exemplo 5.1.32; para J
arbitrario, se cada H; = IR ent@o a soma direta (5.1.40) coincide com o
espaco de Hilbert ¢5(7).

OBSERVAGAO 5.1.50. A soma direta definida no Exemplo 5.1.49 é tam-
bém chamada a soma direta externa da familia (H;)jes de espacos de Hil-
bert. Podemos definir uma nogao de soma direta interna de espacos de Hil-
bert da seguinte maneira: seja H um espago de Hilbert e seja (H;),cs uma
familia de subespagos fechados de H mutuamente ortogonais, i.e., (z,y) =0
para todos v € H;, y € Hj, com 1,5 € J, i # j; daf a soma dos espacos H;
é automaticamente direta. Suponha entao que essa soma direta algébrica
®jej H; seja densa em H; dizemos nesse caso que H é a soma direta (in-
terna) de espacos de Hilbert da familia (H;)jcs. Nao é dificil mostrar os
seguintes fatos:

(1) Uma familia (x)jes com x; € H; para todo j € J € somdvel em H
se e somente se ). 7 2% < +o0;
a validade de (1) é uma conseqiiéncia simples do critério de Cauchy
para somabilidade e do Teorema de Pitagoras.

(2) Dado x € H entdo a familia (my;(x))jey € somdvel e sua soma € x;

a validade de (2) segue facilmente da hipétese que a soma direta
algébrica @je 7 H; é densa em 'H e do fato que a projegao ortogonal®
de x num subespaco V' é o ponto de V mais préximo de x.

Para uma discussao sobre somas de familias ortogonais em espagos de
Hilbert vide [28, §5, §6, Capitulo I].

Segue diretamente dos fatos (1) e (2) que temos uma isometria entre H
e a soma direta externa dos espacos H,; dada por:

(5.1.42) M3z — (my,(2))jes € P Hj;
JjeJ
além do mais, o inverso de (5.1.42) é dado por:
P Hi > (@))jes— >z eH.
JjeJ jeJ
OBSERVAGAO 5.1.51. Seja H um espago de Hilbert; uma familia de ve-

tores (bj)jeg € dita ortonormal se (b;,b;) = 0 para todos i,j € J com i # j
e (bj,b;) = 1 para todo j € J. Uma familia ortonormal (b;);cs ¢ dita uma

5Note que se ' C J é uma parte finita entao Z].GF 7, () é a projecao ortogonal de
z no subespaco P, p H;-
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base de Hilbert (ou também uma familia ortonormal completa) para H se
o subespaco gerado por {b;};cs é denso em H; nesse caso temos que H
se escreve como soma direta interna dos subespacos unidimensionais I?b;,
j € J edail:

H @ Rb; = l5(T).
JjeJ

Todo espaco de Hilbert admite uma base de Hilbert; de fato, segue do Lema
de Zorn que sempre existe uma familia ortonormal mazimal (b;);es em H.
Dai o subespago gerado pelos vetores b; tem complemento ortogonal nulo e
é portanto denso em H (vide (5.1.11)).

Observe que as consideragoes acima mostraram que todo espaco de Hil-
bert é isométrico a ¢5(J) para algum conjunto J.

OBSERVAGAO 5.1.52. As definigoes dos espagos de Banach que aparecem
nos Exemplos 5.1.27, 5.1.37 e 5.1.38 podem ser generalizadas em vérias
diregoes; mencionamos algumas possibilidades. No caso de LP([a,b], R™),
o intervalo [a, b] pode ser trocado por um espaco de medida qualquer sem
o aparecimento de complicacoes significativas® (vide [17, Proposicao 4.2.4]
para a prova da completude); o espacgo IR™ pode ser trocado por um espago de
Banach X qualquer. Quando X nao é separavel, um certo cuidado deve ser
tomado com a definigdo de fungdo mensuravel (deve-se considerar fungoes
mensuraveis no sentido forte; vide [59, Secao 4, Capitulo 5]). E possivel
também definir espacgos de Banach de secoes LP de fibrados vetoriais.

Quanto ao espaco C*([a, b], IR"™), podemos trocar em geral [a, b] por uma
variedade diferencidvel compacta (possivelmente com bordo); novamente IR"
pode ser trocado por um espago de Banach (na Subsegao 5.1.1 a seguir discu-
tiremos célculo em espagos de Banach). Pode-se também considerar o espago
de Banach de secdes de classe C* de um fibrado vetorial (sobre uma varie-
dade compacta). Os espagos WkP podem ser definidos sobre abertos de IR™
e sao normalmente conhecidos como Espagos de Sobolev (vide [9, Capitulo
IX]); tais definicoes normalmente envolvem a nogao de deriwada fraca (no
sentido da Teoria de Distribuigoes de Schwarz) ou as vezes a Transformada
de Fourier (que permite até a generalizacdo para o caso em que k nao é
inteiro). Vdrias complicagoes aparecem ai, especialmente porque WkP pode
conter funcbes nao continuas mesmo para k > 1. Os espagos de Sobolev
também podem ser definidos no contexto de segoes de um fibrado vetorial
sobre uma variedade com bordo qualquer (no caso nao compacto estruturas
adicionais como métricas e conexoes sao necessarias).

5.1.1. Calculo em espagos de Banach. O objetivo desta subsecao
¢é introduzir as nocoes basicas do calculo em espacos de Banach; provamos
um critério pratico para a diferenciabilidade de uma aplicagao entre espagos

6para que tenhamos uma inclusao limitada de LP* em LP? para p1 > p2 (vide Exem-
plo 5.1.43) é necessério supor que o espacgo de medida tenha medida total finita.
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de Banach. Nesta subsecao, todos os espagos normados considerados serao
espacos de Banach.

Sejam X, Y espacos de Banach e seja f: U — Y uma fungao definida
num aberto U C X; se X = IR admitimos também que U seja um intervalo
qualquer (ndo necessariamente aberto) em IR. Dizemos que f é diferen-
cidvel” no ponto z € U se existe um operador linear limitado T € L(X,Y)
de modo que a funcao r definida pela identidade

(5.1.43) flx+h) = f(z)+T(h)+r(h),
satisfaz:

im Lh) =
(5.1.44) }ILHO 2l 0.

E fécil ver que quando tal operador T existe ele é uinico; de fato, para v € X
temos que T'(v) coincide com a derivada direcional de f no ponto x, na

direcao de v:
of _ fl@+tv) — f(x)
Tw)==—(x)=1 .
() v (z) 150 t
Dizemos entao que T é a diferencial de f no ponto x € U e escrevemos
T = df(x). Se X = IR entao identificamos df(z) com um vetor de Y

através da isometria

LIR,Y)>T+—T(1)€eY;

escrevemos entao f'(x) = df(x)-1 e dizemos que f'(z) é o vetor tangente a
f no ponto x € U. Mais explicitamente:
fle+h) — f(2).

h )
se X = IR a diferenciabilidade de f no ponto x é equivalente a existéncia do
limite em (5.1.45).

OBSERVAGAO 5.1.53. Se f é diferencidvel no ponto x € U e trocamos as
normas em X e Y por normas equivalentes entao f continua diferenciavel
no ponto z e sua diferencial nao muda; vemos entao que na verdade o con-
ceito de funcao diferenciavel e de diferencial podem ser definidos em espacgos
Banachizaveis.

Se f é diferenciavel em todo ponto de U entao dizemos que f é diferen-
ciqvel em U e obtemos uma aplicagao

(5.1.46) df: U — L(X,Y);

quando a aplicacido (5.1.46) é continua dizemos que f é de classe C'. De-
finimos indutivamente a diferencial de ordem k de f no ponto x € U fa-
zendo d¥) f(z) = d(d(k_l) f)(z) (quando essas diferenciais de fato existi-

rem); daf d®) f(x) pode ser identicado com um operador k-linear limitado

(5.1.45) fl(z) = }1113%

"Nesta subsecao, “diferencidvel” significa “diferencidvel uma vez”; recorde que na
Secdo 2.1 “diferenciavel” significava “de classe C°°”. Fora da presente subsecido, a termi-
nologia adotada serd a da Secao 2.1.
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de X x---xX emY. Se f é diferenciavel k vezes e a aplicacio z — d¥) f(x)
é continua em U dizemos que f é de classe C* em U.

A partir dai desenvolve-se a teoria de calculo em espagos de Banach de
maneira essencialmente idéntica ao calculo em dimensao finita; mostra-se
a regra da cadeia e as propriedades operatorias elementares da diferencial.
Operadores lineares e multi-lineares limitados sao sempre de classe C° e
suas diferenciais sdo dadas pelas mesmas expressoes que aparecem no calculo
em dimensao finita, ou seja:

(5.1.47)

n

dB({L‘l, e ,:Un) . (hl, .. ,hn) = ZB({L‘L N ,:L'i,l,hi,l‘prl, N ,:L'n),
=1

onde B é um operador multi-linear limitado como em (5.1.2) e x;, h; € X;,
i=1,...,n; aqui o produto [[;~; X; deve ser identificado com a soma direta
Dz, Xi-

Repetindo as construgoes da Secao 2.1 pode-se também desenvolver um
calculo em variedades de Banach, também essencialmente idéntico ao calculo
em variedades de dimensao finita. Uma exposi¢cao bastante completa sobre o
assunto pode ser encontrada em [33]; as demonstragoes feitas em dimensao
finita em geral repetem-se ipsis literis quando estamos no contexto de es-
pacos de Banach (uma pequena excecao é mencionada na Observacao 5.1.56
adiante). Alguns teoremas de calculo em espagos de Banach podem ser ob-
tidos como corolarios dos correspondentes teoremas classicos em dimensao
finita, normalmente usando como ferramenta o Corolario 5.1.4 do Teorema
de Hahn-Banach; mencionamos a seguir dois exemplos.

EXEMPLO 5.1.54. O Teorema de Schwarz para o calculo em espacos de
Banach nos diz que se f: U C X — Y é uma funcao k vezes diferencidavel
no ponto x € U entdo a forma k-linear d*) f(z) é simétrica; esse resultado
¢ uma conseqiiéncia do Teorema de Schwarz em dimensao finita. Para ver
isso, seja V' C X um subespago de dimensao finita qualquer e seja a € Y'*;
a funcao

vi— g(v) = (ao f)(x+v) e R

definida numa vizinhanca da origem em V ¢é k vezes diferencidvel na origem
e

d¥g(0) = a0 A F(@) |ty

Pelo Teorema de Schwarz em dimensdo finita temos que d*)g(0) é uma
forma k-linear simétrica; como V e «r sdo arbitrarios, a simetria de d® f(x)
segue do Corolario 5.1.4.

EXEMPLO 5.1.55. A Desigualdade do Valor Médio para o calculo em
espagos de Banach nos diz que se f: [a,b] — X é uma aplicacdo continua,
diferencidvel no intervalo aberto ]a, b] entao existe ¢ € |a, b tal que:

1£®) = f@)] < £ @I - a);
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para ver isso, usamos o Corolario 5.1.4 para encontrar o € X* com ||| = 1,
a(f(b) — f(a)) = ||f(b) — f(a)|| e aplicamos o Teorema do Valor Médio para
a funcao escalar ao f.

Segue da Desigualdade do Valor Médio que se f: [a,b] — X é continua
e tem derivada zero em |a, b[ entdao f é constante.

OBSERVAGAO 5.1.56. Uma dificuldade que aparece no estudo do célculo
em espacos de Banach é que, diferentemente do caso dim(X) < 400, nem
todo subespago fechado de um espaco de Banach é co-fechado. No caso de
espacos de Hilbert, tal dificuldade nao aparece, ja que todo subespaco fechado
de um espago de Hilbert é co-fechado (vide (5.1.12)). No caso de espacos
de Banach, a possivel inexisténcia de complementares fechados tem duas
principais conseqiiéncias:

o As definicdes de imersdo e submersdo devem ser adaptadas;

dizemos que uma aplicacao f: U C X — Y é uma submersdo no
ponto x € U se df(z) é sobrejetora e seu ntcleo é co-fechado em X.
Dizemos que f é uma imersdo no ponto x se df(z) é injetora e sua
imagem é fechada e co-fechada em Y. Essas defini¢bes fazem com que
a forma local das imersoes e a forma local das submersées sejam ainda
verdadeiras no contexto de célculo em espacos de Banach®.

e A demonstragdo do principio de mudanca de contra-dominio € mais
delicada;
se uma funcao f: X D U — Y é de classe C* e se a imagem de f estd
contida num subespaco fechado Yy C Y entao a aplicacao fo: U — Yy
dada por fo(x) = f(x), para todo 2 € U, é ainda de classe C*. Em
dimensao finita, esse fato é uma conseqiiéncia trivial da regra da cadeia:
basta observar que fo = wo f, onde m: Y — Y é uma proje¢ao limi-
tada. No caso de espagos de Banach esse resultado ainda € verdadeiro,
apesar da possivel inexisténcia da projecao limitada 7. A demonstragao
desse fato segue facilmente (por indugao em k) da defini¢do de fungao
diferenciavel, levando em conta que Yp tem a topologia induzida de Y.

Na demonstracao do resultado central desta segao (Teorema 5.1.64) pre-
cisaremos de uma nogao de integral para fungoes continuas f: [a,b] — X,
onde X é um espaco de Banach®. Desenvolvemos brevemente a seguir uma
tal teoria de integragao.

8Recorde que a forma local das submersoes é necessaria na demonstragao do Teorema
do Valor Regular: se uma fungéo f: X D U — Y de classe C* (k > 1) é uma submersio
em todos os pontos de f~'(y) para um certo y € Y entdo f'(y) é uma subvariedade
mergulhada de classe C* de X.

9Uma teoria como essa pode ser desenvolvida no espirito da integral de Riemann,
usando partigdes do intervalo [a, b] e limites de somas. Isso é feito em [37, §1, §2, Capitulo
6]; embora os resultados nessa referéncia estejam enunciados para X = IR", as demons-
tragoes que aparecem la funcionam num espaco de Banach qualquer.
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DEFINICAO 5.1.57. Seja X um espaco de Banach; dizemos que uma
funcao f: [a,b] — X é integrdvel se para todo funcional linear limitado
A € X* afungao Ao f: [a,b] — IR é (Lebesgue) integréavel e existe um vetor
v € X tal que

b
/ (No f)(t) dt = Aw),

para todo A € X*. Segue do Teorema de Hahn-Banach que tal vetor v é
unico quando existe; dizemos entao que v é a integral de f no intervalo [a, b]

€ escrevemaos: b b
v:/ f(t)dt:/ f

Na Definicao 5.1.57 acima € necessario somente que o espaco X seja
Banachizéavel; a escolha de uma norma particular em X é irrelevante.

PROPOSIGAO 5.1.58. As sequintes propriedades sao satisfeitas pela no-
¢ao de integral introduzida na Defini¢cdo 5.1.57:

(1) o conjunto das fungdes integrdaveis € um subespago do espago ve-
torial de todas as fungoes f: [a,b] — X; a integral é um operador
linear definido nesse subespaco;

(2) se T: X — Y ¢é um operador linear limitado e f: [a,b] — X €
uma fungdo integrdvel entdo T o f também € integrdvel e vale a

identidade: , ,
[res=1- [

(3) se f:[a,b] — X ec € la,b[ sdo tais que f|4 € flicp sdo inte-
grdveis entdo f € integrdvel e

[ rwar=[oas [ rwa

(4) se f: [a,b] — X € uma funcgdo limitada e integrdvel entio vale a
desigualdade:

| /abf | < @ @)l

(5) seja (fn)n>1 uma seqiéncia de fungoes fn: [a,b] — X que conver-
ge uniformemente para uma funcio f: [a,b] — X; se cada f, €
integravel entdo f também o € e vale a identidade:

b b
= li o
/af nilfoo/a f

DEMONSTRAGAO. As Propriedades (1), (2) e (3) seguem trivialmente da
Definicao 5.1.57. A Propriedade (4) segue facilmente usando um funcional

A€ X* tal que [[M[|=1e
b b
L]

I
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a existéncia de tal funcional A segue do Corolario 5.1.4 do Teorema de Hahn-
Banach. Finalmente, a Propriedade (5) segue facilmente usando a Proprie-

dade (4) para mostrar que a seqiiéncia ( ff fn)n>1 é de Cauchy em X. [

EXEMPLO 5.1.59. Dizemos que uma fungao f: [a,b] — X é simples se f
tem imagem finita e o subconjunto f~!(v) C [a,b] é mensurdvel para todo
v e X. E fcil ver que toda funcao simples é integravel; explicitamente, se
Im(f) ={v1,...,v,} (com vy,..., v, distintos) entao:

b n
[ 1= mlr )
a i=1

onde m denota a medida de Lebesgue em IR.

LEMA 5.1.60. Toda fun¢ao continua f: [a,b] — X € limite uniforme de
uma seqiiéncia de funcoes simples.

DEMONSTRAGAO. Seja ¢ > 0; como [a,b] é compacto temos que f é
uniformemente continua e portanto existe 6 > 0 tal que |z — y| <  implica
||f(x)— f(y)|| < e, para todos =,y € [a,b]. Considere uma partigao a =ty <
ty < -+ <ty = bdointervalo [a,b] tal que t;+1 —t; < d parai =0,...,k—1;
defina g: [a,b] — X fazendo:

. f(ti), te[ti,ti+1[, iZO,...,k—Q,
9(t) = {f(tkl), t € [tr—1,tr).

Dai g é simples e || f — g|sup < €. A conclusao segue. O
COROLARIO 5.1.61. Toda fungdo continua f: [a,b] — X € integrdvel.

DEMONSTRAGAO. Segue do Lema 5.1.60, do Exemplo 5.1.59 e da Pro-
priedade (5) no enunciado da Proposic¢ao 5.1.58. O

OBSERVAGAO 5.1.62. Se f: [a,b] — X é uma aplicacao continua entao,
pelo Corolario 5.1.61, vemos que é possivel definir F': [a,b] — X fazendo

F(t):/f(s)ds, t €la,bl,

e F(a) = 0. Segue facilmente das Propriedades (3) e (4) no enunciado da
Proposigao 5.1.58 que F' é diferencidvel em [a,b] e F/ = f; além do mais,
se G: [a,b] — X é qualquer fungao diferencidvel em [a, b] com G’ = f entdo
F — G é constante (vide Exemplo 5.1.55) e portanto:

b
/ f =GO - Gla).

Esta completo entao o desenvolvimento da teoria de integracao até onde
sera necessario para nossos propositos.
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DEFINICAO 5.1.63. Seja X um espaco de Banach e seja & um conjunto
de operadores lineares limitados definidos em X (o contra-dominio de cada
T € 6 é um espago de Banach, que pode depender de T'); dizemos que
S separa pontos em X se dados v,w € X distintos existe T' € & tal que
T(v) # T(w).

Obviamente para que & separe pontos em X ¢ suficiente que para todo
v € X nao nulo exista T' € & tal que T'(v) # 0.

Temos agora condices de enunciar e demonstrar um critério muito efi-
ciente para mostrar que uma fungao entre espagos de Banach é de classe
Cl.

TEOREMA 5.1.64. Sejam X, Y espacos de Banach, U C X wum aberto,
S um conjunto que separa pontos em Y, f: U — Y uma funcdo qualquer
eg: U — L(X,Y) uma funcdo continua. Suponha que para todos x € U,
ve X, T eGG aaplicagao T o f admite derivada dericional no ponto x, na
direcao v e que vale a identidade

XD (2 = T(g(a) -0}

entdo f ¢ de classe C* em U e df = g.

DEMONSTRAGAO. Seja x € U e considere a fungao r definida pela iden-
tidade

f(@+h) = f(z)+g(x) h+r(h).
Se h € X é bem préximo da origem de modo que x + th € U para t € [0, 1]
entdao, dado T € G, é ficil ver que a curva [0,1] 5 t — (T o f)(z + th) é
diferenciavel e vale a identidade:
d
&(T o f)(x+th) =T(g(z+th)-h), tel0,1];

da Observacao 5.1.62 e da Propriedade (2) no enunciado da Proposicao 5.1.58
segue que:

1
(5.1.48) T(f(x+h)— f(z))=T- /0 g(z +th) - hdt.

Como & separa pontos em Y podemos “cancelar” T dos dois lados em
(5.1.48); obtemos entao

(5.1.49) r(h) = /0 lg(@ + th) — g(2)] - ht.

Como g é continua, dado € > 0, o integrando em (5.1.49) pode ser feito
menor que £||h|| em norma, desde que ||h|| seja suficientemente pequeno;
segue entao da Propriedade (4) no enunciado da Proposigao 5.1.58 que vale
o limite em (5.1.44). Isso completa a demonstragao. O

Na verdade, no nosso texto s6 teremos uso para o Teorema 5.1.64 no
caso X = IR; enunciamos entao como corolario esse caso especial.
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COROLARIO 5.1.65. Sejam Y um espaco de Banach, & um conjunto
que separa pontos em Y, f: I — Y wma funcdo qualquer e g: I —'Y uma
funcao continua, onde I C IR ¢ um intervalo. Suponha que para todo T € &
a fungio T o f € diferencidvel em I e vale (T o f) = T o g; entao [ € de

classe Ct em I e f' = g. O
EXEMPLO 5.1.66. Dado um intervalo I C IR e uma aplicagao
(5.1.50) f: 1 — C°a,b], R")

defina f: I x [a,b] — IR" fazendo f(s,t) = f(s)(t). E facil ver que f é
continua se e somente se f é continua; isso é conseqiiéncia do fato que a
continuidade de f é automaticamente uniforme com respeito a variavel que
percorre o compacto [a,b] (vide [34, Proposicao 5, §3, Capitulo 8]; veja
também as Observagdes 3.1.19 e 3.1.20). Como a topologia de C*([a, b], IR™)
é induzida por (5.1.27) segue que uma aplicagao

(5.1.51) f: I — C*(la,b], R™)
¢ continua se e somente se a correspondente aplicacao f admite derivadas
parciais 8;{ continuas no par (s,t) € I X [a,b] parai=0,...,k.

Se para cada t € [a, b] consideramos o operador linear limitado
T;: C°([a,b], R") — IR"
de avaliagao em t dado por Ty(¢p) = ¢(t) entdo o conjunto
(5.1.52) S ={T;:t€ab]}

separa pontos em C°([a,b], IR"). Aplicando o Coroldrio 5.1.65 para a fungio
(5.1.50) e para & entdo é ficil ver que (5.1.50) é de classe C! se e somente se

f admite derivada com respeito a varidavel s € I e essa derivada é continua
m (s,t) € I X [a,b]; nesse caso a derivada de (5.1.50) é dada por:

F(s)(t) = %(s,t), scl, teab]

Similarmente, considerando o operador T} definido em C*([a, b], IR") entdo o
conjunto & definido em (5.1.52) separa pontos em C*([a, b], IR") e aplicando
o Corolario 5.1.65 concluimos que (5.1.51) é de classe C'! se e somente se a

fungao f admite derivadas parciais % continuas em (s,t) € I x [a, b] para
i=0,...,k. Por inducdo em r mostra-se mais geralmente que (5.1.51) é de
ai+jf

classe C" se e somente se f admite derivadas parciais continuas em

(s,t) €I x [a,b] parai=0,...,kej=0,...,7.

ot 9sI

OBSERVAGAO 5.1.67. A teoria de integragao que desenvolvemos nesta
subsecao é as vezes conhecida como integracao fraca; tal teoria foi sufici-
ente para os propositos deste texto. Uma teoria de integracao satisfazendo
propriedades mais interessantes (como um “Teorema da Convergéncia Domi-
nada”) pode ser desenvolvida para fungoes definidas em espagos de medida
quaisquer tomando valores em espacos de Banach quaisquer; tal integral é
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conhecida como Integral de Bochner e é desenvolvida por exemplo em [59,
Segao 5, Capitulo 5] ou [12, Apéndice EJ.

5.2. Operadores Compactos

Nesta secao estudamos as propriedades elementares de uma importante
classe de operadores limitados: os operadores compactos.

Comegamos recordando alguma terminologia elementar de topologia.
Um subconjunto S de um espaco topoldgico é dito relativamente compacto
quando seu fecho é compacto; se o espaco topolégico em questao for Haus-
dorff entao S é relativamente compacto se e somente se S estiver contido em
algum subespaco compacto. Na verdade estaremos interessados apenas em
espagos métricos (M,d); para x € M e r > 0 denotamos por B(z,r) (res-
pectivamente, B|x,r]) a bola aberta (respectivamente, fechada) de centro x
e raio r:

B(z,r) = {y €M :d(z,y) < r}, Blx,r] = {y €M :d(x,y) < r}.
Se X é um espago normado entao escrevemos

B, = B[0,r].

DEFINIGAO 5.2.1. Se (M, d) é um espago métrico entao, para € > 0, um
subconjunto A C M é dito e-denso em M se dado x € M existe y € A com
d(z,y) < &; alternativamente, A é e-denso em M se tivermos

M = | Blx,el.

T€A

O espago métrico (M,d) é dito totalmente limitado se para todo € > 0
existe um subconjunto e-denso finito em M; equivalentemente, M é total-
mente limitado se para todo € > 0 temos que M pode ser coberto com uma
quantidade finita de subconjuntos de diametro menor que &.

Obviamente um subespago de um espago totalmente limitado é ainda
totalmente limitado.
Para um espago métrico (M, d), sabe-se que sao equivalentes as seguintes
condigoes (vide [34, Proposigao 7, §5, Capitulo 8]):
e M é compacto;
o M é seqiiéncialmente compacto, i.e., toda seqiiéncia em M tem uma
subseqiiéncia convergente;
e M é completo e totalmente limitado;

é facil ver que A C M ¢é relativamente compacto se e somente se toda
seqiiéncia em A tem uma subseqiiéncia convergente em M. Se M é completo
entao os subconjuntos relativamente compactos de M coincidem com os
subespacos totalmente limitados de M.

A partir de agora consideraremos fixos espacos de Banach X e Y; o
seguinte lema é bastante simples.
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LEMA 5.2.2. Seja T: X — Y um operador linear; as sequintes condi¢oes
sao equivalentes:

e T(By) € relativamente compacto em'Y ;

e para todo subconjunto limitado A C X o subconjunto T(A) CY €
relativamente compacto;

e para toda seqiiéncia limitada (z)n>1 em X, a seqiéncia (T'(zn))n>1
em Y possui uma subsequéncia convergente;

e para todo € > 0 existe um subconjunto finito A C By tal que T(A)
é e-denso em T'(By).

Qualquer uma das condicoes acima implica que T € limitado. [l

DEFINICAO 5.2.3. Um operador linear T: X — Y é dito compacto quan-
do satisfaz uma (e portanto todas) as condi¢oes no enunciado do Lema 5.2.2.
Denotamos por K(X,Y) C L(X,Y) o conjunto dos operadores compactos
T: X —Y; escrevemos também (X, X) = £(X).

Mostramos agora as propriedades elementares dos operadores compac-
tos.

PROPOSIGAO 5.2.4. Sejam X, Y espacos de Banach; entdo:

(1) K(X,Y) é um subespago vetorial de L(X,Y);

(2) se Z é um outro espago de Banach eT € L(X,Y), S € L(Y,Z) sdo
operadores limitados entao S o T é compacto sempre que S ou T
for compacto; em particular, a restricdo de um operador compacto
a um subespaco fechado € ainda um operador compacto;

(3) seT € L(X,Y) é compacto e V CY € um subespaco fechado tal que
Im(T") C V entao o operador Ty € L(X,V) tal que T(x) = Tp(x)
para todo x € X € compacto;

(4) K(X,Y) € fechado no espago de Banach L(X,Y);

(5) dado um operador T' € L(X,Y) entao T € K(X,Y) se e somente
se T* € K(Y*, X™).

DEMONSTRAGAO. As Propriedades (1), (2) e (3) sdo conseqliéncias sim-
ples da definigdo de operador compacto. Para provar a Propriedade (4),
seja T um elemento do fecho de K(X,Y) em £(X,Y); dado € > 0, seja
Se(X,Y)com ||[S—T| <eeseja AC By um subconjunto finito tal que
S(A) é e-denso em S(Bj). Dai é facil ver que T'(A) é 3e-denso em T'(By), o
que conclui a demonstracao da Propriedade (4).

Para finalizar, vamos provar a Propriedade (5); como T identifica-se com
uma restrigado de T™* (vide Observagao 5.1.12) é suficiente mostrar que se
T € K(X,Y) entao T* € K(Y*, X*). Seja dado entao T € K(X,Y); fixe
e > 0 e escolha um subconjunto finito A C Bj tal que T(A) é e-denso em
T(B1). Dado um funcional o € Y* é facil ver que

(5.2.1) laco T| = eflerf| < max (a0 T)(2)] < [la o T
xe
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se V . C X é o subespaco (de dimensao finita) gerado por A entao segue de
(5.2.1) que:

(5.2.2) laoT| - llall < |(@o D)y | < lla o T,

para todo o € Y*. Como T(V)* tem dimensao finita, sua bola unitéria
é compacta e portanto podemos encontrar um subconjunto finito e-denso

{B1,..., Bk} dessa bola unitaria; pelo Teorema de Hahn-Banach existe para
cada i = 1,...,k um funcional a; € Y* que estende 8; € T(V)* e tal que
llail| = 1Bl < 1. Seja a € Y™ com ||| < 1; dai

lalrey = Bif <e,
para algum ¢ = 1,..., k. Concluimos entao que

[(@oT)ly —(aio T)lv|| < elIT];

como ||a — a;|| < 2 segue de (5.2.2) (trocando « por a — «;) que:
laoT —a;oT| = ||(a— ;) o T|| < e||T|| + 2¢;

dai {T*(a1),...,T*(ag)} é o-denso em T*(By), onde o = (||T|| + 2)e. Isso
completa a demonstracao. ([l

OBSERVAGAO 5.2.5. Se (X, ||-[[x) e (Y, ]|-]ly-) s@o espagos de Banach e se
T: X — Y é um operador compacto entao T continua compacto se substi-
tuirmos as normas de X e Y por normas equivalentes |||y e |||} respec-
tivamente; de fato, essa substituicdo de normas pode ser vista como uma
composicao a esquerda e a direita respectivamente com os operadores iden-
tidade

Id: (Y, [ lly) — V), 1ds (X ) — (X [Flx)

que sao isomorfismos topoldgicos; a conclusao segue entao da Proprieda-
de (2) no enunciado da Proposi¢ao 5.2.4. Mostramos entdo que a nogao de
operador compacto pode ser definida no contexto de espacos Banachizaveis.

EXEMPLO 5.2.6. Se T: X — Y é um operador limitado de posto finito,
i.e., se dim(Im(T)) < +oc entdo T é compacto; de fato, nesse caso T'(By) ¢
um subconjunto limitado de um espaco de dimensao finita e é portanto rela-
tivamente compacto. Pela Propriedade (4) no enunciado da Proposicao 5.2.4
temos também que o limite de uma seqiiéncia de operadores de posto finito é
um operador compacto. Quando Y é um espago de Hilbert vale a reciproca:
todo operador compacto T € K(X,Y) é limite de uma seqiiéncia de opera-
dores de posto finito; para ver isso, seja e > 0 e seja A C By um subconjunto
finito tal que T(A) é e-denso em T'(By). Se V. C Y é o subespago de di-
mensao finita gerado por T'(A) e 7y denota o projetor ortogonal sobre V
entao my o T é um operador de posto finito e para todo z € By temos

1T (2) = (v o T)(2)|| <&,

ja que (my o T)(x) é o ponto de V mais proximo de T'(x).
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EXEMPLO 5.2.7. Seja A € £o(N) uma seqiiéncia limitada de nimeros
reais (vide Exemplo 5.1.26); para todo p € [1,+o0], definimos um operador
linear

My: £,(N) — £p(N)

fazendo M) (x) = (Ann)n>1 para todo z = (2,)n>1 em £,(N). E fécil ver
que My é um operador linear limitado e na verdade

(5.2.3) [IMA[F = (Moo

Dizemos que M) é o operador de multiplicacao pela seqiiéncia limitada A.
Para todo n > 1 denote por A o truncamento de A na posicao n dado por:

(5.2.4) A = (A1, A2, .05 An, 0,0,..0);

note que para todo n o operador de multiplicagao M, ) tem posto finito.
Suponha agora que
lim A, = 0;

n—-—+00
dai segue de (5.2.3) que

n—-+00

e portanto M) é um operador compacto.

EXEMPLO 5.2.8. Generalizando o Exemplo 5.2.7, consideramos agora
um conjunto qualquer J e uma familia limitada A € {5 (J); dai, para todo
p € [1,4+00], definimos o operador de multiplicagdo

My: 6p(T) — £p(J)

associado a familia limitada A fazendo M) (x) = (\jz;)jes para todo x €

0,(T). E fécil ver que a identidade (5.2.3) também vale para J arbitrario.
Suponha agora que A satisfaz as duas seguintes condigoes:

(a) o conjunto {\;};c7 nao tem pontos de acumulagdo em IR\ {0};
(b) dado t € IR nao nulo entdo A\; =t no maximo para um ndmero
finito de indices j € J;
vamos mostrar nesse caso que M) é um operador compacto. Suponha que
J ¢ infinito (sendo o problema em questao é trivial); é ficil ver que po-
demos construir uma seqiiéncia de indices distintos (jn)n>1 em J tal que
limy, 400 Aj, =0e Aj =0se j & {jn}n>1. Temos uma decomposigao em
soma direta:

(5.2.5) Ep(j) = ép({jn}nzl) S Ep(j \ {jn}n21)§

pelo Exemplo 5.2.7, o operador M) se restringe a um endomorfismo com-
pacto T' do primeiro termo da soma em (5.2.5). Denotando por 7 e por i
respectivamente a projegao e a inclusao correspondentes ao primeiro termo
da soma em (5.2.5) vemos que

My =1ioTom,

donde segue que M) é compacto.
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EXEMPLO 5.2.9. A inclusdo de H'([a,b], R") em C°([a,b],IR") é um
operador compacto; para ver isso, considere uma seqiiéncia (f;);>1 limitada
em H'([a,b], R"). Queremos mostrar que a seqiiéncia (f;);>1 possui uma
subseqiiéncia que converge uniformemente; aplicaremos o Teorema de Ar-
zela-Ascoli (vide Teorema 5.2.44 e Defini¢ao 5.2.43). Como obviamente a
seqiiéncia (f;(t))j>1 € limitada para todo t € [a, b], resta ver que o conjunto
{fj};j>1 é equicontinuo; para todos t,s € [a,b] com t < s calculamos:

1£5(s) = Fi®)]l < /t 1151 < </ab||f§||2>§ (s —1)2,

onde usamos a desigualdade de Cauchy-Schwarz (5.1.20). A conclusao se-
gue; na verdade, um argumento similar (usando a desigualdade de Hoélder
em vez de Cauchy-Schwarz) mostra que a inclusao de WP ([a,b], R") em
C%([a, b], IR™) é compacta para todo p > 1.

EXEMPLO 5.2.10. Seja H um subespaco fechado de H!([a,b], IR") e de-
note por Hy o espago que se obtém quando considera-se a topologia induzida
de C%Ja,b], IR™) em H. Seja X um espaco de Banach arbitrario e suponha
que um certo operador linear continuo K: H — X é também continuo visto
como um operador K : Hg — X; afirmamos nesse caso que K é compacto.
De fato, se Ho denota o fecho de Hy em C°([a, b], IR"™) entdo segue do Exem-
plo 5.2.9 (e das Propriedades (2) e (3) no enunciado da Proposicao 5.2.4)
que o operador de inclusdo i: H — Ho é compacto; pela Proposicio 5.1.7
o operador K admite uma (inica) extensdo continua K: Ho — X e daf
K = K o1, donde concluimos que K é compacto.

5.2.1. A teoria de Fredholm. Se X é um espaco vetorial de dimensao
finita entdo um endomorfismo linear de X € injetor se e somente se esse
endomorfismo for sobrejetor; se X tem dimensao infinita, obviamente esse
resultado ¢é falso. Nesta subsecao, mostraremos que tal resultado ainda
¢é verdadeiro para operadores que sao dados por perturbagoes compactas
da identidade de um espago de Banach; esse teorema é conhecido como a
Alternativa de Fredholm. Mais geralmente, definiremos a nogao de operador
de Fredholm; a um tal operador esté associado um numero inteiro chamado
o indice de Fredholm. Esse indice nos da um medida da diferenca entre a
“nao-injetividade” e a “nao-sobrejetividade” de um operador.

Seja (X, ||-||) um espago vetorial normado; recorde que denotamos por d
a métrica induzida pela norma ||-||. Dado um ponto € X e um subconjunto
V C X escrevemos

d(z,V) = ;25 d(z,y);

se V é um subespago de X entao obviamente temos as identidades:
(5.2.6) d(cz, V) =|c|d(z,V), dx+v,V)=d(z,V),

para todo ¢ € IR e todo v € V. Temos o seguinte:
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LEMA 5.2.11 (Riesz). Se X € um espago normado e V C X é um subes-
paco que ndo € denso em X entdo para todo € > 0 existe um vetor x € X
com ||z||=1ed(z,V)>1—e¢.

DEMONSTRAGAO. Como V nao é denso em X existe um vetor u € X
tal que d(u, V') > 0. Considere uma seqiiéncia (vy,)p>1 em V tal que

Jim d(u,vp) = lim [lu — vl = d(u, V)

usando (5.2.6) concluimos que:

d(u—vn V> d(u, V) n—+oo 1.

lw = nll”

[l =l

Para n suficientemente grande o vetor z = | possui as propriedades

s
] lu—vn
desejadas. ([l

COROLARIO 5.2.12. Seja X um espaco normado; se algum aberto nao
vazio em X € relativamente compacto entao dim(X) < +o00.

DEMONSTRACAO. Se algum aberto nao vazio de X é relativamente com-
pacto entao X possui uma bola fechada (de raio positivo) compacta; usando
uma translacdo e uma homotetia concluimos que a bola unitaria fechada By
é compacta. Suponha por absurdo que dim(X) = +4o00; podemos entao
encontrar uma seqiiéncia crescente (V,,)n>0 de subespagos de X de mo-
do que dim(V},,) = n para todo n. Pelo Lema 5.2.11 podemos para cada
n > 1 encontrar x,, € V,, tal que ||x,|| =1 e d(zp, Vh—1) > %; dal (zp)n>1
é uma seqiiéncia em B; que nao possui subsequéncia convergente, ji que
A(Tpy Ty) > % sempre que n # m. Chegamos a uma contradigdao, o que
completa a demonstracao. O

COROLARIO 5.2.13. Sejam X, Y espacos de Banach; se existe um ope-
rador compacto sobrejetor K: X — Y entdo dim(Y') < +oo. Em particular,
se K: X =Y é um isomorfismo compacto entdo dim(X) = dim(Y") < +oo0.

DEMONSTRAGAO. Como K é sobrejetor, segue do Teorema da Aplicagao
Aberta (Teorema 5.1.9) que a imagem por K da bola aberta unitaria de X
é um aberto nao vazio relativamente compacto em Y'; a conclusao segue do
Corolario 5.2.12. O

OBSERVAGAO 5.2.14. Se X é um espaco normado e V' C X é um subes-
paco de dimensao finita entao para todo x € X a funcao

(5.2.7) Voyr—d(z,y) € R

assume um minimo; de fato, se (yp)n>1 é uma seqiiéncia em V tal que
lim, 4 oo d(x,ypn) = d(x, V) entao (yn)n>1 ¢ limitada e portanto possui uma
subseqiiéncia convergente. O limite de uma tal subseqiiéncia serd o ponto
de minimo procurado.

Observamos que em geral nao é verdade que a fungao (5.2.7) assume um
minimo se X é um espago de Banach e V C X é um subespacgo fechado;
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por outro lado, se X é um espaco de Hilbert entdao tal minimo é de fato
assumido na projegao ortogonal my (z) de = sobre V' (vide (5.1.13)).
DEFINIGAO 5.2.15. Sejam X, Y espacos de Banach; se T' € £(X,Y) é um
operador limitado e K € K(X,Y) é um operador compacto entao dizemos
que o operador S = T + K é uma perturbacdo compacta do operador T.

A demonstracdo da alternativa de Fredholm depende de mais alguns
lemas preparatoérios.

LEMA 5.2.16. Sejam X, Y espacos de Banach e T: X — Y um operador
limitado. Temos que o nicleo do operador transposto T*: Y* — X* coincide
com o anulador da imagem de T e a imagem de T* estd contida no anulador
do nucleo de T', ou seja:

(5.2.8) Ker(T*) = (Im(T))°, Im(T*) C (Ker(T))";
além do mais, se a imagem de T € fechada entdo:
Im(7*) = (Ker(T))°.

DEMONSTRAGAO. Seja o € Y*; obviamente a € Ker(7™) se e somente
se aoT =0, o que equivale a « € (Im(T))O. Também, se # € Im(T™) entao
B = aoT para algum « € Y* e portanto 5 anula Ker(T'). Isso completa a
demonstragao de (5.2.8). Suponha agora que Im(7") é um subespago fechado
de Y; dai Im(7T") é um espago de Banach e segue do Teorema da Aplicacao
Aberta (Teorema 5.1.9) que a aplicacao T: X — Im(7T') é aberta e portan-
to é uma aplicacdo quociente!?. Dai, se 8 € (Ker(T))O entdo [ passa ao
quociente e define um funcional a; € (Im(T ))* tal que o diagrama

| N

Im(T) — R

a1

comuta; pelo Teorema de Hahn-Banach (Teorema 5.1.3) temos que «j se
estende a um funcional « € Y* e dai T*(«) = 3. Isso completa a demons-
tragao. Ul

LEMA 5.2.17. Se X € um espaco de Banach e V C X € um subespaco
fechado de co-dimensao finita entdo todo subespagco W C X contendo V é
fechado em X e tem co-dimensao finita em X.

DEMONSTRAGAO. E 6bvio que W tem co-dimensdo finita em X, donde
na verdade devemos apenas mostrar que W é fechado em X; denotando por
q: X — X/V a aplicagdo quociente entao q(W) é obviamente fechado em

10yma aplicagdo f: X — ) entre espagos topoldgicos é dita quociente quando U C Y
é aberto se e somente se f~*(U) é aberto em X; equivalentemente, f é quociente quando
F C Y é fechado se e somente se f ! (F) é fechado em X. Aplicacdes quocientes possuem a
seguinte propriedade de defini¢do por passagem ao quociente: se Z é um espago topoldgico
e p: Y — Z é uma aplicagdo qualquer entdo ¢ é continua se e somente se po f é continua.
Para mais detalhes, vide por exemplo [35, Capitulo III, §3, Exemplo 9b].
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X/V (ja que dim(X/V) < 400) e como V C W temos W = g~ (q(W)), o
que completa a demonstracao. O

O corolario a seguir nao serd usado nesta subsecao, mas vamos deixa-lo
registrado aqui para uso posterior.

COROLARIO 5.2.18. Suponha que X = V4 + V onde X € um espaco de
Banach e Vi, Va sdo subespacos fechados de X; se W C Vo é um subespago
fechado de co-dimensao finita em Vo entdo Vi + W € fechado em X.

DEMONSTRAGAO. Counsidere a aplicacao quociente q: X — X/Vi; de-
note por (g a restricao de q a Vs, ou seja:

do = qlvy: Vo — X/V1.

Como X = Vi + Vs vemos que (g € sobrejetora e segue entao do Teorema da
Aplicagao Aberta (Teorema 5.1.9) que qo é uma aplicagao aberta e portanto
é também uma aplicagao quociente (no sentido topoldgico). Temos Vi +W =
q! (q(W)) e portanto para mostrar que V3 + W é fechado em X ¢ suficiente
mostrar que (W) é fechado em X/Vi; mas q(W) = qo(IW) e

W C gyt (q0(W)) C Vo

donde pelo Lema 5.2.17, q* (qo(W)) ¢é fechado em V5 e como o é uma
aplicacao quociente segue que qo(W) é fechado em X/Vj. Isso completa a
demonstragao. O

LEMA 5.2.19. Seja X um espago de Banach; se um operador T: X — X
€ uma perturbacao compacta do operador identidade de X entdo o nicleo
de T tem dimensao finita e a imagem de T € fechada e possui co-dimensdo
finita em X.

DEMONSTRAGAO. Escreva T'=Id + K com K € K(X); note primeira-
mente que o nucleo de T' é um subespago invariante por K e que a restricao
de K a Ker(T') é um isomorfismo (igual a —Id), donde dim(Ker(T)) < +oo,
pelo Coroldrio 5.2.13. Para mostrar que Im(7") é fechada em X, considere
uma seqiiéncia (xy,),>1 em X tal que (T'(zy))n>1 converge para um vetor
y € X. Como Ker(T') tem dimensao finita, pela Observagao 5.2.14, podemos
para cada n encontrar u, € Ker(T) tal que

(5.2.9) d(zn, up) = d(zn, Ker(T)).

Escreva x,, = uy+vy,; mostraremos logo a seguir que (vy,),>1 € uma seqiiéncia
limitada. Supondo no momento que esse é o caso, vemos que, como K é
compacto, existe uma subseqiiéncia (vy,, )x>1 de (vp)n>1 tal que (K (vp,))k>1
converge; mas

T(xnk) = T(Unk) = Upy, + K(Unk)
e como (T'(xp,))k>1 é convergente concluimos que (vy, )r>1 converge para
algum vetor v € X e daf:

kli:r_l T(xn,) =y =T(v) € Im(T).



182 5. TOPICOS DE ANALISE FUNCIONAL

Para completar a demonstracao, devemos mostrar que (v, )n>1 ¢ limita-
) el
da; supondo por absurdo que isso nao ocorre entao existe uma subseqiiéncia

(Uny,)k>1 de (vp)p>1 tal que limg_, 4 o [|vp, || = +00. Como K é compacto,
passando a uma subseqiiéncia menor se necessario, podemos supor que
) v
lim K- —%*_ — 2,
k—too [|un, |

para algum z € X; como (T(zp,))k>1 ¢ uma seqiiéncia convergente con-
cluimos que:

(5.2.10) O e Ve @) keteo

[0 ] [

Agora, por um lado, (5.2.10) implica que:

U C e T koo ey g
[[on | [0 ]

e por outro lado, usando (5.2.6) e (5.2.9) obtemos:

d( p Ker(T)> - oK@ _,

lon, I’ [0 |

lim =
ko0 ||v, |

o que contradiz

d( U ,Ker(T)) < d( Un ,_z> koo
[[Vn, | [[vn

Isso completa a demonstragao do fato que Im(7') é fechada em X; dai o
anulador de Im(7") é isomorfo ao dual do espago de Banach X/Im(7T') (vide
Exemplo 5.1.36). Para concluir que Im(7") tem co-dimensao finita em X é
suficiente entao mostrar que o anulador de Im(7") tem dimensao finita. Para
isso, observe que o operador 1™ é uma perturbagao compacta da identidade
de X* (vide Proposigao 5.2.4, Propriedade (5)); a conclusao segue agora do
Lema 5.2.16 e do fato que, pela primeira parte da demonstragao, Ker(7T™)
tem dimensao finita. O

Estamos em condicoes agora de demonstrar a alternativa de Fredholm.

PROPOSIGAO 5.2.20 (alternativa de Fredholm). Seja X um espaco de
Banach e suponha que um operador T: X — X € uma perturbacdo compacta
do operador identidade de X ; dai, se T € injetor entdo T € um isomorfismo.

DEMONSTRAGAO. Escreva T'=1Id + K com K € K(X) e suponha por
absurdo que T seja injetor mas nao sobrejetor; defina indutivamente uma
seqiiéncia (X,,),>0 de subespagos de X fazendo Xo = X e X,11 = T(X,)
para todo n. Como X7 é um subespaco préprio de X = Xy, segue facilmente
por inducao em n (usando a injetividade de T') que a seqiiéncia de subespacos
(Xn)n>0 € estritamente decrescente; em particular, cada X,, ¢ um subespaco
invariante por 1. Segue também por indugdo em n que cada X, é fechado
em X; de fato, se um certo X, é fechado em X entdo claramente (vide
Proposigao 5.2.4, Propriedades (2) e (3)) T se restringe a uma perturbacao
compacta da identidade de X, e dai o Lema 5.2.19 implica que X,4+1 =
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T(X,) é fechado em X,,. O Lema 5.2.11 nos fornece entao uma seqiiéncia
(Zn)n>0 de vetores com ||z,|| =1, 2, € Xy, € d(2n, Xpt1) = 3; para n < m
temos:

K (2n) — K(zm)|| = d(T(zn) — T(2m) + T, Tn) >

)

| =

ja que T'(zp) — T(xm) + Tm € Xpt1. Mas, como K é compacto, (K (xy,))n>0
deve ter uma subseqiiéncia convergente, o que nos d4 uma contradigao. [J

Temos na verdade a seguinte extensao da Proposigao 5.2.20:

LEMA 5.2.21. Seja X um espaco de Banach e suponha que um operador
T: X — X € uma perturbagcdo compacta do operador identidade de X ; entao
a dimensao de Ker(T') € igual a co-dimensao de Im(T') em X, ou seja:

dim (Ker(T')) = co-dimy (Im(T)).

DEMONSTRAGAO. Pelo Lema 5.2.19, o ntcleo de T' tem dimensao finita
e a imagem de T tem co-dimensao finita em X; o Coroléario 5.1.6 nos diz
entdo que existe um operador de projecao limitado m: X — Ker(7), i.e.,
7 restringe-se a identidade de Ker(7'). Seja V' C X um subespago tal que
X =Im(T) @ V; note que

dim(V) = co-dimyx (Im(T)) < +oc.

Suponha por absurdo que dim(Ker(T')) < co-dimx (Im(T')); daf existe um
operador linear injetor F': Ker(T') — V que nao é sobrejetor. Defina S =
T + F o; observe que S é uma perturbagao compacta da identidade, ja que
F o7 tem posto finito (recorde Exemplo 5.2.6). Se x € Ker(.S) entao

S(x)=T(x)+ (Fom)(x) =0

e como Im(F'or) estd contido num complementar de Im(7") segue que T'(z) =
Oe (Fom)(z)=0;dal z € Ker(T), n(x) =x e F(x) = 0. Como F é injetor,
mostramos na verdade que também .S é injetor; pela Proposigao 5.2.20 temos
que S é um isomorfismo e por outro lado Im(S) C Im(7") ® Im(F) é um
subespago préprio de X = Im(7") @ V, uma contradigdo. Mostramos entao
que:

(5.2.11) co-dimy (Im(7)) < dim(Ker(T)).

Para mostrar a desigualdade oposta, observe que o operador T é uma per-
turbagao compacta da identidade de X* (vide Proposigao 5.2.4, Proprieda-
de (5)) e portanto a desigualdade (5.2.11) também é verdadeira se trocarmos
T por T*, ou seja:

(5.2.12) co-dimx« (Im(7™)) < dim(Ker(T™)).

Usando o Lema 5.2.16, vamos identificar os inteiros que aparecem na desi-
gualdade (5.2.12); tenha em mente que, pelo Lema 5.2.19, Im(T") é fechada
em X. Sabemos que o nicleo de T* coincide com o anulador da imagem
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de T'; esse anulador é isomorfo ao dual do espago de Banach X/Im(T') (vide
Exemplo 5.1.36). Concluimos entao que:

(5.2.13) dim (Ker(T*)) = dim(Im(T)°) = co-dimx (Im(T)).

Observe também que, pelo Teorema de Hahn-Banach (Teorema 5.1.3), o
operador restri¢ao

X" 3 ar— alke(r) € (Ker(T))"
¢é sobrejetor e portanto induz um isomorfismo:
*

(Kef(T))O = (Ker(T))";
mas a imagem de T™ coincide com o anulador do nticleo de T' e portanto:
(5.2.14) co-dimy- (Im(T™)) = co-dimx- (Ker(T')°) = dim(Ker(T)).

De (5.2.12), (5.2.13) e (5.2.14) segue que
dim(Ker(T)) < co-dimx (Im(7)),
o que completa a demonstracao. ([

DEFINICAO 5.2.22. Sejam X, Y espacos de Banach esejaT: X — Y um
operador limitado. Dizemos que T é um operador de Fredholm se o nucleo
de T tem dimensao finita e a imagem de T é fechada e tem co-dimensao
finita em Y'; nesse caso, o indice de Fredholm de T é definido por:

Ind(T) = dim (Ker(T)) — co-dimy (Im(T)).

Obviamente a nogao de operador de Fredholm (e o indice de Fredholm)
fazem sentido em espacos Banachizéaveis.

EXEMPLO 5.2.23. Se T: X — Y é um isomorfismo topoldgico entao
obviamente T' é um operador de Fredholm de indice zero.

EXEMPLO 5.2.24. O Lema 5.2.19 nos diz que se T' € £(X) é uma per-
turbacao compacta da identidade entao T' é um operador de Fredholm; o
Lema 5.2.21 nos diz entao que Ind(7") = 0.

A seguir mostramos outras caracterizacoes dos operadores de Fredholm;
deve-se ter em mente que todo operador de posto finito é compacto (vide
Exemplo 5.2.6).

PROPOSIGAO 5.2.25. Sejam X, Y espagos de Banach e T € L(X,Y); as
sequinte afirmacoes sdo equivalentes:

(1) T é um operador de Fredholm;

(2) existe S € L(Y,X) tal que SoT —1d e T oS —Id tém posto finito;

(3) existem S1,S2 € L(Y, X) tais que S 0T e T oSy sao perturbagioes
compactas da identidade.
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DEMONSTRAGAO. Mostremos que (1)=(2); como Ker(T") tem dimensao
finita segue do Corolario 5.1.6 que existe um subespaco fechado V C X
com X = Ker(T) @ V. Como Im(T") tem co-dimensao finita entao qualquer
subespago complementar de Im(7") em Y é fechado e portanto existe um
operador de proje¢ao limitado 7: Y — Im(T), i.e., 7w se restringe a identi-
dade de Im(T") (recorde Observacao 5.1.31). Denote por q: X — X/Ker(T)
a aplicacao quociente; temos um diagrama comutativo:

X r Y

o I

X/Ker(T) % Im(7T)

onde i denota a inclusdao de Im(T) e T é um isomorfismo. Defina S =
(qV)~to T ' o é facil ver que a imagem de S o T — Id est4 contida em
Ker(T) e a imagem de T o S — Id esta contida em Ker(7); mas Ker(w) é
um complementar de Im(7") em Y e portanto tem dimensao finita. Isso
completa a demonstracao de (1)=(2).

A implicagao (2)=(3) é ébvia. Provemos (3)=-(1); observe que Ker(T")
esta contido em Ker(S107T) e, pelo Lema 5.2.19, Ker(S; o T') tem dimensao
finita. Além do mais, Im(7") contém Im(7"0.S2); pelo Lema 5.2.19, Im(7'0.S2)
é fechada e tem co-dimensao finita em Y e portanto, pelo Lema 5.2.17, Im(7T")
¢ um subespaco fechado de co-dimensao finita em Y. O

OBSERVAGAO 5.2.26. Se T: X — Y é um operador de Fredholm entao
a Proposicao 5.2.25 nos fornece S: Y — X tal que SoT —IdeT oS —1d
tém posto finito; observe que uma aplicacao da mesma Proposicao 5.2.25
trocando os papéis de T e S nos mostra que o operador S também é de
Fredholm.

O indice de Fredholm é aditivo sob composicao:

PROPOSIGAO 5.2.27. Se X, Y, Z sdo espagos de Banach e T € L(X,Y),
S e L(Y,Z) sao operadores de Fredholm entao SoT € L(X,Z) € um ope-
rador de Fredholm e

Ind(S o T) = Ind(S) + Ind(T).

DEMONSTRACAO. Temos Ker(SoT) =T~ !(Ker(S)); dai T restringe-se
a um operador linear sobrejetor de Ker(SoT) em Ker(S)NIm(T') cujo nicleo
é Ker(T') e portanto:

(5.2.15) dim(Ker(S o T)) = dim(Ker(T)) + dim(Ker(S) NIm(T)) < +oc.

Como Im(S) é fechada em Z segue do Teorema da Aplicacao Aberta (Te-
orema 5.1.9) que S: Y — Im(S) é uma aplicagdo aberta e portanto uma
aplicacdo quociente; daf Im(S o T) = S(Im(T)) ¢ fechada em Im(S) (ou
em Z) se e somente se S~ (Im(S o T)) = Im(T) + Ker(S) ¢ fechado em Y;
usando entao o Lema 5.2.17, concluimos que Im(S o T") é fechada em Z.



186 5. TOPICOS DE ANALISE FUNCIONAL

Para completar a demonstracao vamos calcular explicitamente a co-
dimensao de Im(SoT) em Z; em particular veremos que essa co-dimensao é
finita e ficard completa a demonstracao do fato que S o1 é um operador de
Fredholm. Escolha entdo subespagos Vi, V2, V3 C Y (n@o necessariamente
fechados) tais que:

Im(T') = (Ker(S) NIm(T)) ® V1, Y = (Ker(S) + Im(T)) & V2,
Ker(S) = (Ker(S) N Im(T)) @ Va;
daf Im(S o T) = S(Im(T)) = S(V1), Im(S) = S(V1) ® S(V2) e, tendo em
mente que Y = Im(7") & V3 & V4 calculamos:
co-dimyy,(g) (Im(S o T')) = dim(5(V2)) = dim(Va)
= co-dimy (Im(T")) — dim(V5)
= co-dimy (Im(T")) — dim(Ker(5))
+ dim(Ker(S) N Im(T")).
Vemos entao que:
(5.2.16)
co-dimz (Im(S o T)) = co-dimz (Im(S)) + co-dimyp,(s) (Im(S o T'))
= co-dimyz (Im(S)) + co-dimy (Im(7))
— dim(Ker(5)) + dim(Ker(S) NIm(T)) < +oo;

de (5.2.15) e (5.2.16) a concluséao segue. O

Operadores de Fredholm e o indice de Fredholm sao estéveis por pertur-
bagoes compactas:

PROPOSIGAO 5.2.28. Sejam X, Y espagos de Banach e T: X —Y um
operador de Fredholm; se K € K(X,Y') é um operador compacto entao T+ K
também € um operador de Fredholm e vale a identidade:

(5.2.17) Ind(T) = Ind(T + K).

DEMONSTRACAO. Como T é um operador de Fredholm, segue da Pro-
posicao 5.2.25 que existe um operador S € L(Y,X) tal que SoT —1d e
T oS —Id tém posto finito; em particular S o T e T o S sdo perturbagoes
compactas da identidade e portanto também So (T + K) e (T'+ K)o S sado
perturbacoes compactas da identidade. A Proposicao 5.2.25 implica entao
que T+ K é um operador de Fredholm. Resta mostrar (5.2.17); para isso,
observe primeiramente que S também é um operador de Fredholm (vide Ob-
servacao 5.2.26). Tendo em mente o Exemplo 5.2.24 e a Proposi¢ao 5.2.27
calculamos:

Ind(SoT)=1Ind(S) +Ind(T) =0,
Ind(S o (T + K)) = Ind(S) + Ind(T + K) = 0,

o que completa a demonstracao. O
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Segue agora diretamente do Exemplo 5.2.23 o seguinte:

COROLARIO 5.2.29. Se X, Y sao espacos de Banach e T: X — Y €
uma perturbacdo compacta de um isomorfismo entao T € wm operador de
Fredholm de indice zero; em particular, T € injetor se e somente se T €
sobrejetor. O

EXEMPLO 5.2.30. Suponha que H é um espaco de Hilbert, B € B(H)
¢ uma forma bilinear e T € L(H) é o operador linear que representa B;
se V. C H é um subespago fechado entao vimos no Exemplo 5.1.20 que o
operador linear que representa Blyxy € 7" = my o T o iy, onde my denota
o projetor ortogonal sobre V' e iy, denota a inclusao de V. Suponha que V'
tem co-dimensao finita em H; dai, se T' é um operador de Fredholm entao
também T é um operador de Fredholm e Ind(7”) = Ind(T"). De fato, é facil
ver que iy : V — Hemy: H — V sao operadores de Fredholm e seus indices
sao dados por:

Ind(iy) = —co-dimy(V), Ind(my) = co-dimy(V);
a conclusao segue da Proposicao 5.2.27.

OBSERVAGAO 5.2.31. Se (H, (-,)) é um espago de Hilbert e se B € B(H)
é representada por um operador de Fredholm 7" € £(H) com respeito ao pro-
duto (-, -) entdo, escolhido outro produto interno (-,-); em H equivalente a
(-,+), temos que o operador que representa B com respeito a (-,-); também
¢ de Fredholm e possui o mesmo indice que T. De fato, segue da Propo-
sigao 5.1.23 que (-, -)1 é representado com respeito a (-, -) por um isomorfismo
positivo P: H — 'H e, pela Observagao 5.1.25, o operador que representa
B com respeito a (-,-)1 é P~ o T; a conclusdo segue da Proposicao 5.2.27,
tendo em mente o Exemplo 5.2.23.

OBSERVAGAO 5.2.32. Operadores de Fredholm e o indice de Fredholm
também sao estaveis por “perturbagoes pequenas” no espago £(X,Y); mais
explicitamente, se T: X — Y é um operador de Fredholm e U: X — Y
tem norma suficientemente pequena entao T+ U é ainda um operador de
Fredholm e Ind(7T") = Ind(7T + U). De fato, pela Proposigao 5.2.25 existe
um operador S € L(Y, X) tal que SoT —1Id e T o S — Id tém posto finito;
veremos no Lema 5.2.76 que operadores préximos da identidade sao isomor-
fismos e, usando esse resultado, vemos que So (I'+ U) e (I'+ U) o S sao
perturbagoes compactas de isomorfismos para ||U|| suficientemente pequeno.
Concluimos entao que compondo S o (T'+ U) e (I'+ U) o S com isomor-
fismos convenientes obtemos perturbagoes compactas da identidade e dai,
usando a Proposicao 5.2.25, vé-se facilmente que T+ U é um operador de
Fredholm; um célculo similar ao feito na demonstragao da Proposigao 5.2.28
nos mostra que Ind(7' + U) = Ind(T).

5.2.2. A topologia fraca de um espago de Banach. Nesta subsecao
definiremos a topologia fraca de um espago de Banach e mostraremos que no
contexto de espagos de Hilbert (ou, mais geralmente, de espagos de Banach
reflexivos) ela pode ser usada para caracterizar os operadores compactos.
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Ao longo desta subsecao X denota sempre um espaco de Banach munido de
uma norma ||-||. Comegamos com uma definigao.

DEFINIGAO 5.2.33. A topologia fraca ¢ em X é a topologia menos fina
que torna todos os funcionais lineares limitados o € X* continuos. Mais
explicitamente, uma base de abertos para 7 pode ser obtida considerando
intersecoes (), ozi_l(Ui), onde ai,...,a, € X* é uma colecdo finita qual-
quer de funcionais limitados e Uy, ..., U, C IR sao abertos.

Obviamente a topologia induzida pela norma de X é mais fina que a
topologia fraca de X, ou seja, a aplicacao identidade

Id: (X, [[-) — (X, 73)

é continua; dado x € X entao um sistema fundamental de vizinhangas aber-
tas para x com respeito a 7y consiste dos conjuntos

(5:218)  Val(e,A6) = {ye X : |A@x) - Aly)| < o},

onde A € L(X,R") é um operador limitado qualquer (com n arbitrario) e
6 > 0.

O préximo lema (cuja demonstragao é muito simples) fornece mais uma
caracterizacao da topologia fraca.

LEMA 5.2.34. Dado um espaco topoldgico qualquer Y e uma funcdo ar-
bitraria f: Y — (X, 1) entdo f € continua se e somente se ao f: Y — IR
€ continua para todo o € X*. O

LEMA 5.2.35. A topologia fraca é Hausdorff.

DEMONSTRAGAO. Dados x,y € X distintos entdao segue do Teorema
de Hahn-Banach (ou mais simplesmente de seu Corolario 5.1.4) que existe
a € X* com a(x —y) # 0; dai se I, Is sao intervalos abertos disjuntos
em IR contendo a(x) e a(y) respectivamente entdo os conjuntos a~'(Iy) e
a~1(I,) sdo abertos na topologia fraca que separam z e y. O

Se uma seqiiéncia (z,)>1 em X converge para um certo x € X na topo-
logia fraca entao dizemos que (zy,)n>1 converge para x fracamente; dizemos
também que x é o limite fraco da seqiiéncia (x5, ),>1. Como a topologia fraca
é Hausdorff, segue que uma seqiiéncia em X possui no maximo um limite
fraco. O seguinte lema caracteriza a convergéncia fraca de seqiiéncias; sua
demonstragao é muito simples.

LEMA 5.2.36. Uma seqiiéncia (xy)n>1 converge fracamente para x € X
se e somente se

I n) =

para todo o € X*. ([l

OBSERVAGAO 5.2.37. Seja (zp,)n>1 uma seqiiéncia em X; denote por
Zn € X™ o funcional de avaliagdo em z,, (recorde Observagao 5.1.12). O
Lema 5.2.36 diz que (x,,),>1 converge fracamente para x € X se e somente
se a seqiiéncia de fungoes (Zy)n,>1 converge pontualmente para & € X**.
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COROLARIO 5.2.38. Se uma seqiiéncia (xy)n>1 converge fracamente para
r € X entdo sup, > [|[Tall < +o0 e

|z < liminf ||,
n—-+0o00

DEMONSTRAGAO. Segue da Observagao 5.2.37, do Corolario 5.1.14 e do
fato que a aplicagao (5.1.9) é uma imersao isométrica. O

COROLARIO 5.2.39. Sejam (z,,)n>1 uma seqiiéncia em X e (ay)n>1 uma
seqiiéncia em X*; se x, — x fracamente em X e o, — « com respeito a
norma de X* entio a,(x,) — a(x) em IR.

DEMONSTRAGAO. Para todo n temos:
|an(2n) — a(z)| < flan = all [zn] + la(zn) — a(z)[;

pelo Coroldrio 5.2.38 temos que ||z, || é limitado e pelo Lema 5.2.36 temos
que a(zy,) — a(z). A conclusao segue. O

EXEMPLO 5.2.40. Para cada n > 1, denote por e, € ¢5(N) a seqiiéncia
cuja n-ésima coordenada é igual a 1 e cujas outras coordenadas sao nulas.
Pelo Teorema de Representagao de Riesz (Teorema 5.1.17) todo « € f5(N)*
é da forma a = (x,-)9 para algum x € ¢5(N); dai

a(en) = <337€n>2 =z, — 0,

ja que ZZS& 72 < +00. Segue entdo do Lema 5.2.36 que (ey,),>1 converge

fracamente para zero; note que ||ey||2 = 1 para todo n > 1.

EXEMPLO 5.2.41. Se X, Y sao espagos de Banach e T: X — Y é um
operador linear limitado entao 1" é continuo com respeito as topologias fracas
de X eY; isso segue do Lema 5.2.34 observando que para todo a € Y* temos
que aoT: X — IR é continuo na topologia fraca de X, ja que aoT € X*.

OBSERVAGAO 5.2.42. A topologia fraca de um espago de Banach X em
geral ndo satisfaz o primeiro axioma da enumerabilidade, i.e., em geral
os pontos de X ndo possuem sistemas fundamentais de vizinhangas enu-
meraveis com respeito a topologia fraca. Dai a topologia fraca ndo pode ser
caracterizada por limites de seqiiéncias; por exemplo, se A C X é um sub-
conjunto tal que toda seqiiéncia em A, fracamente convergente em X, tem
limite fraco em A entdo ndo seque que A é fechado em (X, 7). Também
nao ¢é verdade em geral que os subconjuntos de X que sao compactos na
topologia fraca sao seqliéncialmente compactos na topologia fraca.

Quando trabalha-se com espagos topoldgicos que nao satisfazem o pri-
meiro axioma da enumerabilidade entdao o conceito de convergéncia de redes
é mais util que o conceito de convergéncia de seqiiéncias; optamos por evitar
a linguagem de redes neste texto.

Para demonstrar o resultado fundamental da subsecao precisaremos de
uma versao apropriada do Teorema de Arzela-Ascoli. Recordamos algumas
definicoes.
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DEFINIGAO 5.2.43. Seja ) um espago topoldgico e seja (M, d) um espago
métrico; um conjunto F de fungoes f: )Y — M ¢é dito equicontinuo no
ponto yg € Y se dado € > 0 existe uma vizinhanca U de yy em ) tal
que d(f(y), f(yo)) < € para todo y € U e toda fungao f € F. Dizemos que
F é equicontinuo se F for equicontinuo em todo ponto yg € V.

Obviamente se um conjunto F é equicontinuo entao toda funcao f € F é
continua. Recorde que um espaco topoldgico ) é dito separdvel se Y admite
um subconjunto enumeravel denso. Podemos enunciar entao o seguinte:

TEOREMA 5.2.44 (de Arzeld-Ascoli). Seja Y um espago topoldgico se-
pardvel e seja M um espago métrico. Se (fn)n>1 € uma seqiéncia de fungoes
fn: Y — M tal que o conjunto {fn}n>1 € equicontinuo e tal que para ca-
day € Y o conjunto {fn(y)}n>1 € relativamente compacto em M entao
alguma subseqiiéncia de (fn)n>1 converge pontualmente para uma func¢ao
f:Y — M; além do mais, a funcdo f € continua e o limite da subseqiiéncia
em questdo € uniforme sobre as partes compactas de ).

DEMONSTRAGAO. Para cada y € ) denote por Fly] C M o conjunto
relativamente compacto {f,(y)}n>1. Escolha um subconjunto enumeravel
denso D C Y; dai (fn|p)n>1 pode ser identificada com uma seqiiéncia no
espac¢o métrico compacto Hye D Fly] (vide [34, §6, Capitulo 5 e §6, Capitulo
8]). Passando a uma subseqiiéncia de (fy)n>1 (que serd ainda denotada por
(fn)n>1) podemos supor que f,, converge para um elemento f € HyeD Flyl;
dai f é uma fungao f: D — M e f,|p — f pontualmente. Usando agora
a equicontinuidade do conjunto {fy}n>1 ¢ facil completar a demonstragao

seguindo o seguinte roteiro:

e mostre que para y € ) arbitrario, a seqiiéncia (f,(y))n>1 é de
Cauchy no espago métrico compacto Fly]; conclua que podemos
estender f a ) de modo que f,, — f pontualmente em Y;

e mostre que f é continua e que f,, — f uniformemente sobre qual-
quer subconjunto compacto de Y.

Detalhes sobre as demonstracoes dos itens acima podem ser encontrados em
[34, Proposicao 14, §10, Capitulo 8] (embora nessa referéncia o dominio )
das fungoes seja um espaco métrico, esse fato nao é usado de forma essencial
na demonstragao que 14 aparece). ([

LEMA 5.2.45. Se X € um espaco de Banach reflexivo entdo todo subes-
pago fechado V- C X também € reflexivo.

DEMONSTRAGAO. Seja n € V**; devemos encontrar x € V tal que
n(B) = B(x) para todo B € V*. Denote por i: V — X o operador de
inclusao; dai o bitransposto i** de i leva n sobre um elemento € X**.
Temos:

(5.2.19) ii(a) = n(aly),
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para todo v € X*. Como X é reflexivo existe x € X tal que 7(«) = a(x)
para todo oo € X*. Mostremos que x € V; se fosse x ¢ V entao existiria um
funcional o € X* tal que aly = 0 mas a(x) = 1 (vide Exemplo 5.1.36), o
que contradiz (5.2.19). A conclusao segue agora de (5.2.19) observando que
pelo Teorema de Hahn-Banach (Teorema 5.1.3) todo funcional 5 € V* é da
forma «aly para algum o« € X*. O

A seguinte proposicdo é uma reciproca parcial para o Coroldrio 5.2.38
no caso de espacos de Banach reflexivos; recorde que todo espaco de Hilbert
€ reflexivo.

PROPOSIGAO 5.2.46. Se X ¢é um espago de Banach reflexivo entao to-
da seqiiéncia limitada (xp)p>1 em X admite uma subseqiiéncia fracamente
convergente.

DEMONSTRAGAO. Comecamos com o caso em que X é separdvel. De-
notando por z,, € X** o funcional de avaliagdo em x,, entao

sup [|Zn || = sup [lzn|| = ¢ < +o0;
n>1 n>1

dai ¢ é uma constante de Lipschitz para todas as funcoes &, o que mostra
que o conjunto {Zp}n,>1 é equicontinuo. Além do mais, fixado @ € X*,
temos
|2n(a)] = a(za)| < cllal,

para todo m, o que mostra que o conjunto {Z,(a)},>1 ¢é relativamente com-
pacto em IR. Pelo Teorema de Arzeld-Ascoli (Teorema 5.2.44), existe uma
subseqiiéncia (2, )x>1 que converge pontualmente para uma fungéo continua
f: X* — IR; é claro que f é linear. Como X ¢é reflexivo, existe x € X tal que
f =& elogo (zn, )k>1 converge fracamente para z, pela Observacao 5.2.37.

Suponha agora que X é um espago de Banach reflexivo qualquer; seja
V C X o fecho do subespaco gerado pelo conjunto {zp}n>1. E f4cil ver
que V' é separavel; de fato, o Q-subespago vetorial gerado por {x,}n>1 €
um subconjunto enumeravel denso de V. Pelo Lema 5.2.45 e pela primeira
parte da demonstragao vemos que alguma subseqiiéncia de (z,,),>1 converge
fracamente em V para um certo & € V; obviamente convergéncia fraca em
V implica convergéncia fraca em X, e dai a conclusao segue. ([

Obtemos agora o teorema principal da subsecao.

TEOREMA 5.2.47. Sejam X, Y espacos de Banach e T: X — Y um
operador linear. Se T' é compacto entdo para toda seqiéncia (zy)n>1 em X
que converge fracamente para x € X temos que (T'(zy))n>1 converge para
T (z) com respeito a norma de Y. Se X é reflexivo entdo vale a reciproca: se
T leva seqiiéncias fracamente convergentes em seqiiéncias convergentes com
respeito d norma entao T é compacto.

DEMONSTRAGAO. Suponha que 7' é compacto e seja (zp)n>1 uma se-
qiiéncia que converge fracamente para z € X; se (T(zp))n>1 nao fosse
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convergente em norma para T'(x) entao, passando a uma subseqiiéncia se
necessario, podemos supor que

(5.2.20) 1T (2n) = T(2)]| = ¢,

para todo n e para algum ¢ > 0. Mas pelo Corolario 5.2.38 a seqiiéncia
(xn)n>1 € limitada e como 7" é compacto vemos que alguma subseqiiéncia de
(T'(zpn))n>1 converge para T'(x) em norma (vide também Exemplo 5.2.41),
contradizendo (5.2.20).

Suponha agora que X ¢é reflexivo e que T leva seqiiéncias fracamente
convergentes em seqiiéncias convergentes em norma. Dal se (z,,)p>1 € uma
seqiiéncia limitada em X entao, pela Proposicao 5.2.46, alguma subseqiiéncia
(2, )k>1 converge fracamente em X e portanto (7'(zy,))r>1 converge com
respeito a norma de Y'; concluimos entao que 1T é compacto, o que completa
a demonstragao. ([

OBSERVAGAO 5.2.48. O Teorema 5.2.47 pode levar & conjectura de que
um operador compacto 1T': X — Y seria continuo quando consideramos em
X atopologia fraca 7y, € em Y a topologia induzida pela norma; note que tal
conclusao nao pode ser tirada do Teorema 5.2.47 (vide Observagao 5.2.42).
Na verdade, um operador linear

(5.2.21) T: (X, %) — Y, [I)

¢é continuo se e somente se T tiver posto finito. E 6bvio que se T tem posto
finito entao (5.2.21) é continuo; por outro lado, se (5.2.21) for continuo na
origem entao existe A € L(X,IR") e § > 0 tal que ||T(y)|| < 1 sempre
que y € V(0,4,0) (vide (5.2.18)). Em particular |T'(y)| < 1 para todo
y € Ker(A) e portanto Ker(A) C Ker(T'); como Ker(A) tem co-dimensao
menor ou igual a n em X segue que 1" tem posto menor ou igual a n.

OBSERVAGAO 5.2.49. Se X é um espaco de Banach reflexivo, a Propo-
si¢ao 5.2.46 (tendo em mente também o Coroldrio 5.2.38) nos diz que a bola
unitaria fechada By de X é seqiiéncialmente compacta com respeito a topo-
logia fraca. Como X é reflexivo, o Teorema de Banach-Alaoglu nos diz que
a bola unitédria fechada B; é compacta na topologia fraca de X (vide [50,
Teorema IV.21]); salientamos que a Proposicao 5.2.46 ndao segue do Teorema
de Banach-Alaoglu, pois a topologia fraca néo satisfaz o primeiro axioma da
enumerabilidade (vide também Observacao 5.2.42).

5.2.3. O teorema espectral para operadores compactos simétri-
cos. Nesta subsecao generalizaremos para operadores compactos simétricos
em espagos de Hilbert o resultado que diz que todo operador simétrico num
espaco de dimensao finita pode ser diagonalizado numa base ortonormal;
essa generalizagdo é conhecida como o Teorema Espectral para Operadores
Compactos Simétricos.

Ao longo desta secao ‘H denota sempre um espaco de Hilbert munido
de um produto interno (-,-). Se T" € L(H) é um operador limitado ent@o
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denotamos por o, (1) o conjunto dos autovalores de T', ou seja:
op(T) ={X € R:T(x) = Az, para algum z # 0}.

OBSERVAGAO 5.2.50. Um escalar A € IR é um autovalor de T se e so-
mente se o operador T'— A\Id nao é injetor; o espectro de T, denotado o(T),
¢é usualmente definido como o conjunto dos escalares A € IR tais que o ope-
rador T'— AId nao ¢ bijetor. O conjunto o,(7") C o(T") dos autovalores de
T ¢é as vezes chamado o espectro pontual de T'. Quando se estuda o teorema
espectral para operadores simétricos quaisquer é o espectro que entra como
peca fundamental; no caso especifico de operadores compactos simétricos, o
conjunto de autovalores o, (1) é suficiente para o desenvolvimento da teo-
ria. Mencionamos que, se K € K(H) é um operador compacto entao segue
diretamente do Corolario 5.2.29 que:

(5.2.22) o(K) C op(K)U{0};

se dim(H) = +oo entao vale a igualdade em (5.2.22), pelo Corolério 5.2.13.

LEMA 5.2.51. Suponha H # {0} e seja K € KC(H) um operador compac-
to e simétrico; entdo a funcio x — (K(x),z) assume um mdzimo ou um
minimo na esfera unitdria {x € H : ||| = 1}.

DEMONSTRAGAO. Se (K(z),z) = 0 para todo x € H entdo um argu-
mento padrao de polarizacao usando a simetria de (K-, -) mostra que K = 0
e dai a conclusao segue de maneira trivial. Se K # 0 entao, trocando K por
— K se necessario, podemos supor que

(5.2.23) sup (K(z),x) =c¢ > 0;
lzll=1

note que o supremo em (5.2.23) é de fato finito, jd que K é limitado. Seja

(Zn)n>1 uma seqiiéncia em H tal que ||z,| = 1 para todo n e tal que
lim (K(zp),zn) =c.
n—-+400

Como (zp)p>1 ¢ limitada, passando a uma subseqiiéncia se necessario, po-
demos supor que (z,)p>1 converge fracamente para x € H (vide Propo-
sicao 5.2.46); além do mais, segue do Coroldrio 5.2.38 que ||z|| < 1. Como
K é compacto, segue do Teorema 5.2.47 que (K (z,))n>1 converge para K (x)
em norma; pelo Corolério 5.2.39 vemos que:

lim (K(x,),z,) = (K(z),z) =c.

n—-+o0o

Como ¢ # 0 nao pode ser z = 0; além do mais, se fosse ||z < 1 entao

r x c
K- — —> = >c
< [ I A 1

o que contradiria (5.2.23). Obtemos entao que ||z|| = 1, o que completa a
demonstracao. O
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Nosso objetivo é mostrar que todo operador compacto simétrico (num
espaco nao nulo) admite pelo menos um autovalor (real). Isso é uma con-
seqiiéncia simples do Lema 5.2.51 acima e do método dos multiplicadores de
Lagrange em espacos de Hilbert; para conveniéncia do leitor, apresentamos
abaixo uma demonstracao onde nao usamos explicitamente o método dos
multiplicadores de Lagrange.

COROLARIO 5.2.52. Se H # {0} entdo todo operador compacto simétrico
K € K(H) possui algum autovalor, i.e., op(K) # (.

DEMONSTRAGAO. Seja zp um ponto de maximo ou minimo da fungao
x +— (K(x),z) na esfera unitdria. Dado qualquer vetor v € H ortogonal a
x0, considere a curva
_ xp+ttv
 lzo + to
um cdlculo direto (usando (5.1.10) e (5.1.47)) mostra que +/(0) = v. Note
que a fungao escalar diferencidvel

R>t— (K(v(t),~(t) € R

assume um maximo ou um minimo no instante ¢ = 0 e portanto:

SRO0) A1) =2(K() ) =0.
t=0

Dai K(zp) é ortogonal a qualquer vetor v que seja ortogonal a xzg, i.e.,
K(z0) € (IRzoh)*; de (5.1.11) vem K(xg) € Rxg, o que completa a de-
monstracao. [l

R>t—~() € H;

OBSERVAGAO 5.2.53. De modo idéntico a algebra linear em dimensao
finita, mostra-se que se T' € L(H) é um operador simétrico e se x, y € H
sao autovetores correspondendo respectivamente a autovalores A, p distintos
entao (x,y) = 0; de fato:

Mz, y) = (T(x),y) = (2, T(y)) = p{z,y).
O lema a seguir caracteriza a “aparéncia” do conjunto op(K), com K
compacto simétrico.

LEMA 5.2.54. Se K € K(H) € um operador compacto simétrico entao
o conjunto op(K) € limitado em IR e nao possui pontos de acumulagao em
R\ {0}; em particular, op,(K) € enumerdvel.

DEMONSTRAGAO. Se A é um autovalor de K entao existe x € H com
|lz|| =1 e K(x) = A\z; dai:

(K (2), z)| = |A] < [|K]]

e portanto o, (K) é limitado.

Seja agora A € IR um ponto de acumulacdo de o, (K); dai existe uma
seqiiéncia (Ap)p>1 em op(K) de elementos dois a dois distintos que con-
verge para A. Seja x, € H um autovetor correspondente ao autovalor A.;
podemos supor ||z,|| = 1 e pela Observagao 5.2.53 temos que a seqiiéncia
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(n)n>1 € ortonormal. Como K é compacto, passando a uma subseqiiéncia
se necessario, podemos supor que (K(zy))n,>1 converge em H. Por outro
lado:

(5.2.24) 1K (2) = K (@) = [Ann — Amml| = (A2 + A2,)2,

para quaisquer n, m distintos; mas a expressao a direita do tltimo sinal de
igual em (5.2.24) converge a |A\|v/2, donde A = 0. Isso completa a demons-
tragao. ([l

Demonstraremos agora o teorema fundamental da subsecao; o leitor deve
recordar a nocao de soma direta interna de uma familia arbitraria de espagos
de Hilbert (vide Observacao 5.1.50).

TEOREMA 5.2.55 (o teorema espectral para operadores compactos simé-
tricos). Seja H um espaco de Hilbert e K € K(H) um operador compacto
simétrico em H; para cada A € op(H) denote por

Hy = Ker(K — \Id)

o autoespacgo correspondente ao autovalor A. Entdo H se escreve como uma
soma direta interna de espacos de Hilbert:

(5.2.25) H= P H
Aeop(K)

além do mais, se A # 0 entdo Hy tem dimensdo finita.

DEMONSTRAGAO. Pela Observagao 5.2.53 vemos que os subespacos (ob-
viamente fechados) H, sdo mutuamente ortogonais e portanto resta mostrar
que a soma direta algébrica V = ®AEUP(K) H» é densa em H; note que V é
um subespago invariante por K, i.e., K(V) C V. Dai, como K é simétrico,
V1 é um subespaco fechado invariante por K e portanto K se restringe a um
operador compacto em V1 que néo possui autovalores; pelo Corolario 5.2.52
conclufmos que V+ = {0} e portanto V é denso em H (vide (5.1.11)), o que
completa a demonstragao de (5.2.25). Se A # 0 entdo a restricdo de K a H)
é um isomorfismo (igual a AId) e é também um operador compacto; segue
entdo do Coroldrio 5.2.13 que dim(Hy) < +o0. O

EXEMPLO 5.2.56. Sob as hipdteses e notagoes do Teorema 5.2.55, escolha
uma base de Hilbert para cada espago Hy; ¢é facil ver que a reuniao de todas
essas bases nos fornece uma base de Hilbert (b;);e.s de todo o espaco H. Essa
base de Hilbert (vide Observagao 5.1.51) por sua vez induz uma isometria

¢ H— la(T);

é facil ver entao que o seguinte diagrama comuta:

H H

o= =l

52(s7) W@(j)
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onde M) é definido como no Exemplo 5.2.8 ¢ A = ();)jes ¢ uma familia de
numeros reais formada pelos autovalores de K repetidos de acordo com a
sua multiplicidade. Usando o Lema 5.2.54 vemos também que a familia A
satisfaz as condicoes (a) e (b) que aparecem no Exemplo 5.2.8.

OBSERVAGAO 5.2.57. O Teorema 5.2.55 é demonstrado em [50, Teorema
VI.16] no contexto de espagos de Hilbert complexos; o ponto crucial dessa
demonstragao (no nosso caso, o Coroldrio 5.2.52) é a demonstragao de que
um operador simétrico (ou, mais precisamente, Hermiteano) cujo espectro é
{0} necessariamente deve ser o operador nulo. A demonstracao desse fato
¢é baseada por sua vez numa féormula para o raio espectral de um operador
limitado cuja demonstracao envolve técnicas de curvas holomorfas em es-
pacos de Banach; portanto é feito uso da estrutura complexa do espaco de
maneira essencial.

Na verdade, a versao real do teorema espectral para operadores com-
pactos simétricos provada no nosso texto pode ser obtida como coroldrio da
versao complexa provada em [50]: para isso considera-se a complezificagdo
HC do espaco de Hilbert H em questo (juntamente com a unica extensao
Hermiteana do produto interno (-,-)) e aplica-se as técnicas desenvolvidas
na Se¢ao 1.3. Uma outra demonstracao do Teorema 5.2.55 feita diretamente
para espagos de Hilbert reais pode ser encontrada em [9, Teorema VI.11].

5.2.4. Indice de formas bilineares simétricas em espagos nor-
mados. Na Segao 4.1 definimos o indice de uma forma bilinear simétrica
num espaco vetorial real arbitrario e provamos alguns resultados elementa-
res; para os resultados mais interessantes (como os da Subsegao 4.1.1) pre-
cisdvamos da finitude da dimensao. Nesta subsec¢ao mostraremos que varios
resultados da Subsecao 4.1.1 sdo validos no contexto de espagos normados
de dimensao infinita (tipicamente espagos de Hilbert), desde que sejam adi-
cionadas hipdteses adequadas sobre a forma bilinear simétrica (tipicamente,
a condicao que ela seja representada por uma perturbagao compacta de um
isomorfismo positivo). Comegamos com um exemplo.

EXEMPLO 5.2.58. Seja J um conjunto arbitrario e considere o espago
de Hilbert H = ¢5(J) munido do produto interno padrao (-,-)o; seja A =
(A\j)jes uma familia limitada de ntiimeros reais e defina

My: 6a(T) — £a2(T)
como no Exemplo 5.2.8. Obtemos entdo uma forma bilinear simétrica B) €

Bsim (H) fazendo By = (M-, -)9; dai M) é o operador linear que representa
B). Explicitamente temos:

(5.2.26) Bx(z,y) = > Nwjyj,
JjeT
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para todos = (z})je7, ¥ = (y;)jes em £2(J). Definimos entao:
(5.2.27) Tr={jeT:N>0}, TJ-={jeT:N <0}
(5.2.28) Jo={jeT:N=0};

é facil ver que obtemos uma decomposi¢ao ortogonal (com respeito a (-, )9
ea B)y):

H = {a(T4) @ la(T-) © £2(Do)
onde B, é definida positiva (respectivamente negativa) em /(74 ) (respec-
tivamente, ¢2(J-)) e Ker(B)) = l2(Jp). Segue entao do Corolario 4.1.7 que
os numeros n4(By), n—(B)) e dgn(B)) coincidem respectivamente com os
nimeros de elementos dos conjuntos Jy, J— e Jo.

Passamos agora as generalizacoes dos resultados da Subsecao 4.1.1; por
exemplo, o Lema 4.1.29 generaliza-se diretamente para o contexto de espagos
normados quaisquer.

LEMA 5.2.59. Seja X um espago normado; fixado um inteiro (finito)
k > 0 entao o conjunto das formas bilineares simétricas B € Bgm(X) tais
que n_(B) >k é aberto em Bgim(X).

DEMONSTRACAO. A demonstracao do Lema 4.1.29 pode ser repetida
aqui literalmente. O

ExEMPLO 5.2.60. O Lema 5.2.59 ndo vale para k = +00; por exemplo,
seja J = N e considere a familia A\ = (\,)p>1 onde A\, = —%. Defina
B) € Baim(H) como no Exemplo 5.2.58 e considere o truncamento A de A
definido em (5.2.4); dai:

lim BA(M = B/\

n—-4o00
em Bgim(H). Note que B) tem indice infinito enquanto By) tem indice
n < 400 para todo n.
Também o Corolario 4.1.30 é falso em dimensao infinita, mesmo para k

finito; de fato, seja p = (n)n>1 a seqiiéncia definida por pu, = % e para

cada i > 1 defina p’ = (pl,)n>1 fazendo pi, = L paran #i e pi = —1. Daf
lim B, =8B
ziinoo i i

mas B, é nao-degenerada com indice zero, enquanto que n_(Bui) =1 para
todo 1.

Definimos agora a condicao que torna possivel generalizar os resultados
da Subsecao 4.1.1.

DEFINIGAO 5.2.61. Seja (H,(-,-)) um espaco de Hilbert; dizemos que
uma forma bilinear simétrica B € Bgsm(H) é RPCIP quando B for Re-
presentada por uma Perturbacao Compacta de um Isomorfismo Positivo
T € L(H) (vide Definigoes 5.1.18, 5.1.22 e 5.2.15); equivalentemente, B é
RPCIP quando existe um produto interno (-, -); em H equivalente a (-, -) tal
que B = (-,-)1 + (K-, -), onde K € K(H) é um operador compacto simétrico
(vide Proposigao 5.1.23).
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OBSERVAGAO 5.2.62. Se H1, Ho sao espagos de Hilbert, ¢: Hi — Ho
é um isomorfismo topoldgico e B € Bgm(H2) é RPCIP entao o pull-back
¢*(B) = B(¢-, ¢) € Bsim(H1) também é RPCIP. De fato, se B é represen-
tada por T'= P+ K com P € L(Hz2) um isomorfismo positivo e K € K(Hz2)
um operador compacto entao:

¢*(B)(z,y) = B(6(x), 6(y)) = (T 0 ¢)(x),¢(y)) = ((¢" o T 0 $)(x), ),
donde o pull-back ¢*(B) é representado pelo operador

¢p*oTop=¢"cPodp+¢d*oKog

onde ¢* o Po ¢ € L(H1) é um isomorfismo positivo e ¢* o K o ¢ € K(Hy) é
compacto.

OBSERVAGAO 5.2.63. Seja (H, (-,-)) um espaco de Hilbert e seja (-, )1
um produto interno em H equivalente a (-, -); aplicando a Observacao 5.2.62
com

¢ =1d: (H7 <'7 >) - (Hv <'7 >1)
concluimos que B € Bgin, (H) é RPCIP com respeito a (-, -) se e somente se
B é RPCIP com respeito a (-,-);. Dai a condigao “B é RPCIP” pode na
verdade ser definida para formas bilineares simétricas em espacos Hilber-
tizaveis.

ExXEMPLO 5.2.64. Como ja foi mencionado na Definicao 5.2.61, segue
da Proposicao 5.1.23 que uma forma bilinear simétrica B num espago de
Hilbert (H, (-,-)) é RPCIP se e somente se existe um produto interno (-, -);
em H equivalente a (-, -) tal que a diferenca B — (-, -); é representada por um
operador compacto (que serd automaticamente simétrico). A seguir expli-
camos um critério pratico para reconhecer formas bilineares em subespagos
fechados de H([a, b], IR™) que sdo representadas por operadores compactos.

Seja ‘H um subespaco fechado de H([a,b], IR") e seja B € B(H) uma
forma bilinear (nao necessariamente simétrica); denote por Hy o espago que
se obtém quando considera-se a topologia induzida por C°([a, b], IR™) em H.
Suponha que a forma bilinear

(5.2.29) B:HoxH— R

¢é continua; afirmamos entao que B é representada por um operador compac-
to em H. De fato, se K € L(H) denota o operador que representa B entao a
continuidade de (5.2.29) implica na continuidade do operador K: Hyp — H e
portanto, pelo Exemplo 5.2.10, K é compacto. Suponha agora que a forma
bilinear

B:HxHy— IR

é continua; podemos novamente concluir que B é representada em H por
um operador compacto. De fato, pelo que mostramos acima a forma biline-
ar (z,y) — B(y,x) é representada por um operador compacto K € K(H)
e dai B é representada pelo operador compacto K* € K(H) (vide Propo-
si¢ao 5.2.4, Propriedade (5)).
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OBSERVAGAO 5.2.65. Se (H, (-, -)) é um espago de Hilbert e B € B (H)
é RPCIP entao a restricao de B a qualquer subespago fechado V. C 'H
também é RPCIP. De fato, escreva B = (-,-)1 + (K-,-) com (-, -); um pro-
duto interno em H equivalente a (-,-) e K € K(H) um operador compacto;
dai Blyxy ¢ igual & soma da restricao de (-,-)1 a V' (que é um produto
interno equivalente a restri¢ao de (-,-) a V') com uma forma bilinear que é
representada pelo operador compacto 7y o K|y € K(V), onde my: H — V
denota o projetor ortogonal sobre V' (vide Exemplo 5.1.20).

OBSERVAGAO 5.2.66. Se (H, ) é um espago Hilbertizavel e B € By (H)
é RPCIP (vide Observagao 5.2.63) entao existe um produto interno em H
que induz a topologia 7 e que faz com que B seja representada por uma
perturbacdo compacta do operador identidade de H. De fato, se B é repre-
sentada no espago de Hilbert (H, (-, -)) pelo operador P+ K com P € L(H)
um isomorfismo positivo e K € K(H) compacto entdo, com respeito ao
produto interno (P-,-), a forma bilinear B serd representada pelo operador
Id + P~! o K (vide Proposicio 5.1.23 e Observacao 5.1.25).

O préoximo lema é a ferramenta béasica que permite usar a condicao “B
é RPCIP” para generalizar os resultados da Subsegao 4.1.1.

LEMA 5.2.67. Sejam H um espaco de Hilbert e B € Bgin(H) uma forma
bilinear simétrica que é RPCIP. Entdo existe uma decomposi¢do de H em
soma direta de subespacos fechados ortogonais com respeito a B:

(5.2.30) H="H,dH_ &Hy,

sendo B definida positiva em H, definida negativa em H_ e Hy = Ker(B).
Além do mais, temos:

o existe ¢ > 0 tal que
(5.2.31) B(z,z) > c||z|?

para todo x € Hy;

e a degenerescéncia de B (que € por defini¢cao a dimensao de Hy) €
finita;

e 0 indice de B (que coincide com a dimensdo de H_) € finito.

DEMONSTRAGAO. Com uma escolha conveniente de produto interno em
‘H, podemos supor que B é representada por uma perturbacao compacta do
operador identidade (vide Observagao 5.2.66); escreva entdao B = (T, -) com
T =1d+K e K € K(H) um operador compacto simétrico. Seja p = (115)jes
uma familia formada pelos autovalores de K repetidos de acordo com a
sua multiplicidade e defina A\; = p; + 1 para todo j € J; dai, como no
Exemplo 5.2.56, podemos encontrar uma isometria ¢: H — ¢5(J) tal que o
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diagrama
H H
¢l ¢
Uo(T) ——l2(T)

comuta, onde M) é definido como no Exemplo 5.2.8. Note que B é o pull-
back da forma bilinear B) dada em (5.2.26) pela isometria ¢, i.e., B =
By (¢, ¢-). Pelo Lema 5.2.54, o conjunto {\;};cs é limitado em IR e nao
possui pontos de acumulacao em IR\ {1}; o Teorema 5.2.55 nos diz também
que para t # 1 temos \; = ¢ apenas para um nimero finito de indices j € J.
A conclusdo segue agora facilmente tendo em mente o Exemplo 5.2.58 e

definindo

My = ¢ (((T4), Ho = ¢~ (((T2)),
_ -1
Ho = ¢~ (L2(To)), c= ]lenji Aj >0,
onde J4, J- e Jp sao dados em (5.2.27) e (5.2.28). O

OBSERVAGAO 5.2.68. A decomposicao (5.2.30) nao é em geral ortogonal
com respeito ao produto interno do espago de Hilbert H, mas ela é ortogo-
nal com respeito a algum produto interno que induz a topologia de H; de
fato, uma revisao da demonstracdo do Lema 5.2.67 mostra que a decom-
posigao (5.2.30) é ortogonal com respeito ao produto interno que torna B
representada por uma perturbacao compacta do operador identidade de H.

Podemos agora enunciar a generalizacao correta do Corolario 4.1.30.

COROLARIO 5.2.69. Sejam H um espaco de Hilbert e B € Bsim(H)
uma forma bilinear simétrica que é RPCIP; suponha também que B é ndo-
degenerada. Entdo para A € Bgim(H) suficientemente préoxima de B temos
que A € ainda nao-degenerada e n_(A) =n_(B) < +o0.

DEMONSTRAGAO. Considere uma decomposigao como (5.2.30) e uma
constante ¢ > 0 como em (5.2.31); como B é nao-degenerada temos Hy =
{0}. Note que o espago H_ tem dimensao finita e portanto, diminuindo
¢ > 0 se necessario, podemos supor que

B(z,z) < —c|z|?,

para todo x € H_, ja que a esfera unitaria de H_ é compacta. E f4cil
ver entdo que se A € Bsm(H) é tal que ||B — A|| < § entdo A é definida
positiva em H,; e definida negativa em H_; a conclusao segue agora do

Corolario 4.1.7 e da Proposigao 4.1.9. O

Podemos também generalizar o Corolario 4.1.31.

COROLARIO 5.2.70. Sejam H um espago de Hilbert e t — B(t) uma
curva continua em Bgin (H) definida em algum intervalo I; se para todo
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t € I temos que B(t) é nao-degenerada e RPCIP entio n_(B(t)) < +oo €
constante para t € I.

DEMONSTRAGAO. Pelo Coroldrio 5.2.69 o conjunto dos instantes ¢ € I
tais que n_(B(t)) = k é aberto em I para todo k > 0 fixado; a conclusao
segue da conexidade do intervalo I. ([

Fazemos uma pequena digressao para demonstrar a seguinte proposicao
que nao possui uma versao (nao trivial) em dimensao finita.

PROPOSIGAO 5.2.71. Sejam X um espago normado e B € Bgim(X) uma
forma bilinear simétrica limitada; se V- C X € um subespago denso entao o
indice de B em V coincide com o indice de B em X.

DEMONSTRAGAO. Basta mostrar que para todo inteiro (finito) k com
0 < k < n_(B) existe um subespago k-dimensional B-negativo de V. Pela
definicao de indice, existe um subespago k-dimensional B-negativo de X;
denote por (bi)le uma base de tal subespaco. Seja T: IRF — X o operador
linear tal que T'(e;) = b;, i = 1,...,k, onde (e;)¥_, denota a base canénica de
IR*. Como V é denso em X, existe para cada i uma seqiiéncia (b} )p>1 em V
que converge para b;; para cada n > 1 denote por T),: IR¥ — X o operador
linear tal que T,(e;) = b}, para todo ¢ = 1,..., k. Obviamente a imagem de
T, esta contida em V para todo n. Como B ¢ definida negativa em Im(T") e
T é um isomorfismo sobre Im(T'), segue que o pull-back T*(B) € Bqm (IR¥)
é definido negativo; é claro que lim,,_, 1o T, (B) = T*(B) e portanto T (B)
é definida negativa para n suficientemente grande (vide Lema 4.1.29). Dai,
para esses valores de n, temos que 1), é injetora e B é definida negativa em
Im(T5,); logo Im(7},) é um subespaco k-dimensional B-negativo de V. O

Generalizamos agora o Teorema 4.1.32.

TEOREMA 5.2.72. Sejam H um espago de Hilbert e B: [to,t1] — Bgsim (H)
uma curva de classe C* tal que B(tg) é RPCIP; escreva N = Ker(B(to)).
Suponha que a forma bilinear B'(ty)|nxn € ndo-degenerada; entdo existe
e > 0 tal que para t € |ty,to + €[ a forma bilinear B(t) é nao-degenerada e
vale a identidade:

(5.2.32) n_(B(t)) =n_(B(to)) + n—(B'(to)|nxn),
onde todos os termos em (5.2.32) sdo finitos.

DEMONSTRAGAO. Levando em conta o Lema 5.2.67 (e também?!! a Ob-
servacao 5.2.65), a demonstragao é uma adaptacao evidente da demonstracao
do Teorema 4.1.32. Deve-se adaptar também o Lema 4.1.33; no seu enuncia-
do deve-se acrescentar a hipdtese que B(ty) é RPCIP e na sua demonstracao
a estimativa (4.1.16) segue agora de (5.2.31). O

LNy verdade, usamos também o fato que a soma de H4 com um subespago de
N = Ho é um subespago fechado de H; isso segue por exemplo das Observagoes 5.2.68 e
5.1.34.
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COROLARIO 5.2.73. Seja H um espago de Hilbert; suponha que t +—
B(t) € Bsm(H) ¢ uma curva de classe C' definida numa vizinhanca do
instante to € IR tal que B(tg) é RPCIP. Se a restricao B'(tg)|nxn € ndo-
degenerada, onde N = Ker(B(to)), entdo para € > 0 suficientemente peque-
no temos:

(5.2.33) n_(B(to +¢)) — n_(B(ty — €)) = —sgn(B'(to)|nxN)

onde todos os termos em (5.2.33) sdo finitos.

DEMONSTRAGAO. E uma adaptacao evidente da demonstracao do Co-
rolario 4.1.34. 0O

Precisaremos de uma versao do Teorema 5.2.72 para formas bilineares
com dominio varidvel; temos a seguinte:

DEFINIGAO 5.2.74. Seja X um espago de Banach e seja I C IR um
intervalo; suponha que para cada t € [ seja dado um subespago fechado
V; € X. Dizemos entdo que (V;)ies ¢ uma familia C* de subespagos de X
(0 < k < +00) se para todo ty € I existe um subespago fechado W C X e
uma curva t — ¢(t) € L(X) de classe C* numa vizinhanca de ¢y em I tal
que ¢(t) é um isomorfismo e ¢(t)(V;) = W para todo t.

ExXEMPLO 5.2.75. Se X tem dimensao finita entdo segue da Propo-
sicio 2.4.6 que (V;)ier é uma familia C* de subespacos de X se e somente
se dim(V;) = d ndo depende de t € I e t — V; é uma curva de classe C* no
Grassmanniano G4(X) de subespagos d-dimensionais de X.

Precisaremos do seguinte lema.

LEMA 5.2.76. Seja X um espago de Banach; denote por GL(X) C L(X)
o conjunto dos isomorfismos limitados de X e por

inv: GL(X) — L£(X)

o operador de inversao dado por inv(T) = T~ para todo T € GL(X).
Temos que GL(X) € aberto em L(X) e inv é uma aplicagcao de classe C*;
sua diferencial num ponto T € GL(X) € dada por:

(5.2.34) dinv)(T) - H=-T"toHoT™ !,
para todo H € L(X).

DEMONSTRAGAO. Se S € L(X) ¢ tal que [|S|| < 1 entao

k
(5.2.35) <Z S”) Id—5)=(Id - 5) (Z sn> =1d — sk,

n=0
onde S° = Id; como ||S|| < 1 a série >,/ S™ é normalmente convergente

no espaco de Banach £(X) e portanto é convergente. Fazendo k — 400 em
(5.2.35) concluimos que Id — S é inversivel e seu inverso é dado por:

(5.2.36) (Id—S)~ Z sm,
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Fixe T € GL(X). Se H € L(X) ¢é suficientemente préximo da origem de
modo que HT*1 o HH < HT*H HHH < 1 entao pelo que mostramos acima
vemos que Id + 7! o H é inversivel e portanto

(5.2.37) To(Id+T l'oH)=T+H
também ¢ inversivel; além do mais (5.2.36) e (5.2.37) implicam que:
(T+H) =T '—T oHoT 4 r(H),

onde 7 é dado por:

Concluimos entao que

[N
L=z )=

)

+o00
Iyl < = 3 e =
n=2

donde limg_, % = 0. Mostramos portanto que GL(X) é aberto em £(X)

e que inv é diferencidvel, sendo sua diferencial dada por (5.2.34). Resta
mostrar que inv é de classe C™°; para isso considere o operador bilinear
limitado

o: L(X) x L(X) — L(L(X))
definido por o(S7,52) - H = S1 0 H 0 Sy. Dai
d(inv) = —o o (inv, inv),

donde concluimos por inducao em k que inv é de classe C* para todo k. O

OBSERVAGAO 5.2.77. Segue facilmente do Lema 5.2.76 que se X, Y
sao espagos de Banach entao o subconjunto Iso(X,Y) C £(X,Y) formado
pelos isomorfismos topolégicos T: X — Y é aberto (possivelmente vazio)
e a aplicacio T + inv(T) = T~ é de classe C™; de fato, se existe algum
Ty € Iso(X,Y) (caso contrario ndo hd nada a mostrar) entdo o seguinte
diagrama comuta:

Iso(X,Y) v Iso(Y, X)

E(Id,Tg)Tm NT[,(TOl,Id)
GL(X) GL(X)

inv
onde £(1d,Ty) e L(Ty 1,Id) denotam respectivamente os isomorfismos to-

polégicos S +— TpoSe S+— So To_l. A conclusao segue.

O seguinte lema fornece um método para construir familias C* de sub-
espagos.



204 5. TOPICOS DE ANALISE FUNCIONAL

LEMA 5.2.78. Sejam X, Y espagos de Banach e F: I — L(X,Y) uma
aplicacio de classe C* (0 < k < 400) definida num intervalo I C IR tal que
F(t) € sobrejetor para todo t € I; suponha também que o nicleo de F(t) €
co-fechado em X para todo t € I (o que ocorre automaticamente se X € um
espago de Hilbert). Entdo (Ker(F(t))), ., € uma famiia C* de subespagos
de X.

tel

DEMONSTRAGAO. Fixe ty € I e seja Z C X um complementar fechado
de Ker(F(to)); dai F(to) leva Z isomorficamente sobre Y e pela Obser-
vagao 5.2.77 temos que F'(t) também leva Z isomorficamente sobre Y para
t € I suficientemente préximo de tg. Defina

m(t) =Id—io (F(t)|z) " o F(t) € L(X),

para t € I numa vizinhanga de tp, onde i denota a inclusao de Z em X.
Observe que 7(t) é simplesmente o operador de projecao sobre Ker(F(t))
com respeito a decomposi¢ao em soma direta

X =Ker(F(t)) ® Z;

segue também da Observacao 5.2.77 que 7 é de classe C*. Como Ker (F (t))
e Ker(F(to)) sao ambos complementares de Z é facil ver que 7(t) restringe-
se a um isomorfismo de Ker(F(ty)) sobre Ker(F(t)). Defina ¥ (t) € £(X)
de modo que

Y(t)Ker(F(to)) = T(#)IKer(F(t0)), Y(B)|z =1;

daf t — (t) € L(X) = L(Ker(F(ty)),X) & L(Z,X) é de classe C* e a
conclusdo segue agora do Lema 5.2.76 definindo ¢(t) = ()~ . O

Nosso objetivo é mostrar uma versao do Teorema 5.2.72 que nos permita
estudar a variacao do indice de uma familia a um parametro t — B(t)|y, xv;
de formas bilineares simétricas cujos dominios formam uma familia C* de
subespacgos t — V;; precisaremos entdo de uma nocao de derivada para a
aplicacao t — V;. A idéia é exatamente a mesma que aparece na Secao 2.3
quando identificamos o espago tangente ao Grassmanniano de subespacos de
IR™; para simplificar a exposi¢ao, porém, decidimos evitar uma construgao
formal de estrutura de variedade para Grassmannianos de subespagos de um
espaco de Banach.

Comecamos com as seguintes consideracdes. Seja (V;)ser uma familia C*
de subespacos de um espaco de Banach X, onde I é um intervalo; entao:

e dados tg € I e vg € Vi, existe uma curva t — v(t) € X de classe C*

numa vizinhanga de tg em I tal que v(ty) = vy e v(t) € Vi para todo t;

de fato, basta escolher uma curva t — ¢(t) de classe C* como na
Definicao 5.2.74 e dai

(5.2.38) u(t) = (6(t) " 0 ¢(to)) (vo)

fornece a curva t — v(t) desejada.
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e Para k > 1, set — wvi(t) et — vy(t) sdo curvas de classe C' com
v1(t),v2(t) € Vi para todo t e v1(ty) = va(ty) entdo vi(tg) — vh(to) € Viy;
novamente escolhendo ¢ e W como na Definicao 5.2.74, observe que

o(t) - v1(t) e ¢(t) - va(t) pertencem a W para todo ¢ e portanto:

%¢(t) - (v1(t) — v2(t)) = ¢(to) - (v (to) — vy(to)) € W.

t=to

As consideracoes acima nos permitem formular a seguinte:

DEFINIGAO 5.2.79. Seja (V;)ie; uma familia C! de subespacos de um
espaco de Banach X, onde I C IR é um intervalo; para ty € I definimos a
derivada da familia (V});cr no instante ¢ = ¢y como sendo o operador linear

(5.2.39) Vi Vi — X/Viy

que associa a cada vetor vy € V4, a classe v'(to) + Vi, € X/V4,, onde t — v(t)
é qualquer curva de classe C! numa vizinhanca de to em I tal que v(tg) = v
e v(t) € V; para todo t.

Levando em conta (5.2.38) e (5.2.34) é facil obter uma férmula explicita
para o operador linear (5.2.39) em termos da curva de isomorfismos ¢ — ¢(t)
que aparece na Definicao 5.2.74; temos:

Vi (vo) = —(8(to) " 0 ¢/ (t0)) (vo) + Vig € X/ Vi,

para todo vy € Vj,.

Antes de enunciar o préximo resultado, introduziremos mais uma no-
tacao; se B € Bsim(X) é uma forma bilinear simétrica no espago X e V.C X
é um subespaco entdo definimos uma forma bilinear

(5.2.40) B: (X/V) x Ker(Blyxv) — R

fazendo B(x +V,y) = B(z,y), paratodos z+V € X/V ey € Ker(B|VXv);
obviamente B é bem definida, i.e., ndo depende da escolha do representante
na classe v +V € X/V.

Temos finalmente o seguinte:

TEOREMA 5.2.80. Sejam H um espago de Hilbert, (Vi)ie(y,| uma fa-
milia C' de subespacos de H e B: [to,t1] — Bsim(H) uma curva de classe
C! tal que B(to)|vi,xvi, € RPCIP; escreva N = KGT(B(to)h/tOthO) e defina
BT € Bgm(N) fazendo
(5.2.41)

B (vo, wo) = B’ (to)(vo, wo) + B(to) (Vi (vo), wo) + B(to) (Vi (wo), vo),

para todos vy, wy € N, onde B(tyg) € definida como em (5.2.40). Suponha
que BY ¢ ndo-degenerada; entio existe € > 0 tal que para t € |tg,to + €[ a
forma bilinear simétrica B(t) é ndo-degenerada em Vi e vale a identidade:

(5.2.42) n_(B(t)lvixvi) = n—(B(to)viy xvi, ) +n—(BY),

onde todos os termos em (5.2.42) sao finitos.
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DEMONSTRAGAO. Seja t — ¢(t) € GL(H) uma curva de classe C! defi-
nida para t > ty suficientemente préximo de tg, de modo que ¢(t)(V;) = W
é um subespago fechado fixo de H; defina uma curva t — A(t) € Bgjm (W)
de classe C'! fazendo:

At) = o(t)« (B@))lwsxw = B®) ()1, 0(8) ) lwsws

obviamente Ker(A(to)) = ¢(to)(N). Pela Observagao 5.2.62 temos que A(to)
é RPCIP; calculamos também:

Alto)(w,y) = SBO GO @),6()7 ()

= B (g(to) "' (), 6(t0) "' (%)),
para todos z,y € Ker (A(to)); isso significa que:

A'(t0) [Ker(A(to)) xKer(A(to)) = (0(to)|n), (BY).

A conclusao segue agora facilmente aplicando o Teorema 5.2.72 para a curva
de formas bilineares simétricas t — A(t) no espago de Hilbert W. ]

t=to

COROLARIO 5.2.81. Sob as hipéteses do Teorema 5.2.80, se t — V; e
t — B(t) sdo definidas e de classe C* para t numa vizinhanca de to entdo
para € > 0 suficientemente pequeno vale a identidade:

(5.243) n(B(to+2)vigs2xVigs-) —n—(B(to—&)|viy_xvi, ) = —sen(BY),

onde todos os termos em (5.2.43) sao finitos.

DEMONSTRAGAO. E uma conseqiiéncia simples do Teorema 5.2.80, usan-
do a mesma idéia da demonstracao do Corolario 4.1.34. O

OBSERVAGAO 5.2.82. Uma maneira mais simples de descrever a forma
bilinear simétrica BY € Bgm(N) definida em (5.2.41) é a seguinte: dados
vo, wp € N, consideramos curvas quaisquer ¢t — v(t) € V; e t — w(t) € V; de
classe C'! numa vizinhanga de to com v(tg) = vo, w(to) = wo; daf:

B (vg, wg) = iB(t)(v(t),w(t))
dt it

ExEMPLO 5.2.83. Quando aplicamos o Teorema 5.2.80 ocorre algumas
vezes em situagoes praticas que o nicleo N de B(to)|v;, xv;, estd contido
no nucleo de B(tp) em H; nesse caso os dois tltimos termos do lado direito
de (5.2.41) se anulam e B coincide simplesmente com a restricio a N da
derivada B'(tp).

OBSERVAGAO 5.2.84. Podemos enunciar também uma versao do Co-
rolario 5.2.70 para formas bilineares simétricas com dominio varidvel; mais
explicitamente, sejam H um espaco de Hilbert, (V};);c; uma familia CY de
subespacos de H e B: I — Bgm(H) uma curva continua, onde I C IR é
um intervalo qualquer. Suponha que B(t)|v,x1; € RPCIP e nao-degenerada
para todo t € I; entdao n_(B(t)|v,xv;) < +00 é constante para ¢t € I. Para
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ver isso, seja tg € I e considere uma curva continua t — ¢(t) € GL(H)
definida numa vizinhanga de top em I de modo que ¢(¢)(V;) = W é um
subespaco fechado fixo de H; aplicando o Corolario 5.2.70 para a curva
t— ¢(t)« (B(t))|wxw em Bgim(W) concluimos que

n—(¢()«(B(t))lwxw) = n—(B(t)lv,xv;)
é constante para t numa vizinhanca de tg. A conclusao segue da conexidade
do intervalo I.

OBSERVAGAO 5.2.85. Por razoes técnicas, precisaremos de uma “versao
seqiiéncial” do resultado enunciado na Observacao 5.2.84. Sejam entao H
um espaco de Hilbert, V' C H um subespaco fechado e suponha que B €
Bsim(H) é tal que Blyxy é RPCIP e nao-degenerada; suponha que uma
seqliéncia (By,),>1 em Bgim (H) converge para B e que uma seqiiéncia (Vy,)n>1
de subespagos fechados de H converge para V no seguinte sentido:

e existe um operador sobrejetor F' € L(H,Y), onde Y é um espago
de Banach qualquer, tal que V' = Ker(F);
e existe uma seqiiéncia (Fy,),>1 de operadores F,, € L(H,Y) que
converge para F' em L(H,Y) e tal que V,, = Ker(F},) para todo n;
entao para n suficientemente grande temos que B,, é nao-degenerada em V/,
e vale a identidade:

n_ (Bn‘VnXVn) =n_ (B|va) < +00.

A demonstracao desse fato é feita da seguinte maneira: raciocinando co-
mo na demonstragao do Lema 5.2.78 (trocando os objetos X, F(ty), F(t),
w(t), ¥(t), ¢(t) por H, F, F,, 7, ¥n, ¢n respectivamente) encontramos
uma seqiiéncia de isomorfismos ¢, € GL(H) tal que ¢,(V,) = V para n
suficientemente grande e lim,_, o ¢, = Id. Consideramos os push-forwards
Ay = (¢n)«(By); obviamente lim,,_,;+, A, = B e como Blyxy é RPCIP e
nao-degenerada segue do Corolario 5.2.69 que para n suficientemente grande
Anlvxyv € nao-degenerada e tem indice igual a n_ (B [V x V)- Isso completa
0 argumento.






CAPITULO 6

Sistemas Diferenciais Simpléticos

6.1. Definicao e Construcgoes Basicas

Nesta se¢ao introduzimos o conceito de sistema diferencial simplético.
Tais sistemas aparecem como uma generalizacdo dos sistemas de Morse-
Sturm e fornecem a linguagem adequada para a formulagao do nosso Teore-
ma do Indice.

Para um melhor entendimento das construgoes feitas nesta secao serd
importante a familiaridade com as convencgoes introduzidas na Secao 1.1;
usaremos também as nocoes bésicas sobre formas simpléticas discutidas na
Secao 1.4. O ambiente de trabalho basico para esta secao serd o espago
simplético IR™ @ IR™" munido de sua forma simplética candnica w definida
no Exemplo 1.4.8, ou seja:

(6.1.1) w((v1, 1), (v2,02)) = ca(v1) — ai(va),

para todos vi,ve € IR™ e a1, ap € IR™ .

Na Subsecao 2.1.1, quando discutimos o grupo simplético, fizemos uma
descrigao matricial de sua algebra de Lie sp([R" @ IR™*,w) em (2.1.8); vimos
que X € L(IR™ ® IR™) pertence a algebra de Lie do grupo simplético se e
somente se X é da forma:

Cc —-A*

onde A* denota a matriz transposta de A. As matrizes A, B, C e A*
identificam-se com operadores lineares A € L(IR"), B € L(IR"™,IR"), C €
L(R™, IR"") e A* € L(IR""); podemos também identificar B com uma forma
bilinear simétrica em IR™* e C' com uma forma bilinear simétrica em IR".

Estaremos interessados em equacgoes diferenciais ordindrias lineares ho-
mogéneas da forma:

(6.1.3) % <Z((’?)> ~X(t) (ZE?)) telab),

onde X: [a,b] — sp(R" @ R"*,w), v: [a,b] — R" e «a: [a,b] — IR"*. Para
cada t € [a,b] o operador linear X (¢) determina operadores A(t), B(t) e C(t)
como em (6.1.2); podemos entao reescrever (6.1.3) mais explicitamente sob
a forma do sistema:

(6.1.2) X = (A B> , B, C simétricas,

(6.1.4)

v = Av + Ba,
o =Cv— A*a,

209
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onde omitimos o parametro t por simplicidade.

DEFINIGAO 6.1.1. Um sistema linear homogéneo de equagoes diferenciais
ordindrias da forma (6.1.4) onde A: [a,b] — L(IR"), B: [a,b] — Bgsim(IR™)
e C: [a,b] — Bsim(IR") sao aplicagoes continuas e B(t) é nao-degenerada
para todo t € [a,b] é chamado um sistema diferencial simplético. Se X (t)
¢ a matriz constituida pelos operadores A(t), B(t) e C(t) como em (6.1.2)
entao a aplicacdo X : [a,b] — sp(IR"™ ® IR™*,w) é chamada a matriz de coe-
ficientes do sistema diferencial simplético (6.1.4) e as aplicagdes A, B e C
sao chamadas as componentes de X.

Em geral identificaremos o sitema diferencial simplético (6.1.4) com sua
matriz de coeficientes X; assim, diremos por exemplo que (v,a) é uma
solugao de X significando que (v, a) satisfaz (6.1.4) (ou, equivalentemente,
(6.1.3)).

Para o resto da secao consideraremos fixado um sistema diferencial sim-
plético X : [a,b] — sp(IR"™ @ IR"*,w) com componentes A, B e C.

OBSERVAGAO 6.1.2. Como B(t) é nao-degenerada para todo t segue do
Corolario 4.1.31 que o indice de B(t) nao depende de ¢ € [a,b] e portanto
podemos escrever:

n_(B(t) =k, tE€]la,b].

Note que como B(t) € L(IR™",IR") é inversivel podemos considerar o ope-
rador linear B(t)~! € L(IR™, IR™*) que identifica-se com uma forma bilinear
simétrica B(t)™! € Bgm(IR™). Recorde (vide Exemplo 1.1.5) que B(t)™*
é simplesmente o push-forward da forma bilinear B(t) € Bgm(IR™") pelo
isomorfismo B(t): IR™* — IR™; em particular:

n_(B#)™") =n_(B@1) =k, tEe€/a,b

Dado v: [a,b] — IR", existe no maximo uma aplicacao a: [a,b] — IR™"
tal que (v,) é uma solugdo de X; de fato, a inversibilidade de B(t) €
L(IR™, IR"™) nos permite isolar o na primeira equagao em (6.1.4). Definimos
entdo para qualquer aplicacdo v: [a,b] — IR™ de classe C' uma aplicacio
continua ay,: [a,b] — IR™ pela férmula:

(6.1.5) ay(t) = Bt) (V' (1) — A®)v(t)), t€ [a,b];

na verdade, (6.1.5) faz sentido também se v é apenas absolutamente continua
(vide Exemplo 5.1.38) e nesse caso a,, € L!([a, b], IR") (vide Exemplo 5.1.27).
Para uso posterior registramos aqui a identidade:

(6.1.6) ap(t) = f(Hau®) + F (OB o), tea,bl,
que vale para quaisquer aplicagoes absolutamente continuas f: [a,b] — IR e
v: [a,b] — IR™.

DEFINIGAO 6.1.3. Dizemos que uma aplicacao v: [a,b] — IR™ é uma

solucdo do sistema diferencial simplético X se v e «, sao aplicagoes de
classe C! e (v, ) é uma solugao de X.
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E facil ver que se v: [a,b] — R" e a: [a,b] — IR™* sio aplicacdes abso-
lutamente continuas tais que (6.1.4) vale quase sempre em [a, b] entdo v e «
sao de classe C! e (6.1.4) é satisfeito em todo o intervalo [a, b]; obviamente
nesse caso temos a = «,, e portanto v é uma solucao de X.

Da teoria elementar das equacoes diferenciais ordinérias lineares sabe-se
que dados vy € IR", ag € IR™ e tg € [a,b] entdo existe uma tunica solugao
(v,a) de X com v(tg) = vy e a(ty) = ap (vide, por exemplo, [11, Teorema
5.1, Capitulo 1]); fica bem definido portanto um isomorfismo linear

o(t): R"® R"™ — R"® R™
tal que
O(t)(v(a), a(a)) = (v(t), (),

para toda solucao (v, ) de X. Obtemos entdo uma aplicacao t — ®(t) de
classe C! que satisfaz

(6.1.7) ®'(t) = X(t) o ®(t), paratodo t € [a,b] e ®(a)=1d;

DEFINIGAO 6.1.4. A aplicacdo ® determinada por (6.1.7) é chamada a
matriz fundamental do sistema diferencial simplético X.

Como X toma valores na édlgebra de Lie do grupo simplético, segue de
(6.1.7) que ® toma valores no grupo simplético (vide Observacao 2.1.4),
ou seja, a matriz fundamental do sistema diferencial simplético X é uma
aplicacdo de classe C':

®: [a,b] — Sp(R" & R"",w);

o fato que ®(¢) é um simplectomorfismo pode ser reescrito sob a forma da
identidade:
(6.1.8)

w((v(t), aw(t)), (w(t), caw(t))) = aw(t) - v(t) — aw(t) - w(t) = constante,

para quaisquer solugoes v e w de X.
Seja {y C IR"®IR™* um subespago Lagrangeano; consideramos a seguinte
condi¢ao inicial para o sistema (6.1.4):

(6.1.9) (v(a),a(a)) € 4.

Fazendo Ly = {0}" & IR"* e L; = IR™ @ {0}" na Proposicao 1.4.38 vemos
que existe uma bijecado entre o conjunto dos subespagos Lagrangeanos ¢y C
R" @& R™ e o conjunto dos pares (P,S) onde P C IR" é um subespago e
S € Bsim(P); essa bijecao é determinada pela identidade:

(6.1.10) bo={(v,a) e R"® R"" :v e P, alp+S(v) =0},

onde S ¢é identificado com um operador linear S: P — P*. Em termos do
par (P, S) a condigdo inicial (6.1.9) pode ser reescrita na forma:

(6.1.11) v(a) € P, afa)lp+ S(v(a)) = 0.
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DEFINIGAO 6.1.5. Chamamos (6.1.9) (respectivamente, (6.1.11)) a con-
digao inicial Lagrangeana determinada pelo Lagrangeano ¢ (respectivamen-
te, pelo par (P,S)); se (v,a) é uma solugao de X que satisfaz (6.1.9) (ou,
equivalentemente, (6.1.11)) entdo dizemos que (v, ) (ou simplesmente v) é
uma solu¢do do par (X, 4y). Denotaremos por V = V(X {y) o conjunto das
solugoes de (X, 4y), ou seja:

(6.1.12) V(X, b)) =V = {v : v é uma solucao de (X,Eo)}.
Obviamente V é um subespaco do espaco vetorial de todas as aplicagoes
(de classe C1) v: [a,b] — IR™; além do mais:
dim(V) = dim(4p) = n.
Consideraremos fixado para o resto da segao um subespaco Lagrangeano
ly C IR™ @ IR™ e denotaremos por (P, S) o par correspondente a £y através

de (6.1.10).
Para cada t € [a, b] definimos o seguinte subespaco de IR":
(6.1.13) V[t] = {v(t) : v € V} C R™;
¢é facil ver que:
(6.1.14) V[t] = (m1 0 ®(t)) (4o),

onde 71 : IR"®IR™" — IR™ denota a projecao na primeira componente. Além
do mais, temos:

(6.1.15) V]a] = P.
Segue diretamente de (6.1.8) que dadas solugoes v e w de (X, {y) entao:
(6.1.16) ay(t) - w(t) = aw(t) - v(t),

para todo t € [a,b]; dai se v é uma solugao de (X, £y) com v(t) = 0 entdo
o funcional «a,(t) anula o espago V[t]. Reciprocamente, se oy € IR™™ é um
funcional que anula V[t] entao segue de (6.1.8) que se v é a tinica solugao de
X tal que v(t) = 0 e ay(t) = ap entao

0= w((v(t), au(t), (w(t), aw(t))) = w((v(a), aw(a)), (w(a), aw(a)),
para toda (X, £y)-solugao w; dai (v(a), a,(a)) é w-ortogonal a ¢y e portanto,
v é uma solugao de (X, £y). Essas observagoes mostram que o anulador de
VIt] é dado por:
(6.1.17) V[t]° = {aw(t) : v € Veu(t) =0},
para todo t € [a, b]; levando em conta (6.1.5), segue diretamente de (6.1.17)
que o complemento ortogonal de V[t] com respeito a B(t)~! é dado por:
(6.1.18) V[t]t =B@t)(V[H]°) = {v/(t) :v € Ve v(t) = 0}.

DEFINIGAO 6.1.6. Dizemos que t € ]a, b] é um instante focal para o par
(X, 4y) (ou também que t é um instante (X, ¢p)-focal) quando existe uma
solucao v € V nao nula de (X, {y) tal que v(t) = 0; a dimensao do espago
das solucoes v € V de (X, 4p) tais que v(t) = 0 é chamada a multiplicidade
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do instante focal ¢t e é denotada por mul(t). A assinatura do instante focal ¢,
denotada sgn(t), é definida como a assinatura da restrigao da forma bilinear
simétrica B(t)~! ao espaco V[t]*, ou seja:

sgn(t) = sgn(B() |y v )

onde o complemento ortogonal V[t]* é tomado com respeito & forma bilinear
B(t)~!; dizemos que o instante focal t é ndo-degenerado quando B(t)~! for
nio-degenerada no espago V[t]*. Se o par (X, {) possui apenas um ntimero
finito de instantes focais definimos o seu indice focal como sendo o niimero
inteiro:
ifoc(Xv EO) = lfoc = Z Sgn(t),
t€]a,b]
onde convencionamos sgn(t) = mul(¢) = 0 quando ¢ nao é (X, {p)-focal.
OBSERVAGAO 6.1.7. Para todo ¢ € |a, b] temos:

(6.1.19) mul(t) = dim(V[t]°) = co-dimp»V]t],

e em particular ¢ é (X, ¢y)-focal se e somente se V[t] # IR"; de fato, segue
de (6.1.17) que a aplicacao

{veV:u(t)=0}2v— ay(t) € V[{]° C R™

¢ um isomorfismo.
Tendo em mente a Observacao 6.1.2 vemos que a forma bilinear simétrica
B(t)~! iy xvig e € o push-forward de B(t)|ygoxvyge através do isomorfismo

B(t)vige: V[t]” — V[t]*.

Concluimos entao que a assinatura de um instante (X, ¢p)-focal ¢ coincide
com:

sgn(t) = sgn(B(t)vige xvige);
além do mais, um instante focal ¢ é ndo-degenerado se e somente se V|[t]°
¢ um subespaco nao-degenerado para a forma bilinear B(t). Note também
que o Corolédrio 1.1.12 implica que um instante focal ¢ é nao-degenerado se
e somente se B(t)~! é ndo-degenerada em V[t].

DEFINIGAO 6.1.8. Dizemos que a condi¢ao inicial Lagrangeana determi-
nada pelo espago Lagrangeano ¢y (ou, equivalentemente, pelo par (P,S))
é ndo-degenerada quando a forma bilinear B(a)~! for ndo-degenerada em
P; dizemos também nesse caso que o par (X,{y) possui condi¢ao inicial
ndo-degenerada.

OBSERVAGAO 6.1.9. Na Defini¢ao 6.1.6 excluimos explicitamente a pos-
sibilidade que t = a seja um instante (X, ¢p)-focal; porém, admitindo por um
momento a terminologia da Defini¢ao 6.1.6 também para t = a vemos que a
nao-degenerescéncia da condicao inicial determinada por £y é equivalente a
nao-degenerescéncia do “instante focal” ¢ = a (vide também (6.1.15)). Raci-
ocinando entdao como na Observacao 6.1.7, vemos que a nao-degenerescéncia
da condicao inicial determinada por £y é equivalente a nao-degenerescéncia
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de B(a) no anulador de P em IR" e também & nio-degenerescéncia de B(a) ™!
em Pt (o complemento ortogonal sendo tomado com respeito a B(a)™!).
Note que se P = IR" (o que equivale a (o N ({0}" @& IR"*) = {0}) ou se
P = {0} (o que equivale a £y = {0}" @ IR™") entao (X, {p) automaticamente
possui condicao inicial nao-degenerada.

EXEMPLO 6.1.10. Se a forma bilinear B(t) é definida positiva ou defi-
nida negativa para algum (e logo para todo) ¢ € [a,b] entdo todo instante
focal é nao-degenerado; além do mais, se ¢y € ]a,b] é um instante focal
entao sgn(tg) = mul(tg) se B(t) é definida positiva e sgn(tp) = —mul(tp)
se B(t) é definida negativa. Também, se B(t) é definida positiva ou defini-
da negativa entao qualquer Lagrangeano ¢y determina uma condicao inicial
nao-degenerada para X.

EXEMPLO 6.1.11. Se g: [a,b] — Bsim(IR") e R: [a,b] — L(IR") sao apli-
cagoes continuas com ¢(t) nao-degenerada e R(t) um operador g(t)-simétrico
para cada t € [a, b] entdo a equacao diferencial ordindria linear homogénea

(6.1.20) gt (g() - V') = R(W)-v(t), t € [a,],
é chamada uma equacdo de Morse-Sturm. Se g é constante entao (6.1.20)
toma a forma simplificada:

(6.1.21) V'(t) = R(t) -v(t), tE€][a,b)].

Definindo a(t) = g(t) - v/(t) entao a equagao (6.1.20) pode ser reescrita sob
a forma do sistema:

(6.1.22) (i(ﬁg):(ﬂﬂ&uﬂ d?l)(ﬁg>,temﬁy

Dai (6.1.22) é um sistema diferencial simplético com componentes

(6.1.23) Aty =0, B(t)=gt)™', C()=g(t)oR(t).

Diremos em geral que um sistema diferencial simplético X com componentes

A, B, C é uma equacdo de Morse-Sturm se A = 0; nesse caso definimos
g(t)=B(t)™", R(t)=B(t)oC(t),

para todo t € [a,b] de modo que as identidades (6.1.23) sao satisfeitas.

EXEMPLO 6.1.12. Considere o isomorfismo O: R" & R™* — IR" & R™
definido por O(v, @) = (v, —a); em termos de matrizes:

I 0
]

onde 0 denota a matriz zero n X n e I denota a matriz identidade n x n.
Defina:

XP=00Xo00,
é facil ver que X°P é um sistema diferencial simplético com componentes
A°P, B°P  (C°P dadas por:

(6.1.24) A® = A B®=_-B, (C®=-C.
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Temos que (v, ) é uma solugao de X se e somente se Qo (v,a) = (v, —a) é
uma solucao de X°P; dai, se ®°P denota a matriz fundamental de X°P entao:

(6.1.25) PP =00d00.
Dizemos que X°P é o sistema diferencial simplético oposto a X. O isomor-
fismo O nao é um simplectomorfismo; na verdade, temos O*(w) = —w. Em

particular, O leva subespacgos Lagrangeanos de IR™ @ IR™ em subespacos
Lagrangeanos; escrevendo £° = O({y) entao dizemos que (X°P, (") é o par
oposto ao par (X, {p). Se o par (P°P, S°P) ¢ associado a ;" como em (6.1.10)
entao é facil ver que:

(6.1.26) PP =P §P=_gG

Temos que (v,a) é uma (X, {y)-solucdo se e somente se (v, —«) é uma
(X°P, oP)-solucao; dai (X,£) e (X°P, () possuem os mesmos instantes
focais com as mesmas multiplicidades, porém com as assinaturas opostas.
Em particular, se (X, ¢y) possui apenas um nimero finito de instantes focais
temos:
itoc (X P, 40F) = —itoc (X, Co).

Observe também que t € la,b] é um instante focal ndo-degenerado para
(X, o) se e somente se ¢ é um instante focal nao-degenerado para (X°P, (3);
além do mais, o par (X,{y) possui condigao inicial ndo-degenerada se e
somente se o par (X°P, (") possui condi¢ao inicial ndo-degenerada.

EXEMPLO 6.1.13. Se a aplicagao X: [a,b] — sp(IR" & IR™*,w) for real-
analitica (vide Observagao 6.1.21 adiante) entao ou todo instante t € ]a, b] é
(X, ¢p)-focal ou entao (X, ¥fy) possui apenas um nimero finito de instantes
(X, p)-focais. De fato, se a matriz de coeficientes X ¢é real-analitica entao
também a matriz fundamental ¢ — ®(t) é real-analitica em [a, b]; se (b;)_,
é uma base do Lagrangeano ¢y entao segue de (6.1.14) e da Observagao 6.1.7
que os instantes (X, {p)-focais coincidem com os zeros no intervalo |a, b] da
funcgao real-analitica

[a,b] >t — det ((7‘(‘1 o®(t)) - by,...,(m o ®(t))- bn),

onde 71 : IR™ @ IR™ — IR™ denota a projecao na primeira coordenada.

Mostraremos mais adiante no Corolério 6.1.35 que se £y determina uma
condigao inicial ndo-degenerada para X entao (X,#p) nao possui instantes
focais numa vizinhanga do instante inicial ¢t = a; em particular, concluimos
que um par (X, ly) com condi¢do inicial nao-degenerada e tal que X € real-
analitico possui apenas um numero finito de instantes focais.

Nosso objetivo agora € introduzir uma nogao de isomorfismo no con-
junto dos sistemas diferenciais simpléticos; comecamos com uma motivagao
informal. A idéia aqui é que dois sistemas diferenciais simpléticos isomorfos
X e X devem ser obtidos um do outro por uma mudanca de varidvel. Mais
precisamente, uma noc¢ao de isomorfismo deve ser definida de modo que se
(v, ) é uma solugao de X entao

(6.1.27) [a,b] >t — (0(t),a(t)) = o(t)(v(t), a(t))
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é uma solucio de X, onde para cada t € [a,b], ¢(t) é um isomorfismo linear
de R"@® IR™*; na verdade, é razodvel também supor que a aplicagao ¢(t) seja
um simplectomorfismo de IR"™ @ IR"™* para cada t € [a,b]. Denotando por
® e O respectivamente as matrizes fundamentais dos sistemas diferenciais
simpléticos X e X entao:

(6.128)  (5(1),a(t) = B(t)(#(a), ala)) = (8(t) 0 6(a)) (v(a), a(a));
de (6.1.27) obtemos também:

(6.1.29) (5(1), 6(1)) = (6(t) 0 B(1)) (v(a), a(a)).

De (6.1.28) e (6.1.29) segue que:

(6.1.30) B(t) o pla) = p(t) o ®(t), t € [a,b];
diferenciando (6.1.30) obtemos:
(6.1.31) X(t) o ®(t) o p(a) = ¢'(t) o B(t) + ¢(t) o X (t) o D(t);

substituindo (6.1.30) em (6.1.31) obtemos finalmente:
(6.1.32) Xt)=¢ t)opt) L +o(t)o X(t)op(t)™L, tela,bl

Queremos definir também uma nogao de isomorfismo entre pares (X, ¥y),
(X, 4y); obviamente a condi¢ao natural é:

(6.1.33) lo = ¢(a)(lo);

note que uma nocao razoavel de isomorfismo deve ser tal que se (X, ¢p) é iso-
morfo a (X, fy) entdo os instantes (X, £o)-focais coincidem com os instantes
(X, fy)-focais. Instantes focais sao definidos em termos de zeros de solugoes
v; devemos portanto supor que ¢(t) preserva o subespago {0}" @& IR™* para
todo t.

Em (1.4.6) e (1.4.7) fizemos uma descrigado matricial dos elementos do
grupo simplético; é facil ver entao que ¢ é um simplectomorfismo de IR™ &
R™ que deixa o subespaco {0}" @ IR™* invariante se e somente se ¢ pode
ser escrito na forma:

Z 0
(6.1.34) o= <Z*1 oW Z*1> , Z€GL(n,R), W € Bgim(IR").
Estamos prontos agora para as consideracoes formais. Temos a seguinte:
DEFINIGAO 6.1.14. Seja ¢: [a,b] — Sp(IR" @ IR™*,w) uma aplicagao tal
que:

(6.1.35) o(t)({0}" ® R™) = {0}" & R™,
para todo t € [a, b]; podemos entao definir aplicagoes
(6.1.36) Z: [a,b] — GL(n,R), W: [a,b] — Bsm(IR"),

de modo que ¢(t) seja dada como em (6.1.34) para todo t € [a,b]. Se X e X
sao sistemas diferenciais simpléticos entao dizemos que ¢ é um isomorfismo
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de X para X se ¢ é uma aplicacio de classe C! e vale a identidade (6.1.32);
escrevemos nesse caso

b X 2 X

e dizemos que os sistemas X e X sdo isomorfos. As aplicagoes Z e W séo
chamadas as componentes de ¢. Quando Z(t) é o operador identidade de
IR™ para todo t € [a,b], dizemos que ¢ é um isomorfismo estrito e que os
sistemas X e X sdo estritamente isomorfos.

Dados Lagrangeanos £y e {o, dizemos que ¢ é um isomorfismo entre os
pares (X, €) e (X, 0p) se ¢ é um isomorfismo entre X e X e além do mais
vale a identidade (6.1.33); escrevemos nesse caso

gb: (X,fo) = (X,go)

e dizemos que os pares (X, £) e (X, £y) sio isomorfos. Se Z(t) = Id para
todo t dizemos que ¢ é um isomorfismo estrito de pares e também que os
pares (X, o), (X, 0y) sio estritamente isomorfos.

Se A, B, C denotam as componentes de X ¢ Z, W denotam as com-
ponentes de ¢ entdao um cdlculo direto mostra que a identidade (6.1.32) é
equivalente a:

(6137) A=ZoAoZ '—ZoBoWoZ '+2Z 0z,

(6.1.38) B=ZoBoZ",

(6139) C=Z"1o(WoA+C—-WoBoW+A* oW +W)oZz7!,
onde omitimos o parametro ¢ por simplicidade; note que (6.1.38) diz simples-
mente que B é o pull-back de B pelo isomorfismo Z* € GL(IR™*). Para toda

aplicagdo ¥: [a, b] — IR"™ de classe C! (ou ao menos absolutamente continua)
podemos definir uma aplicagdo @i como em (6.1.5); explicitamente:

(6.1.40) ag(t) = B(t) M ('(t) — A(t)a(t)).
Usando (6.1.37) e (6.1.38) obtém-se facilmente:
(6.1.41) aze(t) = Z(t) " (aw(t) + W(t)v(t)),

para toda aplicagdo v: [a,b] — IR"™ de classe C! (ou ao menos absolutamente
continua).

Se os pares (P,S) e (P, S
geanos {y e o como em (6.1.1
a:

(6.1.42) P =Z(a)(P), S(Z(a)lp-Z(a)lp-) = S — W(a)|pxp,

) correspondem respectivamente aos Lagran-
0) entao ¢ facil ver que (6.1.33) é equivalente

ou seja, S é o push-forward de S — W (a)|pxp através do isomorfismo
Z(a)|p: P — Z(a)(P) = P.

Mostremos algumas conseqiiéncias simples da Definicao 6.1.14.
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LEMA 6.1.15. Dadas aplica¢oes Z e W de classe C* como em (6.1.36)
entdo existe um dnico sistema diferencial simplético X com ¢: X = X onde
¢ € um isomorfismo com componentes Z e W; além do mais, dado um
Lagrangeano fy entao existe um unico Lagrangeano 0o tal que ¢: (X, 4y) =
(X, ).

DEMONSTRAGAO. Defina ¢ a partir de Z e W como em (6.1.34); como ¢
toma valores em Sp(IR"™ @ IR™,w) é facil ver que a aplicacao X definida por
(6.1.32) toma valores em sp(IR" & IR"*,w) e que o subespaco {y C IR" & IR™
definido por (6.1.33) é Lagrangeano. Além do mais, (6.1.38) mostra que
a componente B de X é nao-degenerada, donde X ¢ de fato um sistema
diferencial simplético. (I

LEMA 6.1.16. Sejam X, X sistemas diferenciais simpléticos com matri-
zes fundamentais ® e ® respectivamente. Seja ¢: [a,b] — sp(IR" & R™, w)
uma aplicacdo de classe C' satisfazendo (6.1.35) e defina Z e W como em
(6.1.34); as sequintes condi¢des sao equivalentes:

(1) ¢: X = X;
(2) wvale a identidade (6.1.32);
(3) para toda solugio (v,a) de X temos que t — ¢(t)(v(t),a(t)) é uma

solucao de X;

(4) wale a identidade (6.1.30);
(5) wvalem as identidades (6.1.37), (6.1.38) e para toda solugio v de X

temos que t — Z(t)u(t) é uma solugio de X.

DEMONSTRAGAO. A equivaléncia entre (1) e (2) é simplesmente a defi-
nicdo de ¢: X = X. A implicacdo (3)=(4) segue das identidades (6.1.27),
(6.1.28) e (6.1.29); a reciproca (4)=-(3) segue avaliando os dois lados de
(6.1.30) num vetor arbitrario de IR™ @ IR™*. A implicacao (4)=(2) é obtida
diferenciando (6.1.30) (vide (6.1.31)); a reciproca (2)=-(4) é obtida obser-
vando que, sob (6.1.32), os dois lados de (6.1.30) sdo solugbes da equagao
diferencial M'(t) = X (t)o M(t) e satisfazem a condigao inicial M (a) = ¢(a).

Mostramos entao que (1), (2), (3), (4) sao equivalentes; dai a implicacao
(3)=(5) é ébvia. Para finalizar, vamos mostrar (5)=(3). Seja (v, ) uma
solugao de X; dai @ = av,, (vide (6.1.5)) e (5) nos diz que (v, &) é uma solugao
de X, onde 9(t) = Z(t)v(t) e &; é definido em (6.1.40). Usando a identidade
(6.1.41) (cuja deducao s6 usa (6.1.37) e (6.1.38)) vé-se diretamente que:

(0(t), a5 (t)) = ¢(t)(v(t), aw(t)),
para todo t e portanto t — ¢(t)(v(t),a,(t)) é uma solucio de X. Isso
completa a demonstragao. ([
Veremos agora que a condicdo “X é isomorfo a X” define uma relacio
de equivaléncia:

LEMA 6.1.17. Sejam X, ):(, X sistemas diferenciais simpléticos e sejam
dados isomorfismos ¢: X 2 X e: X =2 X; entdo:
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e a aplicacdo constante t — Id € um isomorfismo estrito de X em
X;

e a aplicacio t — ¢(t)~' € um isomorfismo de X em X ;

e a aplicagio t — (t) o ¢(t) é um isomorfismo de X em X.
Dados Lagrangeanos £y, 570 e by entdo o resultado acima vale também se
trocarmos X, X e X respectivamente pelos pares (X, o), (X, 4y) e (X, ).
Se os isomorfismos ¢ e 1 forem estritos entdo também os isomorfismos
ts @(t)" et —h(t) o @(t) serdo estritos.

DEMONSTRAGAO. Segue da equivaléncia entre as condigdes (1) e (4) no
enunciado do Lema 6.1.16. U

EXEMPLO 6.1.18. A existéncia de uma aplicacdo Z: [a,b] — GL(n, IR)
de classe C' com a propriedade que v é uma solucdo de X se e somente
se t — Z(t)v(t) é uma solucdo de X ndo é suficiente para que os sistemas
diferenciais simpléticos X e X sejam isomorfos. Por exemplo, se X°P denota
o sistema oposto a X (vide Exemplo 6.1.12) entao v é uma solucao de X se
e somente se v é uma solucao de X°P mas em geral X nao é isomorfo a X°P;
de fato, se X for isomorfo a X°P entao ny(B) = ny(B°P) = ny(—B) (vide
(6.1.24) e (6.1.38)), o que nao ¢ verdade se ny(B) # 7.

LEMA 6.1.19. Se ¢: (X, £y) = (X,fy) entdo um instante t € ]a,b] ¢
(X, £y)-focal se e somente set é (X, Ly)-focal. A multiplicidade e a assina-
tura de t como instante (X, €y)-focal coincidem respectivamente com a mul-
tiplicidade e a assinatura de t como instante (X,Eo)—focal,' além do mais, um
instante (X, ly)-focal t é nao-degenerado se e somente set é nao-degenerado
como instante (X,go)—focal. Também, (X, o) possui condi¢do inicial nao-
degenerada se e somente se (f(,go) possut condicao inicial nao-degenerada.

DEMONSTRAGAO. Se V denota o conjunto das (X, {p)-solucoes e se V[t]
é definido de modo andlogo a (6.1.13) para cada t € [a, b] entao segue facil-
mente do Lema 6.1.16 que:

Vit = Z(t)(VIt]);

além do mais, (6.1.38) nos diz que B(t)~! é o push-forward de B(t)~" pelo
isomorfismo Z(t). A conclusdo segue (vide também a Observacao 6.1.7 e
(6.1.42)). O

O teorema a seguir nos diz que um sistema diferencial simplético com
componentes suficientemente regulares é isomorfo a uma equagao de Morse-
Sturm da forma (6.1.21).

TEOREMA 6.1.20. Seja X um sistema diferencial simplético com com-
ponentes A, B, C tais que A € de classe C' e B € de classe C?; entdo existe
um isomorfismo ¢: X =2 X, sendo X um sistema diferencial simplético cu-
jas componentes A, B e C satisfazem A(t) =0 e B(t) = Mn—k,k, para todo
t € [a,b], onde Ny_ i € a matriz (constante) definida em (4.1.7). Além
do mais, se A é de classe CPT1, B ¢ de classe CPT2 e C ¢ de classe CP
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(0 < p < 400) entao o isomorfismo ¢: X = X pode ser escolhido de modo
que sua componente Z seja de classe CP+2 ¢ sua componente W seja de
classe CPTL;: com tal escolha C serd de classe CP.

DEMONSTRAGAO. Suponha que A é de classe CPT!, B é de classe CP+2
e C é de classe CP; segue diretamente da Proposicao 4.1.39 (vide também
Observagao 6.1.2) que existe uma aplicagao Z: [a,b] — GL(n, IR) de classe
CP*2 tal que:

(6.1.43) Z(t) 0 B(t) o Z(£)* =tk

para todo t € [a, b]; tomando por exemplo W = 0 vemos (usando (6.1.37),
(6.1.38), (6.1.39) e o Lema 6.1.15) que o sistema diferencial simplético X é
isomorfo a um sistema diferencial simplético X com componentes fl, B , C
tais que A é de classe CPT1, B é constante igual a Mn—k,k € C é de classe CP.

Tendo em mente que a relagao de isomorfia entre sistemas diferenciais
simpléticos é transitiva (vide Lema 6.1.17), o argumento acima mostrou que
nao ha perda de generalidade em supor que o sistema diferencial simplético
original X ¢é tal que B(t) = n,—g x para todo t. Usando as férmulas (6.1.37),
(6.1.38), (6.1.39) e o Lema 6.1.15 vemos que para completar a demonstracao
é suficiente encontrar uma aplicacio Z de classe CPT2 e uma aplicacio W
de classe CP*! como em (6.1.36) de modo que:

(6.1.44) Ntk = Z(t) o Mk 0 Z(1)",
(6.1.45) Z'(t) = Z(t) o (My—ix 0 W(t) — A(t)),

para todo t € [a, b].

Com esse objetivo, considere o subgrupo O(n—k, k) de GL(n, IR) forma-
do pelos isomorfismos 1" que preservam, a forma bilinear simétrica 7, 1 €
Bsim (IR"), ou seja, tais que T™(np—k k) = Nn—k k; explicitamente:

O(n—k,k) = {T € GL(n,R) : T onp_proT = 77n—k,k}~

Temos que O(n — k, k) é um subgrupo de Lie fechado de GL(n, R); sua
algebra de Lie é dada por (vide também (2.1.5)):

so(n — k, k) = {Y egl(n,R) : Y oy +Mn-ikroY = 0}.

Observe que, identificando também 7,,_j, . com uma forma bilinear simétrica
em IR™, temos:

TeOmn—kk)eT onproT =Nn—kk
ST =n x0T on xS Ton kol =N i

vemos entao que a equacao (6.1.44) é equivalente a condi¢do que Z toma
valores no grupo O(n — k, k). Fixada uma aplicagdo qualquer W: [a,b] —
Bsim (IR™) de classe CP*1, entdo (6.1.45) é uma equagao diferencial ordinéria
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linear que nos permite determinar uma aplicacdo Z de classe CP*2 no inter-
valo [a, b]; escolhendo Z(a) = Id teremos que Z(t) é inversivel! para todo t.
Se conseguirmos determinar W de modo que

(6.1.46) Nn—k,k © W(t) — A(t) € so(n — k, k),

para todo ¢ entdo seguird que Z toma valores em O(n — k, k) (vide Obser-
vagao 2.1.4) e a demonstragao ficard completa. Um célculo simples mostra
que, para W (t) simétrica, (6.1.46) equivale a

_ ki © A() + A(D)" © Nk
2
o que completa a demonstracao. O

(6.1.47) W(t) € Bsim (IR"),

OBSERVAGAO 6.1.21. Uma funcao f: U — IR™ definida num aberto
U C IR™ é dita real-analitica se para todo z° € U podemos, numa vizinhanca
de 2 em U, escrever f como a soma de uma série de poténcias em torno de

20, ou seja:
(6.1.48) fa) = ax(@r —a)™M - (2, — ad) M,
A
para z préximo de 2V, onde A\ = (A1, ..., \y,) percorre todas as m-uplas de

inteiros nao-negativos. Uma série de poténcias em torno de x°, convergente
numa vizinhanca de xg, converge absoluta e uniformemente numa vizinhanca
(possivelmente menor) de z°. Segue entdo que a série (6.1.48) pode ser
diferenciada termo a termo; em particular, toda funcao real-analitica é de

classe C™ e o coeficiente ay em (6.1.48) é dado pela formula de Taylor:
1 o f
Al A 8:51\1 Oz

onde |A| = A1 + -+ 4+ Ao Segue facilmente de (6.1.48) e (6.1.49) que o
conjunto dos pontos de U onde f se anula juntamente com todas as suas
derivadas parciais é aberto e fechado em U; em particular, uma funcdo
real-analitica com dominio conexo que se anula num aberto ndo vazio €
identicamente nula. Se m =1 e U C IR é um intervalo (abrimos aqui uma
pequena excegao e admitimos que o intervalo U nao seja aberto) entao uma
funcdo real-analitica f em U C IR que ndo € identicamente nula possui
apenas zeros isolados; de fato, dado z° € U com f(2°) = 0, podemos
escrever f(x) como o produto de uma poténcia de z — 2% por uma funcao
de classe C* (dada por uma série de poténcias em torno de ) que nao se
anula em 2.

Para o desenvolvimento da teoria das fungoes real-analiticas, é essencial
o estudo simultaneo da teoria das fungoes holomorfas; uma funcao p: V —
C" definida num aberto V' C C™ ¢ dita holomorfa se ¢ é de classe C! e

(6.1.49) ay = 29, 20),

Hsso segue da teoria elementar dos sistemas lineares de equagoes diferenciais or-
dindrias; mais explicitamente, Z* sera a matriz fundamental do sistema v'(t) = (Nn—k k ©

W(t) — A(t)) " v(t).
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sua diferencial em cada ponto de V' é um operador C-linear (vide também
Exemplo 1.3.22). Usando a formula integral de Cauchy?, mostra-se que
toda fungao holomorfa é de classe C* (vide [29, Coroldrio 2.2.2]) e também
que (identificando C™ = IR?™ e C™ = IR*™) toda fungdo holomorfa é real-
analitica (vide [29, Teorema 2.2.6]); além do mais, usando a série (6.1.48), é
facil ver que toda funcdo real-analitica se estende localmente a uma fungdo
holomorfa.

Propriedades elementares das fungoes real-analiticas, como o fato que
a soma, produto e a composicao de fungOes real-analiticas é ainda real-
analitica podem ser mostrados facilmente usando o fato (trivial) que tais
propriedades valem no caso de fungdes holomorfas; segue-se sempre o seguin-
te roteiro: estende-se as fungoes real-analiticas dadas a fung¢des holomorfas,
usa-se uma versao do resultado que deseja-se mostrar para fungoes holo-
morfas e entdao obtém-se a conclusao observando que restricoes de fungoes
holomorfas sao real-analiticas.

Por exemplo, considere uma equacao diferencial ordinaria

(6.1.50) a'(t) = f(t x(t)),

onde t toma valores num intervalo em IR, z(t) toma valores em IR" e f é
real-analitica num aberto de IR x IR™; mostra-se entao que qualquer solucao
x de (6.1.50) € real-analitica (vale na verdade também a dependéncia real-
analitica da solu¢do com respeito a condigoes iniciais). A demonstragao
desse fato é feita da seguinte maneira; considera-se uma extensao local de f
a uma fung¢ado holomorfa ¢ num aberto de Cx C™. Podemos entao considerar
a seguinte equacdo diferencial ordindria compleza:

(6.1.51) w'(2) = p(z,w(z)),

onde z toma valores num aberto de C, w(z) toma valores num aberto de C"
e a derivada w'(z) € C" é entendida no sentido complexo (ou seja, w é holo-
morfa e w'(z): C — C™ é um operador C-linear que identifica-se com o vetor
w'(z)-1 € C"). A equagao (6.1.51) admite solugdes locais (holomorfas) com
condigoes iniciais w(zg) = wyp arbitrarias (vale até a dependéncia holomorfa
da solugao com respeito a condigoes iniciais). Esse fato pode ser mostrado,
por exemplo®, reescrevendo (6.1.51) como uma equacao integral e usando o
Teorema de Ponto Fizo de Contracoes; detalhes podem ser encontrados em
[11, Teorema 8.1, Capitulo 1]. Restringindo w de volta ao eixo real obtemos
uma fungdo real-analitica t — w(t) € C" = IR?" que satisfaz a equagio:

(6.1.52) w'(t) = (t, w(t)),

2A férmula integral de Cauchy para fung¢ées holomorfas de varias varidveis é uma con-
seqiiéncia direta da féormula integral de Cauchy para fungdes holomorfas de uma varidvel
e do Teorema de Fubini; vide [29, Teorema 2.2.1].

3Uma outra demonstragao desse fato pode ser obtida interpretando (6.1.51) como uma
equagao diferencial parcial (real) total e aplicando o Teorema de Frobenius (na versao que
aparece em [58, pgs. 45-46]).
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para t num aberto de IR; como ¢ é uma extensao de f, toda solucao de
(6.1.50) é também uma solugao de (6.1.52). Usando a unicidade da solucao
de (6.1.52) (com respeito a condigoes iniciais fixadas) concluimos que toda
solugdo de (6.1.50) € real-analitica. Um enunciado explicito desse fato (jun-
tamente com uma demonstragao que segue essencialmente as idéias acima)
pode ser encontrado em [57, Teorema 1.4.1].

6.1.1. A forma do indice. Nesta subsecao mostraremos como asso-
ciar a cada par (X, ¢y) uma forma bilinear simétrica limitada I num certo
espaco de Hilbert H; mostraremos que a forma I é invariante por isomorfis-
mos de pares (X, #y) e que o nicleo de I estd intimamente relacionado com
as solugoes de (X, ¢p).

Sejam dados um sistema diferencial simplético X com componentes A,
B, C e um subespago Lagrangeano ¢y C IR" @ IR™; denotamos como sempre
por (P,S) o par correspondente a ¢y pela féormula (6.1.10). Ao par (X, 4y)
associamos a forma bilinear simétrica (recorde (6.1.5)):

(6.1.53)

b
I(v,w) = / B(t) (s (t), ou(t)) + C(1) (v(t), w(t)) dt — S(v(a), w(a)),

definida no subespaco fechado H c H'([a, ], IR") dado por:
(6.1.54) H={veH ([a,b],R"):v(a) € P, v(b) = 0}.
E f4cil ver que I é uma forma bilinear limitada em H (usando as idéias que
aparecem nos Exemplos 5.1.42, 5.1.43 e 5.1.44).

DEFINIGAO 6.1.22. A forma bilinear simétrica limitada I € Bgm(H)
definida em (6.1.53) é chamada a forma do indice associada ao par (X, ¢p).

Na proposi¢ao a seguir vamos calcular o nicleo da forma do indice; a
idéia bésica é usar integragdo por partes em (6.1.53) para fatorar w no
integrando e depois usar o Lema Fundamental do Cdlculo das Variagoes
(Lema 6.1.25 adiante). Infelizmente, encontramos o problema técnico que
Qv a principio nao é derivavel; esse problema é resolvido pelo Corolério 6.1.27
(cuja demonstragao é deixada para depois da Proposicao 6.1.23).

Recorde que o suporte de uma fungdo w é definido como o fecho do
conjunto dos pontos onde w nao se anula.

PROPOSIGAO 6.1.23. O niicleo da forma do indice é dado por (recorde
(6.1.12) ):

(6.1.55) Ker(I) ={veV:u(b)=0} =VNH.
DEMONSTRAGAO. Podemos reescrever (6.1.53) sob a forma:
(6.1.56)

b

I(v,w) = / o (t) (W' (t) — A(t)w(t)) + C(t) (v(t), w(t)) dt — S(v(a), w(a))
b

= / o (H)w'(t) + (C(t)v(t) — A(t) o (t))w(t) dt — S(v(a), w(a)).
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Se v € Ker(I) entao I(v,w) = 0 para todo w € H. Em particular, deve-
mos ter I(v,w) = 0 para toda funcao w: [a,b] — IR" de classe C*° com
suporte em |a, b[; usando (6.1.56) e o Corolario 6.1.27 concluimos que existe
uma funcao absolutamente continua «: [a,b] — IR™" tal que ay(t) = a(t) e
o/ (t) = C(t)v(t) — A(t)*a(t) para quase todo t € [a,b]. Logo v, a sdo fungoes
absolutamente continuas que satisfazem (6.1.4) quase sempre, donde segue
facilmente que (v, ) é uma solucio (de classe C') de X. Podemos entdo
escrever

(6.1.57) a1 (1) = L [au(Byuw()] — ' (Bwlt),

e substituindo (6.1.57) em (6.1.56) (ou seja, usando integragao por partes)
obtemos:

(6.1.58)
b
I(v,w) = / (—a'(t) + Ct)u(t) — A(t) ap(t))w(t) dt — S(v(a), w(a))
— ay(a)w(a) = —|ay(a)|p + S(v(a))]w(a) = 0,

para todo w € H. Obviamente, para w € H, w(a) pode assumir qualquer
valor em P e portanto (6.1.58) implica que v é uma (X, ¢y)-solugdo. Re-
ciprocamente, se v € VN H, podemos obter (6.1.58) a partir de (6.1.56) e
concluimos que v € Ker([). O

COROLARIO 6.1.24. Se B(t) é definida positiva e C(t) é semi-definida
positiva para todo t € [a,b] e se S é semi-definida negativa entdo (X, £y) nao
tem instantes focais em [a,b]; também, se B(t) é definida negativa e C(t)
é semi-definida negativa para todo t € [a,b] e se S € semi-definida positiva
entdo (X, ly) nao tem instantes focais em |a,b].

DEMONSTRAGAO. Supondo B(t) definida positiva, C(t) semi-definida
positiva para todo t € [a,b] e S semi-definida negativa entdo é facil ver
que a forma do indice I é definida positiva? e portanto Ker(I) = {0}; de
(6.1.55) segue entdao que t = b nao é (X,¥y)-focal. Repetindo o mesmo
argumento para o par (X|(q4, o), t € ]a,b], concluimos que (X, {o) ndo tem
instantes focais em [a, b]; isso completa a demonstrac¢ao da primeira parte do
enunciado. A segunda parte do enunciado é provada de maneira similar (ou
entao aplicando a primeira parte da demonstragao ao par oposto (X°P, £;");
vide Exemplo 6.1.29 adiante). O

Passamos agora a demonstracao de alguns resultados técnicos.

LEMA 6.1.25 (fundamental do calculo das variacoes). Se o: [a,b] — R™*
é uma fungao (Lebesgue) integravel tal que

(6.1.59) / bo(t)w(t) dt =0

4Supondo I(v,v) = 0 concluimos que v é solugdo da equagdo diferencial linear ho-
mogénea v'(t) = A(t)v(t); como v(b) = 0 concluimos que v = 0.
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para toda fun¢do w: [a,b] — IR™ de classe C*° com suporte contido em |a, b],
entio o = 0 quase sempre em [a,b]. Em particular, se o € continua entdo
o € identicamente nula em |a,b].

DEMONSTRAGAO. Em primeiro lugar, observamos que o caso geral pode
ser reduzido ao caso n = 1. De fato, se (e;)I"; e (ef)?_; denotam respecti-
vamente as bases canonicas de IR" e IR"* entéo, escrevendo o = > | o€},
temos:

b b
/ o () (o (£)es) dt = / o:(tywo(t) dt = 0,

para toda funcao wy: [a,b] — IR de classe C*° com suporte em |a, b[; supondo
o lema ja demonstrado para n = 1 concluimos que o; = 0 quase sempre e,
como i é arbitrario, segue que ¢ = 0 quase sempre.

Suponha agora que o: [a,b] — IR é uma fungao integréavel tal que (6.1.59)
vale para toda fungdo w: [a,b] — IR de classe C*° com suporte em |a,bl;
considere o conjunto mensuravel:

S={tela,b[:0(t) >0}

Denote por m a medida de Lebesgue em IR; como o é integravel, temos
que dado £ > 0 existe § > 0 tal que para todo subconjunto D C [a,b] com
m(D) < d vale [}, |o| < e (essa propriedade é conhecida como a continuidade
absoluta da integral [|o| com respeito & medida m; vide [17, Coroldrio
4.1.2]). A regularidade da medida de Lebesgue implica que existem K C S
compacto e U D S aberto em IR tais que m(S \ K) < % em(U\S) < %;
trocando U por U N ]a, b| se necessario podemos supor que U C |a, b[. Nao
é dificil mostrar® que existe uma funcéo w: [a,b] — IR de classe C*° tal que
Im(w) C [0, 1], w é constante igual a 1 em K e tal que o suporte de w esta
contido em U dai:

b
(6.1.60) / o (w(t) dt = /K o(t) dt + /U L owar=o

Como |o(t)w(t)] < |o(t)] e m(U \ K) < ¢ segue que a terceira integral em
(6.1.60) tem médulo menor que ¢; daf a segunda integral em (6.1.60) é menor
que e. Calculamos:

0§/Sa(t)dt:/Ka(t)dt+/S\Ka(t)dt<25,

ja que m(S'\ K) < 4. Como ¢ > 0 é arbitrario segue que [¢0 =0 e como o
é positiva em S segue que m(S) = 0; repetindo o argumento acima para a
fungao —o concluimos também que {t € Ja,b[ : o(t) < 0} tem medida nula e
portanto o = 0 quase sempre em [a, b]. Isso completa a demonstracdo. O

5Basta usar uma particao da unidade em IR subordinada a cobertura aberta IR =
(R\ K)UU; vide, por exemplo, [36, Teorema 7, §4, Capitulo 7].
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COROLARIO 6.1.26. Seja o: [a,b] — IR™ uma funcao integrdvel e supo-
nha que (6.1.59) wvale para toda funcio w: [a,b] — IR™ de classe C*° com
suporte em |a,b| e tal que ffw(t) dt = 0. FEntdo o € igual quase sempre
em [a,b] a uma fungdo constante; em particular, se o € continua entéo o €
constante em [a,b].

DEMONSTRAGAO. Seja wy: [a,b] — IR™ uma funcao de classe C*° com
suporte em |a, b[ e tal que ff wo = 1; defina ¢ = f; owg. Dal:

(6.1.61) /b(a(t) —w(t)dt =0

para toda funcdo w de classe C*° com suporte em Ja, b e integral zero, e
também para w = wyp; mas isso implica que (6.1.61) vale para toda funcao
w: [a,b] — IR™ de classe C™° com suporte em |a, b[ e portanto o(t) = ¢ para
quase todo t € [a,b]. O

COROLARIO 6.1.27. Sejam o1,049: [a,b] — IR™ funcdes integrdveis tais
que

b
(6.1.62) / oL ()W () + oo (Eyw(t) dt = 0

para toda fung¢ao w: [a,b] — IR™ de classe C*° com suporte em ]a,b]. Entao
existe uma fun¢ao absolutamente continua 7: [a,b] — IR™ tal que T = 01 e
7' = 09 quase sempre em [a,b].

DEMONSTRAGAO. Defina 9(t) = f; o9(s)ds. Dai 7y é absolutamente
continua e a identidade (6.1.62) pode ser reescrita como:

b

b d
/al(t)w’(t)+dt[To(t)w(t)}—ro(t)w’(t)dt:/ (o1(t)—7o(t))w'(t) dt =0,

a
para toda func¢ao w de classe C*° com suporte em |a, b[; mas z = w’ é uma
fungao arbitraria de classe C*° com suporte em |a, b] e integral zero, donde
o Corolério 6.1.26 implica que o1 — 79 é igual quase sempre em [a, b] a uma
funcao constante. Isso completa a demonstracao. O

EXEMPLO 6.1.28. Se X é uma equagao de Morse-Sturm (vide Exem-
plo 6.1.11) entao a forma do indice I é dada por:

b
I(v,w) = / g(t) (V' (), w' () + g(t) (R(t)v(t),w(t)) dt — S(v(a), w(a)),

para todos v, w € H.

EXEMPLO 6.1.29. Se X°P denota o sistema diferencial simplético oposto
a X (vide Exemplo 6.1.12) e (X°P,¢;) denota o par oposto a (X, {y) entao
segue trivialmente de (6.1.24) e (6.1.26) que a forma do indice I°P associada
ao par (X°P, (") é dada por:

I = —J.
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Mostremos agora a invariancia por isomorfismos da forma do indice.

PROPOSIGAO 6.1.30. Considere um isomorfismo ¢: (X, 4y) = (X, 4);
denote por I € Bsim(H) a forma do indice correspondente ao par (X,£o) e

por I e Bsim(H) a forma do indice correspondente ao par (X,Zo). Se Z e
W denotam as componentes de ¢ entdo temos um isomorfismo topoldgico:

(6.1.63) H>v+— Zv e H;

além do mais a forma bilinear I coincide com o push-forward de I pelo
isomorfismo (6.1.63), ou seja:

I(Zv, Zw) = I(v,w),
para todos v, w € H.

DEMONSTRAGAO. O fato que (6.1.63) é um isomorfismo topolégico segue
facilmente de (6.1.42) e do fato que o operador de multipl{cagéo em espagcos
H! ¢ limitado (vide Exemplo 5.1.42). A férma do indice I é dada por:
(6.1.64

)
b
I(9,w) :/ B(t)(as(t),ast)) + C(t) (8(t),w(t)) dt — S(9(a), w(a)),

onde &j e Ay s@o definidos como em (6.1.40). Fazendo © = Zv, W = Zw
em (6.1.64), um calculo direto usando (6.1.37), (6.1.38), (6.1.39), (6.1.41) e
(6.1.42) mostra que:

I(Zv, Zw)

b
:/ B(t)(a(t), cw(t)) + C(t) (v(t), w(t)) + %[W(t)(v(t),w(t))] dt
— S(v(a),w(a)) + W(a)(v(a),w(a)) = I(v,w),

para quaisquer v, w € H. Isso completa a demonstracao. ([l

COROLARIO 6.1.31. Pares (X, {) e (X,ly) que sdo estritamente isomor-
fos possuem a mesma forma do indice. O

6.1.2. O indice de Maslov de um sistema diferencial simplético.
Nesta subsecdo mostraremos que se X é um sistema diferencial simplético
entdao, dado um Lagrangeano fy, podemos associar de maneira natural ao
par (X,¢y) uma curva no Grassmanniano de Lagrangeanos A do espaco
simplético IR"™ @& IR™"; sob condigoes adequadas poderemos entdo definir
uma nogao de indice de Maslov para o par (X, {).

Nesta subsegao consideraremos fixado um sistema diferencial simplético
X juntamente com um Lagrangeano £y C IR™ ® IR™*; denotaremos sempre
por Lg o subespago Lagrangeano:

Ly={0}"® R"™ Cc R"® R""
e por A o Grassmanniano de Lagrangeanos do espago simplético IR" ® IR™*

munido de sua forma simplética canonica (6.1.1). Como sempre, denotamos
por A, B e C as componentes de X e por ® a matriz fundamental de X.
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Definimos uma curva £: [a,b] — A de classe C'! fazendo:

(6.1.65) L(t) = () (L),
para todo t € [a, b]; mais explicitamente temos:
(6.1.66) 0t) ={(v(t), a(t)) : v € V}.

Note que ¢(a) = {p; levando em conta (6.1.66) e (6.1.17) vemos diretamente
que:

(6.1.67) Lon(t) = {0} & V[1]°,
para todo t € [a, b]. Mostramos entao o seguinte:

LEMA 6.1.32. Um instante t € ]a,b] é (X, {lo)-focal se e somente se
0(t) € A=Y (Lo); além do mais, £(t) € A¥(Lg) se e somente se mul(t) = k.

DEMONSTRAGAO. Segue de (6.1.67) e (6.1.19). O

O Lema 6.1.32 d4 uma primeira indicagdo de que as propriedades dos
instantes focais do par (X, {y) podem ser estudadas através das intersegoes
de ¢ com A=1(Lgy); para aprofundar esse estudo, vamos calcular a derivada
de £.

A linearizagao da agao natural do grupo simplético Sp(R" & R™*,w)
no Grassmanniano de Lagrangeanos A nos fornece um anti-homomorfismo
da &lgebra de Lie sp(IR™ @& IR™*,w) na &lgebra de Lie dos campos vetori-
ais diferencidveis em A. Tais conceitos foram definidos na Subsecao 2.1.3;
usamos aqui a notagao introduzida naquela subsecao. A identidade (6.1.7)
nos diz que ® é uma curva integral do campo vetorial dependente do tempo
(t,9) — X (t)®(g) no grupo de Lie Sp(IR" & IR™*,w); da Observacio 2.1.22
e de (6.1.65) segue entao que ¢ é uma curva integral do campo dependente
do tempo (t,m) — X (¢)*(m) em A, ou seja:

(6.1.68) () = X(t)*(4(1)),
para todo t € [a,b]. A Proposi¢ao 2.5.10 nos da:
(6.1.69) X" (L) = w(X(t),)|xLs

para todo L € A. Juntando entao (6.1.68) e (6.1.69) obtemos:
C'(6)((0, @), (0,8)) = w(X(£)(0,0),(0,))

= w((B(t)a, —A(t)" @), (0, 8)) = B(t)(a, B),
para quaisquer (0, ), (0,5) € Lo N £(t). Mostramos entao o seguinte:

(6.1.70)

LEMA 6.1.33. Para todo t € [a,b] a restrigao da forma bilinear simétrica
B(t) € Bsim(IR") a V[t]° coincide com o push-forward através do isomor-
fismo

Lon£(t) > (0,a) — v € V[t]°
da restri¢ao da forma bilinear ¢'(t) € Bgsim (£(t)) a Lo N £(t)

DEMONSTRAGAO. Segue de (6.1.67) e (6.1.70). O
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COROLARIO 6.1.34. Um instante (X, £y)-focal t € |a,b] € nao-degenerado
se e somente se { possui uma interse¢io nao-degenerada com A='(Lg) no
instante t (vide Definicao 4.2.17); além do mais:

sgn(t) = sgu(C'(t)] Lorer))-

Também, o par (X, Ly) possui condi¢dao inicial nao-degenerada se e somente
se £ possui uma intersecdo naio-degenerada com A= (Lg) no instante t = a
ou entdo (a) & A=*(Lo).

DEMONSTRAGAO. Segue das Observagoes 6.1.7 e 6.1.9. O

z

COROLARIO 6.1.35. Se ty € Ja,b] é um instante focal nao-degenerado
para (X, 4y) entao esse instante focal é isolado, i.e., nenhum t # to sufi-
cientemente prézimo de ty € (X, ly)-focal; além do mais, se (X, {y) possui
condi¢ao inicial nao-degenerada entdo nao ha instantes (X, ly)-focais numa
vizinhanga de t = a. Se (X,{y) possui condi¢do inicial nao-degenerada e
apenas instantes focais nao-degenerados entao (X, {y) possui s6 um nimero
finito de instantes focais.

DEMONSTRAGAO. Segue do Corolario 6.1.34, do Lema 6.1.32 e do Exem-
plo 4.2.18. O

Queremos agora definir o indice de Maslov de um par (X, ¢y); essenci-
almente, o indice de Maslov de (X, /¢y) deve ser definido como o indice de
Maslov pr,(¢) da curva £. O problema é que pr,(¢) sé faz sentido se £ tem
extremos em A°(Lg); supondo que ¢ = b ndo é um instante (X, ¢y)-focal,
obtemos ao menos que £(b) € A%(Lg) (vide Lema 6.1.32). O problema é que
{(a) = £y em geral pode pertencer a AZ'(Lg). A idéia é entdo “apagar” um
pequeno segmento inicial de ¢; formalmente, temos a seguinte:

DEFINIGAO 6.1.36. Se o par (X, ¢y) possui condigao inicial nao-degene-
rada e se o instante final ¢ = b nao é (X, ¢y)-focal entao definimos o indice
de Maslov do par (X, ¥¢y) fazendo:

tmaslov (X, KO) = imaslov = KLy (e[a—&—s,b})a

onde € > 0 é escolhido de modo que néo existam instantes (X, {y)-focais no
intervalo [a,a + €].

Segue do Corolario 6.1.35 que existe de fato € > 0 tal que (X, ¢y) nao
possui instantes focais em [a,a + £]. Além do mais, a definicdo de imasiov
nao depende da escolha de ¢; de fato, se 0 < & < &’ e se (X, {y) ndo tem
instantes focais em [a,a + ¢'] entdo /|jg4cq1c) € uma curva em A%(Lg) e
portanto s, (]jgteate) = 0 (recorde Lema 4.2.14).

O indice de Maslov ipasiov (X, £o) pode ser genericamente pensado como
uma “contagem algébrica” do nimero de instantes focais do par (X, ¢p):

PROPOSIGAO 6.1.37. Suponha que (X, ly) possui condi¢do inicial nao-
degenerada e que o instante final t = b nao € (X, {y)-focal; se (X, 4y) possui
apenas instantes focais nao-degenerados entio ((X,fly) possui apenas um
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nimero finito de instantes focais €) o indice focal coincide com o indice de
Maslov:

ifOC(Xa KO) = tmaslov (X, KO)
DEMONSTRAGAO. Segue diretamente dos Corolarios 4.2.19 ¢ 6.1.34. [

EXEMPLO 6.1.38. Como vimos no Exemplo 6.1.10, se B(t) é definida
positiva para algum (e logo para todo) t € [a,b] entao (X, ¥¢p) automatica-
mente possui condicao inicial nao-degenerada; além do mais, todo instante
(X, ¢p)-focal t € |a, b] é ndo-degenerado e sgn(t) = mul(t). Portanto, se t = b
nao é (X, ¢p)-focal entao segue da Proposicao 6.1.37 que

imaslov(Xa EO) = Z mul(t) < +00.
tela,b]

Uma das propriedades fundamentais do indice de Maslov de um par é a
sua estabilidade; temos a seguinte:

PROPOSICAO 6.1.39. Seja X um espacgo topoldgico e suponha que para
todo A € X seja dado um sistema diferencial simplético Xy de modo que a
aplicacdo

X X [a,b] 2 (A t) — X\(t) € sp(R" & R"",w)

é continua; seja £y: X — A uma curva continua mo Grassmanniano de
Lagrangeanos de modo que dim(Lg N ¥4o(N\)) nao depende de A € X. Se para
algum Ao € X 0 par (X,, % (o)) possui condi¢ao inicial nao-degenerada e
set =>bnao € (Xx,,lo(No))-focal entio existe uma vizinhanga 4 de N\g em
X tal que para todo A € U temos que:

o (X, lo(N)) possui condigao inicial nao-degenerada;

e o instante t = b nao € (Xy,ly(N))-focal;

L4 'imaslov(X)nEO()\)) = Z‘maslov()()\ov60()\0))'

DEMONSTRAGAO. Denotando por @) a matriz fundamental do sistema
diferencial simplético X, entao segue da teoria padrao sobre dependéncia
continua de soluctes de equacoes diferenciais com respeito a parametros que
a aplicagao (A, t) — P, (t) é continua em X X [a,b] (vide Observagao 6.1.43
adiante). Defina ¢)(t) = ®x(t)(fo())); dai obviamente (A, t) — £)(t) é uma
aplicagao continua em X X [a, b] e segue de (6.1.68) que também (X, t) — £} (t)
é continua em X x [a,b]. Em particular, como A°(Lg) é aberto, temos que
0x(b) € A(Lg) para A numa vizinhanca de A9 em X e portanto para tais
valores de \ o instante ¢t = bnao é (X, fp(A))-focal (vide Lema 6.1.32). Ten-
do em mente também o Corolario 6.1.34, segue diretamente do Lema 4.2.20
que existe ¢ > 0 e uma vizinhanga 4 de A em X de modo que (Xy, fo(N))
possui condicao inicial nao-degenerada e de modo que nao existam instantes
(X, o(N))-focais no intervalo [a, a + €] para todo A € 4l; dai

Z'maslov()(ka EO()\)) = KLy (£A|[a+€7b])

para todo A numa vizinhanca de A\g em X. Segue da Observagao 3.1.20
que a aplicagdo A — £y € C([a + €,b],A) é continua quando consideramos
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C([a + &,b], A) munido da topologia compacto-aberta. Pela Propriedade (6)
no enunciado do Lema 4.2.14 concluimos que imasiov (X, fo(N)) é constante
quando A varia numa vizinhanca de Ag em X’; isso completa a demonstragao.

U

COROLARIO 6.1.40. Seja dada uma seqiéncia (Xpm)m>1 de aplicagoes
Xm: la,b] = sp(IR" & R™,w) que converge uniformemente para uma apli-
cagao X ; suponha que X e X,, sao sistemas diferenciais simpléticos para
todo m. Seja dada também uma seqiiéncia ({")m>1 de espacos Lagrangea-
nos que converge para um certo by € A, onde dim(Lg N £g*) = dim(Lg N ¢p)
para todo m. Dai, se (X,4y) possui condi¢ao inicial nao-degenerada e se
t = b nao é um instante (X, Ly)-focal entao para m suficientemente grande
temos que (X, €") possui condi¢do inicial nao-degenerada, t = b nao é um
instante (X, €")-focal e

Z.maslov (Xm7 681) = Z‘maslov (X07 60)

DEMONSTRAGAO. Considere o espago topolégico X = NU {400}, onde
I C X é aberto se e somente se 4 C N ou o complementar de U em X
é um subconjunto finito de N. Definindo X, = X entao é facil ver que
as hipéteses da Proposicao 6.1.39 verificam-se para A\g = +00o; a conclusao
segue. [l

O indice de Maslov ¢ invariante por isomorfismos de pares:

PROPOSIGAO 6.1.41. Seja (X, 4y) um par com condi¢ao inicial nao-
degenerada tal que o instante final t = b nao € (X, ly)-focal; se ¢: (X, ly) =
(X, 4y) € um isomorfismo entao:

imaslov (X7 EO) - imaslov(Xa ZO)

DEMONSTRAGAO. Denote por ® a matriz fundamental de X e considere

a curva de Lagrangeanos t — 0(t) = ®(t)({y) associada ao par (X, 0); de
(6.1.30) e (6.1.33) (vide Lema 6.1.16) segue que

Ut) = o(t) o (1),

para todo t € [a,b]. Como ¢(t)(Lo) = Lo para todo t, a conclusao segue do
Lema 4.2.7. O

EXEMPLO 6.1.42. Seja X°P o sistema diferencial simplético oposto a X
(vide Exemplo 6.1.12) e (X°P, ") o par oposto a (X, ). Associamos ao
par (X°P, /") uma curva (°P no Grassmanniano de Lagrangeanos A como
em (6.1.65). Usando (6.1.25) vé-se diretamente que:

(6.1.71) P (t) = O(U(t)).

Como j& observamos no Exemplo 6.1.12 temos que O*(w) = —w e por-
tanto o difeomorfismo induzido por O no Grassmanniano de subespagos
n-dimensionais de IR" & IR™ restringe-se a um difeomorfismo (também
denotado por O) do Grassmanniano de Lagrangeanos A; além do mais,
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O(Lg) = L, donde O deixa o conjunto A°(Lg) invariante e portanto induz
um homomorfismo

O,: Hi (A, A%(Lg)) — Hy(A,A%(Lp)).

E facil ver que O, é igual a menos o operador identidade; de fato, é suficiente
mostrar que O, coincide com —Id em algum gerador de Hy (A, A°(Lg)): por
exemplo, seja L1 = IR" @ {0}" e considere a curva | = (pZOI’Ll o3 em A,
onde (:[0,1] — Bsim(Lo) é uma curva qualquer tal que 5(0) e (1) sao
nao-degeneradas e

n(B(1)) — n4.(8(0)) = 1.

Usando a definicao da carta ¢r, 1, ¢ facil ver que

PLo,L1 (O(L)) = —@PLo,L1 (L)v Le A0<L1)7

e portanto a curva O ol é representada na carta ¢, 1, pela curva —f3; dai

pro(l) = 1 e pr,(Ool) = —1 (recorde Teorema 4.2.16). Isso termina a
demonstragao da igualdade O, = —Id; levando em conta (6.1.71) vemos
entao que:

Imaslov (X0p7 Egp) = —tmaslov (X, EO)

OBSERVAGAO 6.1.43. Considere o seguinte sistema linear de equacoes
diferenciais ordindarias:

(6.1.72) Th(t) = M\(t)z\(t), t € [a,b],

onde o parametro A toma valores num certo espaco topolégico X e M é
uma aplicagao continua em X X [a, b] tomando valores em L(IR™). A matriz
fundamental de (6.1.72) é definida como a solugdo da equagao diferencial
matricial:

(6.1.73) WA () = My(t) o Uy(t),

satisfazendo a condicao inicial ¥y(a) = Id para todo A € X. Um célculo
simples usando a desigualdade de Gronwall (vide, por exemplo, [18, Lema
3.9]) mostra que ¥ é continua em X X [a,b]. Mais explicitamente, a desi-
gualdade de Gronwall implica que se d: [a,b] — IR é uma aplicacdo continua
ese k, K € IR, k > 0, sao constantes tais que

o(t) SK—l—k/té(s)ds

entao:
(6.1.74) 5(t) < Kekt=a),
para todo t € [a,b]. Fixando \g € X, a compacidade do intervalo [a, b]

implica que a continuidade de M é uniforme com respeito a variavel ¢, ou
seja:

(6.1.75) lim sup [|Mx(2) — My, (?)|| = 0;
A—Ao te(a,b]
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em particular existe k € IR tal que
IMA@)]| < &,

para todo t € [a,b] e todo A numa vizinhanga de A9 em X'. Como ¥y (a) = Id
podemos reescrever (6.1.73) sob a forma:

\If/\(t) =1Id + /t M)\(S) o \I/)\(S) ds;

definindo 6(t) = ||¥x(t) — Wy, ()| calculamos:

6(t) < [ [IMx(s) 0 Wa(s) — My (s) 0 Wx,(s)] ds

< [ AIMA(s) = My () [[Wao ()| + [[Mx(s)[6(s) ds

e aplicando (6.1.74) obtemos:

5(t) < (b—a) sup [ (1) sup [[Mx(t) = My, (1)]] ),
t€[a,b] t€la,b]

o que, juntamente com (6.1.75), completa o argumento.

6.2. O Teorema do Indice

Nesta se¢ao enunciamos o teorema central de todo este texto: o Teorema
do Indice para Sistemas Diferenciais Simpléticos (Teorema 6.2.17). A parte
inicial da segao consiste de uma série de construcoes necessarias para a
formulagao do enunciado do Teorema do Indice assim como de argumentos
que motivam tais construgoes. FEsta segcdo contém poucas demonstragoes;
deixamos apenas aquelas que consideramos ser uteis para motivar as idéias
centrais. A demonstragao do Teorema do Indice serd feita mais adiante na
Secao 6.3.

Consideraremos fixado ao longo da secdo um sistema diferencial sim-
plético X com componentes A, B, C' e um subespaco Lagrangeano ¢y C
R" @& IR™ correspondendo a um par (P,S) como em (6.1.10). Recorde
(vide Observagao 6.1.2) que o indice de B(t) nao depende de t e escrevemos:

(6.2.1) n_(B(t)) =n_(B{t)™") =k,
para todo t € [a, b].
Comegamos com o seguinte:
LEMA 6.2.1. Se B nao € definida positiva (i.e., se k # 0) entdo a forma

do indice I tem indice infinito.

DEMONSTRAGAO. Seja v uma solucdo de X e seja f: [a,b] — IR uma
funcio de classe C*! com f(a) = f(b) = 0; um calculo simples usando (6.1.6)
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mostra que:
(6.2.2)

b
1(fv, fo) = / (F)?B M (0,0) + 27 fan(v) + 2 [Blaw, ay) + Co, )] dt

b b
= [0PB o) + Gl d = [ 0PE e

onde omitimos o parametro ¢ por simplicidade. Seja tg € ]a, b[; como B(to)™*
nao é definida positiva existe uma solucao v de X tal que:

B(to) (v(to), v(to)) < 0.

Por continuidade temos B(t)~!(v(t),v(t)) < 0 para t em algum intervalo
[to—e,to+¢] C Ja,b]; dai (6.2.2) implica que I é definida negativa no espago
de dimensao infinita formado pelos produtos fv onde f: [a,b] — IR percorre
o espaco das fungoes de classe C! que se anulam fora de [ty — &,tg +¢]. O

Mostraremos adiante que quando B é definida positiva entao o indice
de I ¢ finito (vide Coroldrio 6.2.21); quando B nao é definida positiva,
nosso objetivo é construir um subespaco de H onde I tem indice finito. Tal
subespaco serd construido com auxilio da seguinte:

DEFINIGAO 6.2.2. Seja D: [a,b] — Gk(n) uma curva de classe C? (0 <
p < +00) no Grassmanniano de subespagos k-dimensionais de IR", onde k é
dado em (6.2.1); se B(t)~! é definida negativa em D(t) = D; C IR" para todo
t € [a,b] entao dizemos que D é uma distribui¢ao mazimal negativa de classe
CP para o sistema diferencial simplético X (ou para B). A menos de mengao
explicita em contrario toda distribuicdo mazximal negativa considerada mo
texto serd suposta ao menos de classe C.

OBSERVAGAO 6.2.3. Dadas aplicacoes Y;: [a,b] — IR", i = 1,...,k,
de classe C? (0 < p < +o00), se para cada t € [a,b] os vetores Y;(t),
i = 1,...,k geram um subespaco k-dimensional D(t) de IR" entdo D é
uma aplicagdo de classe CP a valores em Gg(n); isso segue facilmente da
Proposigao 2.4.11, levando em conta que D(t) é a imagem do operador li-
near injetor 7'(t) € L(IR¥, IR™) cuja matriz possui os vetores Y;(t) em suas
colunas. Reciprocamente, se D: [a,b] — Gi(n) é uma aplicagao de classe CP
entdo segue facilmente da Observacao 2.4.9 que existe para cada t € [a, b
uma base (Y;(t))E; de D(t) tal que cada Y; define uma aplicacdo de classe
CP em [a, b]; uma tal seqiiéncia (Y;)%_; de aplicacdes de classe C? é chamada
um referencial de classe CP para D.

OBSERVAGAO 6.2.4. Observamos que todo sistema diferencial simplético
X admite uma distribuicao maximal negativa D de classe C°°; de fato, segue
facilmente da Proposicao 4.1.39 que existem aplicagoes continuas Y;: [a, b] —
R", i =1,...,k, de modo que para cada t € [a,b], (Y;(t))F_, é uma base
de um subespaco k-dimensional de IR™ onde B(t)~! é definida negativa.

Observe agora que cada Y; ¢ o limite uniforme de uma seqiiéncia (Y;"),>1
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de aplicacoes Y;": [a,b] — IR™ de classe C*° (vide por exemplo [36, Teorema
10, §5, Capitulo 7]); dai é facil ver que para todos i,j = 1,..., k temos:

. —1(ym m _ —-1(y. :
Jlim BT, () = B (Y0, 5(0)
uniformemente em ¢ € [a, b], donde segue facilmente que a matriz
(BO™ (0. v]"(1))

representa uma forma bilinear simétrica definida negativa em IR* para todo
m suficientemente grande (vide Lema 4.1.29). Concluimos entao que, para m
suficientemente grande, se denotamos por D; o espaco gerado pelos vetores
Y (t), 1 =1,...,k, entdo D é uma distribuicdo maximal negativa de classe
C® para X.

DEFINIGAO 6.2.5. Seja D uma distribui¢ao maximal negativa para o
sistema diferencial simplético X; dizemos que uma aplicacdo v: [a,b] — IR"
é D-horizontal (ou simplesmente horizontal, quando D estiver subentendida)
se v(t) € Dy para todo t € [a,b]. Uma aplicacao absolutamente continua
v: [a,b] — IR™ é dita uma solu¢do de X ao longo de D quando para toda
aplicacdo absolutamente continua D-horizontal Y: [a,b] — IR™ valem as
condigoes:

kxk

(1) a aplicagao t — ay ()Y (t) é absolutamente continua em [a, b];
(2) aigualdade

623)  SloY 0] = BO)(ault)av (1) + O, Y (1),

vale para quase todo t € [a, b].

Se (Y;)k_, é um referencial de classe C'* para D entdo é fcil ver (usando
(6.1.6)) que uma aplicacdo absolutamente continua v: [a,b] — IR™ é uma
solucao de X ao longo de D se e somente se as condigdes (1) e (2) acima sdo
satisfeitas para Y =Y, 1,... k.

OBSERVACAO 6.2.6. Se o, e Y sdo aplicacdes de classe C'! entdo a con-
dig¢do (2) na Defini¢ao 6.2.5 nos diz que a igualdade (6.2.3) é satisfeita para
todo t € [a, b]; nesse caso tal igualdade pode ser reescrita na forma:

(624) o/ (DY (1) + an(Y(2) = Bt)((t), ay (1)) + C(0)(v(8), Y (1));

levando em conta que B(t)(aw(t),ay (t)) = o (t)(Y'(t) — A(t)Y (t)) vemos
que (6.2.4) equivale a:

o' ()Y (t) = (C(t)v(t) — A(t) aw (1)) Y (1).

Vemos em particular que toda solu¢do de X ¢ uma solugdo de X ao longo
de D; o calculo acima motiva a Definicao 6.2.5.

OBSERVAGAO 6.2.7. Na Definicao 6.2.5 a condi¢ao (1) significa (mais
precisamente) que a aplicacao t — «,(t)Y (t) é igual quase sempre a alguma
funcao absolutamente continua 7: [a,b] — IR; dai, o enunciado mais preciso
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da condigao (2) é obtido substituindo o lado esquerdo de (6.2.3) por 7/(¢)
(vide também Observacao 5.1.28).

EXEMPLO 6.2.8. Se X é uma equagao de Morse-Sturm (vide Exem-
plo 6.1.11) entdo uma aplicacdo absolutamente continua v: [a,b] — IR™ é
uma solucao de X ao longo de D se e somente se para toda aplicagao ab-
solutamente continua D-horizontal Y: [a,b] — IR" temos que a aplicacao
t—g(t)(v'(t),Y(t)) é absolutamente continua em [a,b] e vale a identidade:

(6.2.5) %[g(t)(v'(t),Y(t))} =g(t)(v'(t), Y'(t)) + g(t) (R(t)v(1), Y (1)),

para quase todo t € [a,b]. Na verdade, se (Y;)¥_, é um referencial de classe
C! para D entdo v é uma solucio de X ao longo de D se e somente se a
aplicacao t — g(t)(v'(t),Yi(t)) é absolutamente continua em [a,b] e vale a
identidade (6.2.5) com Y =Y, para todo i =1,..., k.

Vamos agora calcular quais solucoes de X ao longo de D sao horizontais.
Fixe um referencial (Y;) le de classe C'! para D; dai toda aplicacdo horizontal
absolutamente continua v: [a,b] — IR™ se escreve de modo tunico sob a
formas:

k
(6.2.6) o) = 3" FOYi(t), 1€ lab)
i=1
onde f = (f1,...,fx): [a,b] — IRF é absolutamente continua. Usando
(6.1.6) obtemos:
(6.2.7) Zfl ay;(t) + fi(t) B(t)"1Y;(t);

dai, se v é dado por (6.2.6) e Y =Yj a identidade (6.2.3) fica:

(ZfzaY )+ fiB7HY;, ]) Zfz (av;, ay;) + fiay; (Yi)

(6.2.8) =1

+Zfz Vi,Y;), j=1,...,k,

onde omitimos o parémetro t por simplicidade. Para simplificar a férmula
(6.2.8) definimos formas bilineares simétricas B(t),C(t) € Bgm(IRF) e um
operador linear A(t) € L(]Rk,]Rk*) cujas matrizes® com respeito & base
canonica de IRF sao dadas por:

Bi(t) = B~ (Yi(t), Y; (1)),
Cij(t) = B(t)(av, (1), ay, (1)) +
6A matriz (Ai;(t))exs descrita em (6.2.9) representa o operador linear A(t): R* —

IR*"; a forma bilinear em IR* canonicamente identificada com .A(t) seria representada pela
matriz transposta de (Aij(t))kxr (vide Observacao 1.1.2).

(6.2.9) v‘zz‘ (1) = %A(t)Yi(t)

i
£)(Yi(t), Y;());
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note que o fato que B(t)~' é definida negativa em D; implica que B(t) é
definida negativa (e em particular nio-degenerada) em IR¥. Usando (6.2.9),
podemos reescrever (6.2.8) de maneira mais eficiente:

(6.2.10) (Bf +Af) = A f +Cf;
fazendo a substituicao
o=Af +Bf

em (6.2.10) obtemos o seguinte sistema linear homogéneo de equagoes dife-
renciais ordindrias:

{ ff==(B o A)f+B o,

(6.2.11) , " .
P =C-A"oB o A)f+ (A" 0B )p.

Observe que (6.2.11) é na verdade um sistema diferencial simplético em IR¥;
temos a seguinte:

DEFINIGAO 6.2.9. O sistema diferencial simplético (6.2.11) (onde A, B
e C sao definidas em (6.2.9)) é chamado o sistema reduzido associado ao sis-
tema diferencial simplético X e & escolha do referencial (Y;)%_,; de classe C"*
para a distribuicdo maximal negativa D; denotamos a matriz de coeficientes

de (6.2.11) por:
. Ared Bred
Xred = (Cred _A:ed> )
onde
(6.2.12) Ared(t) = —B(1) "L o At), Brea(t) = B(1)™1,
Crea(t) = C(t) — A(t)* o B(t) ! 0 A(t),

para todo t € [a, b].

O sistema reduzido X,eq depende realmente da escolha do referencial
(Y;)k_, para D e ndo sé da distribuicio maximal negativa D; mostraremos
adiante porém (vide Lema 6.2.33) que sistemas reduzidos produzidos por
referenciais diferentes de uma mesma distribuicao maximal negativa sao iso-
morfos.

Os célculos antes da Definicao 6.2.9 mostraram o seguinte:

LEMA 6.2.10. Seja v: [a,b] — IR™ uma aplicagio D-horizontal absoluta-
mente continua; entdo v € uma solugdo de X ao longo de D se e somente
se a aplicacao

f=f1 s fo): [a, b)) — IR®
é

definida através de (6.2.6) é uma solucdo (de classe C*) do sistema reduzido
Xied- U

OBSERVAGAO 6.2.11. Em algumas situagoes serd ttil considerar outros
sistemas diferenciais simpléticos que sao isomorfos a (6.2.11); considere entao



238 6. SISTEMAS DIFERENCIAIS SIMPLETICOS

o sistema diferencial simplético X;eq com componentes Aredq, Bred, Creq de-
finidas por:

(6.2.13) Avea(t) = =B(t) 7t o Aans(t), Brea = B(t) 7,

Cred (t) = C(t) - Agim (t) + Aant (t) o %(t)_l o Aant (t)>

para todo t € [a,b], onde Asim, Aant denotam respectivamente as compo-
nentes simétrica e anti-simétrica de A definidas por:

(6.2.14) Asim (t) = A(t)—;A(t)*’ At (1) = W

O sistema X,¢q € estritamente isomorfo ao sistema X,.q introduzido na Defi-
nicao 6.2.9; de fato, um isomorfismo estrito ¢: X;eq = X,eq pode ser definido
atribuindo os seguintes valores para suas componentes Z, W:

Z(t)=1d, W(t) = —Asm(t), te€la,bl.

Observe que o sistema Xyeq s6 estd bem definido quando A é de classe C;
isso ocorre por exemplo se o referencial (Yg)f:l for de classe C? e se as
componentes A, B de X forem de classe C'.

EXEMPLO 6.2.12. Se X é uma equagao de Morse-Sturm (vide Exem-
plo 6.1.11) entao os operadores A, B e C sao representados pelas matrizes:

(6:215) Byy(t) = 9O (6, Vi (1), Ay(t) = (1) (Y}(0), ¥i(1).
Cij(t) = g(t) (Y{ (1), Y] (1)) + g(t) (R(£)Y;(t), Y; (1)),
para todos t € [a,b] ei,j =1,...,k.
Dada uma distribuicao maximal negativa D para X definimos espagos:

(6.2.16) K = {v e H'([a,b],R") : v é uma solugdo de X ao longo de D e
v(a) € P, v(b) =0} C H,

(6.217) S={ve H'([a,b], R") : v é D-horizontal e
v(a) =v(b) =0} C H;

recorde que H é o subespaco fechado de H([a, b], IR™) onde est4 definida a

forma do indice I (vide (6.1.54)).
Os espacos K e S sao ortogonais com respeito a forma do indice:

LEMA 6.2.13. Os espacos K e S sao I-ortogonais, i.e., sev e ew €S
entdo I(v,w) = 0.

DEMONSTRAGAO. Como v é uma solugao de X ao longo de D e w é
uma aplicacao horizontal absolutamente continua entdo t — «,(t)w(t) é
absolutamente continua e a identidade (6.2.3) vale com Y = w; dai:

b
I(v,w) = / %[av(t)w(t)] dt — S(v(a),w(a)) =0,

ja que w(a) = w(b) = 0 (veja também a Observagao 6.2.14 abaixo). O
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OBSERVACAO 6.2.14. Na verdade, é necessdrio um pouco mais de cui-
dado na demonstracao do Lema 6.2.13; recorde que sabemos apenas que
t — a,(t)w(t) é igual quase sempre a uma aplicagao absolutamente continua
7: [a,b] — IR (vide Observacao 6.2.7). Devemos mostrar que 7(a) = 7(b) =
0, 0 que nio é uma conseqiiéncia trivial” do fato que w(a) = w(b) = 0. O
argumento completo é o seguinte: escrevemos

k
(6.2.18) w(t) =Y fit)Yi(t), € [a,b],
i=1

onde (Y;)*_, é um referencial de classe C! para D e cada f;: [a,b] — IR é
uma aplicagao absolutamente continua com f;(a) = f;(b) = 0. Dai para cada
i =1,...,k existe uma aplicacao absolutamente continua 7;: [a,b] — IR com
7i(t) = ay(t)Yi(t) para quase todo t € [a,b] e aplicando «,(t) nos dois lados
de (6.2.18) obtemos:

k
(6.2.19) T(t)=>_ filt)mi(t),
i=1
para todo t € [a,b], j4 que os dois lados de (6.2.19) sdo fungdes continuas;
concluimos entao que 7(a) = 7(b) = 0.
Temos a seguinte relagdo entre a forma do indice de um sistema diferen-
cial simplético e a forma do indice do sistema reduzido:

LEMA 6.2.15. Considere o par (Xied, Lo) onde Lo denota o subespaco
Lagrangeano

(6.2.20) Lo={0}"® R™ Cc R"® R"™

e Xied € 0 sistema reduzido associado a X e a um referencial (Yi)f:l de classe
C' para uma distribuicio mazimal negativa D; denote por Ieq € Beim (Hred)
a forma do indice associada a (Xyeq, Lo), onde

Hiea = {f € H'([a,b], R") : f(a) = f(b) = 0}.

Temos um isomorfismo topologico

k
(6.2.21) Heed 3 f = (fi,-o o Ji) = D fiYi €S

=1

onde S € definido em (6.2.17); a forma do indice ILoq associada ao par
(Xted, Lo) coincide com o pull-back por (6.2.21) da restri¢ao I|sxs da forma
do indice I associada ao par (X,£ly) (aqui by C IR™ ® IR™ é um subespago
Lagrangeano arbitrdrio).

"Por exemplo, se filt) = 1/Vt e fo(t) = V/t entdo fi define um elemento de
L'([0,1],IR) e f» é uma aplicacdo (absolutamente) continua em [0,1] com f2(0) = 0,
mas o unico representante continuo da classe fifs € Ll([O, 1], IR) nao se anula em ¢ = 0.
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DEMONSTRAGAO. O fato que (6.2.21) é um isomorfismo topolégico segue
facilmente do fato que o operador de multiplicacdo em espacos H! é limitado

(vide Exemplo 5.1.42) e do fato que H'([a,b], R*) = @, H'([a,b], R) (vide
Exemplo 5.1.41).

Vamos agora exibir uma formula explicita para I.q; com esse objetivo
definimos (em analogia a (6.1.5)) para toda funcao absolutamente continua
f: [a,b] — IR* uma aplicacdo ¢ € L!([a, b], IR¥) fazendo:

1(t) = Brea(t) ™ (f'(t) — Area(t) f(1))-

Dai I,¢q é dada por:

b
La(F.9) = [ Buaa®)(21(0),4(8) + Coealt) (F(0), 9(0)
para todas f,g € Hyeq. Usando (6.2.12) obtemos:
pr(t) = A(t)f(t) +B()f' (1),

e portanto I..q € dada por:

b
Lea(f.g) = / A(f.g) + Alg, ') + B(f'.g) + C(f.g) dt,

onde omitimos o parametro t por simplicidade. Fazendo

k

k
v(t) =Y LiYi(t), wt) =D g;(1)Y;()
i=1

J=1

entdo «, ¢ dada por (6.2.7) e «a, ¢é dada por uma férmula anédloga; um
célculo direto usando (6.2.9) mostra que:

v k
I(v,w) = / > Cijfigi + Aijflgi + Ajifigy + Bij flg; At = Lea(f, 9),
@ 4i=1
o que completa a demonstracao. [l

OBSERVAGAO 6.2.16. E ébvio que o subespago S é fechado em H; na
verdade, vale até mesmo que se uma seqiiéncia (v, )m>1 de aplicacoes vy, € S
converge pontualmente para uma aplicagdo v € H (i.e., limy,— 100 Uy (t) =
v(t) para todo t € [a,b]) entdo v € S. Também o subespago K é fechado
em H; para ver isso, considere um referencial (Yi)f:l de classe C! para D e
observe que K = F~!(Cte) onde Cte C L?([a, b], IRk*) denota® o subespaco
(fechado, de dimensao finita) formado pelas aplicagoes constantes e

F:H— L*([a, b],ﬂ%k*)
80 uso de L*([a, b], R*") em vez de L*([a,b], R¥) pode parecer um tanto estranho

e no momento é irrelevante; o motivo de tal escolha ficard claro quando fizermos uma
construgao similar na Subsegao 6.3.1 (vide (6.3.19)).
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denota o operador limitado definido por:

t
F(o)(#)i = aw()Yi(t) / B(s)(aw(s), oy, (s)) + C(s) (v(s), Yi(s)) ds,

para todos t € [a,bl ei=1,...,k. O fato que F é realmente limitado é sim-
ples e pode ser mostrado usando as idéias que aparecem nos Exemplos 5.1.41,
5.1.42, 5.1.43 e 5.1.44.

Vamos agora enunciar o Teorema do Indice para Sistemas Diferenciais
Simpléticos. Por questoes de clareza de exposi¢ado decidimos nao enunciar
diretamente a versao mais geral possivel do teorema; pequenos adendos ao
enunciado serao feitos ao longo dos comentarios que o seguem. Por ser o teo-
rema central do texto decidimos (na medida do possivel) tornar o enunciado
abaixo auto-contido.

TEOREMA 6.2.17 (do Indice para Sistemas Diferenciais Simpléticos).
Seja X: [a,b] — sp(R" @ IR™,w) um sistema diferencial simplético com
componentes A, B, C de classe C*® e seja £y C IR™ ® IR™ um subespaco
Lagrangeano correspondente a um par (P, S) como em (6.1.10); suponha que
o par (X, Ly) possui condi¢ao inicial nao-degenerada e que o instante final
t = b nao é (X, ly)-focal. Denote por I: H x H — IR a forma do indice as-
sociada ao par (X, 4y) e seja D uma distribuicao mazximal negativa de classe
C™ para X; considere os subespacos fechados IC,S C H definidos respec-
tivamente em (6.2.16) e (6.2.17). Temos entdo que o indice de I|xxx € 0
co-indice de I|sxs sao finitos e vale a identidade:

(6.2.22)  imasiov(X, £o) = n_(Ilxic) — nt-(Ilsxs) —n—(B(a) " |pxp);

além do mais, os espacos IC e S sao I-ortogonais e se o instante final t = b
nao € (Xred, Lo)-focal (vide Defini¢ao 6.2.9 e férmula (6.2.20)) entao temos
uma decomposicao em soma direta:

H=KaS.

DEMONSTRAGAO. A demonstragdo do Teorema 6.2.17 é o assunto da
Secao 6.3. Note que a [-ortogonalidade de K e S ja foi demonstrada no
Lema 6.2.13; também o fato que KNS = {0} quando ¢t = b nao é (Xyeq, Lo)-
focal segue do que j4 foi discutido nesta se¢ao (vide Lema 6.2.10). Veremos
no Corolério 6.3.13 que de fato H = K & S quando ¢t = b nao é (Xyeq, Lo)-
focal. O

OBSERVAGAO 6.2.18. As hipdteses de regularidade sobre as componentes
de X e sobre D que aparecem no enunciado do Teorema 6.2.17 podem ser
enfraquecidas da seguinte maneira: se ¢ = b ndo é um instante (Xyeq, Lo)-
focal entdo é suficiente supor que A é de classe C1, B é de classe C? e que a
distribuicdo D é de classe C? (como sempre, supomos C continua); se t = b

é (Xyed, Lo)-focal entdo devemos supor também que A é de classe C2, B é
de classe C3, C é de classe C! e a distribuicio D é de classe C3.
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OBSERVAGAO 6.2.19. A hipdtese que t = b nao é (X, £y)-focal no enun-
ciado do Teorema 6.2.17 pode ser enfraquecida. Explicitamente, suponha
que A é de classe C2, B é de classe C3, C é de classe C! e a distribuiciao D
é de classe C?; dai se t = b ndo é (X;eq, Lo)-focal e se t = b é um instante
(X, £y)-focal ndo-degenerado entao, no lugar de (6.2.22), temos a identidade:

(6.2.23)
tmaslov (X|[a,b—€} ) EO) =n- (I‘/CX/C) — Ny (I|S><S)
—n_(B(a) ' pxp) +n- (B(b)_lfw;]L CV[BL)

onde o complemento ortogonal em V[b]* é tomado com respeito a B(b)~*
(recorde também (6.1.13)) e € > 0 é escolhido suficientemente pequeno de
modo que nao existam instantes (X, £y)-focais no intervalo [b — ¢, b (recorde
Corolario 6.1.35).

OBSERVAGAO 6.2.20. A hipdtese que t = b nao seja um instante focal
para o par (Xieq, Lo) que aparece na segunda parte do enunciado do Te-
orema 6.2.17 (e que é mencionada na Observacao 6.2.19) na verdade nao
depende do referencial (Y;)i?:l de classe C! escolhido para a distribuicio
maximal negativa D; de fato, veremos no Lema 6.2.33 que sistemas redu-
zidos associados a referenciais diferentes de uma mesma distribuicao D sao
isomorfos (recorde também o Lema 6.1.19).

Quando B é definida positiva (i.e., k = 0) entdao uma distribui¢ao maxi-
mal negativa D para X é tal que D, = {0} para todo ¢; dai o espago K coin-
cide simplesmente com todo o dominio H da forma do indice e S = {0}. O
sistema reduzido X,eq é um sistema trivial (i.e., um sistema em IR" = {0}) e
logo nao existem instantes (X;eq, Lo)-focais; o Teorema 6.2.17 reduz-se entao
ao seguinte coroldrio que é na verdade uma versao do cléssico Teorema do
Indice de Morse:

COROLARIO 6.2.21. Seja X um sistema diferencial simplético com com-
ponentes A, B e C de classe C* e suponha que B(t) é definida positiva
para algum (e logo para todo) t € [a,b]; se by C IR™ & IR™ é um subespago
Lagrangeano qualquer e I: H X H — IR denota a forma do indice associada
ao par (X, ly) entdo o indice de I € finito e é dado por:

n_(I) = Z mul(t) < 400,

t€la,b|

onde mul(t) denota a multiplicidade de um instante (X, {y)-focal t (e con-
vencionamos mul(t) = 0 se t nao € focal).

DEMONSTRAGAO. Segue do Teorema 6.2.17 tendo em mente também os
Exemplos 6.1.10 e 6.1.38; o caso que t = b é (X, {y)-focal segue da férmula
(6.2.23) que generaliza (6.2.22). O

OBSERVAGAO 6.2.22. As hipéteses de regularidade sobre as componentes
de X no enunciado do Corolario 6.2.21 podem ser enfraquecidas da seguinte
forma: se t = b nao é (X, {y)-focal entao é suficiente supor que A é de classe
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C', B é de classe C? (e que C é continua); se t = b é (X, £g)-focal precisamos
supor também que A é de classe C?, B é de classe C® e que C é de classe
Cc.

Usando o Coroléario 6.2.21 podemos descrever mais explicitamente o ter-
mo n4 (I|sxs) que aparece em (6.2.22); temos a seguinte:

PROPOSICAO 6.2.23. Sejam X um sistema diferencial simplético com
componentes A, B e C de classe C*°, ly C IR™ ® IR™ um subespago Lagran-
geano, D uma distribuicdo mazimal negativa de classe C*° para X e (Yi)le
um referencial de classe C*° para D; denote por Ly o Lagrangeano definido
em (6.2.20) e por Xyeq o sistema reduzido associado a X e a (Y;)k_,. Se S
é o espago definido em (6.2.17) e I denota a forma do indice associada ao
par (X, 4y) entao o co-indice de I em S é dado por:

(6.2.24) ny(Ilsxs) = Y muleq(t) < +o0,
t€la,b|

onde mulyeq(t) denota a multiplicidade de t como instante (Xyeq, Lo)-focal
(sendo mulyeq(t) = 0 se t ndo € (Xyeq, Lo)-focal).

DEMONSTRAGAO. O Lema 6.2.15 nos diz que I|sxs é um push-forward
da forma do indice I;¢q associada ao par (Xed, Lo); observando que a com-
ponente Bioq do sistema reduzido é definida negativa a conclusao segue da
aplicacao do Corolério 6.2.21 ao par (Xroelf117 Ly), onde X fg:i denota o sistema

oposto a Xyeq (recorde Exemplos 6.1.12 e 6.1.29). O

OBSERVAGAO 6.2.24. As hipéteses de regularidade sobre as componen-
tes de X e sobre o referencial (Yi)f:l que aparecem no enunciado da Pro-
posicao 6.2.23 podem ser enfraquecidas da seguinte maneira: se t = b nao é
(X1ed, Lo)-focal entdo é suficiente supor que A é de classe C', B é de classe
C? e que o referencial (Y;)*_; (e a distribuicio D) é de classe C? (como
sempre, C' é continua); se t = b é (Xyeq, Lo)-focal entdo precisamos supor
também que A é de classe C2, B é de classe C2, C é de classe C' e que o
referencial (Y;)¥_; (e a distribuicio D) ¢ de classe C3.

OBSERVAGAO 6.2.25. Denote por Ko, S respectivamente os subes-
pacos de K, S formados pelas aplicagoes de classe C'°°, ou seja:

Koo = {v € K : v é de classe COO}, Soo = {v € S : v é de classe COO}.

Suponha que X e D sejam de classe C°°; se t = b nao é (X, ¢p)-focal ou se
t = b nao é (Xieq, Lo)-focal entao segue dos Corolérios 6.3.9 e 6.3.15 que
existe um operador de projecio limitado 7: H'([a,b], IR") — K tal que 7(v)
é de classe C*° sempre que v for de classe C* (tais Coroldrios consideram
apenas o caso de equagoes de Morse-Sturm; o caso geral segue usando o
Teorema 6.1.20 e o Corolario 6.2.30). Sabe-se que o espago das aplicagoes
v: [a,b] — IR™ de classe O é denso” em H'([a,b], IR™) (vide, por exemplo,

9Uma demonstragao segue o seguinte roteiro: usando [17, Proposigio 4.2.8] vemos que
as fungoes constantes por partes formam um subespago denso de LF([a, b], IR™) para p <
+00; técnicas elementares de particdo da unidade (vide [36, §4, Capitulo VII]) mostram
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[9, Teorema VIIL.6]); usando o Lema 5.1.8, concluimos entao que Ko, é denso
em K. Usando o isomorfismo topolégico (6.2.21) é também facil ver que Soo
¢é denso em S. Tendo em mente entao a Proposicao 5.2.71 demonstramos o
seguinte fato: se X e D sao de classe C*™ e set = b nao € (X, {y)-focal ou
set=>b nao € (Xyeq, Lo)-focal entao:

n(Ilkxi) =n—(Ilkexks)s n(Ilsxs) =ne(I]s.xs.)-

EXEMPLO 6.2.26. Suponha que A é de classe C!, B é de classe C? e que
(Y;)E_, é um referencial de classe C? para a distribuigio maximal negativa D.
Tendo em mente a Proposigao 6.2.23 (e a Observacao 6.2.24), vemos que o
Corolério 6.1.24 implica que se a forma bilinear simétrica Cieq(t) definida em
(6.2.12) é semi-definida negativa para todo t € [a,b] entdo ni (I|sxs) = 0;
usando a Observacao 6.2.11 (vide também Lema 6.1.19) vemos também que
se a forma bilinear simétrica Cieq(t) definida em (6.2.13) é semi-definida
negativa para todo t € [a, b] entdo concluimos novamente que n. (I | ng) =
0.

Mostraremos agora mais um adendo ao Teorema 6.2.17 que serd usa-
do na Secao 6.4 para demonstrar o Teorema do Indice para geodésicas
semi-Riemannianas com extremos ortogonais a duas subvariedades (Pro-
posigao 6.4.13); surpreendentemente, a Proposi¢ao 6.2.27 abaixo também é
util como ferramenta para a demonstracao do Teorema 6.2.17.

PROPOSICAO 6.2.27. Seja X um sistema diferencial simplético com com-
ponentes A, B, C e sejam £y, f1 C IR"® IR™ subespagos Lagrangeanos asso-
ciados respectivamente a pares (P, S) e (Q,S1) através da correspondéncia
definida em (6.1.10); temos que P,Q C IR"™ sdo subespacos e S € Bgim(P),
Sy € Bsim(Q) sdo formas bilineares simétricas. Suponha que D € uma dis-
tribuicdo mazimal negativa de classe C' para X. Considere o subespaco
fechado H* de H'([a,b], IR™) definido por:

H* = {ve H'([a,b], R") : v(a) € P, v(b) € Q};

definimos também uma forma bilinear simétrica I# € Bgim (H#) e um sub-
espago fechado K% C H* fazendo:

K# = {v e H" : v é uma solucio de X ao longo de D},
(6.2.25)

b
(0, w) = / B(t)(a(t), aul(®)) + C(0) (0(t), wit)) d
— S(v(a), w(a)) + S1 (v(b), w(b)),

que fungoes constantes por partes sdo limite na topologia L? (p < +00) de fungdes de classe
C™ e portanto o espago de fungdes de classe C*° é denso em L”([a, b], IR") para p < 4oc.
O fato que as funcdes de classe C°° formam um subespago denso de W*?([a, b], IR™) (para
p < +00) segue entdo facilmente considerando o isomorfismo (5.1.32).
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para todos v,w € H7. Set =b nao é (X, {y)-focal entio vale a identidade:

n_ (I i ) = n—(Iliexic) + n—(S1 = 011,20 (€(b))loxq),

onde L1 = R"®&{0}", Lo = {0}"®R"", ¢r, 1, € a carta no Grassmanniano
de Lagrangeanos A definida como em (2.5.3) e £ é a curva em A definida
por (6.1.65).

DEMONSTRAGAO. O fato que K7 é fechado em H# é mostrado com
um argumento similar ao usado na Observagao 6.2.16; note também que
a hip6tese que ¢ = b nao é um instante (X, {y)-focal implica que ¢(b) é
transversal a Ly (recorde Lema 6.1.32) e portanto a expressao ¢r,, 1, (¢(b))
faz sentido. Considere o subespaco Vg C H# definido por:

Vo ={veV:ub) eQ}ck#cH,

onde V ¢ definido em (6.1.12); como t = b nao é (X, ¢p)-focal entao a apli-
cacao V 5 v +— v(b) é um isomorfismo sobre IR™ e dai é facil ver que temos
uma decomposicao em soma direta:

(6.2.26) K#* =KaoVg.

Substituindo a expressao B(ay(t), o (t)) por ay(t)(w'(t) — A(t)w(t)) em
(6.2.25) e fazendo integragao por partes no termo «, (t)w’(t) entao um célculo
similar a (6.1.58) mostra que:

(6.2.27) I#(v, w) = au(b)w(b) + 51 (v(b),w(b)),

para todos v € Vg, w € H#; em particular vemos que a decomposicao
(6.2.26) é I*-ortogonal, i.e., I (v, w) = 0 para todos v € Vo, we K. A
Proposicao 4.1.23 nos diz entao que:

n_ (I | xxer) = n— (I i) +n- (I [y xvy )

Para completar a demonstracao observe primeiramente que a restricao de
I# a K coincide com a restricao de I a K; além do mais, é facil ver usando
(6.2.27) e a definicdo da carta ¢y, r, que a restricio de I a Vg é o pull-
back através do isomorfismo Vg 3 v — v(b) € @ da forma bilinear simétrica
S1—¢rn,,Lo(4(b))|oxq- Isso completa a demonstragao. O

OBSERVACAO 6.2.28. Na verdade, com um certo esforco analitico adi-
cional seria possivel enfraquecer as hipéteses de regularidade sobre as com-
ponentes de X e sobre D no enunciado do Teorema 6.2.17 ainda mais do
que mencionamos na Observacao 6.2.18; explicitamente, se t = b nao é
(X1ed, Lo)-focal entdo é suficiente supor A, B de classe C! e D de classe C?
(com C continua, obviamente) e se t = b é (Xyeq, Lo)-focal devemos supor
que A, B, C sio de classe C! e que D é de classe C2. A férmula (6.2.23)
mencionada na Observacao 6.2.19 para o caso que t = b nao é (Xyed, Lo)-
focal mas é um instante (X, ¢p)-focal ndo-degenerado vale com A, B e C' de
classe C! e D de classe C?. Com tais hipéteses de regularidade mais fracas, a
demonstragao do teorema do indice apresentada na Secao 6.3 nao funciona;
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ocorre que o uso do Teorema 6.1.20 que sera feito para reduzir a demons-
tracao do teorema do indice ao caso de equacoes de Morse-Sturm nos obriga
a aumentar as hipdtese de regularidade sobre D e as componentes de X.
Tal redugao ao caso de sistemas de Morse-Sturm simplifica os célculos feitos
nas Subsecgoes 6.3.1, 6.3.2 e 6.3.3, mas na verdade tais calculos poderiam ser
feitos diretamente para um sistema diferencial simplético arbitrario (apenas
com um pouco mais de trabalho) e dai obterfamos uma prova do Teore-
ma 6.2.17 com as hipéteses de regularidade enfraquecidas que mencionamos
acima.

6.2.1. Alguns resultados sobre isomorfismos de sistemas dife-
renciais simpléticos. Nesta subsecao mostraremos a invaridncia por iso-
morfismos de alguns objetos e conceitos introduzidos na Secao 6.2.

LEMA 6.2.29. Seja ¢p: X = X um isomorfismo com componentes Z, W.
Se D € uma distribuicdo mazimal negativa para X entdao
(6.2.28) [a,b] >t — Dy = Z(t)(Dy)

€ uma distribuicdo maximal negativa para X; além do mais, uma aplicacdo
absolutamente continua v: [a,b] — IR™ é uma solu¢io de X ao longo de D
se e somente se a aplicacdo t — ¥(t) = Z(t)v(t) € uma solucio de X ao
longo de D.

DEMONSTRAGAO. A férmula (6.1.38) nos diz que B(t)~! é o push-for-
ward de B(t)~! pelo isomorfismo Z(t) e daf segue trivialmente que D é uma
distribuicdo maximal negativa para X. Temos que ¥ é uma solucdo de X ao
longo de D se e somente se t — a;(t)Y (t) (vide (6.1.40)) é absolutamente
continua e

6229  S[as(F ()] = B (@s(0), ap (1)) + O (8(0), ¥ (1),

para toda aplicagao D-horizontal absolutamente continua Y : [a,b] — IR™;
escrevendo Y (t) = Z(t)Y (t) com Y uma aplicagdo D-horizontal absoluta-
mente continua obtemos usando (6.1.41):

(6.2.30) as(t)Y (t) = a ()Y () + W (t) (v(1), Y ().

Dai segue que ¢t — &;3(t)Y (t) é absolutamente continua se e somente se
t — a,(t)Y (t) é absolutamente continua; usando (6.1.41), (6.1.38) e (6.1.39)
obtém-se que:
(6.2.31) B(as, ay) = B(aw + Wo,ay + WY)
= B(ay,ay) + W' — Av,Y)

+W(Y' — AY,v) + B(Wv, WY),
(6.2.32) C(8,Y) = W(Av,Y) + C(v,Y) — BWv,WY)

+ W (v, AY) + W' (v,Y),
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onde omitimos o parametro ¢ por simplicidade. De (6.2.30), (6.2.31) e
(6.2.32) vé-se facilmente que (6.2.29) é equivalente a (6.2.3), o que com-
pleta a demonstragao. O

COROLARIO 6.2.30. Seja ¢: (X, 4p) = (X, o) wm isomorfismo com com-
ponentes Z, W e seja D uma distribuicao maximal negativa para X; con-
sidere a distribuicio mazimal negativa D para X definida em (6.2.28). Se
K € o espaco associado a (X,ly) e a D definido em (6.2.16) e se K € o
espago associado a (X,0o) e a D definido em analogia a (6.2.16) entio o
isomorfismo topoldgico (6.1.63) induzido por Z leva K sobre K.

DEMONSTRAGAO. Segue trivialmente do Lema 6.2.29 e de (6.1.42). O

OBSERVACAO 6.2.31. Obviamente, se ¢: X = X é um isomorfismo com
componentes Z e W, D é uma distribuicio maximal negativa para X e D
é definida em (6.2.28) entao o isomorfismo topoldgico (6.1.63) induzido por
Z leva S sobre S, onde S e S sio definidos respectivamente a partir de X e
X como em (6.2.17).

LEMA 6.2.32. Seja ¢: X = X um isomorfismo com componentes Z, W ;
seja D wma distribuicio mazimal negativa para X e seja D a distribuicdo
mazimal negativa para X definida por (6.2.28). Se (Y;)¥_, é um referencial
de classe C' para D e se Yi(t) = Z(t)Yi(t), t € [a,b], entdo (Yi)5 | ¢ um
referencial de classe C' para D; além do mais, o sistema reduzido Xyeq
associado a X e a (Yi)i-‘;l € estritamente isomorfo ao sistema reduzido Xred
associado a X e a (Y;)F_,.

DEMONSTRAGAO. A partir de X e do referencial (Y;)¥_, definimos A,
B e C em analogia a (6.2.9); um calculo direto usando (6.1.38) e (6.1.41)
mostra que:
A(t) = At) + W(t),  B(t) =B(1),
onde W(t) € Bgim(IRF) é representada pela matriz
Wis(t) = W) (Yit), Y;(0)).

Tendo em mente (6.2.12) calculamos agora as componentes flred e Bred de
Xred:

(6233) Ared(t) = Ared(t> — Bred(t) o W(t), Bred = Bred-

Se f = (f1,..., fr) ¢ uma solugao de X,¢q entao pelo Lema 6.2.10, Zle Y
é uma solucao de X ao longo de D e portanto, pelo Lema 6.2.29, Ele flffz
é uma solucio de X ao longo de D; aplicando novamente o Lema 6.2.10
vemos que f é uma solucao de Xred. Tendo em mente a equivaléncia entre
as condigoes (1) e (5) no enunciado do Lema 6.1.16 e usando (6.2.33) obtemos

um isomorfismo estrito ¢req: Xred = Xred cOm componentes Z.q(t) = Id e
Wied = W. Isso completa a demonstragao. O
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Mostremos agora que a “classe de isomorfismo” do sistema reduzido X,eq
depende s6 (de X e) da distribuicao maximal negativa D.

LEMA 6.2.33. Dois referenciais (Y)F_,, (Yi)E_, de classe C* para uma

i=1
distribuicao mazximal negativa D determinam sistemas reduzidos isomorfos.
DEMONSTRAGAO. Denote por Xred~e X'red respectivamente os sistemas
reduzidos correspondentes a (Y;)%_; e (Y;)F_,. Seja, para cada t € [a,b], k(t)
a matriz de mudanca de base de (Y;(t))¥_, para (Yi(t))~E,, ou seja:

k
Yi(t) =) mui®)Ye(t), i=1,....k
r=1

daf : [a,b] — GL(k, IR) ¢ uma aplicagio de classe C'. Se definirmos A, B
e C a partir do referencial (Y;)*_; em analogia a (6.2.9) entdo um célculo
direto usando (6.1.6) mostra que:

B=r*oBor, A=r"oAdor+k oBok,

onde omitimos o parametro ¢ por simplicidade; podemos calcular entao as
componentes Ayeq € Breq de Xyeq (recorde (6.2.12)):

(6.2.34) Ared=kK "o Aqok—K oK, Bra=#r '0Bregor* L.
Se definirmos
(6.2.35) Zrea(t) = k(1)1

entao segue do Lema 6.2.10 que f é uma solugdo de X,eq se e somente
se a aplicagao t — Zeq(t)f(t) é uma solugao de Xied; tendo em mente
a equivaléncia entre as condigbes (1) e (5) no enunciado do Lema 6.1.16
vemos que a demonstracao estara terminada se encontrarmos uma aplicagao

Wred: [a, 0] — Bgsim (IRF) de classe C! tal que:
(6.2.36) Ared = Zred o Ared o Zr;é - Zred % Bred © Wred © Z;;é + Zéed © Z_l

red’

Um célculo direto usando (6.2.34) e (6.2.35) mostra que Wyeq = 0 satisfaz
(6.2.36), o que completa a demonstragao. O

6.3. A Demonstragao do Teorema do Indice

Nesta secao demonstraremos o Teorema do Indice para Sistemas Dife-
renciais Simpléticos (Teorema 6.2.17). As idéias principais da demonstracao
serao apresentadas a seguir e os resultados auxiliares mais técnicos serao
espalhados ao longo das Subsecgoes 6.3.1, 6.3.2 e 6.3.3.

Comegamos observando que todos os objetos e conceitos que aparecem
no enunciado do Teorema do Indice sdo invariantes por isomorfismos de
pares (X, {y); mais explicitamente, recordamos que:

e a invariancia dos instantes focais (e de suas nao-degenerescéncias,
multiplicidades e assinaturas) e da nao-degenerescéncia da condi¢ao
inicial foi demonstrada no Lema 6.1.19;
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e na Proposicao 6.1.30 demonstramos a invariancia da forma do in-
dice;

e na Proposigao 6.1.41 demonstramos a invariancia do indice de Mas-
lov;

e a invaridncia do espaco K foi demonstrada no Corolario 6.2.30 e a
invariancia do espago S foi demonstrada na Observagao 6.2.31;

e ainvariancia do termo n_(B(a) ™! |pxp) segue de (6.1.38) e (6.1.42);

dai, usando o Teorema 6.1.20 vemos que é suficiente demonstrar o Teo-
rema do Indice no caso que X ¢é uma equacao de Morse-Sturm da for-
ma (6.1.21). Mais explicitamente, consideraremos fixada uma forma bili-
near simétrica (constante) nao-degenerada g € Bsim(IR™) e uma aplicagao
continua R: [a,b] — L(IR"™) de modo que R(t) é um operador g-simétrico pa-
ra todo t € [a, b]; trabalharemos entao sobre o sistema diferencial simplético
X com componentes

(6.3.1) At)=0, B(t)=g ', C{t)=goR(t), tclab].

Seja £y C IR™ @& IR™ um subespago Lagrangeano correspondente a um
par (P,S) como em (6.1.10); a hipdtese que (X, ¢y) possui condigao inicial
nao-degenerada significa que g é nao-degenerada em P. A forma do indice
I € B (H) correspondente ao par (X, ¢y) é dada como no Exemplo 6.1.28
(trocando ¢(t) por g). Fixamos uma distribuigdo maximal negativa D de
classe C? para X e definimos espacos K, S como em (6.2.16) e (6.2.17)
respectivamente (recorde também o Exemplo 6.2.8). Fixamos também um
referencial (Y,';)f:1 de classe C? para D e denotamos por X,.q 0 sistema
reduzido associado a X e a (Y;)%_, (vide Definicdo 6.2.9). Recorde que
os operadores A, B, C que aparecem na definicao de X,oq sdo dados pela
féormula (6.2.15) pois X é uma equacao de Morse-Sturm. Denotamos sempre
por Lg o subespago Lagrangeano:

Ly={0}"® R Cc R"® R"".
Listamos abaixo o roteiro basico da demonstragao:

(1) a parte inicial da demonstracao é feita sob a hipdtese que R é de classe
C' e que o par (X, fp) tem apenas um nimero finito de instantes focais;
supondo que t = b nao é um instante (X,¢p)-focal nem um instante
(Xted, Lo)-focal mostramos a identidade:

(632) n— (I’KXIC) =n- (B((I)_1|P><P) + imaleV(Xa 60) + Z mlﬂred(t)a
t€la,b]

onde mul,q(t) denota a multiplicidade de ¢ como instante (Xyeq, Lo)-
focal. Pela Proposi¢ao 6.1.37 (recorde também Exemplo 6.1.10) vemos
que (6.3.2) é equivalente a:

(6-33) n— (I|IC><IC) =n- (B(a)_1|P><P) + Z'maslov(‘Xa ZO) - imaslov(Xreda LO)~
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(2)

Usamos um argumento de perturbacao para demonstrar que a identidade
(6.3.2) vale mais geralmente quando supomos apenas que ¢ = b nao é
(X, ly)-focal nem (Xyeq, Lo)-focal.

Observe que nesse ponto o Teorema 6.1.20 nos permite concluir que
(6.3.2) vale quando X é um sistema diferencial simplético com compo-
nentes A de classe C' e B de classe C?; em particular fica demonstrado
o Corolario 6.2.21 (com hipdteses enfraquecidas de acordo com a Ob-
servacao 6.2.22) para pares cujo instante final nao é focal e também a
Proposigao 6.2.23 (com hipéteses enfraquecidas de acordo com a Obser-
vagao 6.2.24) sob a hipétese que ¢ = b nao é (Xyeq, Lo)-focal. Substi-
tuindo (6.2.24) em (6.3.2) obtemos:

n_(Ilkxx) = n—(B(a) ' pxp) + imastov (X, €o) + 14 (I|sxs).

o que prova o Teorema 6.2.17 (com hipéteses enfraquecidas de acordo
com a Observagao 6.2.18) no caso que t = b nao é (X, ¢p)-focal nem
(Xted, Lo)-focal.

novamente sob (6.3.1), supondo agora que R é de classe C, tratamos o
caso que t = b é um instante (X, {y)-focal nao-degenerado mas nao é um
instante (Xieq, Lo)-focal; mostraremos entao a identidade (6.2.23). Po-
demos usar agora o Teorema 6.1.20 para concluir que o Teorema 6.2.17
vale (com ¢t = b nao (Xyeq, Lo)-focal) com suas hipéteses modificadas
de acordo com a Observacao 6.2.19; em particular o Corolario 6.2.21
(com as hipdteses enfraquecidas de acordo com a Observacao 6.2.22) e
a Proposicao 6.2.23 (com as hipdteses enfraquecidas de acordo com a
Observagao 6.2.24) ficam demonstrados no caso geral.

mostramos o Teorema 6.2.17 (sendo ¢t = b possivelmente um instante
(Xred, Lo)-focal) com as hipéteses enfraquecidas de acordo com a Obser-
vagao 6.2.18. Consideramos primeiro o caso em que valem as identidades
(6.3.1) com R de classe C*; o caso geral segue entdao do Teorema 6.1.20.

Procedemos agora com a execucao do roteiro descrito acima. Seja t €

Ja,b] e considere o sistema diferencial simplético X |, 4; ao par (X|(,4, o)
estd associada a forma do indice I; € Bgim(H;) definida por:

Li(v,w) = / g(v’(s), w'(s)) + g(R(s)v(s), w(s)) ds — S(v(a), w(a)),

para todos v,w € H; onde H; é o subespaco fechado de H'([a,t], IR") defi-
nido por:

He={ve H'([a,t],R") : v(a) € P, v(t) = 0}.
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Como em (6.2.16) e (6.2.17), associamos espagos K e S ao par (X|(4.4, o)
e a distribuicio maximal negativa D|(, ,; explicitamente temos:
K ={v e H'([a,t],R") : v é uma solugdo de X|[q, a0 longo de D, 4 €
v(a) € P, v(t) =0} C Hy,
S ={ve H'([a,t], R") : v é Dj4,4) -horizontal e v(a) = v(t) = 0} C Hy.
Para cada t € |a, b] definimos:
i(t) = n(Iilk,xx.);

a principio temos i(t) € N U {400} mas mostraremos que na verdade o
indice de I; em K é finito (vide Corolério 6.3.19). Para provar a identidade
(6.3.2) nossa estratégia serd analisar a evolugao da fungao i quando ¢ varia
em Ja,b]; supondo que R é de classe C! e que (X, /) possui apenas um
numero finito de instantes focais entdo o Corolario 6.3.35 nos diz que i é
uma fungdo constante por partes e que seus saltos ocorrem precisamente
nos instantes (X, ¢p)-focais e nos instantes (Xyeq, Lo)-focais (observe que
(Xted, Lo) também sé tem um nimero finito de instantes focais, ja que Byeq
é definida negativa; recorde Corolédrio 6.1.35 e Exemplo 6.1.10).

Com o objetivo de calcular o salto de i nos instantes focais de (X, {y) e

de (Xyed, Lo) definimos uma extensao It# € Bsim (7‘(2éé ) da forma do indice I;
fazendo:

(6.3.4) I (v,w) = / g(v'(s),w'(s)) + g(R(s)v(s),w(s)) ds
— S(v(a), w(a)) + @(’U(t), w(t)),

para todos v, w € Hf e todo t € ]a,b], onde H# é o subespago fechado de
H([a,t], R") definido por:
Hi = {v e H'([a,t], R") : v(a) € P}

e O € Bginm([R™) é uma forma bilinear simétrica qualquer cujo valor serd
escolhido no momento apropriado. Obviamente:

(6.3.5) I |, = I
Definimos também extensoes dos espacos K e S; fazendo:
/CZ# ={ve H'([a,t], IR™) : v é uma solugao de X|(a,q a0 longo de D4 e
v(a) € P} C 'Hfé,
St# ={ve H'([a,t],IR™) : v é D)4, -horizontal e v(a) = 0} C Hfé;
é claro que:
(6.3.6) Ki=KfnH, S =8nH,.

OBSERVAGAO 6.3.1. Argumentando como na Observagao 6.2.16 vé-se
que os subespagos ICZ# e St# sao fechados em Hfﬁ .
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OBSERVAGAO 6.3.2. Para t = b escrevemos:
(6.3.7) K*=xf, st=8f, mt=mnf I*=1I};

observe que as defini¢des dos espacos K7, H# e da extensdo I* de I sdo
compativeis com as correspondentes defini¢es introduzidas no enunciado da
Proposicao 6.2.27 quando fazemos Q = IR" e S; = ©.

Vamos calcular o nicleo de It# :
LEMA 6.3.3. Se V; denota o conjunto das solugoes de (X\[a,t],fo) entao

o nicleo de It# ¢ dado por:
(6.3.8) Ker(It#) ={veVi:g(v'(t)) +0(v(t)) =0}.

DEMONSTRAGAO. A idéia é basicamente a mesma da demonstracao da
Proposicao 6.1.23. Usando o Corolario 6.1.27 vemos que se v € Ker(It#)
entdo v é de classe C! e v/ é absolutamente continua; podemos entdo fazer
uma integragdo por partes no termo g(v'(s),w’(s)) que aparece na integral
em (6.3.4) e obtemos:

(6.3.9)
I (v, w) = / (= "(s) + R(s)o(s),w(s)) ds + [g(v'(8)) + O (u(t))] w(t)
= [9(v"(@)]p + S(v(a))]w(a).

Dai, se v € Ker(It#) entao It#(v,w) = 0 para todo w € Hf e em particular
a integral em (6.3.9) se anula para toda aplicagao w: [a,b] — IR™ de classe
C*° com suporte em |a, b[; pelo Lema Fundamental do Célculo das Variagoes
(Lema 6.1.25) concluimos que v satisfaz a equacao

v"(s) = R(s)v(s), s € [a,t],
ou seja, v é uma solugao de X|j, . Vemos entdo que a integral em (6.3.9)
se anula para todo w € Hf& e portanto também os “termos de bordo” (i.e.,

a expressao fora da integral) em (6.3.9) se anulam para todo w € HZ#;

obviamente, para w € HZ% , w(a) pode assumir qualquer valor em P e w(t)
pode assumir qualquer valor em IR™ donde:

9(v'(a)) ‘P + S(v(a)) =0, g(v'(t)) +O(v(t)) =0.

Mostramos entao que v pertence ao lado direito de (6.3.8); reciprocamente,
se v pertence ao lado direito de (6.3.8) entao usando (6.3.9) é facil ver que

v GKer(It#). U

COROLARIO 6.3.4. Considere os subespacos Lagrangeanos Lo = {0}" &
R™ e L1 = R"${0}" de IR" @ IR™; se L. € A°(Lo) é um Lagrangeano tal
que @1, 1o(Ly) = O e se £ é a curva de Lagrangeanos definida em (6.1.65)

entdo It# € nao-degenerada se e somente se £(t) N L, = {0}.
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DEMONSTRACAO. E facil ver que L, ¢ dado por:
L. ={(v,-O(v)) : v e R"};
além do mais, ¢(t) é dado por:

(e = {(v(8), g/ (8))) s v € Vi

A conclusao segue. O

Seja ty € Ja,b] um instante focal para o par (X,¢y) ou para o par
(Xted, Lo) (ou para ambos); escolha um Lagrangeano L, complementar co-
mum a {(ty) e a Lo (vide Observagao 2.5.18) e defina © = ¢, 1,(L+«), onde
Ly, Ly sao definidos como no enunciado do Corolério 6.3.4. Vamos calcular
o valor de i(tgp + ) —i(top — €) quando £ > 0 é suficientemente pequeno; em
primeiro lugar a Proposicao 6.2.27 implica que:

(6.3.10) n_ (I:(/):‘FE‘IC# CICH ) =i(to+¢)+n_ (@ —@r,.Lo(L(to + 6))),

t0+6 t0+€
(6.3.11) n_ (Jfg,s\,ci_exq_e) =ity — &) + n_ (O — or, 1o (E(to — €))).

Subtraindo (6.3.11) de (6.3.10) e usando o Lema 6.3.40 e os Corolérios 6.3.4
e 4.2.23 obtemos:

(6.3.12) i(to +¢) —i(to — &) = p1ro (Cljty—c o +e)) + mMulrea(to)-

Usando agora o Corolério 6.3.46 e a férmula (6.3.12) para os saltos de 1,
obtém-se a férmula (6.3.2) e completamos portanto a execugao do passo (1)
do roteiro.

Para a execugao do passo (2), observe primeiramente que se R é real-
analitica entdao (X, ¢p) possui apenas um nimero finito de instantes focais
(vide Exemplo 6.1.13); além do mais, podemos encontrar um seqiiéncia
(Rm)m>1 de aplicacoes real-analiticas Ry, : [a,b] — L(IR™) de modo que

lim R,(t) = R(})

uniformemente em [a,b] e Ry, (t) é um operador g-simétrico para todo m >
1 e todo t € [a,b]. De fato, seja (Mij(t))an a matriz que representa a
forma bilinear simétrica g o R(t) € Bgim(IR"); pelo Teorema de Weierstrass
(vide, por exemplo, [34, §11, Capitulo 8]) podemos encontrar para todos
i,j =1,...,n, i < j, uma seqiiéncia (M]})m>1 de polindmios que converge
uniformemente em [a, b] para a aplicagao continua M;;: [a,b] — IR. Se i > j
definimos Mg‘(t) = MJT(L‘) e daf obtemos para cada m > 1 uma aplicacao
real-analitica M™: [a,b] — Bsim(IR"™) de modo que
lim M™(t) = go R(t)
m——+00
uniformemente em [a,b]. A seqiiéncia (R,,)m>1 desejada pode agora ser
definida por R, (t) = g~' o M™(t).
Seja X, o sistema diferencial simplético correspondente a equagao de
Morse-Sturm v"(t) = Ry, (t) - v(t), i.e., X, tem componentes A,,(t) = 0,
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Bn(t) = g7 ' e Ciu(t) = g o Ry, (t); a partir do par (X, o) podemos definir
objetos L, K, Sm € (Xim)red €m analogia respectivamente a I, K, S e Xjeq
(para todo m usamos sempre a mesma distribui¢do maximal negativa D e
o mesmo referencial (Y;)¥_, de classe C? para D). Pelo que foi mostrado
no passo (1) (mais especificamente, usando a férmula (6.3.3) para (X,,, £o))
obtemos:

(6.3.13)

n— (Im|lCm XICm) =n- (g|P><P) + Z.ma»slov()(Ww EO) — Umaslov ((Xm)reda LO);

usando os Corolérios 6.1.40, 6.3.20 e fazendo m — +o0 em (6.3.13) con-
cluimos que (6.3.3) (e portanto (6.3.2)) vale para o par (X, ¢p). Isso completa
a execugao do passo (2).

Passamos a execugao do passo (3); suponha entdo que as componentes de
X sao dadas por (6.3.1) e que R é de classe C''. Suponha também que t = b é
um instante (X, {y)-focal nao-degenerado mas nao é um instante (Xeq, Lo)-
focal. Pelo Coroldrio 6.1.35 vemos que t = b é um instante (X, ¢p)-focal
isolado e portanto, usando o passo (2), para € > 0 suficientemente pequeno
podemos escrever:

Z(b - E) =n- (g|P><P) + Imaslov (X’[a,bfs]ve()) + Z mulreq (t);
t€la,b—e|

a conclusao do passo (3) segue agora do Corolario 6.3.38.

Passamos finalmente a execugdo do passo (4); suponha entdo que as
componentes de X sdo dadas por (6.3.1) e que R é de classe C'. Suponha
também que ¢ = b é um instante (Xyeq, Lo)-focal mas nao é um instante
(X £p)-focal. Para ¢ > 0 suficientemente pequeno o resultado mostrado no
passo (2) implica que:

i(b—¢)=n_ (9|P><P) + imaslov (X|[a,b—e}a€0) +ng (Ib—e|8b,g><$b,5);

como nao ha instantes (X, {y)-focais numa vizinhanga de ¢ = b temos:

Imaslov (X’[a,b—s] ) EO) = imaslov(Xa 60)~

Usando agora a Proposigao 6.2.23 (cuja demonstracao jé foi completada pelo
passo (3)) obtemos:

ny(I—cls, .xs, .) =n+(I|sxs);

para completar a execucao do passo (4) devemos mostrar que i(b—¢) = i(b)
para € > 0 suficientemente pequeno. Utilizamos um argumento analogo
aquele explicado logo apds a demonstragao do Corolério 6.3.4, fazendo ty =
b; na férmula (6.3.10) trocamos ty + € por b e, raciocinando como antes,
obtemos (no lugar de (6.3.12)):

Z(b) - Z(b - 5) = ML (ﬂ[b—a,b}) .
Como nao hé instantes (X, ¢y)-focais numa vizinhanca de t = b vemos que
i(b) —i(b—¢e) = 0, o que completa a execucao do passo (4) e a demonstragao
do Teorema do Indice.
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6.3.1. Alguns resultados auxiliares. Nesta subse¢do mostraremos
alguns lemas sobre a forma do indice I, sobre sua extensdo I e sobre os
espacos KC, K7, S e S7 (vide (6.3.7)); obviamente, esses resultados também
admitem versoes correspondentes para os objetos Iy, It# , Kt le’E , St e St#
(para ver isso, basta aplicar tais resultados para o sistema diferencial sim-
plético X|(44)-

Em varias situagoes precisaremos de argumentos para justificar a conti-
nuidade de certos operadores lineares e bilineares em espacos de Banach ou
Hilbert; tais argumentos sao discutidos nos Exemplos 5.1.41, 5.1.42, 5.1.43,
5.1.44 e nao serao mencionados novamente.

Nesta subsecao trabalhamos sob as mesmas condigoes da Secao 6.3;
as componentes de X sao definidas em (6.3.1) (com R: [a,b] — L(IR™)
continua), D é uma distribuicio maximal negativa para X e (Y;)*; é um
referencial de classe C? para D; a forma bilinear simétrica © € By, (IR™) que
aparece na definicao de I* (vide (6.3.4)) é fixada com um valor arbitrario.
Em analogia & Observagao 6.2.16, definimos um operador linear limitado

(6.3.14) F# . ”H#* — L*([a,b], R*")

fazendo:
(6.3.15)

F#(v)(s)i = g(v'(s), Yi(s)) —/ g(v'(r), Y/ (r)) + g(R(r)v(r),Yi(r)) dr,

a

para todos v € H?, s € [a,b] e i = 1,...,k. Defina também:
(6.3.16) F = F#|y: H — L*([a,b], R*").

Seja Cte o subespaco k-dimensional de L? ([a, b], Rk*) formado pelas funcdes
constantes; segue diretamente das definicoes dos espacos K e K7 (vide
também Exemplo 6.2.8) que:

(6.3.17) K =F"Y(Cte), K#* = (F#)"1(Cte).

Mostremos agora algumas propriedades mais interessantes sobre os ope-
radores F e F#,

LEMA 6.3.5. A restricio de F# a 8% € um isomorfismo sobre o espaco
L?([a,b], R¥").

DEMONSTRAGAO. Temos um isomorfismo topolégico

(6.3.18) V: {f € H'([a,b], R*): f(a) =0} — S*
dado por ¥(f)(s) = Zle fi(s)Yi(s) para todo s € [a,b], onde f(s) =
(fi(s),..., fx(s)). Basta demonstrar entdo que a aplicacio F'# o1 é um

isomorfismo sobre L2([a, b], le*); um célculo direto mostra que:
(6.3.19)

F#(4(f)) (s) = B(s)f'(s) + A(s) f(5) = /8 A(r)"f'(r) +C(r) f(r)dr,
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para todo s € [a,b], onde A, B e C sdo definidas em (6.2.15). Como B(s) é
inversivel para cada s é facil ver que o seguinte operador é um isomorfismo:

(6.3.20)  {f € H'([a,b], R*): f(a) =0} 3 f — Bf' € L*([a,b], R*")

onde (Bf")(s) = B(s)f'(s). A diferenca entre F7 o) e (6.3.20) é um ope-
rador continuo na topologia induzida por C°([a,b], R¥) em H!([a,b], IR*)
(vide Observagao 6.3.10 adiante) e portanto é um operador compacto pelo
Exemplo 5.2.10. Pelo Corolario 5.2.29 vemos que, para completar a demons-
tracdo, é suficiente mostrar que F# o1 é injetor; mas é facil ver que o ntcleo
de F# o4 consiste das aplicacoes f: [a,b] — IR* de classe C? que sdo so-
lucdo da equagao diferencial linear homogénea de segunda ordem (6.2.10)
(ou, equivalentemente, do sistema reduzido X,eq) e satisfazem a condigao
inicial f(a) = f’(a) = 0. Isso completa a demonstragao. O

COROLARIO 6.3.6. O operador F# ¢ sobrejetor. O
COROLARIO 6.3.7. H# = K# + S%.

DEMONSTRAGAO. Segue de (6.3.17) (observe que o Lema 6.3.5 implica
até mesmo que H# = Ker(F#) @ S%). O

COROLARIO 6.3.8. dim(K# NS#) = k.

DEMONSTRAGAO. Usando (6.3.17) vemos que F'# leva K# NS# isomor-
ficamente sobre Cte = IRF". U

O corolério abaixo nao é usado na demonstragao do Teorema do Indice;
ele é usado apenas na Observagao 6.2.25.

COROLARIO 6.3.9. Se R e D sao de classe C™ entao existe um operador
de projecio limitado 7: H'([a,b], R") — K¥ tal que 7(v) € de classe!® O
sempre que v for de classe C*°; se t = b nao é (X, ly)-focal entao existe
também um operador de projecao limitado 7: H'([a,b], R") — K tal que
7(v) € de classe C™° sempre que v o for.

DEMONSTRAGAO. Seja Py C IR™ um subespago complementar a P; daf
o espago das aplicacoes constantes em [a,b] a valores em Py é um com-
plementar fechado para H* em H'([a,b], IR") formado por aplicacées de
classe C™°; esse complementar fechado determina um operador de projegao
de H'([a,b], IR™) sobre H* que leva aplicacdes de classe C> em aplicacoes
de classe C™. Se t = b nao é (X, {p)-focal entao a aplicacao V 3 v — v(b)
(recorde (6.1.12)) é um isomorfismo sobre IR"™ e portanto V é um comple-
mentar fechado de K em K# formado por aplicacoes de classe C> (j& que
R é C™); obtemos entdo um operador de projeciao de K7 sobre K que leva
aplicacoes de classe C*° em aplicacoes de classe C'°.

Para completar a demonstracao é suficiente encontrar um operador de
projecdo de H# sobre K# que leva aplicacoes de classe C™ em aplicacoes de

10Uma aplicac@o v: [a,b] — IR"™ é dita de classe C*° quando v admite uma extensao
de classe C°° a um intervalo aberto em IR contendo [a, b].
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classe C*°; observe primeiramente que, ja que D é de classe C'°°, podemos
supor que o referencial (Yi)f:l que define F# também é de classe C™. Seja
V um complementar fechado de K# N S# em S#: segue do Corolério 6.3.7
que H# = K# @ V. Seja v € H¥ uma aplicacio de classe C* e escreva
v=uv+vecomuv; € K#Fevy eV C S#; a demonstragao ficard completa
se mostrarmos que v; (ou, equivalentemente, vy) também é de classe C'°.
Com esse objetivo observe que F7#(v) = F#(vy) + F7#(v3) é de classe C™ e
portanto z = F#(vg) é de classe C™, ja que F'#(v1) é constante. Escrevendo
vy = Y (f) (onde ¢ é definido em (6.3.18)) obtemos

(6.3.21) FE@(f) = =,

onde F#(y)(f)) é dado em (6.3.19), A, B, C, 2 sdo de classe O e B(t) é
inversivel para todo ¢; de (6.3.21), segue agora facilmente por indugao em
p que f é de classe CP para todo p e portanto f (e também v9) é de classe
. O

OBSERVAGAO 6.3.10. Se 3: [a,b] — IR*" é uma aplicacdo de classe C'!
fixada entao o operador

o: H([a,b], R*) — C°([a, b], R)

dado por o(f)(s) = [’ B(r)f(r)dr admite uma extensdo continua para
C%([a, b], ]Rk); de fato, usando integracdo por partes podemos reescrever o
sob a forma:

o(f)(s) = B(s)f(s) — Bla)f(a) — /S B(r)f(r)dr, s € [a,b].

Recorde que X,¢q denota o sistema reduzido associado a X e ao referen-
cial (Y;)¥_, (vide Definicdo 6.2.9) e que Lo denota sempre o Lagrangeano
{0} @ IR"*. Por argumentos andlogos aos usados na demonstracao do Le-
ma 6.3.5 mostra-se também o seguinte:

LEMA 6.3.11. Considere a aplicagdo quociente
(6.3.22) q: L*([a,b], R*") — L?([a,b], R"") /Cte,

onde Cte denota o subespaco de LQ([a, b],Rk*) formado pelas aplicacdes
constantes. Se t = b ndao € um instante (Xyed, Lo)-focal entdao qo F leva S
isomorficamente sobre L*([a, b], IR*") /Cte.

DEMONSTRAGAO. Temos um isomorfismo topolégico
¢: H(%([(%b]vﬂ%k) — S

dado por ¥(f)(s) = Zle fi(s)Yi(s) para todo s € [a,b], onde f(s) =
(f1(8),. .., fx(s)) e Hi([a,b], IR¥) é definido por:

Hg([a,b], IR*) = {f € H'([a,b], R") : f(a) = f(b) = 0},

Vamos mostrar que q o F o é um isomorfismo sobre LQ([a, b], ]Rk*) /Cte;
a expressao para F(i(f)) é dada em (6.3.19). Argumentando como na
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demonstragao do Lema 6.3.5 vemos que qo F'o) é uma perturbagao compacta
do operador

(6.3.23) Hy([a,b], R*) > f — Bf' + Cte € L*([a, b], R*") /Cte.

Como B(s) é definida negativa para todo s nao ¢é dificil mostrar que (6.3.23) é
um isomorfismo (para detalhes, vide Observagao 6.3.16 adiante); dai qo Fot)
é uma perturbacao compacta de um isomorfismo e pelo Corolario 5.2.29
vemos que, para completar a demonstragao, é suficiente mostrar que qoF'ot) é
injetor quando ¢ = bnao é (X,eq, Lo)-focal. Levando em conta (6.3.17) vemos
que o nucleo de q o F o consiste das aplicagdes f tais que f(a) = f(b) =0
e tais que v = Zle fiY; pertence a K N'S; mas o Lema 6.2.10 nos diz que
v € KNS se e somente se f é uma solucdo do sistema reduzido X,eq. Como
t = b nao é (Xyeq, Lo)-focal segue que nao existe uma solugao f nao nula de
Xreq tal que f(a) = f(b) = 0; isso completa a demonstragao. O

COROLARIO 6.3.12. Se t = b ndo ¢ (Xyeq, Lo)-focal e se q denota a
aplicagao quociente dada em (6.3.22) entdao o operador qoF' € sobrejetor. [

COROLARIO 6.3.13. Se t = b nao € (Xieq, Lo)-focal entao H =K & S.
DEMONSTRAGAO. Segue do fato que K = Ker(qo F)). O

COROLARIO 6.3.14. Se t = b nao é (Xyeq, Lo)-focal entao o nicleo de
Iixx coincide com o nicleo de I em H, ou seja:

Ker(I|kxx) = Ker(I).

DEMONSTRAGAO. Segue da Proposicao 6.1.23 que Ker(I) C K e por-
tanto Ker(I) C Ker(I|xxx); se t = b nao é (Xyea, Lo)-focal entao a inclusdo
Ker(I|xxx) C Ker(I) segue do Coroldrio 6.3.13 e do Lema 6.2.13. O

Assim como o Corolario 6.3.9, o coroldrio abaixo nao serd usado na
demonstragao do Teorema do Indice, mas apenas na Observagao 6.2.25.

COROLARIO 6.3.15. Suponha que R e D sejam de classe C®; se t = b
nao € (Xred, Lo)-focal entdo existe um operador de proje¢ao limitado

7 H'([a,b], R") — K
tal que w(v) € de classe C™° sempre que v for de classe C*°.

DEMONSTRAGAO. Se Py C IR"™ denota um complementar qualquer de P
em IR"™ entdo o espaco das aplicagdes afins v com v(a) € Py é um comple-
mentar fechado de H em H'([a,b], IR") formado apenas por aplicacoes de
classe C*°; dai obtemos um operador de projecio de H'([a,b], IR") sobre H
que leva aplicagoes de classe C'™ em aplicagoes de classe C*°. Para comple-
tar a demonstracao ¢é suficiente mostrar que existe um projetor de H sobre
K que leva aplicagoes de classe C'™° em aplicagoes de classe C°. Como t =b
nao é (Xyeq, Lo)-focal, o Coroldrio 6.3.13 nos diz que H = K& S; dado v € H
de classe C*° com v = vy + vo, v1 € K, v € S, vamos mostrar que vy é de
classe C* e a demonstragao ficard completa. Argumentamos entdo como
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na demonstracao do Corolario 6.3.9: temos que F(v) = F(v1) + F(v3) é de
classe C* e como F'(v1) é constante segue que F(ve) = z é de classe C;
escrevemos entao vy = ¥(f) e usando (6.3.19) e F(¢(f)) = z concluimos
que f (e portanto vy e v1) é de classe C*°. O

OBSERVAQAO 6.3.16. Vamos mostrar que (6.3.23) é um isomorfismo;
como B(s)~! é uma forma bilinear simétrica definida negativa em IR*" para
todo s, é facil ver que a integral fa B(s)~! ds também é uma forma bilinear

simétrica definida negativa (e em particular nao-degenerada) em IR**. Se f
pertence ao nicleo de (6.3.23) entao B(s) f'(s) = ¢ para quase todo s € [a, D]
e para alguma constante ¢ € IR¥"; além do mais f(a) = f(b) = 0. Dai

1)~ f0)= ([ 8(5)7 s (0) = 0,

donde ¢ = 0 e f = 0. Isso mostra que (6.3.23) é injetor. Para a sobreje-
tividade seja z € L?([a, b],]Rk*); queremos determinar f € H'([a,b], IR¥) e
uma constante ¢ € IR*" de modo que f(a) = f(b) =0e

(6.3.24) B(s)f'(s) = 2(s) + ¢,

para quase todo s € [a,b]. Obviamente, dado um valor para ¢ € IRF"

a identidade (6.3.24) determina uma tnica funcio f € H'([a,b], IR¥) com
f(a) = 0; o valor de f(b) sera entao dado por:

(6.3.25) / B(s)Lz(s)ds + (/ab%(s)—l ds) (o).

A inversibilidade de fa B(s)~! ds nos permite determinar ¢ € IRF * que anula
o lado direito de (6.3.25), o que completa a demonstracao da sobrejetividade
de (6.3.23).

Nosso objetivo agora é mostrar que a restricdo de I# a K# é RPCIP
(recorde Definigao 5.2.61); para isso devemos introduzir algumas construgoes
auxiliares. Para cada s € [a,b], como g é definida negativa em Ds, temos
uma decomposicao em soma direta:

(6.3.26) R" =D, ® DL,

onde o complemento ortogonal é tomado com respeito a g (vide Propo-
sicao 1.1.11). Podemos entao, para cada s € [a,b], definir um produto
interno definido positivo g*(s) em IR" declarando que Dy e D sejam gt (s)-
ortogonais, g7 (s) seja igual a g em DL e igual a —g em D,; denotando por
m(s): IR™ — D, a projegao com respeito a decomposigao (6.3.26) entdo uma
férmula explicita para g™ (s) é dada por:

(6.3.27) g (s)(v,w) = g(v,w) — 2g(n(s)v,w(s)w), v,we R"

Na verdade, estaremos mais interessados numa férmula para g em termos
de g™ (s):

(6.3.28)  g(v,w) =g"(s)(v,w) —2¢"(s)(w(s)v,m(s)w), wv,weE R"



260 6. SISTEMAS DIFERENCIAIS SIMPLETICOS

OBSERVAGAO 6.3.17. E fécil mostrar que s — =(s) € L£(IR") é uma
aplicacdo de classe C?; de fato, como g é definida negativa em D, podemos
aplicar o processo de Ortonormalizacio de Gram-Schmidt na base (Yi(s))¥_;
de D, obtendo uma base g-ortonormal (Y;(s))¥_; de Ds. Obviamente as
aplicagoes s — Y;(s) sdo de classe C2; daf 7(s) é dada por:

k
(6.3.29) m(s)(v) = =Y g(v,Yi(s))Yi(s),
=1

para todos s € [a,b], v € IR". Segue entdo que s — 7(s) é de classe C?;
usando (6.3.27) vemos também que s — g7 (s) € Bgm (IR™) é de classe C2.
Da continuidade de s — g*(s) segue que:

inf gt (s)(v,v) >0, sup g (s)(v,v) < +oo,

se[a,b] SE[a,b]
llvll=1 lvll=1
onde [|-|| denota a norma Euclideana de IR™; dai vé-se facilmente que

b
L2(la, b, R") x L2([a, b], R") 5 (u,w)H/ g (5)(0(s), w(s)) ds

define um produto interno em L?([a,b], IR") equivalente a (5.1.19). Segue
entdo (vide Exemplo 5.1.38 ou, mais especificamente, férmula (5.1.32)) que
o produto interno (-,-) em H'([a,b], IR"™) definido por
b

(6.3.30) (v,w) = g"(a)(v(a), w(a)) +/ gt (s)(V'(s),w'(s)) ds

a
induz a topologia usual do espago Hilbertizavel H([a,b], IR"). Recorde
também que, pela Observacio 5.2.63, a condi¢do “I? |4 c# é RPCIP” ndo
depende do particular produto interno escolhido em K#, desde que esse
produto interno induza a topologia padrao de K# (i.e., a topologia induzida
pelo espago Hilbertizével H([a,b], IR")). Estamos em condicio agora de
demonstrar o seguinte:

LEMA 6.3.18. A restricio de I# o K# é RPCIP.

DEMONSTRAGAO. Considere os produtos internos g*(s) definidos em
(6.3.27); usando (6.3.28), vemos que I* pode ser escrito na forma:

b
I (v,w) = / g (', w') = 29" (7 (v'), m(w)) + g(R(v),w) ds
= S(v(a),w(a)) + O (v(b), w(b)),

onde omitimos o parametro s por simplicidade. A estratégia da demons-
tragao é usar a idéia explicada no Exemplo 5.2.64; vamos mostrar entao que
a diferenca entre I7 |4, c# e a restricdo do produto interno (6.3.30) a K# é
uma forma bilinear (simétrica) representada por um operador compacto de
KC#. Para isso, é suficiente mostrar que essa forma bilinear é continua com
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respeito & topologia 7o induzida por C°([a, b], IR™) em K7; esse fato seguird
facilmente se mostrarmos que o operador linear

K# 3 v— n(v') € L*([a, b], R™)

é continuo com respeito & topologia 79 em K#. Usando (6.3.29) vemos que
é suficiente mostrar que, dada uma aplicacao D-horizontal Y: [a,b] — IR"™
de classe C? entdo o operador linear

K# 30— 0(v) = g(v',Y) € L*([a, b], IR)

é continuo em K# munido de 7p. Seja Cte o subespaco de L?([a,b], IR)
formado pelas aplicagOes constantes e denote por

(6.3.31) q: L*([a,b], R) — L*([a,b], R)/Cte

a aplicacdo quociente; recordando (6.2.5), vemos que qo § = q o #; onde
01: K#* — L?([a,b], IR) é o operador linear dado por:

01(v)(s) = /Sg(v’(r),Y/(T)) +g(R(r)v(r),Y (r)) dr,

para todo s € [a,b]. Argumentando como na Observagao 6.3.10, vemos que
61 é continuo em (K7, 7)) e logo qo 6 é continuo em (K#,79); além do mais,
o funcional linear

b b
K# 30— / O(v) = / g(v'(s),Y(s))ds € R

é continuo em (IC#,TO), pelo argumento usado na Observacao 6.3.10. A
continuidade de 6 em (K#,7) segue agora da Observacio 6.3.21 adiante;
isso completa a demonstragao. ([l

COROLARIO 6.3.19. A restrigio de I a K é RPCIP; em particular I|icxx
tem indice finito:

DEMONSTRAGAO. O fato que a restricao de I a K é RPCIP segue da
Observagao 5.2.65, ja que I|xcxi é a restricio a K de I7 sy c#; 0 fato que
I tem indice finito em K segue do Lema 5.2.67. (|

COROLARIO 6.3.20. Suponha que t = b ndo é nem um instante (X, {g)-
focal nem um instante (Xyea, Lo)-focal. Seja (Rp)m>1 uma seqiiéncia de
aplicagoes continuas Ry, : [a,b] — L(IR™) que converge uniformemente para
R em [a,b] e tal que Ry, (t) € um operador g-simétrico para todo m > 1 e
todo t € la,b]; seja Xy, o sistema diferencial simplético correspondente a
equagao de Morse-Sturm v"(t) = Ry, (t) - v(t). Denote por I, € Bsim(H) a
forma do indice correspondente ao par (X, o) e por K, o subespago de H
definido a partir de X, e da distribuicao mazximal negativa D em analogia a
(6.2.16) (i.e., troque X por X, em (6.2.16)). Dai, para m suficientemente
grande o indice de I, em K., € igual ao indice de I em IC, ou seja:

n_ (Il xim ) = - (Il xk)-
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DEMONSTRAGAO. Considere o operador Fjy : H# — L?([a,b], ]Rk*) de-
finido como em (6.3.15) trocando R por R,, e seja F), a restrigao de FY a
H; temos que K, = Ker(qo F,;,) onde q é a aplicagdo quociente dada em
(6.3.22). E fécil ver que (F,)m>1 converge para F em L(H, L*([a, b], R*"))
e que (I, )m>1 converge para I em Bgim(H). Como t = b nao é (Xyeq, Lo)-
focal segue do Corolario 6.3.12 que q o F' é sobrejetor e como t = b nao é
(X, £y)-focal a Proposigao 6.1.23 e o Corolério 6.3.14 implicam que I|icxi é
nao-degenerada; a conclusao segue entao da Observagao 5.2.85. (]

OBSERVAGAO 6.3.21. Denote por q a aplicacao quociente (6.3.31); é facil
ver que o operador

L*([a,b, R) > f +— (a(f), [} f) € (L*([a,0], R)/Cte) & R

é um isomorfismo topoldgico. Dai, se v — 0(v) é uma aplicacao tomando
valores em L?([a,b], IR) (definida num espaco topolégico qualquer) entdo a
continuidade de 6 é equivalente a continuidade de ambas as aplicagoes q o 0
evis [20(v).

A forma bilinear I* nao é em geral RPCIP em todo o espaco H” (na
verdade, usando o Lema 6.2.1 é facil mostrar que 7 é RPCIP em H¥ se e
somente se g é definida positiva). Mostraremos, no entanto, a seguir que 17
é sempre representada por um operador de Fredholm de indice zero em H¥:
recorde que essa condicao nao depende da escolha particular de produto
interno no espaco Hilbertizavel H# (vide Observacio 5.2.31).

LEMA 6.3.22. A forma bilinear simétrica I* é representada por um ope-
rador de Fredholm de indice zero em H¥ .

DEMONSTRAGAO. Considere a forma bilinear simétrica
T: H'([a,b), R") x H'([a,b], R") — R

definida pela mesma férmula (6.3.4) que define I# (mais precisamente, fa-
zemos t = b em (6.3.4)); dai I é uma extensdo de I”. Como H* tem co-
dimensdo finita em H!([a,b], IR") (a saber: tal co-dimensao é co-dimpn P),
segue do Exemplo 5.2.30 que para mostrar que 17 é representada por um
operador de Fredholm de fndice zero em H# é suficiente mostrar que I é
representada por um operador de Fredholm de indice zero em H'([a, b], IR");
com esse objetivo considere o produto interno em H'([a,b], IR") dado por:

b
(6.3.32) (v,w) = (v(a),w(a)) +/ (v'(s),w'(s))ds,

onde os produtos (-, -) que aparecem do lado direito da igualdade (6.3.32) sao
simplesmente o produto interno canonico de IR™. O isomorfismo g: IR" —
IR™ corresponde a um isomorfismo ¢g: IR™ — IR"™ quando identificamos
R™ = IR™ (através do produto interno canoénico); esse tltimo induz um
isomorfismo topolégico:

(6.3.33) H'([a,b], R") > v+ gv € H'([a,b], R"),
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onde (gv)(t) = gv(t) para todo t € [a,b]. O isomorfismo (6.3.33) representa
a forma bilinear simétrica

b
(6.3.34) (v,w) — g(v(a),w(a)) +/ g(v'(s),w'(s)) ds

em H'([a,b], IR™); é facil ver que a diferenga entre (6.3.34) e I é uma for-
ma bilinear continua com respeito & topologia induzida por C([a,b], IR"™)
em H!([a,b],IR"). Pelo Exemplo 5.2.64, vemos que I é representada por
uma perturbagao compacta de um isomorfismo e a conclusao segue do Co-
rolério 5.2.29. O

COROLARIO 6.3.23. Se I# € ndo-degenerada em H¥, i.e., se Ker(I#) =
{0} entdo I ¢ representada por um isomorfismo de H¥ . O

Nosso objetivo agora é calcular o ntcleo de I# em K# (supondo I#
nao-degenerada em H*); comecamos com o seguinte:

LEMA 6.3.24. Os espacos K7 e S sdo I -ortogonais, i.e., I (v,w) =0
sempre que v € K# ew € S.

DEMONSTRAGAO. Essencialmente idéntica & prova do Lema 6.2.13. [

LEMA 6.3.25. O subespaco K# +S € fechado em H# e sua co-dimensdo
é (finita e) igual a dimensdo de KNS, ou seja:

co-dimy ¢ (IC# +8) =dim(KNS) < +oo.

DEMONSTRAGAO. Observe primeiramente que a aplicagao v — v(b) in-
duz por passagem ao quociente um isomorfismo entre S# /S e Dy, donde
concluimos que

S#

e em particular S tem co-dimensdo finita em S¥; tendo em mente a Obser-
vacao 6.3.1 e o Corolario 6.3.7 segue entdao do Coroldrio 5.2.18 que K# + S
é fechado em H#. Vamos agora calcular a co-dimensio de K# 4+ S em H7.
Pelo Corolario 6.3.7 vemos que a aplicagao

. S* HH#
YTSs T KEES

induzida por passagem ao quociente da inclusao é sobrejetora; o nticleo de i
é dado por:

oo (KFES)nst _ (K#ns)+s, Khnst
(6.3.36) Ker(i) = 5 = S - (K#nS#)nS
_K#ns#

KNS
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Usando (6.3.36), (6.3.35) e o Corolério 6.3.8 calculamos:

co-dimy, (/C N S) = dim (lC#+S> = dlm(Im(l))

= dim i# — dim w
B S Kns
=k— (k—dim(KNS)) =dim(KLNS). O

Finalmente podemos calcular o ntcleo de I# em K#:

LEMA 6.3.26. Se I* € ndo-degenerada em H¥*, i.e., se Ker(I#) = {0}
entao:
Ker(I#\K#XK#) = IC N S

DEMONSTRAGAO. Segue do Lema 6.3.24 que:
KNS c Ker(I#|;C#X;c#)S

para completar a demonstracao é suficiente mostrar que o ntcleo de I# em
K# tem dimensao menor ou igual & dimenséao de NS. Se T': H#* — H# de-
nota o operador linear que representa I# (com respeito a um produto interno
qualquer compativel com a topologia de H#) entdo segue do Lema 6.3.24
que:

Ker (I |jcs o ) € {v € H# : I (v, Nt ts) =0}
=T '((K* +8)Y);
pelo Lema 6.3.25 vemos que:
dim((K# + 8)*) = co-dimy (K# + S) = dim(K N S)

e o Corolario 6.3.23 implica que T' é um isomorfismo. Isso completa a de-
monstracao. [l

6.3.2. O truque da reparametrizagao afim. Nesta subse¢do que-
remos estudar a evolugao do indice de I; em K; (i.e., da funcao i(t)) e do
indice de It# em ICZéﬁ quando ¢ varia em |a, b]; para isso vamos usar as técnicas
estudadas na Subsecao 5.2.4. O problema aqui é que os espacos K; e Kfﬁ
sao subespagos de ’H,# e esse espaco depende de t. A estratégia entao é usar
reparametrizacoes afins para identificar aplicacGes definidas em intervalos
diferentes; obteremos entao identificacGes dos espacos HZ% com um espaco
de Hilbert fixo.

Nesta subsecao as convengoes e notagoes sao as mesmas da Secao 6.3 e
da Subsecao 6.3.1; todos os resultados da subsecao sao demonstrados sob a
hipétese que R é uma aplicacio de classe C! (tal hipStese serd repetida em
cada enunciado, por questoes de clareza).

Seja t € ]a, b]; como foi discutido no Exemplo 5.1.45, temos um isomor-
fismo topoldgico

d)t: Hl([ov 1]’Rn) — Hl([avt]vﬂn)
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que leva cada aplicagao v: [0,1] — IR™ sobre a aplicagao v: [a,t] — IR"™
obtida de ¥ por reparametrizacao afim; mais explicitamente, definimos
(6.3.37) ¢1(0) = v,

onde v(s) = v(us) para todo s € [a,t] e us é definido por:
s—a

(6.3.38) Us = Ugp = Pt

Com um certo abuso de notagao, denotaremos também por ¢; o isomorfismo
topoldgico:

¢r: L2([0,1), R*) = L?([a, t], R¥")
definido também por (6.3.37); mais geralmente, qualquer operador obtido por
restricao de ¢y serd denotado por ¢. Para uso posterior resolvemos (6.3.38)
em termos de s e definimos:

(6.3.39) Sy = Syt = a+u(t —a).

Observe que os subespacos fechados H = ¢; ' (Hy) e H# = ¢f I(Hf& ) de
H'([0,1], IR") nio dependem de t € ]a, b]; de fato, temos:
H* = {o € H'([0,1], R") : 5(0) € P},
H={oe H'([0,1],R"): 5(0) € P, 9(1) = 0}.
Para todo t € |a, b] definimos os subespagos:
Kf = o7t (KF) c i, SF =o' (S) c 7P,
Ki=¢;'(Ke) CH, Si=¢,"(S)CH,

e daf segue trivialmente de (6.3.6) que Ky = K¥ NH ¢ 8, = S¥ NH. Definimos
também:

(6.3.40) I = ¢; (It#) = I (b ), Iy = o7 (L) = L(op-, br);
daf ft# € /Bsim (7:(#), I, € Bgm (7:{) e ft# é uma extensio de I; para todo
t € la,b]. E claro que:

n-(Lilg,,) = n-(Ilcoac) = i0), no (I [ o) = (I e )
para todo t € |a,b]. Temos a seguinte férmula explicita para ft# :

(6.3.41) ff(@,w)—/ MQ@%%)M’(%))+9(R<S)®(us),w(us))d8

— S8(5(0),w(0)) + ©(8(1),w(1)),

para todos v, w € H#.
Para cada t € ]a, b] definimos um operador limitado

Ft#: 'Hfﬁ — LZ([a,t],Bk*)
correspondente ao sistema diferencial simplético X |[a,t] em analogia ao ope-

rador F'# dado em (6.3.14); mais explicitamente, Ft# ¢ definido precisamente
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pela mesma férmula (6.3.15) que define F7, mas agora a varidvel s percorre
apenas o intervalo [a,t]. Em analogia a (6.3.16) definimos também:

F = Ft#]Ht: Hy — LQ([a,t],Rk*);

se Cte; denota o subespaco de L2([a, t],IRk*) formado pelas funcoes cons-
tantes entao obviamente, como em (6.3.17), temos:

(6.3.42) K¢ = F, ' (Ctey), K = (F7)'(Cte,).
Definimos agora:
EF = o7 o FF o gy H* — L2([0,1], RFY),

Fy=¢; o Fyo g H— L*([0,1], RM);
obviamente segue de (6.3.42) que:
(6.3.43) K= F Y (Cte), K = ()7 (Cte),
onde Cte C L? ([0, 1], JRk*) denota o subespago formado pelas fungoes cons-
tantes. Temos a seguinte férmula explicita para Ft#:

1

(6.3.44) Ef(0)(u); = 9(?'(u), Yi(su)) — / =

(0w, V()

+9(R(r)o(uy), Yi(r)) dr,

t—a

para todos o € H#, u € 0,1 ei=1,... k.
Vamos agora mostrar a regularidade dos objetos introduzidos até o mo-
mento nesta subsecao.

LEMA 6.3.27. Se R ¢ de classe C' entao a aplicagio
(6.3.45) I#: )a,b] 3t — I € Byim (7:[#)
¢ de classe C'.

DEMONSTRAGAO. Uma mudanga de varidvel afim na integral em (6.3.41)
nos da a seguinte férmula alternativa para It# :

(6.3.46)
1
I (0,) = - ! / 9 (' (w), @' (w)) du — S(2(0), #(0)) + ©(6(1), (1))
0

—a

1
+(t— a)/o g(R(su)ﬁ(u), w(u)) du,

para todos v, w € H#. Considere o operador linear
o: C°([0,1], L(R"™)) — B(H*)
dado por:



6.3. A DEMONSTRACAO DO TEOREMA DO iNDICE 267

para todos R € C°([0,1], L(IR")) e 0,10 € H#; 6 facil ver que o é limitado.
Como R é de classe C, segue do Exemplo 5.1.66 que a aplicacio

(6.3.47) [a,b] 5t — Ry € C°([0,1], L(IR™))

dada por R¢(u) = R(sy) = R(a+ u(t — a)), u € 0,1], é de classe C*; daf a
composta de o com (6.3.47) é de classe C'. Usando (6.3.46) é facil ver que
a diferenca entre (6.3.45) e t — (t —a)o(R¢) é de classe C*°, o que completa
a demonstracao. O

COROLARIO 6.3.28. Se R € de classe C' entio a aplicacio
I: la,b] >t — I € Bsim('l:[)
¢ de classe C'.

DEMONSTRAGAO. De (6.3.5) vemos que I, = jt#|71x717 a conclusao segue.
O

OBSERVAGAO 6.3.29. Argumentos similares aos usados na demonstragao
do Lema 6.3.27 mostram que se R é de classe C'! entdo a aplicacao

Ja,b] 3t — Jp = (t — a)l; € By (H)

admite uma extensdo de classe C'! para o intervalo fechado [a, b]; explicita-
mente, tal extensao é dada por:

1
(6.3.48) T(60) = / 9(2'(w), @' () du,
0
para todos 0, % € H. Essa observagao serd usada na Subsegao 6.3.3 a seguir.
LEMA 6.3.30. Se R ¢ de classe C' entdo a aplicacdo
(6.3.49) F#: a,b] 3t — FY € L(H?,L%([0,1], R*"))
¢ de classe C.

DEMONSTRACAO. Fazendo uma mudanca de varidvel afim na integral
em (6.3.44) obtemos a seguinte férmula alternativa para Ft#:

1
t—a

(63.50) FF(0)(u); = —— g(#(u), Yi(s.)) — /0 9(¥ (2), Y{ (52))
+ (t — a)g(R(s2)0(x), Yi(ss)) da,
para todos v € 7:{#, ue 0,1l ei=1,..., k. Considerando identificacoes

c(#*, P (0,1, )
k

P c(r#, L(0,1], R)),
k

L(H*, L*([0,1], R*"))

1

I
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vemos que € suficiente demonstrar que cada uma das k£ coordenadas de
(6.3.49) é de classe C'; com esse objetivo, definimos operadores lineares
o1, 02: CO([0,1], R") — L(H*, L*([0,1], R))
e um operador bilinear
o3: CU([0,1], L(R™)) x C°([0,1], R™) — L(H#, L*([0,1], R))

fazendo:

a1 (Y)(0
(

g(¥' (), Y(u)),
Ug(y) /(.T

)(w)
0)(u) 9(?'(2), Y()) dz,

0

7R V)0)0) = [ g(Riz)ile). Via)) da.

para todos © € H# eue [0, 1]. E facil ver que os operadores o1, 0y € 03 SA0
limitados; além do mais, segue de (6.3.50) que:

(EF), = ——1(0) = 02 (1) — (¢ = a)os(Re, D),

i t—a
para todos t € |a,b] e i =1,...,k, onde:
Ve(u) = Yi(su), Vi(u) =Y (su), Ri(u) = R(su),

para todo u € [0,1] e s, é definido em (6.3.39). Como R é de classe C! e Y;
é de classe C? segue do Exemplo 5.1.66 que as aplicacoes

[a,b] 5t +— Y, € C°([0,1], R"), [a,b] >t+— Y; € CO([0,1],R"),
[a,b] > t — Ry € CO([0,1], L(IR™)),

sdo de classe C'. Isso completa a demonstracao. ([

COROLARIO 6.3.31. Se R € de classe C! entdo (l@f)
C' de subespacos de H# .

tejap € WMa familia

DEMONSTRAGAO. Temos que I@f = Ker(q o Ft#), onde q denota a apli-

cacdo quociente sobre L?([0, 1],11%“) /Cte (recorde (6.3.43)); a conclusao
segue do Corolario 6.3.6 e do Lema 5.2.78. U

COROLARIO 6.3.32. Se R € de classe O entdo o indice de It# em ICZQE

¢ constante quando t percorre um subintervalo de |a,b] onde It# € nao-
degenerada e onde nao existam instantes (Xyeq, Lo)-focais.

DEMONSTRACAO. Se It# é nao-degenerada e se t nao é (Xyeq, Lo)-focal
entao os Lemas 6.2.10 e 6.3.26 implicam que It# é nao-degenerada em ICZ#ﬁ ;

portanto ff ¢é nao-degenerada em I@f . A conclusao segue agora da Obser-
vagao 5.2.84, tendo em mente os Lemas 6.3.18, 6.3.27 e o Corolario 6.3.31
(vide também (6.3.40) e a Observagao 5.2.62). O
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COROLARIO 6.3.33. Se R € de classe C' entdo a aplicagdo
F:a,b) >t — Fy € L(H, L*([0,1], R¥))
¢ de classe C.

DEMONSTRAGAO. Segue trivialmente do Lema 6.3.30 e da observagao
que F} é a restricao de Ft# a H. O

COROLARIO 6.3.34. Se R € de classe C' entdo (Iét)te]a,b] € uma familia

C' de subespacos de H em qualquer subintervalo de ]a,b] que ndao contenha
instantes (Xryea, Lo)-focais.

DEMONSTRAGAO. Similar & demonstracao do Coroldrio 6.3.31, usando
o Corolério 6.3.12 em vez do Corolario 6.3.6. O

COROLARIO 6.3.35. Suponha que R € de classe C; entdo a fungdo i(t) =
n_ (Itflctxlct) é constante em qualquer subintervalo de |a,b] que nao contenha
instantes (X, £p)-focais nem instantes (Xyed, Lo)-focais.

DEMONSTRAGAO. Se t € |a,b] ndo é (X, {p)-focal nem (X,eq, Lo)-focal
entao segue da Proposigdo 6.1.23 e do Corolario 6.3.14 que I; é nao-dege-
nerada em K; e portanto ft ¢é nao-degenerada em I@t; a conclusao é obtida
entao a partir da Observacao 5.2.84 tendo em mente os Corolérios 6.3.28 e
6.3.34 (vide também (6.3.40) e a Observagao 5.2.62). O

OBSERVAGAO 6.3.36. Argumentos similares aos usados na demonstragao
do Lema 6.3.30 mostram que se R é de classe C! entdo a aplicacao

Ja,b] 3t Fy = (t —a)F, € L(H, L*([0,1], R*"))

admite uma extensdo de classe C'! para o intervalo fechado [a, b]; explicita-
mente, tal extensao é dada por:

(6.3.51) Fa(®)(w)i = g(9'(u), Yi(a)),

para todos 0 € H, u € [0,1] e i = 1,..., k. Essa observacao serd usada na
Subsecao 6.3.3 a seguir.

No proximo lema calculamos a restrigdo da derivada de t — I, a0 nucleo
de I;:

LEMA 6.3.37. Denote por Vi o conjunto das (X |44, lo)-solucdes; sejam
v,w € Vi NHy e escreva © = ¢; ' (v), w0 = ¢; ' (w). Se R ¢ de classe C*
entdo vale a identidade:

(ift> (0,) = —g(v'(t), w'(t)).

DEMONSTRAGAO. O operador de avaliagdo em (0,w) definido por

~

Bsim(H) 3 0 — o(0,w) € R
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¢ linear limitado donde segue que:

d.\,. . dorr o
(31) 0.0 = 5 [iov o)
recordando que I;(9, ) coincide com o lado direito da igualdade em (6.3.41)
calculamos (vide também Observacao 6.3.39 adiante):

(6.3.52)

%[ft(@,w)} _ (t_la)2g(@f(1),w/(1)) - (t_za)?)/ (8 (), 1 (us)) ds

1

~ i [ = o ) + 90w )] s

1 ! A . A A
- = /| e @R ). 0)) + 9 (R(s)o0). 0 ()] d.
onde usamos o fato que v(1) = w(1) = 0. Reescrevendo o lado direito de
(6.3.52) em termos de v, w e usando a g-simetria de R(s) obtemos:

d
dt
1

t
(6.3.53) — [L(d,w)] = g(v'(t),w'(t)) — / 2g(v'(s),w'(s)) ds

t—a

Ct-a / (s —a)[g(v",w') + g(v', ") + g(v, Rw) + g(Rv, w')] ds,

onde todos os objetos que aparecem na segunda integral sao avaliados no
instante s. Usando o fato que v, w € V; podemos eliminar os termos envol-
vendo R em (6.3.53) e dai:
dor o
(o, 0)] = g('(0), w/(1)
2) t
- m g(vlv w/) + (S - CL) [g(vuv U)/) + g(vlv w//)] ds
a
=g(v'(t),w'(t)) — 2 /t 4 (s —a)g(v',w')] ds
’ t—a ), ds ’
= —g(v'(t),w'(1)). O
COROLARIO 6.3.38. Suponha que R € de classe C'. Se tq € |a,b] é um
instante focal nao-degenerado para (X, {y) e se to nao € focal para (Xed, Lo)
entao:
(6.3.54) i(to —e) =i(to) + n— (g’V[tO]LXW[tO]L),
para todo € > 0 suficientemente pequeno, onde o complemento ortogonal em
V[to]* € tomado com respeito a g; set < b entio temos também:

(6355) i(to + E) = ’i(to) + n4 (g|V[t0]l><V[t0]l)7
(6.3.56) i(to +¢) —i(to — ) = sgn(to),

para todo € > 0 suficientemente pequeno.
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DEMONSTRAGAO. Para demonstrar (6.3.55) nossa estratégia serd usar o
Teorema 5.2.80 para a curva t — I; € Beim (7:(), para mostrar (6.3.54) usa-
remos o Teorema 5.2.80 para a curva t — I_, e (6.3.56) seguiré entdo sub-
traindo (6.3.54) de (6.3.55) (ou do Corolério 5.2.81). Procedemos entao com
a verificagao das hipdteses do Teorema 5.2.80. Primeiramente observe que,
como tg ndo é um instante (X;eq, Lo)-focal, entdo nao ha instantes (Xyed, Lo)-
focais numa vizinhanca de ¢y em [a, b]; nessa vizinhanca temos que (’ét)te]a,b]
é uma familia C' de subespacos de H pelo Coroldrio 6.3.34. Sabemos que
t— ft é uma curva de classe C' em Bqjpy (7:() (vide Corolério 6.3.28) e que fto
é RPCIP em Ky, (vide Corolério 6.3.19 e Observacio 5.2.62). Resta agora
calcular a forma bilinear simétrica IT; tendo em mente a Proposigao 6.1.23, o
Corolario 6.3.14 e o Exemplo 5.2.83 vemos que It ¢ simplesmente a restrigao
de %ft ao espago IN dado por:

N = {¢;'(v) : v € Vy, v(to) =0} = ¢, (Vi N'Hyp).

Segue de (6.1.18) que temos um isomorfismo

‘tzt()

(6.3.57) N 39— ' (ty) € V[to]*

onde v denota ¢y, (v); o Lema 6.3.37 nos diz entao que a restricao de %ft i—to
a N é o pull-back por (6.3.57) da restricio de —g a V[to]*. Isso completa a
demonstragao. O

OBSERVAGAO 6.3.39. Vamos justificar a validade da derivada calculada
em (6.3.52) com mais cuidado. Como v,w € V;, vemos que v e w sado
aplicacdes de classe C? no intervalo [a, ] e portanto © e w sdo aplicacoes de
classe C? no intervalo [0,1]; é facil ver que podemos estender ¢ e @ para
aplicacoes de classe C? definidas em toda a reta IR (declarando que 9,
devem coincidir em [1,+oo[ com seus respectivos polinémios de Taylor de
grau 2 em torno de 1; de modo similar definimos as extensoes para |—oo, 0]).
Obviamente podemos também estender R para uma aplicacao continua em
toda a reta; dai podemos ver o integrando em (6.3.41) como uma aplicac¢ao
continua

R x (R\ {a}) > (s,t) —> 7(s,t) € R

cuja derivada com respeito a ¢ ainda é continua no par (s,t). E facil ver
entao que a aplicacao

R x (R\ {a}) > (1, t2) — /tl (s, ts)ds € IR

tem derivadas parciais continuas e portanto é de classe C; sua derivada ao
longo da diagonal t — (¢,t) é dada por:

d [t tor

— T(s,t)ds = 7(¢t,t —(s,t)ds

G | s =0+ [ Frenas

para todo t # a.
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LEMA 6.3.40. Suponha que R ¢é de classe C' e que to € |a,b] ¢ tal que
IZf’f € nao-degenerada; entao:

# _ #
(6.3.58) (e ) = - (1 |,CZ§X,C%),
para todo t < ty suficientemente prozimo de ty. Se tog < b entdo também:
(6.3.59) ne (¥l ) = - (1]t g ) + mukealto).

para todo t > to suficientemente proximo de to, onde mul.eq(tg) denota a
multiplicidade de ty como instante (Xyeq, Lo)-focal (ou mulieq(tg) = 0 se to
nao € focal).

DEMONSTRAGAO. A estratégia para mostrar (6.3.59) é usar o Teore-
ma 5.2.80 para a curva t +— f# € Bsim (’Fl#); para mostrar (6.3.58) usamos
o Teorema 5.2.80 para a curva t +— fi Sabemos que t — ft# é uma cur-
va de classe C! (vide Lema 6.3.27) e que (I@f)te]aﬁ]
subespacos de H# (vide Corolério 6.3.31); além do mais, fi é RPCIP em
Iﬁfﬁ (vide Lema 6.3.18 e Observacao 5.2.62). Como IZ(% (e portanto I?f)
¢é nao-degenerada, o Lema 6.3.26 implica que o nicleo de I??f em I@fg éo

espaco N = Ky, NSy = qﬁ;)I(ICtO N Sy, ); observe que, pelo Lema 6.2.10,
temos dim(N) = muleq(tp). Para completar a demonstracao é suficiente

é uma familia C! de

mostrar que a forma bilinear simétrica (f #)T € Bsim(N) é definida nega-
tiva. Seja entdo © € Ky NSy, e escreva v = ¢y (0) € Ky N Siy; pelo
Lema 6.2.10 sabemos que v é da forma v(s) = Zle fi(s)Yi(s), s € [a,to],
onde f = (f1,..., fx): la,to] — IRF é uma solugdo de (Xred)l[a o) € f(a) =
f(to) = 0. Obviamente f se estende a uma solucio f: [a,b] — IRF de Xeq.
Definimos entao para cada t € ]a, b] uma aplicacao v;: [a,t] — IR" fazendo
v(s) = Zle fi(s)Yi(s) para todo s € [a,t]; dal o Lema 6.2.10 implica que
vy € ICZéé e portanto oy = ¢; '(v;) pertence a I@fé para todo t € |a,b]. Ob-
viamente (¢,u) — ©;(u) é uma aplicacio de classe C% em ]a, b] x [0,1] e daf
segue do Exemplo 5.1.66 que t — 9, é uma aplicacdo de classe C! a valores'!
no espago de Hilbert H#. Pela Observacao 5.2.82 a forma bilinear (f #)T é
dada por:
(1#) (0,0) = 4 = glt#(vt,vt)‘ = g(v'(t0), ' (t0)),
dt t=t, dt t=to

onde usamos (6.3.4), o fato que v;(s) ndo depende de t e a igualdade vy, (tg) =
v(to) = 0; calculamos entao:

f?(@t,@t)‘

k k
9(v'(to),v' (o)) = g (Z f(t0)Ya(to), > f} (tom(to)> <0,
=1

i=1

Hgabemos até mesmo que t — ¥; é uma aplicacdo de classe C' a valores no espaco
de Banach C*([0,1], R™).
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observando que f(tp) = 0 e que g é negativa definida em D;,. A igualdade
g(v'(t0),v'(to)) = 0 s6 vale se f'(ty) = 0 o que implica que f e portanto ¢
identicamente nula. Isso completa a demonstragao. (]

6.3.3. O valor inicial de i(t). O objetivo desta subsegao é calcular o
indice de Iy em K; (i.e., o valor de i(t)) para t > a suficientemente préximo
do instante inicial a. O conteido desta subsecao é altamente dependente do
contetido da Subsegao 6.3.2.

LEMA 6.3.41. Seja Cte C Lz([O, 1],1Rk*) o subespaco formado pelas
funcdes constantes e denote por q a aplicacdo quociente

q: L2([0,1], R*") — L*([0,1], R*") /Cte;

se Fo: H — L?([o, 1],]Rk*) € a aplicagao definida em (6.3.51) entdo qo Fy,
€ sobrejetora.

DEMONSTRAGAO. Se f = (f1,...,fx) € HY([0,1],R*) e se f(0) =
f(1) =0 entao a aplicagao 0: [0,1] — IR" definida por:

k

o(u) =Y filwYi(a), wel0,1]

i=1
pertence a 7:£; um célculo simples mostra que:
Fa(0)(u) = B(a) f'(u),

para todo u € [0,1], onde B é definida em (6.2.15). Para completar a de-
monstragao é suficiente mostrar que dado z € LQ([O, 1], ]Rk*) entao existem
f e HY([0,1], R*) e ¢ € IRF" de modo que f(0) = f(1)=0e

(6.3.60) B(a)f'(u) = z(u) +c,
para quase todo u € [0,1]. Como B(a) é inversivel, dado ¢ € IRF" a identida-

de (6.3.60) determina uma tnica aplicagio f € H'([0, 1], IR¥) com f(0) = 0;
o valor de f(1) é dado por:

(6.3.61) f(1) =B(a)™? (/01 z(u) du) +B(a) " (c);

obviamente existe ¢ € IR¥" que anula o lado direito de (6.3.61), o que com-
pleta a demonstracao. O

COROLARIO 6.3.42. Se R € de classe C' e K, é definido por:
(6.3.62)
Ko = {13 eEH:[0,1]>u— g(@(u),Y) é uma aplicacdo afim, VY € Da},

entao (’Ct)te[a,b] ¢ uma familia C' de subespacos de H para t numa vizi-

nhanga de a em |a,b].
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DEMONSTRAGAO. Observe primeiramente que o espaco K, definido em
(6.3.62) é o nicleo de q o F,. Segue da Observacao 6.3.36 que t — qo F;
é uma aplicagao de classe C! em [a,b]; como (Xyeq, Lo) ndo tem instantes
focais numa vizinhanga de ¢ = a (recorde Coroldrio 6.1.35) entao segue do
Corolario 6.3.12 que qo F; é sobrejetora para t > a suficientemente préximo
de a. O Lema 6.3.41 nos diz que também q o F, é sobrejetora e a conclusao
segue entao do Lema 5.2.78. O

Nosso objetivo agora é mostrar que a restricdo da forma bilinear si-
métrica J, (recorde (6.3.48)) ao espago K, ¢ RPCIP; queremos também
calcular o indice de J, em K,. Com esse objetivo, denote por m(a): R" —
D, a projecao ortogonal com respeito a g, i.e., a projecao com respeito a
decomposigao em (6.3.26) (com s = a); seja também g™ (a) o produto interno
definido em (6.3.27) (com s = a). Usando (6.3.28) podemos escrever J, em
termos de g7 (a) obtendo:

(6.3.63) 1
Tulo) = [ %) (0w, ()) = 20" (@) ((@)0'(w). ()i () s

podemos mostrar agora o seguinte:
LEMA 6.3.43. A restricdo de J, a l@a é RPCIP.

DEMONSTRAGAO. Para todo & € K, temos que u — 7(a)d'(u) é uma
aplicac@o constante (vide (6.3.29) e (6.3.62)) e 0(1) = 0 donde:

1
7(a)t’ (u) = /0 7(a)?’ (u) du = —7(a)(0),

para todo u € [0, 1]; podemos entao reescrever (6.3.63) sob a forma:
(6.3.64)

1
Ja(0,0) = /0 gt (a) (f/(u), ﬁ/(u)) du —2g™(a) (Tr(a)ﬁ(()), W(a)w(O)).

A integral do lado direito de (6.3.64) define um produto interno em K, com-
pativel com a topologia induzida pela topologia padrio de H'(]0,1], IR™)
(pois para © € K. temos 0(1) = 0); a conclusao segue agora do Exem-
plo 5.2.64. [l

O célculo do indice de J, em I@a depende do seguinte lema elementar:

LEMA 6.3.44. Seja V um espago vetorial real de dimensdo finita munido
de um produto interno (positivo) (-,-). Se z: [a,b] — V € uma aplicagao
integravel entdo vale a desigualdade:

</abz(x) dg;,/abz(x) dg;> < (b—a) /ab<2(x),z(x)>dx;

a igualdade vale se e somente se z € igual quase sempre a uma aplicacdo
constante.
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DEMONSTRAGAO. Seja (b;);_; uma base ortonormal para V e escreva
z(x) = Y i_; zi(x)b;; aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz do espaco
de Hilbert L?([a,b], IR) (vide (5.1.20)) para a fungdo z;: [a,b] — IR e para a
fungao constante igual a 1 em [a, b] obtemos:

(6.3.65) (/abzi(x)dx) S(b—a)Lbzi(m)2dx, i=1.m

sendo a igualdade vélida se e somente se z; é igual quase sempre a uma
fungao constante; a conclusao segue somando as identidades (6.3.65) para
i=1,...,r. O

2

Estamos em condigoes de mostrar agora o seguinte:
LEMA 6.3.45. A restricao de J, a Ko é nao-degenerada e possui indice
igual ao indice de g em P, ou seja:

n (Gl ,) = - (olper)

DEMONSTRAGAO. Como g é nao-degenerada em P podemos escrever
P = P, ® P_ com g positiva definida em Py e negativa definida em P_;
definimos entdo os seguintes subespagcos de Kg:

I€+:{®€I€a:ﬁ(0)€P+} C,@a,

K_ = {0 : 0 é uma aplica¢do afim em [0, 1], §(0) € P, 9(1) =0} C Ka.
E f4cil ver que K, = Kia K_;seveKk_ed # 0 entao um célculo simples
mostra que:

Ja(,9) = g((0),9(0)) <0,

donde J, ¢é definida negativa em K_.
Usando (6.3.64) e o Lema 6.3.44 para a aplicacao ¢': [0,1] — IR™ e para

~

o produto interno g7 (a) em IR"™ obtemos para todo 9 € K:

Tulo,8) > g™ (a) ( / ) / ) du> — 26" (a) (x()5(0), 7()9(0))

= 9(9(0),9(0)) = 0,

onde usamos também (6.3.28) e o fato que 0(1) = 0. Temos J,(0,0) = 0se e
somente se ¢ é igual quase sempre a uma aplicagio constante (i.e., 0 é afim)
e ©(0) = 0; essas duas condigoes implicam que © = 0 e portanto J, é definida
positiva em I€+. A conclusao segue trivialmente agora do Corolério 4.1.7 e
da Proposicao 4.1.9. (]

COROLARIO 6.3.46. Se R € de classe C' entdo parat > a suficientemente
prézimo de a o indice de Iy em IKC; € igual ao indice de g em P ou seja:

i(t) = n—(glpxp),

para t > a suficientemente prozimo de a.
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7

DEMONSTRAGAO. Pela Observacio 6.3.29, [a,b] > t — J; € Bsim (7:() é
uma curva de classe C! e pelo Corolério 6.3.42, (I@t) tefat] é uma familia C!

de subespacos de H em torno de ¢t = a; note também que o Lema 6.3.43
nos diz que J, é RPCIP em K,. Estamos entdo em condigoes de aplicar o
Teorema 5.2.80 com ty = a; como, pelo Lema 6.3.45, J, é nao-degenerada
em l@a, o espago N que aparece no enunciado do Teorema 5.2.80 é nulo e
portanto:

Z(t) =n-— (‘Yt’l@txl@t) =n- (ja‘I%aXKa) =n- (Q‘PXP)7
para todo t > a suficientemente proximo de a. Isso completa a demons-
tragao. U

6.4. O Teorema do Indice em geometria semi-Riemanniana

Nesta secao demonstraremos uma generalizacao do Teorema do Indice
de Morse Cléssico (da geometria Riemanniana) para o contexto da geome-
tria semi-Riemanniana. Mais explicitamente, mostraremos que dada uma
geodésica numa variedade semi-Riemanniana entao a equacao de Jacobi ao
longo de tal geodésica pode ser interpretada como uma equacao de Morse-
Sturm quando consideramos uma trivializagao paralela do fibrado tangente
da variedade ao longo da geodésica; dai o Teorema do Indice para geometria
semi-Riemanniana serd uma conseqiiéncia imediata do Teorema 6.2.17.

Usaremos apenas fatos elementares sobre variedades semi-Riemannianas
nesta secao; para tais fatos e para um estudo mais completo da geometria
semi-Riemanniana e Lorentziana recomendamos por exemplo as referéncias
(5, 43].

Seja M uma variedade diferencidvel (adotamos aqui as convengdes da
Secao 2.1). Uma métrica semi-Riemanniana em M é uma aplicagao dife-
rencidvel g que associa a cada ponto m € M uma forma bilinear simétrica
nao-degenerada no espago tangente T, M; a diferenciabilidade de g signifi-
ca que g é uma secao diferenciavel do fibrado vetorial TM* @ TM™*, o que
equivale a dizer que as coordenadas de g com respeito a uma carta qual-
quer pertencente a um atlas fixado de M sao diferencidveis. O par (M, g) é
chamado entao uma wvariedade semi-Riemanniana.

OBSERVAGAO 6.4.1. Segue do Coroldrio 4.1.30 que o indice de g,, é cons-
tante quando m percorre uma componente conexa de M ; a possibilidade que
o indice de g,, seja diferente para pontos m em componentes conexas distin-
tas de M é admitida pela nossa definicao de variedade semi-Riemanniana,
mas tal fendmeno é um tanto irrelevante ja que trabalharemos sempre com
uma geodésica fixada e uma tal geodésica tem sempre imagem contida em
uma componente conexa de M.

Exatamente como na geometria Riemanniana mostra-se que numa va-
riedade semi-Riemanniana (M, g) existe uma tnica conexao simétrica (i.e.,
com torsao nula) V que torna o tensor g paralelo, i.e., Vg = 0; tal conexao
¢é chamada a conexdo de Levi-Civita. Definimos o tensor de curvatura R da
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variedade semi-Riemanniana (M, g) como sendo o tensor de curvatura da
conexao V; explicitamente:

(6.4.1) R(X,Y)Z =VxVyZ - NyVxZ —VxyZ,

para quaisquer campos diferencidveis X, Y, Z em M. Como no caso de
qualquer conexao o tensor (6.4.1) é anti-simétrico nas varidveis X, Y; a
identidade de Bianchi para conexoes simétricas implica que:

(6.4.2) R(X,Y)Z +R(Z,X)Y +R(Y,Z)X = 0.

Como em geometria Riemanniana mostra-se que o tensor (X,Y,Z,T) —
g(R(X, Y)Z, T) é anti-simétrico nas varidaveis Z e T o que juntamente com
(6.4.2) implica na seguinte propriedade de simetria:

(6.4.3) g(R(X,Y)Z,T) = g(R(Z,T)X,Y).

Sejam t — 7(t) € M uma curva diferencidvel e t — v(t) € TM um

campo vetorial diferencidvel ao longo de 7, i.e., v(t) € Ty M para todo

t; denotamos entao por % a derivada covariante de v ao longo'? de ~.

. dy /. ;
O campo tangente a y serd sempre denotado por G Ou por 7' muitas

vezes abreviamos também a derivada covariante % pelo simbolo v’. Apesar
da ambiguidade de notacao, acreditamos que a derivada covariante de v
dificilmente serd confundida com o vetor tangente % € To)TM a curva v
na variedade T'M.

Dizemos que um campo v ao longo de v é paralelo quando % =0; a
curva vy é dita uma geodésica quando o campo tangente 7’ é paralelo, ou
seja:

D
& 7/ _ 7// —0.
Se v é uma geodésica entdo um campo vetorial diferencidavel v ao longo de
~ ¢é dito um campo de Jacobi quando:
D2 / /
(6.4.4) 72°0 =R/ (@), ()7 (1),
para todo t. A equacdo (6.4.4) é chamada a equacdo de Jacobi ao longo da
geodésica 7.

Seja agora P C M uma subvariedade; se p € P é um ponto e n € TpPL
é um vetor normal a P (com respeito a métrica g) entao definimos a segunda
forma fundamental de P na direcao n como sendo a forma bilinear simétrica
S? € Bsim(T,P) dada por:

SZ;(U,I‘U) = Q(VUW, n)7 U>m € TpP7

onde W é um campo vetorial diferencidvel qualquer em P tal que W(p) = rv.
Fixamos agora uma subvariedade P C M e uma geodésica 7: [a,b] — M
que comeca ortogonalmente a P, i.e., tal que v(a) € P e +'(a) € TV(G)PL.

1266 existe um campo diferencidvel X em M com v(t) = X(v(t)) para todo ¢ entdo

Dv __
E _V,Y/X.
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Dizemos que v é um campo P-Jacobi ao longo de v se v é um campo de
Jacobi ao longo de v e se valem as condigoes:

(6.4.5) v(a) € TyyP, 8(v'(a), )|z, P + STy (0(a), ) = 0 € Ty P*.

DEFINIGAO 6.4.2. Se t € a,b] entao dizemos que 7(t) é um ponto P-
focal ao longo da geodésica ’y|[a7t] se existe um campo P-Jacobi nao nulo v
ao longo de v tal que v(t) = 0; a dimensao do espago dos campos P-Jacobi
ao longo de v tais que v(t) = 0 é chamada a multiplicidade do ponto P-
focal v(t) e é denotada por mul,(t). Denotamos por J o espago vetorial dos
campos P-Jacobi ao longo de 7 e por J[t] o espaco das avaliagdes em t dos
campos P-Jacobi, ou seja:

J= {U : v é um campo P-Jacobi ao longo de y},
J[t] = {o(t) : v € I},
para t € [a,b]. A assinatura de um ponto P-focal (), denotada sgn,(t), é
definida como sendo a assinatura da restricdo da métrica g ao espaco J[t]*
(onde o complemento ortogonal é tomado com respeito a g); se g é nao-
degenerada em J[t]* (ou, equivalentemente, em J[t]) entdo dizemos que o
ponto focal y(t) é nao-degenerado. Quando existe apenas um nimero finito

de instantes ¢ € ]a, b] tais que (t) é P-focal entdo definimos o indice focal
da geodésica v como sendo o inteiro:

itoc(1,P) = Y sen, (1),

t€la,b]
onde escrevemos sgn, () = mul,(¢) = 0 quando v(¢) nao é P-focal.

Quando P = {v(a)} consiste de um tnico ponto entdo um campo P-
Jacobi é simplesmente um campo de Jacobi v tal que v(a) = 0; nesse caso,
os pontos P-focais sao também conhecidos como pontos conjugados ao lon-
go de 7. Obviamente quando (M, g) é uma variedade Riemanniana entao
todo ponto focal 7(t) é nao-degenerado e sua multiplicidade e assinatura
coincidem, i.e., sgn.(¢) = mul,(t).

Mostramos agora como a equacao de Jacobi ao longo de uma geodésica
pode ser associada a uma equagao de Morse-Sturm; temos entao a seguinte:

DEFINIGAO 6.4.3. Denote por n a dimensao de M e sejam V;, i =
1,...,n, campos vetoriais paralelos ao longo de v tais que (Vj(t))’_; é uma
base de T,;)M para algum (e logo para todo) t € [a,b]; dizemos entao que
(Vi)?_y é um referencial paralelo ao longo de v. Se (V;)_; é um referen-
cial paralelo ao longo de « entao, para cada t € [a,b], a base (V;(t))",
de T,(yyM determina um isomorfismo Z;: T, ;)M — IR™; a familia de iso-
morfismos (2;).e[q,p) ¢ chamada entdao uma trivializacio paralela do fibrado
tangente T'M ao longo de 7.

Uma trivializagao paralela (2;);c[q,5 20 longo de v induz um isomorfismo
Z entre o espaco dos campos v ao longo de v e o espago das aplicagoes
v: [a,b] — IR"; explicitamente temos v = Z(v) onde v(t) = Z;(v(t)) para
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todo ¢ € [a, b]. E fécil ver que Z relaciona a derivada covariante de v com a
derivada comum de v ou seja:

Z <3:> = Z(v)".

Para cada t € [a, b] definimos uma forma bilinear simétrica ¢(t) € Bgim (IR")
e um operador linear R(t) € L(IR") fazendo:

g(t)(Zt(U),Zt(m)) =g, (0,10), R(t) (Zt(t’)) = Zt(Ry(t)(’Yl(t%U)’Y/(t)),
para todos v,tw € T,y M. Observe que R: [a,b] — L(IR") é uma aplicagdo
diferencidvel; como a métrica g é paralela temos que g(t) ndo depende de t,
ou seja:
g(t) =g € Bam(IR"), Vt€ [a,b.

Obviamente g é nao-degenerada e segue de (6.4.3) que R(t) é um operador
g-simétrico em IR™ para todo t € [a,b]; obtemos entdo uma equacao de
Morse-Sturm (recorde Exemplo 6.1.11):

(6.4.6) V() = R(t) - v(t).

E facil ver que um campo v ao longo de v € de Jacobi se e somente se
v = 2Z(v) € uma solugdo de (6.4.6). Vamos agora definir condigdes iniciais
para (6.4.6) que correspondem as condigoes iniciais (6.4.5) para a equacao
de Jacobi; definimos entao um subespaco P C IR™ e uma forma bilinear
simétrica S € Bgin (P) fazendo:

P =Z(Ty@P), S(Za(v), Za(w)) = ST, (0, ),

para todos v, € T,,P. O par (P,S) define entdo um Lagrangeano
o C IR" & IR™ como em (6.1.10); se X denota o sistema diferencial sim-
plético correspondente a (6.4.6) entdo obviamente um campo v ao longo
de v é P-Jacobi se e somente se v = Z(v) é uma solugdo do par (X, /o).
Concluimos entdo que, para t € |a,b|, v(t) é P-focal se e somente se ¢ é
(X, ly)-focal, sendo a multiplicidade e a assinatura de 7(t) como ponto P-
focal iguais respectivamente a multiplicidade e a assinatura de ¢ como ins-
tante (X, {p)-focal; além do mais, v(¢) é um ponto P-focal nao-degenerado
se e somente se t é um instante (X, ¢y)-focal ndo-degenerado. Também, a
nao-degenerescéncia da condigao inicial do par (X, ¢y) é equivalente & nao-
degenerescéncia da métrica g no espago T, (q)P.

O sistema (6.4.6) depende da escolha da trivializacao paralela (2¢);e(qs),
mas nao sua classe de isomorfismo:

LEMA 6.4.4. Sejam (Zt)ie(a ), (Zt)te[a,b} trivializagoes paralelas de T M
ao longo de ~y; denote por (X, o), (X,go) 0s pares correspondentes a v e P
definidos respectivamente através de (Z¢)icjap € (Zt)icfap)- Entio (X, 4) e

(X, ly) sio isomorfos.
DEMONSTRAGAO. Para cada t € [a,b] defina:
Z(t)=Z 02 7Y
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como (2¢)se[a,p) © (Zt)te[a,b] sao ambas definidas a partir de referenciais para-
lelos, é facil ver que Z(t) = Z € GL(n, IR) é independente de t. Um célculo
simples mostra que Z e W = 0 formam as componentes de um isomorfismo
¢: (X, o) = (X, bo). O

Tendo em mente o Lema 6.4.4 e a Proposigao 6.1.41 podemos entao
enunciar a seguinte:

DEFINIGAO 6.4.5. Se a métrica g é nao-degenerada em TP e se y(b)
nao é P-focal entao definimos o indice de Maslov da geodésica v com respeito
a subvariedade inicial P C M como sendo o indice de Maslov de qualquer
par (X,{y) correspondente a vy e P por uma trivializagdo paralela de T'M
ao longo de ~y; escrevemos:

Imaslov ('Ya P) = %maslov (Xa 60)-
Segue agora diretamente da Proposicao 6.1.37 a seguinte:

PROPOSICAO 6.4.6. Suponha que g é ndao-degenerada em TP e que
~v(b) nao é P-focal; se todos os pontos focais ao longo de 7y sao nao-degene-
rados entao existe apenas um numero finito de instantes focais ao longo de
v e vale a identidade:

imaslov (77 P) = Z‘foc (77 P)
|

COROLARIO 6.4.7. Se (M,g) é uma variedade Riemanniana e se y(b)
nao € P-focal entdo:

imaslov(')/ap) = Z mlll'y(t).

O

Nosso objetivo agora é deduzir um Teorema do Indice para geometria

semi-Riemanniana a partir do Teorema do Indice para sistemas diferenciais
simpléticos. Comegamos com a seguinte:

DEFINICAO 6.4.8. A forma do indice associada a geodésica v e & sub-
variedade inicial P é a forma bilinear simétrica I” € Bgm(H”) definida
por:

b
(6.4.7) IP(n,m):/ a(v' (1), w'(£)) + s(R(Y(£), 0(t))7(£), w(t)) dt

- SZ;/(Q) (v(a),(a)),
para todos v, € H” onde H” é o espaco (Hilbertizavel) dos campos v ao
longo de 7 de classe H' (vide Observacdo 6.4.17 adiante) tais que v(a) €
T,y(a)'P (¢ U(b) =0

HP = {n : v é um campo de classe H! ao longo de 7 e
U(a) S T,Y(a)P, U(b) = 0}.
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DEFINIGAO 6.4.9. Seja k o indice da métrica g (na componente conexa
de M que contém a imagem da geodésica 7); uma distribuicio mazimal
negativa D7 ao longo de y é uma familia (D} );c(q,5 onde para cada t € [a, D],
D] ¢ um subespago k-dimensional de 7 S(tyM onde a métrica g, ;) € definida
negativa. Diremos que D7 é uma distribuicao maximal negativa diferencidvel
se existem campos diferenciaveis );, ¢ = 1,...,k, ao longo de v de modo
que (Yi(t))E_, é uma base de D] para todo ¢ € [a, b]; dizemos nesse caso que
(Vi)k_| é um referencial diferencidvel para D7.

Fixada uma distribuicao maximal negativa diferencidavel D7 ao longo de
~ entao dizemos que um campo v ao longo de v é D7-horizontal quando
o(t) € D] para todo t € [a,b]; um campo absolutamente continuo (vide
Observagao 6.4.17 adiante) v ao longo de v é dito um campo de Jacobi ao
longo de D" se para todo campo diferencidvel D7-horizontal ) ao longo de
7 a aplicacao ¢ — g(v'(t), V(t)) é absolutamente continua em [a,b] e vale a
identidade:

S a(o/(6), 3(0) = 0(0'(0, (1)) + a(R((0) 0(0) (1) ().

para (quase todo) t € [a,b]. Se v é de classe C? entdo v é um campo de
Jacobi ao longo de D7 se e somente se temos:

0" (£) = R(¥/(1),0(1))¥'(1) € (D])*,

para todo t € [a,b], onde o complemento ortogonal é tomado com respeito
a métrica g.
Definimos entao subespacos KF e ST de H” fazendo:

(6.4.8) KP = {ve H” : v é um campo de Jacobi ao longo de DV},
(6.4.9) S” = {v € H” : v ¢ DV-horizontal e v(a) = 0}.

Obviamente se (Zt)te[%b} é uma trivializacao paralela de TM ao longo de
v entdao Dy = Z4(D]), t € [a,b], define uma distribui¢io maximal negativa
D para o sistema diferencial simplético X correspondente a ~ através de
(Zt)tefa,p); € facil ver também que v é D7-horizontal se e somente se v = Z(v)
é D-horizontal e que v é um campo de Jacobi ao longo de D7 se e somente se
v é uma solugao de X ao longo de D. Dali, se K e § s@o os espagos definidos
em (6.2.16) e (6.2.17) temos:

K=2(K"), s=2z2(s").
Segue agora trivialmente do Teorema 6.2.17 o seguinte:

TEOREMA 6.4.10 (do indice para geometria semi-Riemanniana). Se-
jam (M,g) uma variedade semi-Riemanniana, P C M uma subvariedade
ev: [a,b] — M uma geodésica com ~(a) € P e v'(a) € T,)P*; seja dada
uma distribuicao mazximal negativa diferencidvel D7 ao longo de v e defi-
na espacos K7, S¥ como em (6.4.8) e (6.4.9). Se g é ndo-degenerada em
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{V(Z)P)e se y(b) ndao é um ponto P-focal entdo vale a identidade:
6.4.10

'L'maslov(’}/a 7)) =n— (IP|ICP><IC7’) — N4 (IP‘SPXSP) —n- (g|Tw(a)PXTw(a)P)7

onde I denota a forma do indice (6.4.7). O

Considere um referencial diferenciavel (;)¥_; para uma distribuicio ma-
ximal negativa D7 ao longo de 7; se (Zt)te[a,b] é um trivializacao paralela
de TM ao longo de v entao obviamente Y; = Z();), i = 1,...,k, define um
referencial diferencidvel para a distribuicao maximal negativa Dy = Z; (’Dz )
Podemos entdo considerar o sistema reduzido X,.q associado ao referencial
(Yg)f:l; os operadores A, 9B, C usados na descrigao das componentes de X;eq
sao dados pela férmula (recorde também Exemplo 6.2.12):

(6.4.11)  By;(t) =a(Vi(1), V;(1),  Ay(t) = g(Vj(®), Vi(t)),
Cij(t) = a(Vi (1), V(1)) + a(R(Y (1), Yi(1))¥ (1), ¥;(1)),

paratodost € [a,bl ei,j =1,...,k. Segue diretamente da Proposigao 6.2.23
que o termo ny (I”|sr,s7) que aparece em (6.4.10) é dado por:

ny (IP‘S’PXSP) = Z mulred<t)7
t€]a,b|

onde mulyeq(t) denota a multiplicidade de ¢ como instante (Xieq, Lo)-focal
e Ly = {0}" @ IR"*. Observe também que o Teorema 6.2.17 nos diz que
os espacos KF e SP sao IP-ortogonais e que se t = b ndo é um instante
(X1ed, Lo)-focal entdo HP = KP @ SP.

ExEMPLO 6.4.11. O Exemplo 6.2.26 nos fornece condi¢oes suficientes
simples para que o termo n (IP\prsp) em (6.4.10) seja nulo; de particular
interesse é o caso que descrevemos a seguir. Suponha que a forma bilinear
simétrica
(6.4.12) C(t) — Al (1) 4+ Aans (t) 0 B(t) 7 0 Aani () € Baim (IRF)

seja semi-definida negativa para todo t € [a,b], onde Agim(t), Aant(t) deno-
tam respectivamente as componentes simétrica e anti-simétrica de A(t) (vide
(6.2.14)) e A(t), B(t), C(t) sao dadas em (6.4.11); concluimos entdo que o
co-indice de I” em S” é nulo e portanto, sob as hipdteses do Teorema 6.4.10,
obtemos:

n_ (IP|;CP><;CP) =n- (9|T,Y(G)PXTW(G>P) + Z'maslov(’ya P)'

Em particular se a variedade P reduz-se a um ponto entdo o indice de I¥
em KP coincide com o indice de Maslov da geodésica v com respeito a P,
ou seja:

(6.4.13) n_— (IP|]C7>><]C7’) = imaslov(77p)'

Listamos agora alguns casos concretos em que verifica-se que (6.4.12) é semi-
definida negativa:
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(1) se (M, g) é uma variedade Riemanniana entdo k = 0 e obviamente o
Teorema 6.4.10 implica (6.4.13); nesse caso o espaco K coincide com
o dominio H¥ da forma do indice I¥ e, tendo em mente também o
Corolario 6.4.7, obtemos o Teorema do Indice de Morse Cldssico como
corolério do Teorema 6.4.10 (compare também com o Coroldrio 6.2.21
e comentarios que o precedem).

(2) Se (M,g) é uma variedade Lorentziana, i.e., se g tem indice 1 em
todo ponto entdo k =1 e (6.4.12) é simplesmente o nimero real:

(6.4.14) a(R(V (1), YO) (1) = V'(£), V(1)) € IR,
onde Y é um campo vetorial diferenciavel ao longo de vy tal que

(6.4.15) g(Y(t), V(1)) <0,

para todo t € [a, b] (note que Y é um referencial para uma distribuicao
maximal negativa unidimensional). Quando (6.4.14) é menor ou igual a
zero para todo t € [a, b] concluimos que o co-indice de I P em ST é nulo.

(3) Se (M,g) é Lorentziana e ) é um campo de Jacobi ao longo de
~ satisfazendo (6.4.15) entao obviamente (6.4.14) é nulo para todo ¢ e
portanto o co-indice de I” em S” é nulo. Nesse caso um célculo simples
mostra que o espaco K7 pode ser descrito por:

(6.4.16) K? = {oeH" :g(v',¥) — g(v,)’) = constante}.

Um caso particular interessante da situacao acima ocorre quando consi-
deramos variedades Lorentzianas estaciondrias que serao discutidas na
Subsecao 6.4.1 adiante.

(4) Se (M, g) é Lorentziana e se vy é uma geodésica de tipo tempo (vide
Defini¢ao 6.4.24 adiante), i.e., se g(7/(¢),7'(t)) < 0 para todo t € [a, b],
entdo ) =+’ é um campo de Jacobi ao longo de vy que satisfaz (6.4.15);
estamos entao na situagao descrita pelo item (3). Note que como g tem
indice 1 o fato que TP é ortogonal a 7'(a) implica que g é definida
positiva em T,,)P e portanto, se v(b) ndo é P-focal, o Teorema 6.4.10
implica (6.4.13).

Observe também que de (6.4.16) segue que o espaco K7 consiste
dos campos v € H” tais que g(v'(¢),7'(t)) = 0 para todo t € [a,b];
além do mais, observando que t — (t — a)7/(t) é sempre um campo de
Jacobi, conclufmos que 7/(t) € J[t] e portanto J[t]* C (IRY (t))L para
todo t € Ja,b]. Como g é definida positiva no complemento ortogonal de
IR+/(t), a Proposigao 6.4.6 nos diz que o indice de Maslov de ~ coincide
com a soma das multiplicidades dos pontos P-focais ao longo de vy; a
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igualdade (6.4.13) nos diz agora que'?:

(6.4.17) n_(IP|pugr) = > muly(t).
t€]a,b|

Obtivemos entéo o Teorema do Indice de Morse para geodésicas Lorentz-
ianas de tipo tempo (vide [5]).

(5) Suponha que (M,g) é uma variedade semi-Riemanniana qualquer
com n_(g) = k. Se V1,..., YV sao campos de Jacobi ao longo de ~ tais
que (YV;(t))%_, é uma base de um subespago k-dimensional g-negativo e

se vale a condicdo de simetrial?:

(6.4.18) sV, V(D) = e (0, (1), ij=1....k,

para todo t € [a, b] entdo é facil ver que a forma bilinear (6.4.12) é nula;
dai ny (I Plsry 57:) = 0. Um caso particular interessante da situacao
acima é o seguinte: suponha que )i,..., )V, sejam campos de Killing
(vide Definigdo 6.4.25 e Observacao 6.4.26 adiante) que formem uma
base de um subespaco k-dimensional g-negativo em cada ponto de M;
suponha também que os colchetes de Lie [}, V;] sejam nulos para todos
1,7 =1,...,k. A simetria da conexao de Levi-Civita juntamente com a
férmula (6.4.31) nos da entao:

0=g([):,;](1),7'(®)) = s (Vi(1), (1) — 8 (V;(2), V(1))
e portanto a condi¢ao de simetria (6.4.18) é satisfeita. Note que na

verdade usamos apenas o fato que os colchetes [Y;, Y;] sdo ortogonais a
geodésica vy para concluir que a condigao (6.4.18) é satisfeita.

OBSERVAGAO 6.4.12. Denote por K, SP respectivamente os subes-
pacos de K7, 87 formados pelos campos de classe C*> ao longo de 7, ou
seja:

Kr = {ve KP : v é de classe c>}, S = {ve S” v é de classe C>}.

Se v(b) nao é P-focal (ou se t = b nao é (Xyeq, Lo)-focal) entdo a Obser-
vagao 6.2.25 nos diz que:

(6.4.19)

n_(IP|krexr) =n—(I ke wxr ), na(I7|spyisP) =ni(I7|sp xs?)-

Para as aplicacoes em andlise e para o desenvolvimento de teoremas globais
de existéncia e multiplicidade de geodésicas (usando por exemplo a Teoria
de Morse Global; vide Subsegdo 6.4.1 adiante) é mais interessante o estudo
do indice e do co-indice de I” nos espacos KF e S* constituidos de campos
de classe H'; porém, como diversos textos de geometria diferencial demons-
tram o Teorema do Indice de Morse em geometria Riemanniana trabalhando

L3vide Observagao 6.2.19 para o caso que 7(b) é P-focal.
14Segue da Observagao 6.4.14 que a diferenca entre os dois lados de (6.4.18) é sempre
constante.
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apenas com campos de classe C'°°, decidimos registrar aqui também as iden-
tidades (6.4.19).

Vamos agora considerar o caso de geodésicas com extremos ortogonais a
duas subvariedades de M; sejam entao P, Q C M subvariedades e suponha
que a geodésica v tem extremos ortogonais a P e Q ou seja:

(6.4.20)  ~(a) €P, 7'(a) € TyyP, () €Q, ~(b) €Ty, Q".

Definimos entdo uma forma bilinear simétrica I72 € By (HP’Q) fazendo:

b
(6.4.21) 1790, ) = / a(v'(£), 0 (£)) + 8(R (7 (1), 0()7/ (1), v (1)) dl

+ S’%(b) (0(b), (b)) — Sf/(a) (v(a), w(a)),

para todos v,10 € H”2 onde HF€ é o espaco dos campos v de classe H'
ao longo de v tais que v(a) € TP e v(b) € T, ;) Q:

(6.4.22) HPC = {n - v é um campo de classe H' ao longo de 7 e
v(a) € TyyP, v(b) € Ty 2}

Fixada uma distribuicao maximal negativa diferencidvel D7 ao longo de =,
definimos o espago:

KPQ = {U e HP2 : v 6 um campo de Jacobi ao longo de D'Y}.

Nosso objetivo agora é relacionar o indice de I7'€ em KP€ com o indice
de I” em KP. Suponha entdo que 7(b) nio é P-focal; definimos uma forma
bilinear simétrica § € Byim (T3 M) fazendo:

(6.4.23) ¢(o(b), (b)) = g(v'(b), (b)),

para quaisquer P-campos de Jacobi v, to ao longo de . Observe que, como
~v(b) nao é P-focal, a aplicagdo v +— v(b) leva o espago dos P-campos de
Jacobi ao longo de 7 isomorficamente sobre 7', ;) M e portanto £ estd mesmo
bem definida por (6.4.23).

Escolha uma trivializagao paralela (2;)c[q,4) 20 longo de vy e defina um
par (@, S1), com @ C IR"™ um subespago e S1 € Bgim (@) uma forma bilinear
simétrica, fazendo:

Q = Z(Ty)Q),  S1(Zp(v), Zp(w)) = 59, (v, w),

para todos v, € T3 Q. E fécil entdo verificar que —¢ coincide com o
pull-back pelo isomorfismo Zy: T, ;) M — IR™ da forma bilinear simétrica
©L1.Lo (E(b)) € Bsim(IR™) considerada no enunciado da Proposigao 6.2.27; em
particular ¢ é simétrical®. Da Proposicdo 6.2.27 obtemos entdo a seguinte:

157 simetria de ¢ também segue mais diretamente da Observagdo 6.4.14; na verdade,
o leitor pode considerar mais simples demonstrar diretamente a Proposigio 6.4.13 (usando
a idéia da prova da Proposicao 6.2.27) do que obté-la como coroldrio da Proposigao 6.2.27.
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PROPOSIGAO 6.4.13. Sejam (M, g) uma variedade semi-Riemanniana,
P, Q C M subvariedades e 7: [a,b] — M uma geodésica com extremos orto-
gonais a P e Q, i.e., satisfazendo (6.4.20). Se v(b) nao é um ponto P-focal
ao longo de vy entao vale a identidade:

n— (IP’Q’ICP*Q XICP»Q) =n- (IP|IC7’><IC7°) +n- (SWQ/(b) + £|Tfy(b)Q><Tw(b)Q)’

onde & € definida em (6.4.23). O

OBSERVAGAO 6.4.14. Se v, to sdo campos de Jacobi ao longo de uma
geodésica y entao é facil ver que:

(6.4.24) g(v'(t),w(t)) — g(o(t), w'(t)) = constante;

a identidade (6.4.24) segue trivialmente da equagao de Jacobi e da simetria
(6.4.3) do tensor de curvatura (derive os dois lados de (6.4.24)). Se v e o
s@o campos P-Jacobi entao segue de (6.4.5) e da simetria da segunda forma
fundamental de P que o lado esquerdo de (6.4.24) se anula em ¢t = a e
portanto:

(6.4.25) a(v'(2), (1)) = g(o(t),w' (1)),
para todo t € [a,b] (compare (6.4.24) e (6.4.25) com (6.1.8) e (6.1.16) res-
pectivamente).

OBSERVAGAO 6.4.15. Suponha que (M, g) é uma variedade Lorentziana
e que v é uma geodésica de tipo tempo; vimos no item (4) do Exemplo 6.4.11
que o indice de I” no espaco dos campos v € HF que sdo ortogonais a 7/
coincide com a soma das multiplicidades dos pontos P-focais (t), t € ]a, b].
Tal resultado foi obtido como conseqiiéncia do Teorema 6.4.10, mas na ver-
dade essa conclusao segue também do Corolédrio 6.2.21 (i.e., do “teorema do
indice cldssico”); para isso, em vez de considerar uma trivializacdo paralela
do fibrado tangente T'M ao longo de ~y, considere uma trivializagao paralela
apenas do fibrado normal de . Mais explicitamente, consideramos campos
paralelos (V;)?=! de modo que (Vi(t));.:ll seja uma base de (lRw’(t))L para
todo t € [a,b] (note que 4’ é um campo paralelo); obtemos entdo uma cor-
respondéncia entre campos v ortogonais a 7' e aplicagoes v: [a,b] — R,
A equagao de Jacobi para v corresponde agora a uma equagao de Morse-
Sturm em IR™ ! e como g é definida positiva em (JR')/’ (t))J‘ segue que g €
definida positiva em IR"'; o leitor pode convencer-se facilmente agora que
o Corolério 6.2.21 implica (6.4.17). Também o Teorema do Indice de Morse
para geodésicas de tipo luz (vide [5]) pode ser obtido como conseqiiéncia
do Corolério 6.2.21; uma geodésica de tipo luz numa variedade Lorentzia-
na (M,g) é uma geodésica nao constante v tal que g(7',7’) = 0. Nesse

caso v/ (t) pertence ao espago (R’y’ (t))J‘; consideramos entao o espaco quo-
ciente Ny = (JRW’(t))J'/(le’(t)) munido da métrica induzida por g. E
facil mostrar que g induz uma métrica positiva em N¢; dai, utilizando uma
trivializacao paralela de N = (Nt)te[a,b] juntamente com o Corolério 6.2.21,

mostra-se que, se y'(a) & Ty )P, o indice de I” no espaco de campos v € HF
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que sdo ortogonais a ' coincide com a soma das multiplicidades dos pontos
P-focais y(t), t € ]a, b[ (recorde também a Observagao 4.1.25).

OBSERVACAO 6.4.16. Observamos que a Proposi¢cao 6.1.39, usada em
conjunto com convenientes resultados sobre dependéncia continua de so-
lugoes de equacgoes diferenciais com respeito a parametros, permite provar
diversos resultados sobre estabilidade do indice de Maslov de geodésicas
semi-Riemannianas (por exemplo, pode-se considerar problemas de pertur-
bagao da geodésica, da métrica ou da subvariedade inicial). Particular inte-
resse aparece no caso de geodésicas Riemannianas e no caso de geodésicas
Lorentzianas de tipo tempo ou luz, onde o indice de Maslov coincide sim-
plesmente com a soma das multiplicidades dos pontos P-focais ao longo da
geodésica (vide Proposigao 6.4.6, Corolério 6.4.7 e Observagao 6.4.15).

OBSERVACAO 6.4.17. No Exemplo 5.1.38 definimos a nocao de aplicagao
f:la,b] — IR™ de classe WkP: no que segue estendemos tal nocao para o
caso de funcdes a valores em variedades.

Dizemos que uma curva v: [a,b] — M numa variedade diferencidvel
qualquer M é de classe Wk»P (1 <k < +o0,p € [1,4+00]) se para toda carta
@: M DU — U C IR" navariedade M e para todo subintervalo [c, d] C [a, ]
com y([c,d]) C U temos que ¢ o 7| q ¢ um elemento de WHP([c,d], IR™).
Dizemos entdo que um campo v ao longo de v é de classe WP se a aplicacio
v: [a,b] — TM a valores na variedade TM ¢ de classe W*P. Uma curva v
(ou um campo bv) de classe W52 é também dita de classe H*, e uma curva
(ou um campo) de classe W' é também chamada absolutamente continua.

Usando as propriedades das aplicacoes absolutamente continuas listadas
no Exemplo 5.1.38 néo ¢ dificil ver que uma curva v: [a,b] — M é de classe
WHP se e somente se para todo tg € [a,b] existe uma carta p: U — U de
M e um nimero € > 0 tal que ¢ o fy]([to,&toﬂ]m[a’b}) pertence ao espago
WHhP([tg — €,to + €] N [a, b], R™).

Se v: [a,b] — M é uma curva diferenciavel e se (V;)!"_; é um referencial
de campos diferencidveis ao longo de v entao um campo v ao longo de v é
de classe WkP se e somente se suas coordenadas no referencial (V;)%; sdo
funcées em W*P([a,b], R).

OBSERVACAO 6.4.18. Nao ¢ dificil mostrar que os campos de Jacobi ao
longo de uma geodésica v sao precisamente aqueles campos que podem ser
obtidos como campos vartacionais de variacoes de vy consistindo de geo-
désicas. Mais explicitamente, v é um campo de Jacobi ao longo de v se e
somente se existe uma aplicagao diferencidvel

(6.4.26) J—e,e[ % [a,b] 3 (s,1) — 7s(t) € M

tal que yo(t) = v(t), vs: [a,b] — M é uma geodésica em M para todo s e
o(t) = %’ys(tﬂszo para todo t € [a,b]. Além do mais, o campo v é P-Jacobi
se e somente se (6.4.26) pode ser escolhida de modo que a geodésica 7, seja
ortogonal a P no instante inicial, i.e., v5(a) € P e $vs(a) € T,,(a)P* para
todo s.
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OBSERVAGAO 6.4.19. E possivel munir o conjunto das curvas v: [a, b] —
M de classe C* (0 < k < +00) e também o conjunto das curvas y: [a,b] — M
de classe WkP (1 < k < +o0, p € [1,+0c]) de uma estrutura de variedade
de Banach (vide [44]); o conjunto das curvas v de classe H” torna-se entio
uma variedade de Hilbert. O espaco tangente num ponto v da variedade de
Banach de todas as curvas de classe W*P (respectivamente, de classe C*)
em M pode ser identificado com o espago (Banachizavel) de campos v de
classe WP (respectivamente, de classe C*) ao longo de 7.

Sejam agora P, Q subvariedades de M; considere o conjunto H}, o(M)

formado por todas as curvas 7: [a,b] — M de classe H! tais que v(a) € P
e v(b) € Q. Dai H};Q(M ) é uma subvariedade da variedade de Hilbert de

todas as curvas v: [a,b] — M de classe H'; seu espaco tangente num ponto
v e H};Q(M ) identifica-se com o espago (Hilbertizével) de todos os campos
v ao longo de v de classe H' tais que v(a) € Ty(,yP e v(b) € T,,;yQ. Se
(M, g) é uma variedade semi-Riemanniana entao definimos em H}; o(M) o
funcional a¢ao (conhecido também como funcional energia em geometria
Riemanniana)

E: Hp o(M) — R

fazendo E(vy) = %f;g(’y’(t),'y’(t)) dt para toda v € Hp o(M). Mostra-se
que FE é uma aplicacao diferencidvel e que seus pontos criticos coincidem
justamente com as geodésicas 7: [a,b] — M com extremos ortogonais a P e
Q, i.e., satisfazendo (6.4.20). Se v é um ponto critico de E (i.e., uma geo-
désica ortogonal a P e Q) entao obviamente o espago tangente a H71;7Q(M )

no ponto v coincide com o espago H”*C (vide (6.4.22)) e mostra-se também
que o Hessiano de E no ponto v coincide com a forma do indice I7-2.

A férmula (6.4.21) para I7°2 pode também ser obtida num contexto
mais ingénuo (sem de fato construir formalmente a estrutura de variedade de
Hilbert em H71;7Q(M )); toma-se uma geodésica v: [a,b] — M com extremos
ortogonais a P e Q e define-se

d2
6.4.27 170, 0) = —E :
(6.4.27) .8)= To 0|
onde (s,t) — 7,(t) é uma variacdo de v (i.e., uma aplicacao diferenciavel
como (6.4.26)) com campo variacional v(t) = %fys(t)’szo, onde cada s é
uma curva ligando P a Q. A forma bilinear simétrica I7>2 obtida polari-
zando (6.4.27) (que coincide com (6.4.21)) é chamada a segunda varia¢ao
do funcional ag¢ao (ou segunda variagao da energia; vide [10, §2, Capitulo
9] para o caso que P e Q sao pontos).

6.4.1. Aplicagao: multiplicidade geodésica em variedades Lo-
rentzianas estacionarias. Como foi mencionado na Observacao 6.4.19, o
Teorema do Indice em geometria semi-Riemanniana (Teorema 6.4.10) nos
d4 um método para calcular o indice de uma restricao do Hessiano do fun-
cional acao num ponto critico desse funcional; a justificativa bdsica para o
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interesse no calculo de indices de Hessianos de funcionais em pontos criticos
¢é dada pela Teoria Global de Morse. Faremos nesta subsecao um rapido re-
sumo de tal teoria e explicamos como o Teorema 6.4.10 pode entao produzir
estimativas sobre o nimero de geodésicas ligando dois pontos fixados numa
variedade Lorentziana estacionaria.

Assumiremos nesta subsecido alguma familiaridade com as nocoes de
célculo em variedades de Hilbert e também com algumas nocoes basicas de
geometria Riemanniana em variedades de Hilbert; na Subsecao 5.1.1 fizemos
um resumo da teoria de calculo em espacos de Banach e mencionamos que é
possivel a partir dai desenvolver uma teoria de calculo em variedades de Ba-
nach bastante analogo ao calculo em variedades de dimensao finita. Vérias
nocoes e teoremas da geometria Riemanniana em dimensao finita também
generalizam-se para o caso de variedades de dimensao infinita; obviamente,
somente variedades de Hilbert podem admitir métricas Riemannianas. Pa-
ra um desenvolvimento da teoria do célculo em variedades de Banach vide
[33] e para o desenvolvimento da geometria Riemanniana em variedades de
Hilbert vide [32]. Os resultados sobre teoria de Morse global enunciados
podem ser encontrados em [7, 39, 41, 45].

Seja M uma variedade de Hilbert; isso significa que M é um conjunto
munido de um atlas de cartas tomando valores em abertos de espacos de
Hilbert e que as funcbes de transicao entre tais cartas sao difeomorfismos
diferencidveis (i.e., de classe C™°) entre abertos de espagos de Hilbert. Um
tal atlas induz uma topologia em M (de modo similar ao explicado na
Segdo 2.1) e supomos que tal topologia é Hausdorff; ndo suporemos em
geral que M seja paracompacta ou que M satisfaga o segundo axioma da
enumerabilidade.

Para cada m € M pode-se definir um espago tangente T, M e nesse
espago tangente uma topologia que o torna um espago Hilbertizavel; note
que o atlas diferenciavel de M ndo induz um produto interno em 7, M,
i.e., T;, M nao é a priori um espaco de Hilbert. Uma métrica Riemanniana
em M é uma aplicacao diferenciavel g que associa a cada ponto m € M um
produto interno (positivo) g,, em T,, M cuja topologia correspondente coin-
cida com a topologia do espaco Hilbertizavel T}, M; a diferenciabilidade!®
de g significa que, escolhendo uma carta local de M a valores num espaco
de Hilbert H, a aplicagdo g é representada por uma aplicagao diferencidavel
definida num aberto de H e tomando valores em Bgim (H).

Consideramos fixada a partir de agora uma variedade de Hilbert M
munida de uma métrica Riemanniana g. Boa parte das nocgoes usuais de
geometria Riemanniana em dimensao finita generaliza-se para dimensao in-
finita; temos uma conexao de Levi-Civita em M, um tensor de Curvatura,
geodésicas e, quando M é conexa, uma funcdo distancia d: M x M — IR
definida da maneira usual: para mji,mg € M definimos d(m;, ma) como

16, possivel também construir globalmente um fibrado vetorial sobre M do qual g
serd uma secao diferencidvel; note porém que o fibrado correto ndo é TM* @ TM*.
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sendo o infimo dos comprimentos das curvas de classe C! por partes que
conectam mq e my. Em geral, obtemos uma estrutura de espaco métrico em
cada componente conexa de M; tal métrica é compativel com a topologia
induzida pelo atlas diferencidvel de M. Dizemos que M é completa quan-
do cada componente conexa de M é um espaco métrico completo!”. Mais
geralmente, um subconjunto S C M é dito completo se sua intersecao com
cada componente conexa My de M é um espago métrico completo (com a
métrica induzida de My).

Consideramos agora uma aplicacdo f: M — IR de classe C?. Dizemos
que m € M é um ponto critico de f se df(m) = 0; dizemos também que
¢ € IR é um valor critico para f se existe um ponto critico m € M com
flm) = ¢. Se m € M é um ponto critico de f entdo podemos definir o
Hessiano de f no ponto m como sendo a forma bilinear simétrica d?f(m) €
Bsim (17, M) definida por:

d?f(m)(v,0) = d*(f o ™) (p(m)) (dpm(0), dppm (1)),
para todos v,tv € T, M, onde ¢ é uma carta qualquer de M em torno
de m. O fato que m é um ponto critico de f implica que d?f(m) é bem
definido, i.e., ndo depende da escolha'® da carta ¢. Podemos enunciar agora
a seguinte:

DEFINIGAO 6.4.20. Seja m € M um ponto critico de f; dizemos que m é
um ponto critico nao-degenerado se o Hessiano de f no ponto m é uma forma
bilinear simétrica nao-degenerada em T,, M. Se f possui apenas pontos
criticos nao-degenerados entao dizemos que f é uma funcao de Morse.

Dado ¢ € IR entao o conjunto
f_l(]—oo,c]) = {m eM: f(m) < c}

é chamado o subnivel inferior a ¢ de f e serd denotado por f¢. A partir de
agora suporemos as seguinte trés condicoes sobre a funcao f:

(A) os subniveis de f sao completos;

(B) f ¢ limitada inferiormente;

(C) se (xn)n>1 ¢ uma seqiiéncia tal que sup,>; f(z,) < +o00 e tal que
limy, 400 |df (zn)|| = 0 entdo (x,),>1 admite uma subseqiiéncia
convergente em M.

A condicao (C) é usualmente conhecida como a condi¢ao de Palais-Smale.
Se M é compacta entao todas as condigoes (A), (B), (C) acima seriam trivi-
almente satisfeitas; infelizmente, se M tem dimensao infinita entao M nunca
é compacta (e pelo Corolario 5.2.12 nem mesmo localmente compacta).

1"Nao ¢ conhecida uma versdo do Teorema de Hopf-Rinow para variedades de di-
mensao infinita e portanto deve-se observar com cuidado qual a nocao de completude
escolhida.

18Fsse fato pode ser mostrado simplesmente considerando uma mudanga de sistema
de coordenadas ou entao observando que, em qualquer sistema de coordenadas, temos
d®f(m)(o,0) = %f(a(s))‘&:ﬂ, onde o é qualquer curva diferencidvel em M com o (0) = m
e o' (0) =v.
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Usando o fluxo do gradiente de f é possivel mostrar que se [c1,co] C IR
é um intervalo que nao contém valores criticos de f entao o subnivel f¢!
é um retrato por deformacdo (vide Observagao 3.3.27) do subnivel f<2; a
existéncia de um ponto critico m € M com f(m) € Jc1, c2[ é uma obstrucao
para a construcio de tal retracio. Suponha que f~!([c1,c2]) contém um
Unico ponto critico m de f; suponha também que f(m) € Je1, ez e que m é
um ponto critico nao-degenerado para f. Se o indice do Hessiano de f no
ponto m é finito e igual a k € N entao mostra-se que o subnivel f“ tem o
mesmo tipo de homotopia do espago obtido pela colagem ao longo do bordo
de uma k-célula (i.e., uma bola fechada em IR¥) no subnivel f¢. Isso motiva
a seguinte:

DEFINICAO 6.4.21. Se m € M é um ponto critico de f entio o indice
de Morse de m (com respeito a f) é definido como o indice do Hessiano de
f no ponto m, ou seja:

im(m) = n_(d*f(m)) € NU {+oo}.
Recordamos também a seguinte definigdo geral:

DEFINIGAO 6.4.22. Seja X um espago topoldgico e seja K um corpo qual-
quer; para cada k > 0, denote por Hy(X; K) o k-ésimo grupo de homologia
singular de X com coeficientes em K (vide Observacao 3.3.26). O k-ésimo
nimero de Betti de X com respeito ao corpo K é a dimensao (possivelmente
infinita) do K-espago vetorial Hy(X; K), ou seja:

Br(X; K) = dimg (Hp(X; K)).

O polinémio de Poincaré do espaco X com respeito ao corpo K ¢é definido
por:

(6.4.28) PA(X;K) = ioﬂk(x; K)\F.
k=0

Observe que, apesar de (6.4.28) ser usualmente conhecido como o po-
linomio de Poincaré, a expressao (6.4.28) nao define em geral um polinémio,
mas sim uma série formal em X\ com coeficientes em N U {+o00}.

Analisando o tipo de homotopia dos subniveis f¢ quando ¢ varia em IR
é possivel mostrar que se f € uma funcao de Morse entdo M tem o mesmo
tipo de homotopia de um CW-complexo que possui exatamente uma célula
de dimensdo k para cada ponto critico de f com indice de Morse k. Como
conseqiiéncia obtém-se o seguinte:

TEOREMA 6.4.23 (relacoes de Morse). Seja M uma variedade de Hilbert
e seja f: M — IR uma funcio de Morse de classe C? satisfazendo as con-
digoes (A), (B) e (C); para cada k > 0 (k < +o0) denote por puy, € NU{+o00}
o numero de pontos criticos de f com indice de Morse k. Se P\(M; K) de-
nota o polindmio de Poincaré de M com respeito a um corpo qualquer fizado
K entao existe uma série formal Q(X) em A com coeficientes em NU{+oo}
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tal que:
+oo

(6.4.29) > A = Py(MK) + (14 MQk (V).
k=0

O

Uma conseqiiéncia particularmente interessante de (6.4.29) é a desigual-

dade:
(6.4.30) ur > Br(X;K), k=0,1,...

que dd uma cota inferior para o numero de pontos criticos com indice de
Morse k da fungdo f em termos da topologia da variedade M.

Mostraremos agora como o Teorema 6.4.23 pode ser usado para se obter
estimativas sobre o nimero de geodésicas ligando dois pontos numa va-
riedade Lorentziana estaciondria. Comegamos listando algumas defini¢oes
bésicas.

DEFINICAO 6.4.24. Uma variedade Lorentziana é uma variedade semi-
Riemanniana (M, g) onde g tem indice 1 em todo ponto de M, ou seja:

n— (gm) = 17

para todom € M. Um vetor v € T'M tangente a uma variedade Lorentziana
M é dito respectivamente de tipo tempo, de tipo espaco ou de tipo luz quando
g(v,v) for respectivamente negativo, positivo ou nulo.

DEFINIGAO 6.4.25. Seja (M, g) uma variedade semi-Riemanniana. Um
campo vetorial diferenciavel ) em M é dito um campo de Killing quando o
fluxo de Y é formado por isometrias de M; explicitamente, se F' é definida
de modo que t — Fy(m) = F(t,m) € M é uma curva integral maximal de
Y com Fy(m) = m para todo m € M, entao Y é um campo de Killing se
dFi(m)«(gm) = 8 (t,m) Para todo par (t,m) € IR x M no dominio de F.

Uma variedade Lorentziana (M, g) é dita estaciondria se M admite um
campo de Killing Y de tipo tempo.

OBSERVACAO 6.4.26. E facil ver que um campo diferencidvel ) numa
variedade semi-Riemanniana (M, g) é de Killing se e somente se a derivada
de Lie do tensor g na direcao de Y é nula, i.e., se Lyg = 0. Dai um célculo
simples mostra que ) é de Killing se e somente se vale a relagao de anti-
simetria:

(6.4.31) g(Vol, ) = —g(Vl, ),

para todos v,t0 € T,,, M e todo m € M. E interessante observar também
que se Y é um campo de Killing entao para toda geodésica v em M o campo
Y o~ ao longo de v é de Jacobi'®.

Drgs0 segue da caracterizagao dos campo de Jacobi mencionada na Observagao 6.4.18;
explicitamente, na notagdo da Definigao 6.4.25, temos que vs(t) = Fs(y(t)) é uma variagio
de v com campo variacional Y o« e cada s é uma geodésica.
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Consideramos agora fixados uma variedade Lorentziana (M, g) e pontos
p,q € M. Denotamos por Hqu(M) o conjunto das curvas y: [a,b] — M de
classe H' ligando p a ¢, ou seja:

H;Q(M) = {y: [a,b] - M : v é de classe H' e y(a) = p, v(b) = ¢}.

Como j& foi mencionado na Observagao 6.4.19, o conjunto H;q(M) pode
ser munido de uma estrutura de variedade de Hilbert de modo que para cada
v € H;,q(M) 0 espago tangente TWHZI,’q(M) seja identificado com o espaco
dos campos v de classe H! ao longo de « tais que v(a) = v(b) = 0; além
do mais, o funcional acao E': H;yq(M ) — IR é diferencidvel e seus pontos
criticos coincidem com as geodésicas ligando p e q. Mencionamos também
que o Hessiano de F num ponto critico 7 coincide com a forma do indice I¥
definida em (6.4.7) (com P = {p}, i.e., o termo envolvendo SZ,D/(G) é nulo).

Se gt é uma métrica Riemanniana em M entao é possivel mostrar que
o produto interno:

(6.4.32) (v,10), = /b gt (v'(t),w'(¢)) dt, v, e T,H) (M),

define uma métrica Riemanniana na variedade de Hilbert H;q(M ); em
(6.4.32) o simbolo v’ denota a derivada covariante do campo v ao longo
de v com respeito & conexao?’ de Levi-Civita da métrica Riemanniana gt
em M.

Suponha agora que seja dado um campo vetorial diferencidvel ) de tipo
tempo em M; definimos uma métrica Riemanniana g™ em M “revertendo”
o sinal de g na dire¢ao de ) (uma construcao similar foi usada em (6.3.27)).
Explicitamente, temos:

(6.4.33)

a(0,Y(m))g(w,Y(m))
g(¥(m),Y(m))

Consideraremos entao a variedade de Hilbert H;q(M ) com a métrica Rie-
manniana definida por (6.4.32), onde g* ¢é definida em (6.4.33).

Segue do Lema 6.2.1 que o indice de Morse dos pontos criticos de E em
H} (M) é sempre infinito; a idéia ¢ entao considerar uma restrigio de E
cujos pontos criticos ainda sejam as geodésicas ligando p a ¢, mas de modo
que tais pontos criticos tenham indice de Morse finito.

Suporemos a partir de agora que M é uma variedade Lorentziana esta-
cionaria e que )Y é um campo de Killing de tipo tempo em M ; consideramos
o seguinte subconjunto de H, (M):

gt (v, ) =g(v,w) — 2 v,10 € T, M, m € M.

Nﬁfq ={ye Hp},q(M) : g(7/, V) = constante}.

20Na verdade, escolhida uma conexdo qualquer em M entdo (6.4.32) define uma
métrica Riemanniana em Hj ,(M).
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Nao ¢ dificil mostrar que /\/'pyq pode ser escrito como imagem inversa de um
K

valor regular de uma aplicacdo diferencidvel definida em Hz}’q(M ) e portanto
N;?fq ¢ uma subvariedade de H;yq(M).
Nosso objetivo é aplicar o Teorema 6.4.23 para a variedade de Hilbert

M =N, munida da métrica Riemanniana induzida por (6.4.32). Mostra-

se em [21] que os pontos criticos da restricao de E a Ngfq coincidem com o0s
pontos criticos de E em H;q(M ), i.e., tais pontos criticos sdo as geodésicas
em M ligando p a q. Se 7: [a,b] — M é uma geodésica ligando p a g entao é
facil mostrar que o espago tangente a /\/'p)f ¢ o ponto 7y coincide com o espago
KP definido em (6.4.8) (com P = {p}); mais especificamente, tal espaco
tangente coincide com o espago dado em (6.4.16). Do Teorema 6.4.10, ou
mais especificamente do item (3) do Exemplo 6.4.11 obtemos diretamente a
seguinte:

PROPOSIGAO 6.4.27. Se v: [a,b] — M € uma geodésica com y(a) = p,
v(b) = q e se y(b) nao € conjugado a y(a) ao longo de v (i.e., se y(b) nao é
{p}-focal) entao o indice de Morse de ~ vista como ponto critico da restri¢do
de F a Ngq coincide com o indice de Maslov de y:

ZM('Y) = imaslov(/ya {p})
[l

Devemos também investigar sob que condigoes um ponto critico v de F
em Ngfq é nao-degenerado. A Proposicao 6.1.23 implica que se ¢ nao é con-
jugado a p ao longo de v entdo I” é nao-degenerada em H” = TWH;q(M);
daf o Corolario 6.3.14 nos diz que I¥ é nao-degenerada em KF = TWNgq.
Obtemos entao o seguinte:

LEMA 6.4.28. Uma geodésica v: [a,b] — M ligando p a q € um ponto
critico nao-degenerado para E em Ngq se e somente se o ponto q nao €
conjugado a p ao longo de 7. ([

DEFINIGAO 6.4.29. Dados p,q € M entao dizemos que ¢ é conjugado a
p se existe uma geodésica 7y: [a,b] — M com ~y(a) = p, v(b) = ¢ e tal que g
é conjugado (i.e., {p}-focal) a p ao longo de 7. Assim, ¢ é nao conjugado a
p se e somente se ¢ nao é conjugado a p ao longo de v para toda geodésica
v ligando p a g (o que ocorre em particular se nao existe uma geodésica
ligando p a q).

Segue entao do Lema 6.4.28 que E é uma fungdo de Morse em Nl?fq se e
somente se ¢ nao é conjugado a p.

Para utilizar o Teorema 6.4.23 precisamos ainda de mais alguns ingredi-
entes; introduzimos entao a seguinte:

DEFINIGAO 6.4.30. Dizemos que o funcional acdo E é pseudo-coercivo
em /\/qu se dada uma seqiiéncia (7y,)n,>1 em Ngfq de curvas v,: [a,b] —
M de classe C! tal que sup,~; E(7,) < +oo entdo (v,)n>1 admite uma
subseqiiéncia que converge uniformemente para uma curva continua em M.
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A condicdo de pseudo-coercividade para E em /\/gfq pode ser pensada
como uma condi¢do de completude®' para M. Em [21] mostra-se que se E é
pseudo-coercivo em N;?f o entao a restricao de £ a /\/R} o satisfaz as condigoes
(A), (B), (C); estamos portanto dentro das hipéteses do Teorema 6.4.23.
Antes de utilizar tal teorema porém, fazemos alguns comentarios sobre os
grupos de homologia de ./\/'gq; se Y é completo (i.e., tem curvas integrais
definidas em IR) entdo usando um argumento de deformacao ao longo do
fluxo de Y mostra-se em [21] que ./\/gq é um retrato por deformagcao de
H;,q(M). Além do mais, em [41, §17] mostra-se que H;’q(M) tem o mesmo
tipo de homotopia do espago Q2,(M) de lagos em M com ponto base x,
munido da topologia compacto-aberta; aqui  denota um ponto qualquer da
componente conexa de M que contém p e g (recorde Observagao 3.3.27).

Resumimos tudo que foi visto nesta subsecao no seguinte:

TEOREMA 6.4.31. Sejam (M,g) uma variedade Lorentziana estaciond-
ria, Y um campo de Killing de tipo tempo em M e p,q € M pontos nao
conjugados. Suponha que Y é completo e que o funcional agdo E seja pseudo-
coercivo em ./\/;?fq. Para cada k > 0 denote por pr o numero de geodésicas
comecando em p e terminando em q que possuem indice de Maslov igual a k.
Seja K um corpo qualquer e seja P (Qp(M);K) o polinomio de Poincaré
do espaco Q,(M) de lacos em M com ponto base p, munido da topologia
compacto aberta; dai existe uma série formal Qi (\) com coeficientes em
N U {+oo} tal que:

+00
> A’ = Py(Qp(M): K) + (1+ N)Qx (A).
k=0

Em particular, se By (Qp(M);K) denota o k-ésimo niumero de Betti do es-
pago 2, (M) com respeito ao corpo K entao:

/LkZﬁky k=0,1,...,

ou seja, temos ao menos B geodésicas com indice de Maslov k ligando p a
q em M. O

OBSERVACAO 6.4.32. Fixado p € M entao pode-se mostrar que 0s pon-
tos conjugados a p em M sao exatamente os valores criticos da aplicacdo
exponencial geodésica definida num aberto do espaco tangente T),M; segue
entao do Teorema de Sard que quase todo ponto ¢ € M € nao conjugado a
p, i.e., o conjunto dos pontos ¢ € M conjugados a p tem medida nula em
M.

2IN30 existe uma nocao de variedade Lorentziana completa e ndo ha um similar do
Teorema de Hopf-Rinow para variedades Lorentzianas. Em algumas situagoes a condicao
de global hiperbolicidade é usada como uma nogao de completude; em [21, Apéndice B]
mostra-se que a condi¢ao de pseudo-coercividade para E em ./\/;f q € estritamente mais forte
do que a global hiperbolicidade para M. Em [21, Apéndice A] s@o discutidas condiges
suficientes (em termos de limitagoes sobre componentes da métrica g) para que E seja
pseudo-coercivo em N, .
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OBSERVAGAO 6.4.33. O célculo da homologia do espago de lagos €, (M)
com ponto base x € M é uma questao nao trivial; uma possibilidade é usar
a existéncia da fibracdo de Serre

p: QL(M, M) — M

dada por p(y) = v(0) onde QL(M, M) denota o espaco de curvas continuas
v: [0,1] — M tais que (1) = z, munido da topologia compacto-aberta. A
fibra p~!(x) sobre o ponto z € M é justamente o espaco de lagos Q,(M) e o
espaco QL (M, M) é contratil; usa-se entdo a teoria das seqiiéncias espectrais
(vide [25]) para relacionar a homologia de M com a homologia de Q,(M).

6.5. O Teorema do Indice para Sistemas Hamiltonianos

Nesta se¢do mostraremos como sistemas diferenciais simpléticos podem
ser obtidos a partir de um sistema Hamiltoniano; o Teorema 6.2.17 nos dara
entdo como coroldrio um Teorema do Indice para sistemas Hamiltonianos.
Faremos também nesta secao uma recordacao rapida do formalismo de sis-
temas Hamiltonianos em variedades simpléticas e da correspondéncia (via
transformada de Legendre) entre Hamiltonianos hiper-regulares em fibrados
co-tangentes e Lagrangeanos hiper-regulares em fibrados tangentes; para
uma exposicao mais completa de tais conceitos recomendamos a referéncia
1].

DEFINIGAO 6.5.1. Seja M uma variedade diferencidvel (assumimos aqui
as convencoes da Segao 2.1); uma forma simplética em M é uma 2-forma
diferencidvel w que é fechada (i.e., dw = 0) e simplética em cada ponto de
M (i.e., wp, é ndo-degenerada em 7T, M para todo m € M). Dizemos entao
que o par (M, w) é uma variedade simplética. Uma aplicacao diferenciavel f
entre variedades simpléticas é dita um simplectomorfismo se a diferencial de
f em cada ponto m é um simplectomorfismo do espago tangente do dominio
de f no ponto m sobre o espago tangente do contra-dominio de f no ponto
F(m).

Uma subvariedade 9 C M é dita isotrépica (respectivamente, Lagran-
geana) quando T,, P é um subespago isotrépico (respectivamente, Lagran-
geano) de T;, M para todo m € B.

Obviamente toda variedade simplética tem dimensao par; observe que
B é uma subvariedade isotrépica de (M, w) se e somente se w se restringe a
uma 2-forma nula em P. Obviamente P é Lagrangeana se e somente se ‘P
for isotrépica e dim(B) = 3dim(M).

DEFINIGAO 6.5.2. Seja (M,w) uma variedade simplética; se f: M — IR
é uma fungao diferenciavel entao o gradiente simplético de f é definido como
sendo o campo vetorial f em M dado por:

—

w(f(m),-) = df(m),
para todo m € M.
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EXEMPLO 6.5.3. Obviamente todo espago simplético (V,w) é uma va-
riedade simplética (onde w é identificada com uma 2-forma constante em
V).

EXEMPLO 6.5.4. Seja M uma variedade diferencidavel qualquer e seja
M = TM* o fibrado co-tangente de M. Definimos uma 1-forma 68 em M
fazendo:

0p(0) = p(dmy(9)),
para todos p € M, ¥ € T,M, onde m: TM* — M denota a projecao
canoénica. A 1-forma 6 é conhecida como a forma de Liuville de TM*,
definimos entao:

w = —d#.

Obviamente w é uma 2-forma fechada em T'"M*; usando coordenadas (¢;)7_,
em M e denotando por (g;, p;)™; as coordenadas correspondentes® em T M*
entao calcula-se facilmente que:

n n
0=> pidg, w=>» dgAdp,
-1 i=1

donde vé-se que w é uma forma simplética em M = TM*. Dizemos que w
é a forma simplética canonica do fibrado co-tangente de M.

As fibras de TM* sao subvariedades Lagrangeanas de M = T M*; mais
geralmente, se P C M é uma subvariedade entdao o anulador de P definido
por:

TP°={peTM* :7(p)=q€P, plr,p =0}
¢ uma subvariedade Lagrangeana de M. Isso é uma conseqiiéncia trivial do
fato que a forma de Liuville 8 se anula em TP°.

Seja agora (M, w) uma variedade simplética qualquer e seja H: U — IR
uma funcao diferenciavel num aberto U C IR x M; para cada t € IR
denotamos por H;: Uy — IR a funcao H; = H(t,-) definida no aberto
U ={m € M : (t,m) € U} de M. Considerando o gradiente sim-
plético ﬁt de H; entao obtemos um campo vetorial dependente do tempo
U > (t,m) — Hy(m) em M; diremos entdo que H é uma fun¢do Hamiltoni-
ana (ou simplesmente um Hamiltoniano) na variedade simplética M e que
Héo campo Hamiltoniano associado a H

O exemplo a seguir ilustra para o caso de Hamiltonianos em R"™ & IR™*
a construgao que faremos em seguida num contexto mais geral e abstrato.

EXEMPLO 6.5.5. Seja M o espago IR" & IR™ munido de sua forma
simplética candnica w definida em (6.1.1) (observe que w também é a forma
simplética canonica do fibrado co-tangente de M = IR"™; vide também a
Observagao 1.4.9). Considere uma aplicagao diferencidvel

RxR'"x R"™>U>(tq,p)— H(t,q,p) € R

22Definimos pi(a) = a(%) para « num aberto de TM™, onde (%):’:1 denota o

referencial de TM correspondente & carta (g;)j—, de M.
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definida num aberto U C IR x IR"™ x IR™*; dai H é uma fungdo Hamiltoniana
em M. Considere o seguinte sistema de equacoes diferenciais ordinarias:

J(t) = %ff(t,qu),p(t)),
(6.5.1) -
PO = =5 (0000

dizemos que (6.5.1) sao as equagoes de Hamilton associadas a H. E fcil
ver que as solugoes de (6.5.1) sdo justamente as curvas integrais do campo
Hamiltoniano H.

Considere agora fixada uma solugao

[a,b] >t — (q(t),p(t)) € R" & R™

de (6.5.1) e considere uma variacao de (g,p) constituida de solugoes de
(6.5.1); explicitamente, considere uma aplicagao diferencidvel:

|—e,e[ x [a,b] 3 (s,t) — (gs(t), ps(t)) € R" & R™
onde (gs,ps) é uma solugdo de (6.5.1) para todo s. Considere o campo
variacional (v, «) associado & variagao (gs,ps); explicitamente:
d d
t) = —qslt ) = —pslt
v = G| e = G|
para todo t € [a,b]. Trocando ¢, p respectivamente por ¢s, ps em (6.5.1)
e diferenciando com respeito a s concluimos que (v,a) é uma solugao do
seguintes sistema linear homogéneo de equagoes diferenciais ordinarias:
O*H 0*H
"(t) = —(t,q(t),p(t))v(t t,q(t), p(t))a(t
V(0 = o (100 p0)o(®) + 53 (a0 p0)a)
0’H 0’H
"(t) = — t,q(t),p(t)v(t) — =—— (¢, q(t), p(t)) a(t).
o/(t) = =77 (t:a(0).p(®) v (1) apaq(’q<)’p(>)o‘()

O sistema (6.5.2) é chamado a linearizagdo de (6.5.1) ao longo da solugao

(¢, p)-
Dizemos que o Hamiltoniano H é regular quando a forma bilinear simé-

(6.5.2)

%2]5 (t,q,p) em IR™ for ndo-degenerada para todos (¢,q,p) € U; nesse
caso (6.5.2) é um sistema diferencial simplético X com componentes:

82 82
At) = 9a0p (t,q(t),p(t)), B(t) = £ (t.q(t), p(t)),
2
Cl) = - (t.alt).p(0).

Seja agora P C IR™ uma subvariedade; como vimos no Exemplo 6.5.4, temos
que o anulador TP° C IR" & IR"* de P é uma subvariedade Lagrangeana.
Suponha que a solugao (¢, p) de (6.5.1) comeca em TP°, ou seja:

q(a) € P, pla) € Tya)P*;
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obtemos entdo um subespaco Lagrangeano £y C IR" & IR™* definido por:

lo = Tiga) p(ay) (TP°)-

Obviamente, se (v, &) é o campo variacional de uma variagao (gs, ps) de (¢, p)
onde cada (gs, ps) é uma solugao de (6.5.1) que comega em TP° entao (v, @)
é uma solucao do par (X, ¢p).

Suponha agora que o Hamiltoniano H é hiper-regular, i.e., a aplicacao:

OH
(6.5.3) RxIR"xIR™ > U > (t,q,p) — (t,q, 8—(t,q,p)> € Rx R"x IR"
p
é um difeomorfismo®® sobre um aberto V' C IR x IR" x IR™. Nesse caso a
transformada de Legendre nos define uma aplicacao diferenciavel L: V — IR
pela férmula:

oH o0H
L(tv(Ia 67p(t)Q7p)> =p- %(t7Qap) - H(tv(Iap)v

para todos (t,q,p) € U. Dizemos que L é a func¢ao Lagrangeana (ou sim-
plesmente, o Lagrangeano) associado ao Hamiltoniano H; o funcional a¢ao
associado a L é a aplicagao

b
£0) = [ Lt/ a,
definida no espaco das curvas 7: [a,b] — IR" de classe C! tais que

(t,v(),~' (1) €V,

para todo t € [a,b]. Mostra-se (usando, por exemplo, o Teorema 5.1.64)
que £ é uma fungao diferenciavel definida num aberto do espaco de Ba-
nach C'([a,b], IR"). Considere a restrigio Lp 4 de £ ao espago das curvas
7v: [a,b] — R™ de classe C! tais que y(a) € P, v(b) = q e (¢,7(t),7(t)) € V
para todo ¢ € [a, b]; mostra-se entao que os pontos criticos de Lp 4 conci-
dem justamente com as curvas v: [a,b] — IR" tais que v = ¢ para alguma
solugao (g, p) das equagdes de Hamilton (6.5.1) tal que (¢(a),p(a)) € TP e
q(b) = q. Além do mais, alguns calculos simples mostram que o Hessiano de
Lp ¢ num ponto critico v = ¢ coincide precisamente com a forma do indice
I associada ao par (X, /¢y) (restrita ao espago de campos v: [a,b] — IR"™ de
classe C1).

Seja agora (M, w) uma variedade simplética e H uma fungdo Hamilto-
niana definida num aberto U C IR x M; denotamos por F' o fluzo do campo
dependente do tempo ﬁ, ou seja, para todos tg € IR, m € M, a curva
t— F(t,tg,m) € M é uma solugdo maximal da equagao:

d .
(6.5.4) aF(t,to,m) = Hy(F(t,tg,m)),

230bserve que a condi¢do que H é regular é equivalente, pelo teorema da funcao
inversa, a condigdo que (6.5.3) seja um difeomorfismo local.
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satisfazendo a condicao inicial:
F(to, to, m) =m.

Da teoria padrao de equacoes diferenciais ordindrias sabe-se que F' é uma
aplicacao diferenciavel definida num aberto de IR x IR x M; além do mais,
dados t,ty € IR a aplicagdo Fyy, = F(t, tg, ) é um difeomorfismo diferen-
cidvel entre abertos (possivelmente vazios) de M. Nao é dificil®* mostrar
que Fiy, ¢ um simplectomorfismo para todos ¢,tp € IR. Fixe agora uma
curva integral I': [a,b] — M do campo Hamiltoniano H; obviamente

I'(t) = F(t,a,T(a)),
para todo t € [a,b]. Temos a seguinte:

DEFINIGAO 6.5.6. Seja ¢: [a,b] — TM um campo ao longo de uma
curva integral I' de ﬁ; dizemos que ¥ é uma solucao da linearizacdo de H
se vale a identidade:

9(t) = dFyo(T(a)) - 9(a),
para todo t € [a, b].

E f4cil ver que ¥ é uma solugao da linearizacao de H se e somente se ¥
é o campo variacional de uma variagao de I' constituida de curvas integrais
de H.

Escolha agora uma subvariedade Lagrangeana 8 C M e uma distri-
buicao Lagrangeana £ em M, ie., £ C TM é uma distribuicao e £, é um
subespaco Lagrangeano de T, M para todo m € M. Suponha que I' comeca
em ‘B, ou seja:

I'(a) € B.
Temos entao a seguinte:

DEFINICAO 6.5.7. Dizemos que 9 é uma B-solucio da linearizagio de
H se ¥ é uma solucio da linearizacio de H e V(a) € TryB. Set € a,b]
entao dizemos que I'(t) ¢ um ponto B-focal (ao longo de I'[j,4) se existe uma
P-solucao nao nula ¢ da linearizacio de H tal que 9(t) € £r(); a dimensao
do espago das P-solugoes ¥ da linearizagao de H tais que ¥(t) € Lre €
chamada a multiplicidade do ponto focal I'(t) e é denotada por mulp(t).

Nosso objetivo agora é construir um sistema diferencial simplético a
partir dos objetos (M, w, H, B, £,T'); temos entdo a seguinte:

DEFINIGAO 6.5.8. Sejam
Vit la,b] = TM, Wi: [a,b] = TM, i=1,...,n,
campos diferencidveis ao longo de I' tais que:
(6.5.5) (Vi(t), ..., Va(t), Wi(t), ..., Wy(t))
24No caso que H nao depende do tempo isso segue diretamente da férmula L =

di + id para derivada de Lie de formas diferenciais; no caso geral é possivel mostrar uma
generalizacdo adequada de L = di¢ + ¢d que permite obter a mesma conclusao.
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¢ uma base simplética de Tt ;)M para todo ¢ € [a, b]; suponha também que
(Wi(t))?zl ¢ uma base de £p(;) para todo t € [a,b]. Dizemos entdo que
(Vi, Wy)_y é um L-referencial simplético ao longo de I'. Para cada t € [a, b],
a base (6.5.5) induz um simplectomorfismo

Yy TpyM — R" @ IR™

que leva (6.5.5) sobre a base candnica de IR"™ @ IR™; dizemos entao que
(Vt)tefap) € uma L£-trivializagdo simplética ao longo de I'.

E possivel mostrar que £-trivializacoes simpléticas de fato existem (vide
Observagcio 6.5.16 adiante). Observe que se (¢t)e[q,5 ¢ uma £-trivializagao
simplética ao longo de I' entao:

wt(ﬂp(t)) =Ly, Vté€]la,bl,
onde Ly denota como sempre o Lagrangeano:
Lo ={0}" & R";
em particular ¢; induz por passagem ao quociente um isomorfismo:
(6.5.6) Zi: TriyM/Lrwy — (IR" & IR™™) /Lo = IR",

para todo t € [a,b]. Podemos identificar o dual de T M /Lry) com Lp)
através do isomorfismo (recorde (1.4.13)):

(6.5.7) (Pere) s Loy — (TryM/Lrw) s

temos entao o seguinte diagrama comutativo de isomorfismos:

(p£F<t))* *
(6.5.8) Lr) (TrpyM/Lr)
Peler, th*

A partir de agora identificamos sempre £p(yy com o dual de Ty M/Lpe
através do isomorfismo (6.5.7).

A partir dos objetos (M,w, H,’B, £,T') e de uma L£-trivializagdo sim-
plética (7/)t)te[a,b} definimos um Lagrangeano o C IR"® IR™* e uma aplicacao
diferencidvel ®: [a,b] — Sp(IR" & IR"*,w) fazendo:

(6.5.9) lo = Ya(Tr)B),
(6.5.10) O(t) = ¥y 0 dFyq(T(a)) o vy !,

para todo t € [a,b], onde F denota o fluxo de H (vide (6.5.4)). Definimos
entao:

(6.5.11) X(t)=d)®(t)"t, tela,b],

e obviamente X é uma curva diferencidvel em sp([R" ¢ [R™*,w). A matriz
X(t) determina entdo componentes A(t), B(t), C(t) como em (6.1.2), mas
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ainda nao podemos dizer que X é um sistema diferencial simplético; de fato,
em geral nao teremos que B(t) é nao-degenerada para todo t.

Suponha agora que seja escolhida uma outra £-trivializacao simplética
(¢ t)tcla,p) © que definamos objetos ly, ® e X em analogia a (6.5.9), (6.5.10)
e (6.5.11) respectivamente. Defina também:

¢(t)=¢t01/)f S [CL?b];
dai, para cada t € [a,b], ¢(t) é um simplectomorfismo de IR™ & IR™™ que
preserva Lo e portanto ¢(t) determina componentes Z(t) e W (t) como em
(6.1.34). E facil ver que ® e ® estdo relacionadas como em (6.1.30) e por-
tanto X e X estdo relacionadas como em (6.1.32); em particular valem as
identidades (6.1.37), (6.1.38) e (6.1.39). Observe também que se Z; e Z; sio

definidas a partir de v, e v, respectivamente como em (6.5.6) entao vale a
identidade:

(6.5.12) Z(t) = Z 027,

para todo t € [a,b]. Podemos agora enunciar a seguinte:

DEFINIGAO 6.5.9. Dados objetos (M,w, H,B, £,T') entdo, para cada
€ [a,b], definimos o Hessiano parcial de H no instante ¢ como sendo a
forma bilinear simétrica

Ha(t) € Bim ((TrpM/Lrry)”) = Bsim(Lr(p))

definida como o pull-back de B(t) € Bgm([R"™) = Bsim(Lo) através do
isomorfismo:
Vtlere * Loy — Lo,

onde (¥t)e[q,p ¢ uma L-trivializagao simplética e B(t) é a componente su-
perior direita n x n da matriz X (¢) definida a partir de (6.5.11).

Segue facilmente de (6.1.38), (6.5.12) e do diagrama (6.5.8) que Hg(t)
ndo depende da escolha da £-trivializagao simplética (¢t);c(qp)-

A partir de agora denotaremos por p a aplicacdo quociente:

(6.5.13) p=pt): Tp(t)M — Tp(t)M/Sp(t).
Temos a seguinte:

DEFINIGAO 6.5.10. Dizemos que H é regular ao longo de I se Hg(t) é
nao-degenerada para todo ¢ € [a, b]; nesse caso podemos definir uma forma
bilinear simétrica He(t)™' em Ty M/Lr) para todo ¢ € [a,b]. Se H é

regular ao longo de I' entao dlzemos que &]3 determina condig¢oes iniciais
nao-degeneradas para H se Hg(a)™! é nao-degenerada no subespaco:

(6.5.14) P(Tr()B) C Tr@yM/Lra)

Observe que se H é regular ao longo de I" entao (6.5.11) define um siste-
ma diferencial simplético X e (6.5.9) define condigdes iniciais Lagrangeanas
para X; obviamente, £y determina condi¢oes iniciais nao-degeneradas para
X se e somente se P determina condicoes iniciais nao-degeneradas para H.
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A partir de agora suporemos sempre que H € regular ao longo de T.
Temos a seguinte:

DEFINIGAO 6.5.11. A assinatura de um ponto B-focal I'(t), denotada
sgnp(t), é definida como a assinatura da restricao de Hg(t) ™! ao complemen-
to Hg(t) '-ortogonal da imagem pela aplicacio quociente p do subespaco:

(6.5.15) {ﬂ(t) : 19 é P-solucdo da linearizacéo de ﬁ} C TryM;

dizemos que T'(t) é um ponto PB-focal nao-degenerado se a restricao de
Hg(t)~! & imagem de (6.5.15) por p é nao-degenerada. Quando existe ape-
nas um numero finito de instantes ¢ € ]a,b] tais que I'(¢t) é P-focal entao
definimos o indice focal de I' com respeito a 3 como sendo o inteiro:

ifoc(rvm) = Z Sgnf(t)a

t€la,b]

onde escrevemos sgnp(t) = mulp(t) = 0 quando I'(¢) nao é P-focal.

Suponha que P determina uma condigao inicial nao-degenerada para
H e que I'(b) nao é P-focal; definimos entao o indice de Maslov de I' com
respeito a P fazendo:

imaslov (Fa ‘B) = z.maslov (Xa 50)7

onde (X, ¥¢p) é o par determinado pelos objetos (M,w, H,'B, £,T") através
de uma L-trivializagao simplética (T/ft)te[a,b}-

Segue da invariancia do indice de Maslov por isomorfismos de pares
(vide Proposicao 6.1.41) que imasiov(I’, ) ndo depende da L£-trivializagao
simplética escolhida.

Da Proposicao 6.1.37 agora segue trivialmente a seguinte:

PROPOSICGAO 6.5.12. Suponha que B determina uma condigdo inicial
nao-degenerada para H e que T'(b) nao é PB-focal; se todos os pontos P-
focais ao longo de I' sdo ndao-degenerados entdo temos apenas um miumero
finito de instantes t € |a,b] tais que T'(t) € P-focal e vale a identidade:

imaleV(Fv ‘13) = ifoc(Fv ‘13)
O

Queremos agora enunciar um Teorema do Indice para sistemas Hamil-
tonianos em variedades simpléticas. Recordando que a forma do indice é
invariante por isomorfismos (vide Proposigao 6.1.30) e que os espacos K e S
sao invariantes por isomorfismos (vide Corolario 6.2.30 e Observagao 6.2.31),
vemos que as definigdes a seguir nao dependem da £-trivializagao simplética
escolhida.

DEFINIGAO 6.5.13. Os isomorfismos (2¢);e[q,5 induzem um isomorfismo

(também denotado por Z) entre o espaco das secoes de classe H! (recorde
Observagao 6.4.17) do fibrado vetorial TM /£ ao longo de I' e o espago
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H'([a,b], IR™); cada secdo b de TM /£ ao longo de T' corresponde & aplicacio
Z(v) =v: [a,b] — IR™ definida por:

v(t) = Zi(o(t)),
para todo t € [a,b]. A forma do indice I¥* € Bym (Hf‘p) é definida por:
(6.5.16) I¥(0,0) = I(Z(v), Z(w)),

para todos v, € H¥, onde I denota a forma do indice associada ao par
(X, ) e H*® denota o espago de todas as segdes v de classe H! (vide Ob-
servacao 6.4.17) do fibrado TM /£ ao longo de I tais que v(a) € p(Tp(a)‘B)
ev(b) =0:

HF = {v: v 6 uma secao de classe H' de TM/L ao longo de T e
v(a) € p(Tr(e)B), v(b) =0}.

Uma distribuicdo mazimal negativa ao longo de I' é uma familia D' =
(D{ ) tea] de subespacos D} C Ty M/ Lrq) satisfazendo as condigoes:

e D} depende diferenciavelmente de ¢, i.e., D'’ admite um referencial
diferencidvel de se¢oes de T M /L ao longo de T';

e a forma bilinear simétrica Hg(t)~! é definida negativa em D} para
todo t € [a, b];

e n_(Hg(t)) = dim(D}) = constante, para t € [a, b].

Uma distribuicdo maximal negativa D' ao longo de I' determina uma dis-
tribuicdo maximal negativa D para X pela férmula:

D, = Z,(Dy), te€a,b].

Considere os espagos K, S C H definidos a partir de D e do par (X, ¢y) como
em (6.2.16) e (6.2.17). Definimos entdo espacos KF, SF¥ ¢ H* fazendo:

(6.5.17) K¥ =z 4K), S¥=2z7YS).

Obviamente o espaco SF é simplesmente o espaco das secoes v de TM /L
de classe H' ao longo de I tais que v(a) = v(b) = 0 e v(t) € D} para todo
t € [a,b].

O Teorema 6.2.17 nos d4 agora o seguinte:

TEOREMA 6.5.14 (do indice para sistemas Hamiltonianos). Sejam (M, w)
uma variedade simplética, H: U — IR uma funcao Hamiltoniana definida
num aberto U C IR x M, B C M uma subvariedade Lagrangeana, £ C T M
uma distribui¢ao Lagrangeana e I': [a,b] — M uma curva integral do campo
Hamiltoniano H com I'(a) € PB; suponha que H é regular ao longo de T’
e seja D uma distribuicdo mazimal negativa ao longo de I'. Denote por
I* € Bym (H"B) a forma do indice definida em (6.5.16) e considere os subes-
pacos fechados KF¥,S¥ ¢ H¥ definidos em (6.5.17); se P determina uma
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condi¢ao inicial nao-degenerada para H e se T'(b) nao é P-focal entao vale
a identidade:

Z.mauslov(]:w? q3> =n- (Im’K‘p ><ICV‘B) — N4 (IsB’S‘:p xS¥ )
= 1 (He(@) ™ o o ) xp(T o 3))

onde Hg denota o Hessiano parcial de H e p denota a aplicagdo quociente
(6.5.13). O

EXEMPLO 6.5.15. Seja M uma variedade diferencidvel qualquer e consi-
dere o fibrado co-tangente M = T'M* de M munido de sua forma simplética
canonica w (vide Exemplo 6.5.4). Seja £ a distribuicdo vertical de M, i.e.,
para cada p € TM*, £, é o espago Ker(dm,) =T, (Tﬂ(p)M*) C T,TM* tan-
gente & fibra Ty, M* (onde 7 denota a projecao canénica 7: T'M* — M);
dai £ é uma distribuicao Lagrangeana em M. Seja P C M uma subvari-
edade e seja P = TP° o anulador de P; vimos no Exemplo 6.5.4 que B é
uma subvariedade Lagrangeana de M. Escolha uma fun¢ao Hamiltoniana
H num aberto U C RxTM* e sejaI': [a,b] — T'M* uma curva integral do
campo Hamiltoniano H com I'(a) € PB; denote por v = woI' a projegdo em
M deT.

Observe que a diferencial dm, da projecao induz um isomorfismo entre o
quociente T, M /£, e 0 espaco tangente & base TrpyM. Mostra-se que o Hes-
siano parcial Hg(t) coincide simplesmente com o Hessiano no ponto I'(¢) da
restrigao da fungao Hamiltoniana a fibra T, M* C M. Um Hamiltoniano
¢é dito regular se para todo p € TM™* o Hessiano no ponto p da restricao de
H & fibra Ty ,) M™ é nao-degenerado; dai, se H ¢é regular entao H ¢ regular
ao longo de I'. Diz-se que o Hamiltoniano H é hiper-regular se a aplicacao:

RxTM*>US> (tp) — (t,d(H|Uﬁ({t}XTﬂ(p)M*))(p)> € R xTM

é um difeomorfismo sobre um aberto V' C IR x T'M; dai é possivel definir
uma aplicacao diferenciavel L: V — IR pela transformada de Legendre:

L(t,v) = p[d(Hlun({ x 1y, M%) (P)] — H(t, q,p),

para todos (t,v) € V, onde v = d(H\Uﬂ({t}XTﬂ(p)M*))(p). Dizemos que
L é a fun¢do Lagrangeana (ou simplesmente, o Lagrangeano) associado ao
Hamiltoniano H; o funcional a¢ao associado a L é a aplicacao

b
L(p) = / L(t, (' (1)) dt,

definida no espaco das curvas j: [a,b] — M de classe C! tais que (t, ! (t)) €
V para todo t € [a,b]. Escreva q = v(b) e denote por Lp q a restri¢do de £
ao espago das curvas i que comegam na variedade P e terminam no ponto
g. Mostra-se entao que £ é uma funcao diferencidvel (numa variedade de
Banach) cujos pontos criticos coincidem com as proje¢oes em M das curvas
integrais de H que ligam P a fibra TyM™; além do mais, a forma do indice
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I*® (restrita ao espaco de campos de classe C'!) coincide com o Hessiano de
Lp q no ponto critico v.

OBSERVAGAO 6.5.16. Abaixo exibimos um roteiro para a demonstragao
da existéncia de £-trivializagoes simpléticas ao longo de uma curva dife-
rencidvel I' em M; denotamos por Simpl(2n) o aberto de Bapt (lR" < R"*)
constituido pelas formas simpléticas em IR"™ @ IR™™.

e Escolha uma trivializacdo qualquer de T'M ao longo de I" (por
exemplo, uma trivializagao paralela correspondente a uma conexao
qualquer); a forma simplética w em M corresponde entdo a uma
curva t —  em Simpl(2n) e a distribuigdo Lagrangeana £ cor-
responde a uma curva t — L; no Grassmanniano de subespacgos
n-dimensionais de IR™ @ IR"*. Note que cada L; é Lagrangeano
com respeito a 2.

e A aplicacao (7,9) — T.(2) define uma acao transitiva do gru-
po GL (B" & ]R”*) em Simpl(2n); usando a Observagao 2.1.18 em
conjunto com o Corolario 2.1.15 obtemos uma curva diferenciavel
t — Ty em GL(IR" & IR™) tal que (T3)«(%) é a forma simplética
canénica de IR" @ IR™* para todo t € [a,b]. E possivel entdo modi-
ficar a trivializacao de T M ao longo de I' de modo que €2; seja a
forma simplética candnica de IR"™ @& IR™ para todo t € [a, b].

e Se ), é a forma simplética canonica de IR"@® IR™* para todo t € [a, b]
entdo t — L; é uma curva no Grassmanniano de Lagrangeanos A
de IR™ @ IR™; considerando a ac¢ao natural transitiva do grupo sim-
plético de IR" ® IR™* em A e usando novamente a Observacao 2.1.18
em conjunto com o Corolario 2.1.15, obtemos uma curva diferen-
cidvel t — T} de simplectomorfismos tal que Ty(L;) = Lg para todo
t € [a,b]. Concluimos que a trivializacao de T M ao longo de T’
pode novamente ser modificada de modo que L; = Ly para todo
t € [a,b]; obtemos entao a £-trivializacao simplética desejada.
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