Divergéncia da Soma dos Inversos dos Primos

No que segue, denotamos por P C Z o conjunto dos niimeros primos positivos. Temos
o seguinte:
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Teorema. A série ) p

é divergente.

Demonstragao. Para todo niimero natural r denotamos por P, o conjunto dos niimeros
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primos maiores que r. Supondo por absurdo que a série ZpeP 5 seja convergente, teremos
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limy 400 3 ep, ; = 0 e portanto existe um nimero natural r tal que 3° p + =a <1.

Como a série ) % possui apenas termos nao negativos, temos:
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para todo inteiro positivo k. Como 0 < « < 1, temos:
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Denote por A o conjunto dos inteiros maiores do que 1 que possuem apenas primos maiores
do que r em sua fatoracao; obviamente, se n € A entao existem k> 1 e py,...,pr € P, de
modo que n = py - - - pg. Dail:
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Denote por ¢ o produto dos ntimeros primos positivos menores ou iguais a r. Obviamente,
para todo inteiro positivo m temos cm + 1 € A; logo:
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Mas comparando com a série harmonica, vemos que a série » '~ P

é divergente. B



