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Seja v : I — IR? uma curva de classe C? definida num intervalo I C IR.
Assuma que vy é regular, ou seja, ¥'(t) # 0 para todo t € I. Fixamos ty € T
e para cada t € I definimos:

t
(1) s=o(t)= [ [IY(u)]du.

to
Para ¢t > tg, o(t) é igual ao comprimento da curva ~ restrita ao intervalo
[to, t] e para t < tg, o(t) é igual a menos o comprimento da curva - restrita
ao intervalo [t, tg]. Pelo Teorema Fundamental do Célculo (segunda versao),
temos:

ds p /
— =0 (1) = t)||-
= = ot = I ()
Escrevemos também 7 = v(t), de modo que 7/(t) = ‘é—f e portanto:
ds dr
: a = il
@) dt dt

Como +/(t) # 0 para todo ¢ € I, temos que o’(t) > 0 para todo t € I; segue
que o : I — IR é uma funcao estritamente crescente e portanto podemos
considerar sua inversa o', que é uma funcio de classe C® definida no in-
tervalo o(I). Em outras palavras, podemos reescrever a identidade s = o (t)
colocando t em funcdo de s, obtendo ¢ = o~ (s); temos:

dt (ds>*1
ds \dt/ °
Substituindo t = o~ !(s) em 7 = (), obtemos uma expressio para i em

funcao do parametro s; de modo mais preciso, consideramos a fungao com-
posta 1 = yo o1 e obtemos uma curva 7 = u(s). Note que:

dr  drdt dr ) dr-t
3 Lk
) W) = T @ ds ot
ou seja, p'(s) = 3—’: é o versor do vetor tangente %’Z a curva . Em par-
ticular [|/(s)|| = 1. Dizemos que a curva u é uma reparametriza¢io por
comprimento de arco de 7.
1. Exemplo. Seja v : IR — IR? definida por:
(4) 7 =(t) = (Rcost, Rsent,0),

onde R > 0 é uma constante fixada. Temos que v parametriza uma cir-
cunferéncia de raio R e centro na origem, contida no plano z = 0. Temos
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v'(t) = (—Rsent, Rcost,0) e portanto ||7/(t)|| = R. Tomando to = 0 e
usando (1) obtemos:

t
s=o(t) :/ Rdu = Rt.
0
Logo t = &. Substituindo essa relagio em (4) obtemos:
7= p(s) = (Rcos %, Rsen %,0),

onde = yoo~'. A curva p é uma reparametrizaciao por comprimento de
arco da curva . Embora os cdlculos envolvidos neste exemplo tenham sido
muito simples, observamos que na maioria dos casos é muito dificil obter
uma expressao explicita para uma reparametrizagdo por comprimento de
arco de uma dada curva regular ~.

Se interpretamos ¥ = ~y(t) como sendo a posigao no instante ¢ de um corpo
que se movimenta pelo espaco IR? entdo s = o(t) é a distancia percorrida
por esse corpo desde o instante ¢y até o instante t, para t > to (e s = o(t)
¢é igual a menos a distancia percorrida desde o instante ¢ até o instante t,
para t < tp). Definimos:

gL ar
dt’ odt de?’

ds dv d3s
v = = =

a ‘T @ A

Note que, na interpretacao fisica, v é a velocidade vetorial, @ é a aceleracao
vetorial, v é a velocidade escalar e a é a aceleragao escalar do corpo. Com
a terminologia introduzida acima, a identidade (2) fica:

1] = v,

ou seja, a norma da velocidade vetorial coincide com a velocidade escalar.
Como veremos abaixo, nao é verdadade em geral que a norma da aceleracao
vetorial coincide com a aceleragao escalar.

Definimos agora:

dr
T=—.
ds

Como vimos em (3), T' é simplesmente o versor do vetor tangente ¥ = %,
ou seja:

/

v

) T= =

SHECH

Chamamos T o wvetor tangente unitdrio a curva ¥ = 7(t). Derivando a
identidade T'- T = 1 com respeito a s obtemos:
dT

2T - — =0
ds ’
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ou seja, o vetor ‘é—f é normal ao vetor T (e portanto a %). O vetor %—Z
em geral ndo é unitario; sua norma mede, intuitivamente, o quanto o vetor

tangente unitario 7' muda de dire¢ao. Definimos:

H dT
k==
ds I’

chamamos k a curvatura da curva 7= y(t).
Vamos agora obter uma férmula para a aceleracao vetorial @. De (5) vem
¥ = vT'; derivando essa identidade com respeito a t obtemos:

dT dT ds

a=al +v— =al +v— —.

T T
Logo:

dT

6 d=aT +v?—.
(6) a=al+v P
Note que, como % é normal a T, a identidade (6) nos diz que % #0see

somente se os vetores @ e T sao linearmente independentes, ou seja:

dT
k#0 < T # (0 <= d e ¥ sado linearmente independentes.
s

Vamos assumir a partir de agora que o vetor % nao é nulo. Denotaremos
-1
por N o versor C(li—TH%H do vetor %. Chamaremos N o wvetor normal

unitdrio a curva 7 = y(t). Temos obviamente:

dT
7 — = kN.
9 ds "

Levando em conta (7), a identidade (6) nos da:
(8) @ =aT +v?kN.

Fisicamente, a identidade (8) nos diz que a aceleragao vetorial @ tem duas
componentes; uma tangente ao movimento (ou seja, paralela a T'), com nor-
ma igual & aceleragao escalar a. A outra é normal ao movimento (ou seja,
paralela a N) e possui norma igual a v?s. A componente normal ao mo-
vimento é normalmente conhecida como aceleracao centripeta. Escrevendo
R= é obtemos a féormula mais familiar % para a norma da aceleracao cen-
tripeta; o escalar R é conhecido como o raio de curvatura da curva 7 = 7(t).
Observamos que o raio de curvatura de uma circunferéncia coincide com seu
raio (verifique!).

Usando (8) fica facil obter uma expressao para a aceleragao escalar a; de
fato, multiplicando (8) escalarmente por 7" e usando (5) obtemos:

—

(9) a= aT

Denotamos por B o produto vetorial de T por N, ou seja:

(10)
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Como T e N sao unitarios e normais, temos que o vetor B também é unitario.
Além do mais, a trinca (T, N, B) é uma base ortonormal positivamente ori-
entada de IR®. O vetor B é chamado o vetor binormal & curva 7 = (t) e
a base (T, N, B) é chamada o triedro de Frenet-Serret da curva 77 = (t).
Multiplicando a identidade (8) vetorialmente por ¢ = vT" obtemos:

FAd= (vT) A (aT) + (vT) A (v26N) = v’k B.

Como ||B|| =1, v > 0e x > 0 concluimos que |7 A @|| = v3k, ou seja:

_lenal _ I A+l
o RaE

(11)

0 que nos da uma expressao para a curvatura s que envolve apenas derivadas
de 7 com respeito ao paramatro t. Note que de (5) e (8) podemos obter
também uma expressao para o vetor N:

a—av vd—av

v
12 N = - ,
(12) V3K |o Al

onde a pode ser calculado usando (9). Usando (5), (10) e (12) obtemos a
seguinte expressao para a binormal B:

TAa ~ AN

13) B= 229 _ .
( TAal ~ A

Na préatica, em vez de usar (12), é mais simples calcular N usando (5) e
(13), levando em conta que:

(14)
dT" dN . dB

Nosso objetivo agora ¢ obter as coordenadas das derivadas 5, ‘35 € ‘43 na
base (T, N, B). Note que essa tarefa j4 foi realizada para a derivada % (vide

(7)). Vamos entao determinar as coordenadas de %—];] na base (T, N, B); note

que, como essa base é ortonormal, essas coordenadas sao dadas por % -T,

% -N e % - B. Derivando as identidades N - N =1e N -T = 0 com
respeito a s obtemos:

dN dN dT
oN- 20, e nN. S o
ds T ds * ds
Usando (7) obtemos:
dN dN
1 i S S A
(15) ds 0 ds "

A componente de % na direcao da binormal B serd chamada a tor¢ao da

curva 7 = y(t) e serd denotada por 7; temos entao:

dN

16 =B.-—.
(16) T P




De (15) e (16) vem:

dN
(17) o = #T+7B.

Finalmente, calculamos as coordenadas de % na base (T, N, B). Para isso,
derivamos as identidades B-T =0, B- N =0e B-B =1 com respeito a s
obtendo:

g.T:_B-i—f:—B~(ﬁN):O,
dB dN
E~N:—B-$:—T,
dB
E-Bzo.
Logo:
(18) %:—TN.

As identidades (7), (17) e (18) sao conhecidas como as equacdes de Frenet—
Serret.

Vamos agora obter uma férmula para a torcao 7 que envolva apenas de-
rivadas de 7 com respeito ao parametro ¢t. Derivamos a identidade (8) com
respeito a t:

dd da dT  d(v3k) 5 AN

da_Cap, &L N
@@ Tt T e YTy

da dT ds  d(v’k) 5 dN ds
By Tt N el
T PR i e P
da d(vk) 3 AN
=T N N —_—
1 + avkN + 1 +v°K ds

Na dltima igualdade acima utilizamos (7). Multiplicando as expressoes aci-
ma escalarmente por B e levando em conta (16) obtemos:

da

T B = v3kr.
Usando (13) chegamos a:
1 da .,
ma : (’U VAN a) = ’U3:‘£T.

Da identidade acima e de (11) obtemos finalmente a seguinte expressao para
a torcao:

1 da B} ,Y/// . (7/ /\"Y”)

(19) T=io s o, (UAG) =
|7 Adl* de Iy Ay




2. Exemplo. Seja ~ : IR — IR? definida por:

7 =(t) = (Rcost, Rsent,ct),
onde R > 0 e ¢ € IR sao constantes fixadas. Temos que 7 = (t) descreve
o movimento de um corpo cuja sombra no plano z = 0 movimenta-se pela
circunferéncia de centro na origem e raio R em movimento circular uniforme;
a sombra do corpo no eixo z segue um movimento retilineo uniforme com

velocidade igual a ¢ vezes a velocidade angular da sombra no plano z = 0.
Temos:

7' (t) = (=Rsent, Rcost,c), |¥'(t)|| =V R2+c2
Usando (5) obtemos:
1

0=pra

(=Rsent, Rcost,c).

Temos também:
7"(t) = (—Rcost,—Rsent,0),
V() A (t) = (Rcsent —Reccost, R?),

17/ (#) A" ()l = RV R? + 2.

De (11) obtemos entao:
R
M) = s

e de (13) obtemos:

B(t) = (csent,—ccost, R).

1
VR? + ¢?
Podemos agora calcular N usando (14):

N(t) = (—cost,—sent,0),

e calcular 7 usando (19):
c

"=
Observamos que a curvatura e a torcao 7 da curva « sao constantes. Esse
fendmeno é uma particularidade deste exemplo; em geral, a curvatura e a
torgdo de uma curva 7 = (t) sao fungoes do parametro t.



