Aula nimero 1 (13/08)

(1) Sistemas de coordenadas.

Esta secao funciona como uma preparacao psicologica para a nocao de variedade
diferenciavel e para os enunciados das formas locais das imersoes, submersoes e para o
teorema do posto.

Comegamos com uma pergunta: qual deve ser a defini¢ao correta para o conceito de
“sistema de coordenadas”? Bom, a idéia bésica é a seguinte: come¢amos com um “mundo
abstrato” X onde temos uma certa quantidade de “habitantes”. Um certo habitante de
X deseja usar algum sistema de coordenadas para descrever (ao menos uma parte de) X.
Tal habitante deve entao associar a cada ponto de X uma n-upla (z1,...,x,) de nimeros
reais, que seriam as “coordenadas” desse ponto x. Um bom sistema de coordenadas deve
ter a propriedade que pontos diferentes possuem coordenadas diferentes (sendo seria uma
tremenda confusao!). Essa visao caricata do conceito de sistema de coordenadas motiva a
seguinte:

Definigao. Seja X um conjunto qualquer. Um sistema de coordenadas em X é uma
funcao bijetora ¢ : U — U, onde U é um subconjunto de X e U é um subconjunto aberto
de IR"™ para algum n.

A exigéncia de que U seja aberto em IR™ é feita por razoes técnicas e é importante na
teoria de variedades diferencidveis. Num primeiro momento, seria razoavel exigir apenas
que U fosse um subconjunto arbitrario de IR".

Exemplo. Seja X = IR". Fazendo U = U=IR"e @ igual a aplicacao identidade entao
o sistema de coordenadas ¢ : U — U em X = IR" é chamado o sistema de coordenadas
cartesianas.

Exemplo. Escolha 6y € IR e seja U = Ag, C IR? o aberto de IR? cujo complementar é a
semi-reta fechada {(tcosfy,tsenfy) : t > 0}. Seja U =10, +00[ x 16y, 00 + 27[ e defina
o:U— U fazendo o(z,y) = (p,0), onde p = /22 +y? e 0 € |0y, 00 + 27| é determinado
pelas identidades © = pcosf e y = psenf. E facil ver que a aplicacao ¢ : U — U é de

fato bijetora e é portanto um sistema de coordenadas em IR?; esse é chamado o sistema
de coordenadas polares (relativo & escolha de ) no plano IR.

Exemplo. Escolha 6y € IR e defina Ag, como no exemplo anterior. Considere os abertos
U= Ag, x RC IR U =]0,400[ x |6y, 00 + 27 x IR C IR? e defina ¢ : U — U fazendo
o(z,y,2) = (p,0,2), onde p e 0 sdo definidos a partir de x e y como no exemplo anterior.
Temos que ¢ : U — U é um sistema de coordenadas no espaco IR3 chamado o sistema de
coordenadas cilindricas (relativo & escolha de 6y) no espaco IR3.

Exemplo. Sejam U = IR?\ (]—00,0] x {0} x IR), U = 0, +oo[x |—m,7[x |0, 7[e ¢ : U — U
a aplicacdo definida por ¢(z,y, z) = (r,0,¢), onde r € |0, +o0|, 0 € |—m,7[ e ¢ € ]0, 7] sdo
os Unicos escalares para os quais as relagoes:

xr=rcosfsen¢p, y=rsenfsen¢, z=1cosq,
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sao satisfeitas (note que r = /22 4+ y2 + 22). Temos que ¢ é um sistema de coordenadas
em IR3 chamado o sistema de coordenadas esféricas do espaco IR3.

Exemplo. Seja B = (b;)!, uma base arbitraria de IR". Seja ¢ : IR" — IR™ a tnica
transformagao linear tal que ¢(b;) é o i-ésimo vetor da base canénica de IR™ para todo
i=1,...,n. Temos que ¢ é um isomorfismo e portanto um sistema de coordenadas (com
U=U = IR™) em IR™. Note que para todo x € IR™ temos que () coincide precisamente
com a n-upla formada pelas coordenadas de x na base 8. Dizemos que ¢ é um sistema de
coordenadas linear em IR"™. Quando ‘B é a base canonica, temos que ¢ = Id, i.e., reobtemos
as coordenadas cartesianas. Em geral, o sistema de coordenadas ¢ corresponde a idéia de
usar “eixos de coordenadas obliquos” e “escalas de medida arbitrarias” em cada um dos
eixos. Mais geralmente, fixada uma base B em IR"™ e um ponto O € IR" entao podemos
definir um sistema de coordenadas ¢ : IR" — IR"™ fazendo ¢(z) igual as coordenadas de
x — O na base B. Dizemos entao que ¢ é um sistema de coordenadas afim com origem O.
Quando O = 0, estamos de volta ao caso de um sistema de coordenadas linear.

A definicao de sistema de coordenadas que demos no inicio da se¢ao é um tanto
geral demais para nossos propositos imediatos. De fato, observe que todos os sistemas de
coordenadas mencionados nos exemplos acima se enquadram na seguinte definicao mais
restrita.

Definicao. Um sistema de coordenadas de classe C* (1 < k < o0) em IR" é um difeo-

morfismo ¢ : U — U de classe C*, onde tanto U como U sdo abertos em IR". Por um
sistema de coordenadas de classe C° em IR™ entendemos simplesmente um homeomorfismo
p:U— U onde U e U sdo abertos em IR".

Observe que todos os exemplos mencionados acima sao sistemas de coordenadas de
classe C*° em IR".

Para finalizar, apresentamos alguns exemplos um pouco diferentes (que nao corres-
pondem a sistemas de coordenadas em IR™).
Exemplo. Denote por S? a esfera unitdria bidimensional, ou seja:

S% = {(z,y,2) € R? : 2? + 9% + 2% = 1}.
Seja U C S? o aberto (relativo a S?) definido por:
U= 5%\ ({0} x [0,+00] x R),

e., U é o complementar em S? de um meridiano fechado. Definimos uma aplicacao
¢ : U — IR? fazendo ¢(x,y,2) = (0, ) onde 0 é a “longitude” de (x,y,2) e ¢ é a “latitude”
de (x,y, z); mais explicitamente, § € |—m, [, ¢ € } 55 [ sao unicamente determinados
pelas relagoes:

xr=-cos¢send, y= —cos¢pcos, 2z =sendo.

Temos que ¢ é uma bijecao sobre o aberto U= |—m, 7| }—%, %[ em IR2. Portanto ¢ é
um sistema de coordenadas na esfera unitéria S2.

Exemplo. Seja V' um espaco vetorial real de dimensao n < 400 e seja B = (b;)I"; uma base
para V. Existe uma unica aplicagao linear ¢ : V' — IR™ que leva o vetor b; sobre o i-ésimo
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vetor e; da base canonica de IR™. A aplicagao ¢ é um isomorfismo que leva cada vetor
v € V sobre a n-upla que contém as coordenadas de v na base B. Temos que ¢ : V — IR"
¢ um sistema de coordenadas em V'; diz-se que ¢ é um sistema de coordenadas linear no
espaco vetorial V. Na verdade, o presente exemplo é apenas uma pequena generalizacao
do exemplo onde mencionamos sistemas de coordenadas lineares em IR" (veja também o
Exercicio 2 para uma generalizagao dos sistemas de coordenadas afins). Observe no entanto
que se V' é um espaco vetorial real arbitrario de dimensao n entao nao ha um sistema de
coordenadas canénico em V (por isso um espaco vetorial real genérico de dimensao 3 é
um modelo mais adequado para o “espaco fisico” do que IR?, j4 que o “espaco fisico” nao
possui uma base canonica — na verdade, espacos afins de dimensao 3 sao um modelo ainda
melhor, j& que o “espago fisico” nao possui sequer uma origem canonica).

Observagdo. Quem ja estudou um pouco de teoria de cardinais em cursos de teoria dos
conjuntos sabe que existe uma bijecdo ¢ : S? — IR da esfera unitéria S? sobre a reta real IR
(isso segue por exemplo do teorema de Schréder—Bernstein e do fato que IR3 tem a mesma
cardinalidade que IR). Tal bijecdo ¢ é a rigor um sistema de coordenadas em S? pela
nossa definicao geral, apesar do fato que esse sistema de coordenadas ¢ deve parecer “um
tanto estranho”. Quando estudarmos a nocao de variedade diferenciavel faremos algumas
restrigoes adicionais sobre a nocao de sistema de coordenadas que eliminam patologias
desagradéaveis como essa.

Definicao. Sejam X, Y conjuntose ¢ : U C X — UcC R™ ¢ :V CY — V c R
sistemas de coordenadas para X eY respectivamente. Seja f : X — Y uma fungao tal que
f(U) C V e considere a fungao f : U — V dada pela composi¢ao f =)o fop !. Dizemos
que f é a funcao que representa f com respeito aos sistemas de coordenadas ¢ e 1.

A relagao entre f e f ¢é representada pelo seguinte diagrama comutativo:

U—>f |4
4
U 7 |4

o simbolo = foi usado para indicar que ¢ e 1) sao bijecoes. No Exercicio 1 pedimos para
voceés relacionarem a nocao acima com a nocao usual da Algebra Linear de “matrizes que
representam operadores lineares em bases”.

(2) A versao linear do teorema do posto.

Em 4&lgebra linear é muito estudado o problema de diagonabilidade de operadores
lineares T': V' — V, onde V' é um espaco vetorial de dimensao finita. O problema consiste
em achar uma base de V' de modo que a matriz que representa 1" nessa base seja diagonal.
Tal tarefa nao é sempre realizével, i.e., existem operadores que nao sao diagonalizaveis.
A vantagem basica de diagonalizar um operador linear é basicamente 6bvia: quer-se um
sistema de coordenadas no qual 7" seja descrito de maneira simples.

Vamos tratar aqui um problema muito mais simples do que o da diagonalizagao: dada
uma transformagao linear T': V- — W (com V', W espacos vetoriais possivelmente distintos,
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de dimensao finita), queremos encontrar bases de V' e W que tornem a representagao
matricial de 7" o mais “simples” possivel. Note que mesmo quando V = W tal problema
¢ mais simples do que o problema usual de diagonalizacao; de fato, permitimos aqui que
sejam usadas bases diferentes no dominio e no contra-dominio de T'.

Temos o seguinte:

Teorema. Sejam V', W espacos vetoriais com dim(V) =m < +oo e dim(W) = n < +o0.
Dada uma transformacao linear T : V — W entao existem bases B e B’ para Ve W
respectivamente de modo que a matriz [T|ygxs/ que representa T com respeito a tais bases
é dada (em notagao de blocos) por:

Iy Ok x (m—k) )
T]ge = ,
Tle (O(n—k)xk O(n—k)x (m—k)

onde 1), denota a matriz identidade k x k e Ooxg denota a matriz nula o x (. Além do
mais, o nimero k é precisamente o posto de T' (i.e., a dimensao de Im(T)).

Demonstracao. Em primeiro lugar, se tais bases existirem entao k deve coincidir com o
posto de T pois o posto de T' deve ser igual ao posto da matriz [T]ss: (que é k). Vamos
agora mostrar a existéncia das bases B e B’. Escolha uma base qualquer de Ker(7)
e complete-a até uma base de V; obtemos entdo uma base B = (b;)i"; de V tal que
(b;)™ 111 ¢ uma base de Ker(T'). Temos que (b;)¥_; é uma base para um subespago S C V
tal que V =S @ Ker(T'). Dai T leva S isomorficamente sobre T'(V) = Im(T) C W (veja
Exercicio 3); concluimos entao que b, = T'(b;), i = 1, ..., k nos dd uma base para a imagem
de T. Escolha agora B’ = (b})"_, como sendo um completamento qualquer de (b})*_, até
uma base de W. Segue agora facilmente que [T]|xgs/ assume a forma desejada. B

Observagdo. Usando o resultado do Exercicio 1, vemos que se B e B’ sao bases como no
enunciado do teorema acima e se pg : V — IR™, ¢ : W — IR"™ sao os correspondentes
sistemas de coordenadas entao temos um diagrama comutativo:

V—Lsw

L,O%lm Mlcp%/

Rm ?Bn

onde F' : IR™ — IR™ é dada por:

F(zy,...,Tky. .o Zm) = (1,..., 2k, 0,...,0),
——

n—k zeros

para todo x = (z1,...,%,) € IR™. Encontramos entao sistemas de coordenadas (lineares)
em V e W que tornam a representagao de T' (ou seja, F') bem simples!

Observagdo. Se T : V — W é injetora entao k = m < n e o teorema nos d4 sistemas de
coordenadas nos quais a representacao de 1" é dada por:

F(zi,...,2m) = (1,...,Zm, 0,...,0).
———

n—m Zeros



Nesse caso, podemos fazer ainda uma pequena melhora no enunciado do teorema: é possivel
para toda base B de V encontrar uma base 8’ de W na qual [T]ps/ tem a forma desejada.
De fato, se B = (b;)"; é uma base qualquer de V entdo b, = T'(b;), i = 1,...,m é um
conjunto linearmente independente e portanto pode ser completado a uma base B’ para
W. Segue que [T]xsss é dada por:

I
Tl = m .
Tl (O(nm>xm >

Observacgdo. Se T : V — W é sobrejetora entao k = n < m e o teorema nos da sistemas
de coordenadas nos quais a representacao de T' é dada por:

F(zy,...,2m) = (21,...,2p).

Nesse caso, podemos também fazer uma pequena melhora no enunciado do teorema: é
possivel para toda base B’ de W encontrar uma base B de V na qual [T]gxs/ tem a

forma desejada. De fato, se B’ = (b;)I, é uma base qualquer para W, escolha um
subespago S C V com V = S @ Ker(T); dai T'|g : S — W é um isomorfismo e portanto
bi = (T|s)~'(b;),i=1,...,n nos d4 uma base de S. Seja (b;)-, ., uma base qualquer de

Ker(T'), de modo que B = (b;)"_; é uma base de V. Segue que [T]pn’ é dada por:

[T]%%’ = (In Onx(mfn) ) .



Exercicios.
(n&o é para entregar, mas é bom dar uma olhada e quem tiver problemas me procura).

Algebra Linear.

1. Sejam V, W espacos vetoriais reais de dimensao finita e B = (b;)/~,, B’ = (b)),
bases para V e para W respectivamente. Denote por:

oy V—R", ou W — R",

respectivamente os sistemas de coordenadas em V' e W associados a 8 e a B/, i.e., o
é o isomorfismo que leva B sobre a base candnica de IR™ e ¢y, é o isomorfismo que
leva B’ sobre a base canonica de IR"™. Dada uma transformacao linear T : V. — W,
denote por A a matriz real n X m que representa T com respeito as bases B e B/,
ie,parai=1,...,n,j=1,...,m, A;; é a i-ésima coordenada na base B’ do vetor
T'(bj); denote também por Ly : IR™ — IR™ o operador de multiplicacao por A, i.e.,
L A(x) = Az para todo = € IR™, onde interpretamos = como uma matriz coluna m x 1.
Mostre que o seguinte diagrama:

comuta, i.e., mostre que pg: o T = L4 o wg. Isso significa que Ly é a funcao que
representa T’ com respeito aos sistemas de coordenadas g € pgs/!

2. Sejam V um espago vetorial real e P um conjunto; seja dada também uma aplicacao
p:V x P — P satisfazendo as seguinte propriedades:

(i) p(v,p(w,p)) = p(v + w, p) para todos v,w € V, p € P;

(ii) p(0,p) = p para todo p € P;

(iii) se para algum v € V', p € P temos p(v,p) = p entdo v = 0;
(iv) para todos p,q € P existe v € V' com p(v,p) = q.

A trinca (P,V,p) é dita um espago afim e V' é dito o espago vetorial paralelo a tal
espaco afim. Tipicamente pensa-se em P como um “conjunto de pontos” e, para p € P,
v € V, escreve-se p+ v em vez de p(v,p), i.e., diz-se que p(v,p) é a soma do vetor v com o
ponto p. Mostre que dados O € P e B = (b;)_; uma base para V entdo para cada p € P
existe um unico = (z1,...,x,) € R™ tal que p = O + Y., a;b;; definindo ¢(p) = =,
mostre que obtém-se uma bijecao ¢ : P — IR™. Diz-se que ¢ ¢é o sistema de coordenadas
afim em P com origem O e “eixos” (b;)I"_;.

Observacgdo. Para quem ja estudou um pouco de teoria de agao de grupos: as condigoes
impostas acima sobre p : V x P — P dizem que p é uma acao livre e transitiva do grupo
abeliano aditivo (V,+) no conjunto P (livre = “sem pontos fixos”).
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3. Sejam V', W espacos vetoriais e 1" : V' — W uma transformacao linear. Mostre que
as seguintes condigoes sao equivalentes sobre um subespago S C V:

(i) V =Ker(T) & S;
(ii)) T|s : S — Im(T") é um isomorfismo.

[dica: supondo (ii), para mostrar que V = Ker(7T) + S, tome v € V e olhe para o vetor

(T|s)"(T(v)) € S].



Aula nimero 2 (15/08)

Notag&o: se V', W sao espagos vetoriais (sobre um mesmo corpo de escalares), denotamos
por Lin(V, W) o espaco dos operadores lineares T : V — W.

Notagdo: se V, W s@o espagos vetoriais reais de dimensao finita (tipicamente V = IR™,
W = IR™) e se f é uma aplicagao definida num aberto de V' tomando valores em W entao,
se f ¢ diferencidvel num ponto z € V' do seu dominio, denotamos por df(z) € Lin(V, W) o
diferencial de f no ponto z. Se S C V' é um subespagco, denotamos por dg f(x) € Lin(S, W)
a restrigdo de df(z) ao subespago S (Jsf(x) é a diferencial de f no ponto x ao longo do
subespago S). Caso seja fixada pelo contexto uma decomposicdo em soma direta V =
@._, Vi entao escrevemos 0, f(z) = v, f(z) (9;f(z) é a diferencial parcial de f no ponto
x com respeito a i-ésima varidvel).

(1) A forma local das imersoes.

Nosso objetivo agora é generalizar os resultados da aula anterior para o caso de trans-
formagoes nao lineares (mas diferencidveis). Comegamos com a generalizagdo do teorema
da aula anterior no caso de transformacoes lineares injetoras.

Definigao. Seja f : U — IR™ uma funcao definida num aberto U C IR™. Se f é dife-
renciavel num ponto x € U e se a transformagao linear df (x) : IR™ — IR™ é injetora entao
dizemos que f é uma imersao no ponto z. Se f é diferencidvel em U e se df(x) é injetora
para todo x € U entao dizemos simplesmente que f é uma imersao.

Obviamente s6 é possivel que f: U C IR™ — IR" seja uma imersao num ponto z € U
se m < n.

Demonstramos agora a forma local das imersoes que nos diz que se f é uma fungao
de classe C* que é uma imersao num ponto zy entdo é possivel obter um sistema de
coordenadas de classe C* no contra-dominio de f em torno de f(xp) de modo que a
representacao de f nesse sistema de coordenadas seja dada, em alguma vizinhanga de xg,
por z +— (z,0).

Teorema. (forma local das imersoes) Suponha que f : U — IR™ é uma fungao de classe
C* (1 < k < o) definida num aberto U C IR™ e suponha que f é uma imersao num ponto

xo € U. Entao existem abertos V. C IR™, W, W C IR"™ e um difeomorfismo ¢ : W — W
de classe C* com o € V. C U, f(V) C W e de modo que:

(po fi(x1,...,xm) = (z1,...,Tm, 0,...,0),
——

n—m Zzeros

para todo x = (x1,...,2,) € V.

Demonstragao. Seja S C IR™ um subespaco (de dimensao n —m) tal que:
R" =Im(df(z0)) ® S.
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Defina uma aplicacao G : U x S — IR™ fazendo:
G(z,y) = f(z) +y,
para todos z € U, y € S. Obviamente G é de classe C* e a diferencial:
dG(z0,0) : R & S — IR"

¢ dada por:

para todos h € IR™, k € S. Segue facilmente do fato que df(xg) é injetora e de IR" =
Im(df(z0)) & S que dG(z¢,0) é um isomorfismo. Pelo teorema da fungdo inversa, G leva
uma vizinhanca aberta de (z¢,0) em U x S (que podemos escolher da forma V' x V', com
V Cc U eV’ C S abertos) difeomorficamente sobre uma vizinhanga aberta W = G(V x V)
de G(z0,0) = f(xop) em IR™. Escolha agora um isomorfismo qualquer T : S — R"™ ™ e
considere o isomorfismo T : R™ & S — IR"™ definido por T'(z,y) = (z,To(y)), z € R™,
y € S. Temos agora que a aplicacao ¢ : W — IR"™ definida por ¢ = T o (Glyxy/)~! é um
difeomorfismo de classe C* sobre o aberto W = T(V x V') = V x To(V') em IR". Além
do mais, se x € V entao (z,0) € V x V' e:

G(z,0) = f(z) e W =GV x V');
finalmente, temos:

go(f(a:)) = (To (G]VXV/)_l)(f(x)) =T(x,0) = (z,0) = (z1,...,Zm, 0,...,0),

n—m Zzeros

para todo x = (x1,...,2,;,) € V. Isso completa a demonstracao. B

Observacgdo. Intuitivamente, se f é uma imersao entao a imagem de f “possui a mesma
dimensao” (num sentido que serd feito preciso no futuro) que o dominio de f. A forma
local das imersoes confirma essa idéia intuitiva.

(2) A forma local das submersoes.

Definigao. Seja f : U — IR™ uma funcao definida num aberto U C IR™. Se f é dife-
renciavel num ponto x € U e se a transformacao linear df(x) : IR™ — IR™ é sobrejetora
entao dizemos que f é uma submersao no ponto z. Se f é diferenciavel em U e se df(x) é
sobrejetora para todo x € U entao dizemos simplesmente que f é uma submersao.

Obviamente s6 é possivel que f : U C IR™ — IR"™ seja uma submersao num ponto
z €U sem > n.

Demonstramos agora a forma local das submersoes que nos diz que se f é uma funcao
de classe C* que é uma submersio num ponto zy entdo é possivel obter um sistema de
coordenadas de classe C*¥ no dominio de f em torno de zy de modo que a representacao
de f nesse sistema de coordenadas seja dada, em alguma vizinhanga de z(, pela projecao
z=(z,y) — x.



Teorema. (forma local das submersoes) Seja f : U — IR™ uma funcdo de classe C*
(1 < k < ) definida num aberto U C IR™ e suponha que f é uma submersao num ponto

zo € U. Entao existem abertos V, V C R™ e um difeomorfismo p:V = V de classe C*
de modo que zo € V C U e:

(f o go_l)(vl, ceyUm) = (U1, .., ),
para todo v = (v1,...,Uy) € V.
Demonstragao. Seja S C IR™ um subespago (de dimenséao n) tal que:
IR™ =Ker(df(20)) ® S.
Defina uma aplicacdo G : U — IR™ & Ker(d f (zo)) fazendo:

G(z,y) = (f(z,y),2),
para todos z € Ker(df(z0)), y € S tais que (z,y) € U C Ker(df(z)) ® S = R™.
Obviamente G é de classe C* e sua diferencial no ponto zy = (x9,%0) € Ker(df(zo)) eSS
¢é dada por:
dG(zo, yo) - (h, k) = (81 f (w0, y0) - h+ B2 f (w0, y0) - k., h),
para todos h € Ker(df(z0)), k € S. Como af(z0,y0) = df(z0)|ls : S — R™ é um
isomorfismo, segue facilmente que:
dG(zo, yo) : IR™ = Ker(df(z0)) ® S — R" @ Ker(df(z0)),

é um isomorfismo. Pelo teorema da funcao inversa, GG leva uma vizinhanca aberta V de zy =
(z0,y0) em U difeomorficamente sobre uma vizinhanca aberta V' de G(z0) = (f(20), z0)
em IR" & Ker(df(20)). Escolha um isomorfismo qualquer Tp : Ker(df(z9)) — IR™ ™" e
considere o isomorfismo T : IR™ & Ker(df(20)) — IR™ definido por T'(u,z) = (u, Tp(z)),
u € R", z € Ker(df(z0)). Temos agora que V = T(V') é um aberto de IR™ e que a
aplicagao ¢ : V — V definida por:
Y = To G|V7

é um difeomorfismo de classe C*. Para finalizar, seja v = (v1,...,0m) € V. Temos
que T7'(v) = (u,z) € V', onde u = (vq,...,v,) € R" e z € Ker(df(20)) satisfaz
To(x) = (Vpt1y---,Um). Dai:

P () = (Glv)Hu,2) = (2,y),
onde y € S é caracterizado pelo fato que (z,y) € V e f(x,y) = u. A conclusdo agora é
obtida observando que:

(fOQO_l)(’Ul,...,Um) = (fogp_l)(v) = f(x?y) =u= (7)17"'71)71)- u
(3) O teorema do posto.

O préximo teorema generaliza tanto a forma local das imersoes quanto a forma lo-
cal das submersdes. Ele nos diz que uma funcio de classe C* cuja diferencial tem posto
constante pode (em abertos suficientemente pequenos) ser representada por uma fungao

da forma (z,y) — (z,0) em sistemas de coordenadas de classe C* convenientemente esco-
lhidos.
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Teorema. (do posto) Seja f : U — IR™ uma funcao de classe C* (1 < k < oo) definida
num aberto U C IR™. Suponha que o posto de df(x) é (constante e) igual a r para
todo x € U, para algum r = 0,... ,min{m,n}. Entao para todo zy € U existem abertos

V,‘N/ Cc IR™, W,W C IR"™ e difeomorfismos ¢ : V. — V, ¢ : W — W de classe C* com
eV cU, f(V)CW e

¢[f(g0*1(v1,...,vm))} = (v1,...,0r, 0,...,0),

n—r Zeros

para todo v = (v1,...,Uy) € V.

Demonstragao. Seja S C IR™ um subespago (de dimensao n — r) tal que:
R" =Tm(df(z)) @ S. (1)

Segue entao da continuidade de df e do lema a seguir que Im (df(z)) + S = IR™ para todo
z em alguma vizinhanga aberta V) de zp em U; como Im (d f (z)) tem dimensao r, obtemos:

R" =Im(df(z)) & S, (2)

para todo z pertencente a V. Seja 7w : IR" — Im(df(zo)) o operador de projegao cor-
respondente & soma direta (1). Segue de (2) e do Exercicio 1 que 7 leva Im(df(z))
isomorficamente sobre Im (d f (zo)). Concluimos entao que a aplicacao:

7o flv, : Vo — Im(df(20))

é uma submersdo (de classe C*), ja que d(m o f|y,)(2) = m o df(2), para todo z € V.
Observe também que a injetividade da restricao de m a Im (d f (z)) implica que:

Ker(modf(z)) = Ker(df(z)), (3)

para todo z € V.
Escolha um isomorfismo qualquer 7' : Im(df(z9)) — IR"; obviamente T o o fly, ¢

ainda uma submersao. Pela forma local das submersoes, existem abertos V, V C R™ e um
difeomorfismo ¢ : V' — V de classe C* com zg € V C Vj e:

(Tomo fop™ ) (vi,...,vm) = (v1,...,vp), (4)

para todo v = (v1,...,0m,) € XN/; podemos também supor que V é da forma V = V; x XN/Q,
onde V; é um aberto de IR" e V5 é um aberto conexo de IR™~". Diferenciando (4) num
ponto v = ¢(z) € V e aplicando ao i-ésimo vetor e; da base canonica de IR™ obtemos:

[Tomodf(z)odp(z)™ ] -e; =0, i=r+1,...,m,
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para todo z € V. Como T é um isomorfismo, usando (3) e a férmula acima concluimos
que dp(z)~t-e; € Ker(df(z)), i=r+1,...,m e portanto:

d(f o 90*1)(90(2)) ce; = [df(z) odgo(z)*l} ce; =0, i=r+1,...,m,
para todo z € V. Segue que para todo u € ViC IR", a funcao:
Vo D u —s fle Hu,u')) € R

definida no aberto conexo V5, C IR™™" possui diferencial identicamente nula e portanto é
constante; isso significa que f o ¢! nao depende das ultimas m — r varidveis, i.e., existe
uma funcio a : Vi — IR"™ de classe C* com:

fop ™ (u,u') = afu), ()

para todos u € Vi, v/ € Vs (para definir «, escolha qualquer uf, € Vs e ponha alu) =
foo (u,uf), u € Vi). Considere as coordenadas o : Vi — Im(df(20)) e ap : V4 — S de
o com respeito & decomposicao IR" = Im(df(zp)) ® S. A igualdade (4) nos diz que:

T(al(u)) = u, (6)

para todo u € Vi. Definimos agora o difeomorfismo 9 : W — W de classe C* fazendo
W=T"Vi) xS CIm(df(z0)) ®S=R", W=V, x R"" C R" e:

D(w,w') = <T(w),T’ [w' — oy (T(w))}), we T V), w €S,

onde T’ : S — IR™ " é um isomorfismo qualquer. Segue agora de (5) e de (6) que f(V) C W
e que:

(qp ofo (pil)(u,u/) = (u,0),
para todos u € Vi C R™, v/ € Vo C R™".

Lema. Sejam V', W espacos vetoriais reais de dimensao finita e S C W um subespaco.
Entao o conjunto dos operadores lineares T : V. — W tais que Im(T") + S = W é aberto
em Lin(V, W).

Demonstragao. Considere o espaco quociente W/S e seja ¢ : W — W/S a aplicagao
quociente. E facil ver que Im(T)+ S = W se e somente se goT : V — W/S é sobrejetora.
Mas a aplicacao:

Lin(V,W)> T+ qoT € Lin(V,W/S)

¢ continua (pois ¢ linear) e o subconjunto de Lin(V, W/S) formado pelas aplicacoes sobre-
jetoras é aberto (vide Exercicio 2). A conclusao segue. B
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Exercicios.
(nao é para entregar, mas é bom dar uma olhada e quem tiver problemas me procura).

Algebra Linear.

1. Seja V um espaco vetorial e sejam Vi, Vo,V subespacos de V' tais que:
V=WV, V=Viel,.

Denote por m: V — V5 a projecao em V5 relativa a decomposicao V = V; @ V5 e por
7'V — V4 a projecao em Vj relativa a decomposicao V = V; @ V5. Mostre que:

vy Vo —Vy e mlyy Vg — Vo

sdo 1somorfismos mutuamente inversos.

2. Dados espacos vetoriais reais de dimensao finita V', W, mostre que os conjuntos:
{T € Lin(V,W) : T é injetora} e {T € Lin(V,W):T é sobrejetora},

sao abertos em Lin(V, W)

[dica: as condigbes de injetividade e sobrejetividade significam que um determinante menor
da matriz que representa 7' numa base fixada é diferente de zero].
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Aula ntmero 3 (20/08)

(1) A importancia das fungoes de transigao.

Esta secao tem como objetivo dar mais motivacao a definicao de variedade dife-
renciavel. Explicamos como um sistema de coordenadas num conjunto X pode ser usado
para transferir alguma estrutura existente no espaco IR" para o conjunto X; mostramos
entao, através de um exemplo, que dois sistemas de coordenadas diferentes em X de-
terminam a mesma estrutura em X se e somente se sua fungao de transigao preserva a
correspondente estrutura em IR™.

Definicao. Seja X um conjunto e sejam ¢ : U C X — UcC R, ¢y:VCX— V c R
sistemas de coordenadas em X. A funcgao de transicao de ¢ para v é a funcao bijetora:

Yvop ' R"D(UNV) —(UNV)CR"

Note que se U NV = () entao a funcao de transicao de ¢ para v é vazia.

Lema. Sejam X um conjunto e ¢ : X — IR™ uma funcao bijetora. Entao existe uma
tinica estrutura de espaco vetorial real em X tal que p é um isomorfismo.

Demonstragao. Para que ¢ seja um isomorfismo, as operacoes em X devem ser necessa-
riamente definidas por:

vtw=¢" (p(v) +pw), cw=p " ep)),

para todos v,w € X, c € IR. E fécil verificar que as operacoes acima de fato tornam X
um espago vetorial real e que ¢ é linear. B

A estrutura de espago vetorial em X que torna a bijecao ¢ um isomorfismo é chamada
a estrutura de espaco vetorial induzida por ¢ em X.

Lema. Sejam X um conjuntoe p: X — IR", vy : X — IR™ funcoes bijetoras. Entao ¢ e
induzem a mesma estrutura de espaco vetorial em X se e somente se a funcao de transicao
o t: IR" — IR™ é um isomorfismo.

Demonstracao. Denote por X; o espago vetorial X com a estrutura induzida por ¢ e por
X5 0 espago vetorial X com a estrutura induzida por 1. Queremos mostrar que X; = X
se e somente se 1) o o~ é um isomorfismo. Em primeiro lugar, é facil ver que X; = X,
se e somente se a aplicacao identidade Id : X; — X5 é um isomorfismo. Agora temos um

diagrama comutativo:
1d

X1 X5

o

R™ — IR"
oy

As flechas verticais no diagrama sao isomorfismos; logo Id é um isomorfismo se e somente
sepoplodé M
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Dois sistemas de coordenadas ¢ : X — IR" e ¢ : X — IR™ num conjunto X tais
que a funcao de transicdo ¥ o ¢~ é um isomorfismo sdo ditos linearmente compativeis.
E fécil ver que compatibilidade linear é uma relacao de equivaléncia no conjunto B dos
sistemas de coordenadas ¢ : X — IR™ (veja Exercicio 1). Seja A C B uma classe de
equivaléncia correspondente a relagao de equivaléncia de compatibilidade linear. Entao
existe uma tunica estrutura de espago vetorial real em X (de dimensao n) tal que cada
¢ € A é um isomorfismo. Reciprocamente, se é dada uma estrutura de espaco vetorial real
em X de dimensao n entao o conjunto de todos os isomorfismos ¢ : X — IR™ é uma classe
de equivaléncia correspondente a relacao de compatibilidade linear. Essas observacoes nos
levam a seguinte definigao alternativa para o conceito de espago vetorial real (de dimensao
n): um espago vetorial real é um par (X, A), onde X é um conjunto e A C B é uma classe
de equivaléncia correspondente a relacao de compatibilidade linear.

Na secao seguinte, usamos as idéias explicadas acima para transferir para um conjunto
M a “estrutura diferenciavel” do IR", i.e., a estrutura que nos permite estudar cédlculo dife-
rencial. A nocao de compatibilidade linear sera substituida pela nocao de compatibilidade
diferenciavel; de fato, as funcgoes de transicao consideradas, serao os isomorfismos do calculo
diferencial: a saber, os difeomorfismos. Um conjunto M munido de uma “estrutura di-
ferenciavel”, transferida de IR™ através de sistemas de coordenadas, serd chamado uma
variedade diferencidvel. Ressaltamos uma diferenca importante entre a nocao de espaco
vetorial e a nogao de variedade diferenciavel; enquanto todo espaco vetorial real de di-
mensao n ¢ (globalmente) isomorfo a IR™, uma variedade diferenciavel de dimensao n é
apenas localmente difeomorfa a IR", i.e., os sistemas de coordenadas que usamos para
definir a “estrutura diferencidvel” em M sao definidos apenas em subconjuntos de M.

(2) A nocao de variedade diferencidvel.

Nesta secdo introduzimos a nocao de variedade diferenciavel de classe C* (considera-
mos ao longo da se¢do um valor fixado para k, 0 < k < 00).

Definicao. Seja M um conjunto e sejam ¢ : U — Uc R" ¢ :V — V c R" _sistemas
de coordenadas em M (i.e., ¢ e 1) sao bijecées, U, V sao subconjuntos de M e U, V sao
abertos em IR™). Dizemos que @ e 1) sdo compativeis em classe C* (ou C¥-compativeis) se
o(UNV) ep(UNV) sao abertos em IR™ e a funcao de transicao ¥ op 1 é um difeomorfismo
de classe C* (por um difeomorfismo de classe C° entendemos um homeomorfismo).

Convencionamos que a aplicacio vazia é um difeomorfismo de classe C* para todo k;
logo ¢ e 1 sdo sempre C*-compativeis se U NV = 0.
Observagio: se n = 0 entdo quaisquer sistemas de coordenadas sdo C*-compativeis, para
todo k (j4 que toda funcio definida ou tomando valores em IR = {0} é de classe C™).

Observag&o: a nogao de C*-compatibilidade para sistemas de coordenadas ¢ : U — U e
1.V — V faria sentido também na situagao mais geral em que U é um aberto de IR™ e V
é um aberto de IR™ (onde, a principio, m nao precisa ser igual a n). Mas se UNV # (), tal
compatibilidade implicaria na existéncia de um difeomorfismo de classe C* de um aberto
nao vazio de IR™ sobre um aberto de IR™, o que implicaria m = n (no caso k > 1, isso segue
do fato que a diferencial de tal difeomorfismo em qualquer ponto fornece um isomorfismo
de IR™ sobre IR"; para o caso k = 0, veja o Exercicio 5).
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Na secao anterior vimos que a relacao de compatibilidade linear é uma relacao de
equivaléncia; a nocao de compatibilidade em classe ok ¢ reflexiva e simétrica, mas nao é
transitiva. De fato,se p : U - U,y : V — V, A : W — W sao sistemas de coordenadas em
M com ¢ C*-compativel com 9 e 1) C*-compativel com A entdo s6 podemos garantir que
a funcio de transicao Ao~ ! seja de classe C¥ em o(UNV NW) (veja Exercicio 2). E bem
possivel, por exemplo, que UNV = (), VW = ) (o que torna a C*-compatibilidade entre
@ e 1) e entre ¢ e \ triviais), mas que U NW # () e que ¢ e A ndo sejam CF-compativeis.

Definigao. Seja M um conjunto. Um atlas de classe C* e dimensdo n em M é um
conjunto A = {goi U, — Ui}z'el de sistemas de coordenadas em M, com cada U; aberto

em IR", tal que M = .., U; e tal que p; é C*-compativel com @ para todos i,j € I.

il

Para o resto desta secao, convencionamos que todos os atlas sao de dimensao n e que
todos os sistemas de coordenadas considerados tomarao valores em abertos de IR".
Observag&o: seria possivel também considerar uma defini¢ao mais geral de atlas de classe
C*, onde cada ¢; tem como contra-dominio um aberto U; de IR™ (n; > 0 podendo depender
de 7). Optamos por nao admitir essa possibilidade. Para uma discussao mais detalhada,
veja o Exercicio 6.

Definicao. Um sistema de coordenadas ¢ em M é dito C*-compativel com um atlas A
de classe C* em M se ¢ é C*-compativel com cada i) € A.
Como vimos acima, a relacdo de C*-compatibilidade nio é uma relacao de equivaléncia

no conjunto dos sistemas de coordenadas em M; temos porém o seguinte:

Lema. Sejam M um conjunto e A = {goi :U; — (N]i}iel um atlas de classe C* em M. Se

Y1 Vi — Vi, g 1 Vo — V5 sao sistemas de coordenadas em M, ambos C’k—compatfveis
com A, entdo 1, e 1y sao C*-compativeis.

Demonstragdo. Para cada i € I, temos que v é C*-compativel com ¢; e @; é C*-
compativel com 9; pelo resultado do Exercicio 2, 11 (V3 NU; N Va) é aberto em IR™ e

Py o9p7t é de classe CF em 91 (Vi NU; N Vz). Como M = User Ui, temos:
Pr(VinVa) = (Jur (Vi nUi N V),
icl

e logo 11 (Vi N V) é aberto em IR". Além do mais, o fato que v 0 97 é de classe C*
em cada aberto 1 (V; N U; N Va) implica que v 0 97" é de classe C* em vy (Vi N V3).
Similarmente, mostra-se que 99 (V3 N Va) é aberto em IR™ e que ; o wz_l = (wz o wl_l)_l
¢ de classe C* em 1o (V1 N V3). W

Queremos agora, definir a nocdo de estrutura diferencidvel de classe C¥ num conjunto
M. A principio, pareceria uma boa idéia definir que uma estrutura diferenciavel de classe
C* num conjunto M é simplesmente o mesmo que um atlas de classe C* em M. Temos
porém um problema. Se dois atlas A; e Ay em M sdo tais que todo ¢ € A; é C*-compativel
com todo 1 € Ay entao os atlas A; e Ay deveriam definir a mesma estrutura diferencidvel
de classe C* em M. Vamos entdo, dentre a classe de equivaléncia de todos os atlas em M
que definem a mesma estrutura diferencidvel de classe C* (veja Exercicio 3), escolher um
representante canonico. Temos a seguinte:
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Definicao. Um atlas A de classe C* num conjunto M é dito maximal se ele for um
elemento maximal no conjunto de todos os atlas de classe C* em M, parcialmente ordenado
por inclusdo; mais explicitamente, A é um atlas maximal de classe C* se A nao est4
propriamente contido em nenhum atlas de classe C* em M.

Lema. Sejam M um conjunto e A um atlas de classe C* em M. Entao existe um tinico
atlas maximal de classe C* em M contendo A.

Demonstragao. Seja A.x 0 conjunto de todos os sistemas de coordenadas em M que
sdo CF-compativeis com A. Obviamente A C Amax € segue do lema anterior que Amax é
um atlas de classe C* em M. Além do mais, é claro que Ayax é 0 maior atlas de classe C*
em M contendo A, i.e., todo atlas de classe C¥ em M contendo A esté contido em A ax.
E fécil verificar entdo que Amax € 0 Unico atlas maximal de classe C* contendo .A. B

Em vista do lema anterior (vide também o Exercicio 4), temos a seguinte:

Definigao. Uma estrutura diferenciavel de classe C* num conjunto M é um atlas maximal
de classe C* em M.

Como difeomorfismos sdo também homeomorfismos (i.e., aplica¢oes que preservam a
estrutura diferencidvel de IR™ também preservam a estrutura topoldgica de IR™) é natural
esperar que um atlas de classe C¥ num conjunto M possa ser usado para definir uma
topologia em M. Este é o conteido do seguinte:

Lema. Sejam M um conjunto e A = {gpi U; — ﬁi}ie[ um atlas de classe C* em M.
Entao existe um unica topologia T em M tal que cada U; é aberto em M e cada ¢; é um
homeomorfismo.

Demonstragao. Defina:
7(A) ={V C M : ¢;(VNU;) é aberto em IR" para todo i € I}.

As identidades: N
ei0NU;) =0, @(MNU;)=U;,

Pi [(UAGA VA) N UZ} = ALGJA eihnNU;), e;(VinVenl;)=w;(VinU;)Ne;(VanU;),

mostram que 7(A) é uma topologia em M. Vamos agora mostrar que, relativamente a
topologia 7(A), cada U; é aberto em M e cada ¢; é um homeomorfismo. Para isso, é
suficiente demonstrar a seguinte afirmacdo: dado i € I e V. C U; entdao V € 7(A) se
e somente se @;(V) é aberto em IR™ (verifique que essa afirmacao de fato implica na
propriedade sobre 7(A) que desejamos mostrar!). Vamos mostrar tal afirmagao. Sejam
dados i € I e V C U,. Obviamente, se V € 7(A) entao ¢;(V) = ¢;(V NU;) é aberto em
IR™. Reciprocamente, suponha que ¢;(V) é aberto em IR™. Para mostrar que V € 7(A),
devemos mostrar que, para todo j € I, ¢;(V NU;) é aberto em IR™; mas isso segue da
igualdade:

pi(VNU;) = (pj 007 ) (wi(V) Nei(Ui N Ty)),
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e do fato que @, 0 p; ! 1 0 (U; NU;) — o;(U; NU;) é um homeomorfismo entre abertos de
R™.

Fica demonstrada entao a existéncia da topologia 7 como no enunciado do lema (a
saber: 7 = 7(A)). Vamos mostrar agora sua unicidade; seja entdo 7 uma topologia em M
relativamente a qual cada U; é aberto e cada ¢; é um homeomorfismo. Vamos mostrar que
necessariamente 7 = 7(.4). Em primeiro lugar, se V € 7 entdao V NU; € T para todo i € 1
e logo p;(V NU;) é aberto em IR™. Isso mostra que V € 7(A), i.e., 7 C 7(A). Suponha
agora que V € 7(A). Entao ¢;(V NU;) é aberto em IR™ para todo ¢ € I e portanto
VNU; = ¢;  (0i(VNU;)) é aberto em (M, 7) para todo i € I. Mas entdo V = {J,c; VNU;
é aberto em (M, 7). Isso mostra que 7(.A) C 7 e completa a demonstragao. B

Definicao. Se A = {goi U, — ﬁi}ie[ é um atlas de classe C* num conjunto M entao
a unica topologia T = 7(.A) relativamente a qual cada U; é aberto em M e cada @; é um
homeomorfismo é chamada a topologia em M induzida pelo atlas A.

Observagio: se dois atlas A; e Ay de classe C* em M sdo tais que A; U Ay é um atlas de
classe C* em M entdo as topologias induzidas em M por A; e Ay coincidem. De fato, é
facil ver que ambas coincidem com a topologia induzida pelo atlas A; U As. Observe em
particular que a topologia induzida por um atlas A coincide com a topologia induzida pelo
atlas maximal que o contém.

Recordamos que uma topologia num conjunto X é dita Hausdorff (ou T2) se dois
pontos distintos quaisquer de X pertencem a abertos disjuntos. Uma topologia satisfaz o
segundo axioma da enumerabilidade se ela possui uma base enumeravel de abertos (recorde
que uma base de abertos para uma topologia é uma colecao de abertos tal que qualquer
aberto é uniao de abertos dessa colecao).

Definigao. Uma variedade diferencidvel de classe C* e dimensao n é um par (M, A), onde
M é um conjunto, A é um atlas maximal de classe C* e dimensdo n em M e a topologia
induzida por A em M é Hausdorff e satisfaz o segundo axioma da enumerabilidade.

Quando nos referirmos a topologia de uma variedade diferenciavel, estaremos sempre
nos referindo a topologia induzida pelo seu atlas. As condigoes que impusemos sobre a
topologia de uma variedade diferenciavel nao sao necessarias ao longo de toda a teoria
de variedades, mas elas sao hipdteses padrao que sao necessarias em diversos teoremas
centrais da teoria. Sua motivagao ficara mais clara ao longo do curso.

Definigao. Se (M, A) é uma variedade diferencidvel entao um elemento ¢ € A é chamado
uma carta (ou também um sistema de coordenadas) na variedade (M, A).

Em geral, para simplificar a notacao, escrevemos apenas M para denotar a variedade
(M, A). Nas proximas segoes, quando M for uma variedade diferencidvel e dissermos que
p:U — U é um sistema de coordenadas em M , significaremos que p é um elemento do
atlas maximal A e nao apenas que ¢ é uma bijecao arbitraria definida num subconjunto
arbitrario U C M.

Observagdo: dado um conjunto M entao existe um inico atlas maximal A em M de
dimensao zero. Ele é constituido pelo sistema de coordenadas com dominio vazio e pelos
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sistemas de coordenadas ¢, : {x} — IR® = {0}, onde x percorre M. A topologia induzida
por esse atlas é a topologia discreta. Tal topologia é sempre Hausdorff; ela satisfaz o
segundo axioma da enumerabilidade se e somente se M é enumeravel. Temos entao que
uma variedade diferenciavel de dimensao zero é unicamente determinada por um espaco
topoldgico discreto enumeravel.

Observagdo: se M = () e se A é o atlas formado apenas pelo sistema de coordenadas com
domfnio vazio entdo (M,.A) é uma variedade diferenciavel de dimensdo n e de classe C*
para todo n e todo k. A menos desse caso trivial, uma variedade diferencidavel (M, A)
possui uma dimensao bem definida.

Observagdo: uma variedade diferencidvel de classe C° é também chamada de variedade
topolégica (na verdade, nao se usa o termo “variedade diferencidvel” nesse caso). Uma
variedade topoldgica é muitas vezes definida como sendo um espago topolégico M, com
topologia Hausdorff e satisfazendo o segundo axioma da enumerabilidade, e tal que todo
ponto de M possui uma vizinhanga aberta homeomorfa a um aberto de IR". Nesse caso,
o conjunto A de todos os homeomorfismos ¢ : U — U, com U aberto em M e U aberto
em IR™ é um atlas maximal de classe CY em M que induz a topologia original de M (veja
Exercicio 7).

(3) Alguns exemplos simples.

Exemplo: A aplicacao identidade Id : IR™ — IR™ é um sistema de coordenadas em M = IR"
e o conjunto unitério A = {Id} é um atlas de classe C* em M. E facil ver que o atlas
maximal Apnax que contém A consiste de todos os difeomorfismos ¢ : U — U de classe
C*, com U, U abertos em IR". Como Id é um homeomorfismo com dominio aberto
(relativamente a topologia usual de IR™), vemos que a topologia induzida por A em IR™ é
de fato a topologia usual. Em geral pensaremos sempre no espaco IR"™ como uma variedade
diferenciavel de dimensao n, munida do atlas A, ax.

Exemplo: Se (M, A) é uma variedade diferenciavel de classe C* e se Z é um aberto de M
entdo o conjunto A’ de todos os elementos de A com dominio contido em Z é um atlas
maximal de classe C¥ em Z (para verificar que os dominios dos elementos ¢ € A’ cobrem
Z vocé deve usar o resultado do Exercicio 1 da aula nimero 4). A topologia induzida por
A’ em Z coincide com a topologia induzida de M. A estrutura diferencidvel A" em Z é
chamada a estrutura diferencidvel induzida por (M, A) em Z. Em geral, sempre considera-
remos um aberto de uma variedade diferenciavel como sendo uma variedade diferenciavel,
munida da estrutura diferenciavel induzida. Observe que em particular abertos de IR™ sao
variedades diferenciaveis de dimensao n.

Observagdo: Seja (M,.A) uma variedade diferencidvel de classe C* e sejam Zy,Zy C M
abertos com Z; C Z. Entao (M, .A) induz uma estrutura diferenciavel A} em Z; e uma
estrututa diferencidvel A, em Z,. Note agora que Z; também é um aberto na variedade
(Zs, Ay) e portanto (Zs, Ab) induz uma estrututa diferencidvel em Z;. E facil ver que essa
estrutura diferencidvel coincide com Aj.

Exemplo: Se (M, .A) é uma variedade diferencidvel de classe C* e se 0 < k' < k entdo A
é um atlas de classe C* e portanto estd contido num unico atlas maximal A’ de classe
C* . Tanto A como A’ induzem a mesma topologia em M. Logo (M, A’) é uma variedade
diferencigvel de classe C*'.
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Exemplo: Seja S™ C IR™*! a esfera unitdria n-dimensional, i.e., o conjunto dos vetores z em
IR"*! com norma Euclideana unitdria. Denotemos por (-,-) o produto interno Euclideano
de IR™*!. Dado u € S™ entdo a projecao estereogréfica de vértice u é a bijecdo:

Py S\ {u} — ut = {ve R : (v,u) =0},

que a cada x € S™, x # u, associa a Unica interse¢ao do raio {u +it(r—u):t> O} com o
hiperplano u*. Explicitamente:

r—Uu

W) =u— —— xes" :
puo) =u= et aeSm\ {u)
A inversa da aplicacao p, é dada por:
—1 v—u 1
Py (v) =u+2 , vEuT,
[o = ull?
onde || - || denota a norma Euclideana em IR"*!. Escolhendo um isomorfismo qualquer

T, : ut — IR™ entdo o, = Ty, 0op, : S™\ {u} — IR"™ é um sistema de coordenadas em S™.
Dados uj,us € S™, é facil escrever uma férmula para a funcao de transicao de ¢,, para
Yu,, que mostra que tal funcao é de classe C*°. Logo o conjunto A = {gau Tu € S”} é um
atlas de classe C*° e dimensao n em S™. Se consideramos em S™ a topologia induzida de
IR+ entdo as aplicacdes ¢, sdo homeomorfismos definidos em abertos; logo a topologia
induzida por A em S™ coincide com a topologia induzida de IR"*!.

Mais adiante, quando estudarmos a nocao de subvariedade, descreveremos a estrutura
de variedade da esfera de maneira mais natural.

Exemplo: Seja V um espaco vetorial real de dimensao n. Entao o conjunto A de todos
os isomorfismos ¢ : V. — IR™ é um atlas de classe C*° em V. Logo V', munido do atlas
maximal que contém A, é uma variedade diferencidavel de classe C*°. A topologia induzida
por A em V é a topologia usual (definida por qualquer norma). Espacos vetoriais reais
de dimensao finita serao sempre considerados como variedades diferenciaveis, munidos do
atlas maximal que contém os sistemas de coordenadas lineares (veja o Exercicio 8 para
uma generalizacao deste exemplo para espagos afins).

Exemplo patolégico: Sabe-se que a esfera S™, n > 1, tem a mesma cardinalidade que
o conjunto IR dos numeros reais, i.e., existe uma bijecao ¢ : S™ — IR. Se A é o tnico
atlas maximal de classe C* que contém ¢ entdo (S™,.A) é uma variedade diferencidvel
de classe C* e dimensdo 1. Tal bijecdo ¢ nao é um homeomorfismo, se consideramos S™
com a topologia induzida de IR™*!. Segue entdo que a topologia da variedade (S™,.A)
nao coincide com a topologia usual da esfera. Em geral, quando considerarmos a esfera S
como uma variedade, estaremos pensando no atlas que contém as projecoes estereograficas.
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Exercicios.
(nao é para entregar, mas é bom dar uma olhada e quem tiver problemas me procura).

Algebra Linear.

1. Seja X um conjunto e seja B o conjunto das bijecoes ¢ : X — IR™. Mostre que a
relacao de compatibilidade linear é uma relagao de equivaléncia em B, ou seja, mostre
que a relacao ~ em B definida por:

@~ < 1o ! éum isomorfismo de IR,

¢ uma relagao de equivaléncia.

Fungdes de Transigdo e Atlas.

2. Seja M um conjunto e sejam ¢ : U — ﬁ, vV = 17, A: W — W sistemas de
coordenadas em M, com U, V, W abertos em IR™. Suponha que ¢ seja C*-compativel
com 9 e que ¥ seja C*-compativel com A. Mostre que o(UNVNW) e N\ UNV NW)
sdo abertos em IR™ e que a restricao de Aot a (U NV NW) é um difeomorfismo
de classe C* sobre A(UNV NW).

[dica: observe que (U NV NW) é a imagem inversa de ¥(V NW) pela aplicagao ¢ o ¢~
e que a restricio de Ao~ a (U NV NW) é a composta de 1o o~ com Aoyp~1].

1

3. Seja M um conjunto e sejam A;, As atlas de classe C* em M. Mostre que A; U Ay é
um atlas de classe C* em M se e somente se todo ¢ € A; é C*-compativel com todo
1 € As. Mostre também que a relacao ~ definida por:

Ay ~ Ay <= A, U A5 é um atlas de classe CF em M

é uma relacdo de equivaléncia no conjunto de todos os atlas de classe C* em M.

4. Sejam A;, A, atlas de classe C* num conjunto M. Mostre que A; U Ay é um atlas
de classe C* em M se e somente se A; e Ay estdo contidos no mesmo atlas maximal
de classe C* em M.

5. O Teorema da Invariancia do Dominio, diz o seguinte: se f : U — IR™ é uma fungao
continua injetora, com U C IR™ aberto, entdao f(U) é aberto em IR" e f : U —
f(U) é um homeomorfismo (veja, por exemplo, J. R. Munkres, Elements of Algebraic
Topology, Theorem 36.5). Esse é um teorema nao trivial, usualmente provado com
técnicas de topologia algébrica. Assumindo esse teorema, mostre que se um aberto
nao vazio de IR™ é homeomorfo a um aberto de IR" entao m = n.
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6. Poderiamos ter desenvolvido a teoria desta se¢ao admitindo atlas onde os contra-
dominios dos sistemas de coordenadas podem ser abertos em espacos de dimensoes
diferentes. Mostre que se A é um atlas de classe C* num conjunto M e que se
a topologia induzida por A torna M conexo entdo os contra-dominios de todos os
sistemas de coordenadas ¢ € A sao abertos do mesmo espago IR".

[dica: mostre que, dado € M, entdo existe n = n(x) > 0 tal que todos os sistemas de
coordenadas ¢ : U — U pertencentes a A com z € U, sao tais que U é um aberto de
R™*) . Mostre que a funcdo n : M — IN é continua, onde M tem a topologia induzida
pelo atlas A e IV tem a topologia discretal.

7. Se A é um atlas de classe C¥ e dimensdo n num conjunto M entdo, relativamente
a topologia induzida por A em M, todo ponto de M possui uma vizinhanca aberta
homeomorfa a um aberto de IR™. Mostre que, dada uma topologia 7 em M tal que
todo ponto de M possui uma vizinhanca aberta homeomorfa a um aberto de IR"
entdo existe um tinico atlas maximal A de classe C° e dimensao n em M que induz a
topologia .

[dica: mostre que A é necessariamente o conjunto de todos os homeomorfismos ¢ : U — U ,
com U aberto em M e U aberto em R".

8. Seja (P, V,p) um espaco afim (veja Exericio 2 da aula nimero 1), com V um espago
vetorial real de dimensao n. Para cada ponto O € P e cada isomorfismo 7" : V — IR",
defina um sistema de coordenadas o 1 : P — IR"™ em P fazendo po r(p) = T(v),
onde v € V' é o tnico vetor tal que p = O + v. Mostre que o conjunto:

A= {90@7T :Q0eP, T:V—-R" isomorﬁsmo}

é um atlas de classe C*° em P.
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Aula nimero 4 (22/08)

(1) Fungoes diferenciaveis em variedades.

Vamos agora transferir algumas nogoes basicas do calculo no IR™ para o contexto de
variedades diferenciaveis.

Definicdo. Sejam M, N variedades diferencidveis de classe C* (0 < k < o00). Uma
aplicacao f : M — N ¢é dita de classe C" (0 < r < k) se para todo x € M existem
cartas ¢ : U—>UemMew V > VemN comz €U, fU) C V e tal que a fungao
f o fop ! U=V que representa f com respeito as cartas @ e ¢ seja de classe C"
(veja também a defini¢ao dada no final da se¢ao 1 da aula nimero 1).

Usando o fato que as cartas de uma variedade sao homeomorfismos definidos em
abertos, é facil mostrar que toda fungao f : M — N de classe C" é continua (com respeito
as topologias induzidas pelos atlas de M e de N). Quando r = 0, a condi¢ao de ser de classe
C" (no sentido da definigdo acima) é de fato equivalente a continuidade (veja Exercicio 2).

A restricao de uma carta a um subconjunto aberto do seu dominio é novamente uma
carta (veja Exercicio 1). Logo, se f : M — N é continua entao, para todo € M, podemos
encontrar cartas ¢ : U — Uem M e YV = V em N tais que z € U e f(U) CV (basta
escolher cartas ¢, ¥ com z € U, f(x) € V e trocar ¢ pela restricio de ¢ ao aberto
Un f~YV)). Se f nao é continua, pode ocorrer que nao seja possivel encontrar cartas
p:U— U em M,y :V — VemNcomzeUe f(U) C V; mas, como observamos acima,
se f nao é continua entao f certamente nao é de classe C". Em alguns textos, a nocao de
funcao de classe C" é definida apenas na classe das funcoes que ja sao continuas a priori;
teoricamente, isso d4 na mesma, ja que toda funcao de classe C" é continua. A vantagem
de nao supor a priori que f seja continua na definicao de funcao de classe C” é que, em
exemplos concretos, nao precisamos verificar a continuidade de f antes de verificar que f
¢é de classe C" usando as cartas.

Mostramos agora que o conceito de “ser de classe C"” nao depende das cartas esco-

lhidas, i.e., se f é de classe C" no sentido da definigdo acima entao as representacoes de f
em cartas arbitrarias sao de classe C".

Lema. Sejam M, N variedades diferenciaveis de classe C* e seja f: M — N uma fungao
de classe C" (0 < r < k). Entao, dadas cartas arbitrarias ¢ : U - U em M ey :V -V
em N com f(U) C V, temos que a funcdo f = 1o f o =1 que representa f com respeito
as cartas p e 1 é de classe C".

Demonstragao. Basta mostrar que f é localmente de classe C”. Seja entdo dado & € U
e mostremos que f é de classe C" numa vizinhanca de #. Defina x = ¢~ '(#); como
f ¢é de classe C", por definicao, existem cartas ¢; : U3 — ﬁl em Mei : V3 — 171
em N com x € Uy, f(U;) C Vi e tais que f1 =0 fo gpl é de classe C". Seja
a:e(UNU;) = ¢1(UNU;) a funcao de transicao de ¢ para 1 e 5 : (VNVy) — 1 (VNV)
a funcdo de transicao de ¢ para 1);. Sabemos que « e 3 sdo difeomorfismos de classe C* (e
portanto de classe C") entre abertos do espago Euclideano. Para concluir a demonstragao,
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simplesmente observe que a funcao f' coincide com a composta 31 o fl o a na vizinhanca
aberta (U NU;y) de z. W

A demonstragao do Lema acima esclarece porqué s6 definimos funcoes de classe C”
em variedades de classe C* para r < k.

Teorema. A composta de funcoes de classe C" é de classe C", i.e., se M, N, P sao
variedades de classe C* ese f : M — N, g: N — P sao funcées de classe C" (0 <r < k)
entao go f: M — P é de classe C".

Demonstragao. Seja dado z € M. Devemos produzir uma carta em M, cujo dominio
contém x, e uma carta em P, cujo dominio contém g( f (m)), de modo que a representacao
local de g o f nessas cartas seja de classe C". Como g é de classe C”, existem cartas
Yp:V—=sVemNeX:W —WemPcom f(z) e V,g(V)CWeg=Nogoy!de
classe C". Escolha uma carta ¢ : U — U arbitraria em M com z € U ; como f é continua,
podemos, se necessario, trocar ¢ por uma restricao de ¢ de modo que z € U e f(U) CV
(usamos aqui os resultados dos Exercicios 1 e 2). A representacdo f = o fop ! de f
nas cartas ¢ e 1 é de classe C" (pelo Lema anterior!). A conclusao segue observando que
(go f)(U) C W e que a representacao de g o f nas cartas ¢ e A coincide com a composta

go f .l
Algumas propriedades bem simples das fungoes de classe C" (que em geral serdo
usadas sem maiores comentarios) estao listadas no Exercicio 3.

Observagdo: se Z é um aberto de IR"™ entao Z é uma variedade diferenciavel de dimensao
n e a aplicagao identidade Id : 7 — Z é uma carta em Z. Segue dai que, dada uma
variedade M de classe C* entdo uma fungdo f : M — Z é de classe C" (0 < r < k) se e
somente se para todo x € M existe uma carta ¢ : U — U em M tal que fop t: U—Z
¢ de classe C". Similarmente, uma funcao f: Z — M é de classe C" se e somente se para
todo x € Z existe uma vizinhanga aberta U de z em Z e uma carta ¢ : V — V em M com
fU)cVewo fly:U — V de classe C". Observamos também que a nocao de “ser de
classe C™” em abertos do espago Euclideano (no sentido usual do célculo no IR™) coincide
com a noc¢ao de “ser de classe C"” nesses abertos, vistos como variedades diferenciaveis.

Definicao. Sejam M, N variedades de classe C*. Uma funcao f : M — N é dita um
difeomorfismo de classe C" (0 < r < k) se f é uma bijecao de classe C" cuja inversa
f~Y: N — M é de classe C". Dizemos que f é um difeomorfismo local de classe C"
se todo x € M possui uma vizinhanga aberta U C M tal que f(U) é aberto em N e
flu : U — f(U) é um difeomorfismo de classe C".

Obviamente todo difeomorfismo (local) de classe C” é um homeomorfismo (local); em
particular, todo difeomorfismo local de classe C™ é uma aplicacao aberta, i.e., leva abertos
do dominio em abertos do contra-dominio. Observe que para r = 0 um difeomorfismo
(local) é o mesmo que um homeomorfismo (local).

Observagdo: segue do item (d) do Exercicio 3 que um difeomorfismo local f: M — N de
classe C" é um difeomorfismo de classe C" se e somente se for bijetor.

Mostremos agora que as cartas de uma variedade M sao nada mais que difeomorfismos
entre abertos de M e abertos do espaco Euclideano.
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Lema. Seja M uma variedade diferencidvel de classe C* e de dimensao n. Dado um
subconjunto U C M e um aberto U C R" entdo uma bijecao ¢ : U — U é uma carta
de M (i.e., um elemento do atlas maximal que define a estrutura diferencidavel de M) se e
somente se U é um aberto de M e ¢ é um difeomorfismo de classe C*.

Demonstragao. Suponha que ¢ é uma carta de M. J4 sabemos entao que U é aberto e
que ¢ € bijetora. Podemos agora considerar as representagoes de ¢ e de o~ ! com respeito
as cartas ¢ na variedade U e Id na variedade U; ambas essas representagoes sao iguais
a funcdo identidade de U, que é de classe C*. Logo ¢ é um difeomorfismo de classe C*.
Reciprocamente, suponha que U é aberto em M e que ¢ é um difeomorfismo de classe
C*. Para mostrar que ¢ é um elemento do atlas maximal A de M, basta mostrar que ¢
é C*-compativel com todo elemento v : V — V de A. Como ¢ e 9 sao homeomorfismos
entre abertos, segue que (U NV) e (U NV) sdo abertos em IR™. A funcao de transi¢ao
Yo p~! éde classe C* pois ela é a representacio da funcdo ¢! : U — U de classe C* com
respeito as cartas Id : p(UNV) = o(UNV) e Y|luny : UNV — (UNV). Similarmente, a
funcao de transiciao ot ~! é de classe C* pois ela é a representacio da funcao ¢ : U — U
de classe C* com respeito as cartas Y|yny : UNV — p(UNV) eld: U — U. Logo ogp~*
é um difeomorfismo de classe C* entre abertos e portanto ¢ e 1) sdo C*-compativeis. B

Observagdo: note que até agora nunca usamos que a topologia das nossas variedades é
Hausdorff e satisfaz o segundo axioma da enumerabilidade. De fato, todas as definicoes
dadas até agora fazem sentido (e todos os resultados provados sao validos) para con-
juntos arbitrarios munidos de uma estrutura diferencidvel (i.e., um atlas maximal), sem
hipétese alguma sobre a topologia induzida por esse atlas. No resto desta se¢ao usaremos
os conceitos definidos e os resultados obtidos até agora na classe dos conjuntos munidos
de estruturas diferencidveis.

Corolario. Sejam A; e A, estruturas diferencidveis de classe C* num conjunto M. Entao
A; = Ay se e somente se a aplicagao identidade 1d : (M, Ay) — (M, As) é um difeomor-
fismo de classe C*.

Demonstragao. Se A; = A, entdo Id é um difeomorfismo de classe C* (veja o item (b)
do Exercicio 3). Reciprocamente, suponha que Id é um difeomorfismo de classe C*. Seja
U um aberto de M (note que Id é um homeomorfismo e portanto A; e Ay induzem a
mesma topologia em M). Seja A;|y (resp., As|u) a estrutura diferencidvel induzida por
Ay (resp., Ag) em U. Dai Id : (U, A1|y) — (U, As|y) é um difeomorfismo de classe C*.

Seja U C IR™ um aberto e seja ¢ : U — U uma bije¢ao. Temos um diagrama comutativo:

(U, Ailo) (U, Aslv)

U

Temos que a flecha nimero 1 no diagrama é um difeomorfismo de classe C* se e somente
se a flecha niimero 2 o for. Segue do Lema que ¢ pertence a A; se e somente se ¢ pertence

aAs. B
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O Corolério anterior é 1util quando queremos demonstrar resultados sobre unicidade
de estruturas diferencidveis satisfazendo certas condigoes.

Como foi explicado na aula nimero 3 (final da se¢do 1), sistemas de coordenadas
num conjunto M podem ser usados para “transferir” a estrutura diferencidvel do IR"
para M. Dada uma colecao de bijecoes {cpi U, — Ni}i e definidas em subconjuntos
U; C M e tomando valores em variedades N, entao seria natural que pudéssemos usar
tais bijecoes para “transferir” a estrutura diferenciavel das variedades IN; para M; desde
que a colecao {¢; }icr satisfizesse condigoes similares as satisfeitas por um atlas, i.e., M
deve ser a uniao dos dominios U; e duas bijecoes ¢; e ¢; deveriam ser compativeis num
sentido apropriado. Essa é a motivacao para o Lema que provaremos a seguir. Observe
que um caso particular interessante da situacao que descrevemos é aquele em que cada N;
é um aberto de um espaco vetorial real de dimensao finita V;. E claro que neste caso, uma
bijecao ; : U; — N; estd “muito perto” de ser um sistema de coordenadas; basta escolher
um isomorfismo T; : V; — IR™ e considerar a composta T; o ;. Ocorre que em alguns
exemplos (por exemplo na construgao da estrutura diferencidvel do Grassmanniano, que
serd feita na aula seguinte) esse isomorfismo nao é canoénico e a exposicao fica mais elegante
se ele nao tiver que ser explicitado na construcao da estrutura diferenciavel de M. Uma
outra aplicagao do Lema abaixo aparecera quando estudarmos fibrados vetoriais.

Lema. Seja M um conjunto e seja B = {gpi U — Ni}ie] uma colecao de bijegoes,
onde cada U; é um subconjunto de M e N; é munido de uma estrutura diferenciavel
A = {%’A :Vix — Vin C Rn}AeAi de classe C*. Suponha que M = Uier Ui, que
para todos i,j € I os conjuntos ¢;(U; NU;) C N; e p;(U;NU;) C N; sejam abertos
(possivelmente vazios) e que a fungao p; o ¢; ' : i(U; N U;) — ¢;(U; N U;) seja um
difeomorfismo de classe C*. Entdo existe uma tnica estrutura diferencidvel A em M de
classe C* tal que cada U; é aberto em M e cada ¢; é um difeomorfismo de classe C*.

Demonstragao. Mostremos primeiramente a unicidade. Sejam entao A, A’ duas estru-
turas diferencidveis de classe C¥ em M que tornam cada U; aberto e cada w; um difeo-
morfismo de classe C*. Seja Aly, (resp., A’|y,) a estrutura diferencidvel induzida por A
(resp., por A’) em U;. Temos um diagrama comutativo:

(U, Alor,) L (U, A’

A

N;

Ui)

onde ambas as flechas ¢; sdo difeomorfismos de classe C*; isso mostra que a aplicacio

identidade Id : (M, A) — (M, A’) restrita ao aberto U; é um difeomorfismo de classe C*.

Como M = J,;¢; U;, segue que Id ¢ um difeomorfismo de classe C* e logo A = A'.
Vamos agora mostrar a existéncia de A. Defina:

Ao = {pir = thir o Pilp=1 (v 07 (Vi) — Vi)‘}AeAi,ieI
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Mostraremos a seguir que Ag é um atlas de classe C¥ em M. Vamos assumir esse fato por
alguns instantes. Se A é o atlas maximal de classe C* que contém Ay entdo afirmamos
que cada U; é aberto em M na topologia definida por A e cada ¢; é um difeomorfismo
de classe C* com respeito & estrutura diferencidvel definida por A. A igualdade U; =
UAeAi 902-_1(‘/; ) mostra que U; é aberto em M. Além do mais, para cada A € A;, as
aplicagoes p;x : cpi_l(VM) — VM e Pin 1 Vin — ‘72-)\ sdo difeomorfismos de classe C*, pois
a primeira pertence ao atlas A de M e a segunda pertence ao atlas A; de N;. Segue que
@bi_)\l o pix = SOi|LP;1(‘/'iA) : gpi_l(VM) — V;ix é um difeomorfismo de classe C* para todo
AeA;. Como U; = U/\eAi goi_l(Vi,\) e N, = UAeAi Vix, concluimos que ¢; : U; — N; é um
difeomorfismo de classe C*.

Para completar a demonstracao, devemos mostrar que Ay é um atlas de classe C* em
M. Em primeiro lugar, temos:

M=JUi=J ¢ (Vir).
iel NS
Sejam dados 4,5 € I, A € A;, p € A;. Vamos mostrar que a funcao de transicao de p;x
para p;, é uma fun¢ao de classe C* definida num aberto de IR™. Isso mostrard também
(trocando os papeis de p;x e p;,.) que a fungao de transigao de p;, para p;» é uma funcao
de classe C* definida num aberto de IR™. Logo ficara estabelecido que p;\ e Pju Sao
C*-compativeis e que Ay é um atlas de classe C* em M.
Temos que a funcao de transicao de p;» para p;, ¢ dada por:

Pju © pz‘_/\l =i 0 (g5 0 901'_1) ° @Di_,\l;
seu dominio é:
Ppix (97 (Via) N7 (Vi) = daa [Via 1 (12 0 07) T (V).

A conclusao segue observando que ¥y € A; e 9, € A; sao difeomorfismos de classe ok
entre abertos e que, por hipétese, também ¢; o goi_l é um difeomorfismo de classe C* entre
abertos. &

Corolario. Seja M um conjunto e seja B = {gpi U — ﬁi}ig uma colecao de bijegoes,
onde cada U; é um subconjunto de M e ﬁz é um aberto de um espaco vetorial real V;
de dimensao finita n. Suponha que M = J,.; Ui, que para todos i,j € I os conjuntos
wi(UiNUj;) C Vi ep;j(U;NU;) C V; sejam abertos (possivelmente vazios) e que a fungao
wjop; !t pi(U;NU;) — ¢;(U; NU;) seja um difeomorfismo de classe C*. Entdo existe
uma tinica estrutura diferenciavel A em M de classe C* tal que cada U; é aberto em M e
cada @; é um difeomorfismo de classe C*.

Demonstracao. Aplique o Lema para as variedades diferenciaveis N; = [72 [ |

Note que tanto no Lema como no Corolario acima, nao podemos concluir que a topo-
logia induzida pelo atlas A em M seja Hausdorff ou que ela satisfaga o segundo axioma da
enumerabilidade (mesmo que a topologia de cada N; satisfaca essas condigdes).
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Corolario. Sejam M, N conjuntos, ¢ : M — N uma bijecao e A" um atlas maximal
de classe C* em N. Entdo existe um tnico atlas maximal A de classe C* em M tal que
¢: (M, A) — (N, A) seja um difeomorfismo de classe C*.

Demonstragao. Aplique o Lema para a cole¢ao unitaria {90 U — N }, ondeU=M.1
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Exercicios.
(nao é para entregar, mas é bom dar uma olhada e quem tiver problemas me procura).

Cartas e Atlas.
1. Seja A um atlas maximal de classe C* num conjunto M e seja ¢ U — UcC R" um
elemento de A. Mostre que se V é um aberto de IR™ contido em U e se V = ¢~ }(V)
entao a restricao ¢ly : V. — V também pertence a A.

[dica: vocé deve mostrar que |y é C*-compativel com .A].

Funcgdes Diferenciaveis.
2. Sejam M, N variedades de classe C*. Mostre que toda funcdo f : M — N de classe
C" (0 < r < k) é continua. Mostre também que toda fungao continua f : M — N
é de classe C° (onde “ser de classe C°” deve ser entendido no sentido da primeira
definicao da secao 1, i.e., f é de classe C° se f admite representacoes continuas em
sistemas de coordenadas em torno de cada ponto de seu dominio).
3. Sejam M, N variedades diferencidveis de classe C* e f : M — N uma funcdo. Mostre
que:
(a) se Ny é abertoem N e f(M) C Ny entao f: M — N é de classe C" se e somente
se f: M — N;j é de classe C";
(b) a aplicacdo identidade Id : M — M é de classe C*; mais geralmente, se M; é um
aberto de M entdo a aplicacdo inclusdo M; — M é de classe C*¥;
(c) se f: M — N é de classe C" entao, para todo aberto M; C M, a restricao
flar, : M1 — N é de classe C7;
(d) se todo z € M possui uma vizinhanga aberta M, C M tal que f|y;, : M, — N é
de classe C" entao f é de classe C".

4. Sejam M, N variedades diferencidveis de classe C*. Mostre que se existe um difeo-
morfismo local f : M — N de classe C" entao dim(M) = dim(N).

[dica: para o caso r = 0 veja o Exercicio 5 da aula nimero 3].

5. Seja M uma variedade diferenciavel compacta nao vazia de dimensao n. Mostre que
nao existe um difeomorfismo local f : M — IR™.
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Aula ntmero 5 (27/08)

(1) Um exemplo: o Grassmanniano.

Dados inteiros n e r com n > 0 e 0 < r < n, denotamos por G,(n) o conjunto de
todos os subespagos vetoriais r-dimensionais de IR™. O conjunto G,(n) é conhecido como
o Grassmanniano real de subespagos r-dimensionais de IR™. Nesta se¢ao vamos, a titulo
de exemplo, construir uma estrutura de variedade diferenciavel em G, (n). Esse é um bom
exemplo de variedade diferencidvel que nao aparece de maneira natural como subconjunto
de um espaco Euclideano IR".

Seja IR™ = Wy & Wy uma decomposi¢ao em soma direta de IR™, com dim(Wy) = r
(e portanto dim(W;y) =n —r). Se T : Wy — W; é um operador linear entao seu grafico
identifica-se com um subespaco de IR™, a saber:

Gr(T)={v+Tv:ve Wy}

A aplicagao v — v+ T fornece um isomorfismo de Wy sobre Gr(T") e portanto Gr(T") tem
dimensao r. Observe que Gr(T') N Wy = {0} (na verdade, IR™ = Gr(T') @ W;). Além do
mais, se V' C IR™ é um subespago r-dimensional com VNW; = {0} (ou seja, R" = Vo Wr)
entdo V' = Gr(T') para uma tnica aplicagdo linear T': W — W7y; a saber:

T = (m1|v) o (molv) ",

onde mg : IR"™ — Wy, w1 : IR™ — W7 denotam as projecoes relativas a soma direta Wy @ Wy
(segue do resultado do Exercicio 1 que a restrigdo de mp a V' é de fato um isomorfismo
sobre Wy). Para determinar T na prética, pegamos um ponto genérico z € V' e escrevemos
z=x+vy, comz € Wy, y € Wi, de modo que z = my(z), y = m1(2). Obtemos entao
funcoes x = x(z) ey = y(z). A aplicagao T' é a aplicacao y = y(x). Devemos entao inverter
a relacdo x = z(z) obtendo z = z(z) e substituir em y = y(z), obtendo y em fungao de =z.
O diagrama comutativo abaixo ilustra a situacao:

Ty

yew; V=Gr(T)> =
\E[WOV
Woox

A discussao acima nos diz que a aplicacao:
Lin(Wy, W1) 2 T +—— Gr(T) € G,.(n; Wh)
¢ uma bijecao, onde G, (n; W;) denota o subconjunto de G,(n) definido por:
Gr(n; W) ={V eG,(n): R*=V oW} ={VeG,(n): VW ={0}}.
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Denotamos por ¢y, w, a inversa da bijecao T' — Gr(T"); obtemos entao uma aplicacao
bijetora:
PWo, W, - Gr(n; Wl) — Lil’l(Wo, Wl)

A aplicagao ¢w,w, nao é exatamente um sistema de coordenadas em G,(n), pois seu
contra-dominio é um espaco vetorial real de dimensao finita que é isomorfo, mas nao igual,
ao espaco Euclideano IR™(™~"). A composicdo de ©w,,w, com um isomorfismo qualquer
entre Lin(Wy, W1) e IR"(™~") nos forneceria um sistema de coordenadas em G,.(n); no en-
tanto, tal isomorfismo nao é candnico e a exposicao fica mais elegante se nao explicitarmos
tal isomorfismo. De fato, toda a teoria desenvolvida nas aulas anteriores funcionaria da
mesma forma, se tivéssemos definido que um sistema de coordenadas num conjunto M é
uma bijecao entre um subconjunto de M e um subconjunto aberto de um espaco vetorial
real de dimensao finita arbitrario. Trabalharemos entao como se ¢w, w, fosse um sistema
de coordenadas em G, (n) (veja também a discussao que precede o tltimo Lema da aula
nimero 4 e o seu primeiro Corolério).

Como todo subespago de IR™ possui um subespaco complementar, é facil ver que os
dominios dos sistemas de coordenadas ¢, w, cobrem G,(n). Vamos entao estudar a com-
patibilidade entre os sistemas de coordenadas pw, w,. Sejam dadas duas decomposicoes
em soma direta R" = Wy & Wy, R" = W) & W de IR", com dim(Wy) = dim(Wj) =r e
vamos calcular a fungao de transi¢ao de pw,,w, para pwy w,. Observe que os sistemas de
coordenadas ¢w, w, € Yw;,w, tem o mesmo dominio e portanto a funcao de transicao em
questao serd uma bijecao de Lin(Wy, W1) sobre Lin(W{, W7 ) (em particular, seu dominio
e contra-dominio s@o de fato abertos).

Seja T' € Lin(Wy, W1). Queremos determinar @y w, (Gr(T)), i.e., queremos escrever

Gr(T) como o grafico de uma aplicacdo linear T : W} — W;. Considere entdo um ponto
genérico z = v+ T'v de Gr(T), onde v € Wy. Denote por «(, : R"™ — W{, 7} : R — W7 as
projegoes correspondentes a decomposigao W @ Wi. Escreva x = m((z) e y = 7} (z); dai
y = T(x). Temos z = w(v) + m)(Tv) = 74 (v) e y = 7, (v) + 7, (Tv) = 7, (v) + Tv. Pelo
resultado do Exercicio 1, a restrigdo de m(, a Wy é um isomorfismo sobre W/ e portanto
podemos resolver a relagio = mjy(v) para v obtendo v = (7j|w,) ' (x). Substituindo em
y = 7 (v) + Tv obtemos a expressio desejada para T. Em resumo:

_ ) ~ —1 )
Ow!,w, © SOWT),Wl :Lin(Wo,W1) 2T +— T = (W'l\wo —l—T) o (776|W0) € Lin(W}, Why).

, . . ~ 1 , 0. .
A féormula acima mostra que a aplicacao Pw;wy ©Pw, w, € de classe C'>°; sua inversa (que
é dada por uma férmula similar, trocando os papéis de Wy e W) também é de classe C*°.
Logo os sistemas de coordenadas pw, w, € Ow;,w, Sa0 C*°-compativeis.

Consideramos agora decomposi¢oes em soma direta R" = Wy & Wy = Wy @ W]
com dim(Wy) = r e vamos calcular a fungao de transicao de pw, w, para ow,,w;- Note
que os sistemas de coordenadas ow, w, € Pw, w; nao tem o mesmo dominio e portanto
precisamos determinar também o dominio da correspondente funcao de transicao; mais
explicitamente, devemos determinar quais sao as aplicagoes T € Lin(Wy, W7) tais que
Gr(T) = 90171%,1/111 (T') pertence a G,.(n; W), i.e., tais que IR™ = Gr(T') & W{. Denote por
7o+ R™ — Wy, 7} : IR™ — W] as projegoes correspondentes a soma direta Wy @ W{. Pelo
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resultado do Exercicio 1, temos IR" = Gr(T) @ W/ se e somente se a restricao de 7 a
Gr(T') é um isomorfismo sobre Wy; como Wy 3 v — v+ Tw € Gr(T') é um isomorfismo,
temos:

R" = Gr(T) ® W{ <= a aplicagao Wy > v — 7 (v + Tv) é inversivel.

Seja z = v + Tv um ponto genérico de Gr(T'), onde v € Wy; escrevemos x = 7((z)
ey =m(z). Dai z = 7j(v 4+ Tv) = v+ 7w((Tv) e y = 7 (v + Tv) = 7 (Tv). Como
vimos acima, a condicao Gr(T') € G, (n; W{) é equivalente & inversibilidade da aplicacao
Wy 2 v—= x € Wy; logo:

T € owy,w, (Gr(n; W1) NG, (n; WY)) <= Gr(T) € G, (n; Wy)
> Id + (mo|w,) o T : Wo — Wy é inversivel.

Concluimos que @w,,w, (Gr(n; W1) N G,(n; WY)) é aberto em Lin(Wy, Wi). Quando a
relagdo x = x(v) é inversivel (i.e., quando T estd de fato no dominio da funcao de transicao
que queremos determinar) podemos escrever v em fungao de z e substituir em y = 7} (Tv);
obtemos assim, a expressao para y = f(m) Em resumo:

Pwo, Wi © wl;%,wl :Lin(Wo,Wy) 3T +— T =
(7} |w,) o T o (Id + (wh|w,) o T) ™" € Lin(Wo, WY).

, . . ~ 1 , 0. .
A féormula acima mostra que a aplicacao PWo,W! © P, w, € de classe C'*°; sua inversa (que
é dada por uma férmula similar, trocando os papéis de W7 e W{) também é de classe C'*°.
Logo os sistemas de coordenadas ow, w, € pw, w; sao C-compativeis.

Considere agora duas decomposi¢oes em soma direta arbitrarias IR™ = Wy @& Wy e
R" = W& W/, com dim(Wy) = dim(Wj) = r. Sabemos que ¢w, w, ¢ C°°-compativel
Com Py Wy ; também, ow; W, é C°°-compativel com oWy Wi Como pw, w, € OW, W,
tem o mesmo dominio, segue que pw, w, ¢ C°°-compativel com owgwi (veja Exercicio 3).

Mostramos entao que a colecao de todos os sistemas de coordenadas ¢w, w,, onde
(Wo, W1) percorre o conjunto das decomposigoes em soma direta R = Wy & Wy com
dim(Wy) = r, é um atlas de classe C*° e de dimensao r(n — r) em G,(n). Para mostrar
que G,(n) munido da estrutura diferencidvel dada pelo atlas maximal contendo esse atlas é
uma variedade diferenciavel, devemos mostrar que G, (n) é Hausdorff e satisfaz o segundo
axioma da enumerabilidade. Comecamos com o seguinte:

Lema. Seja V' um espago vetorial de dimensao finita e sejam W, W' subespagos de V' com
dim(W) = dim(W'). Entao existe um subespago Z CV com V=W & Z eV =W'a® Z.

Demonstragao. Provamos o resultado por indugao em dim(V') — dim(W). Se dim(V') —
dim(W) = 0 entao V=W = W' e basta tomar Z = {0}. Agora assuma o resultado valido
quando dim(V') —dim(W') = k e vamos provar o resultado para dim(V') —dim(W) = k+ 1.
Como dim(V) — dim(W) = dim(V) — dim(W') = k + 1 > 0, temos que W e W’ sao
subespagos préprios de V' e portanto V # W U W' (veja Exercicio 2). Seja v € V' com
vg W ewvd W’ . Denote por Wy (resp., W]) o subespago gerado por W (resp., por W') e
por v. Dai dim(V') — dim(W7) = dim(V') — dim(W/) = k e pela hip6tese de inducao existe
um subespago Z; CVcom V=W, ® Z; e V. = W] @ Z;. Para concluir a demonstracao,
observe que se Z é o subespaco gerado por Z; eporventao V=W dZeV =W dZ. 1
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Corolario. O Grassmanniano G,(n) é um espago Hausdorff.

Demonstragao. Pelo Lema, dados Wy, W} € G,(n), existe um subespaco Wy C IR"™ com
R" =Wy @ Wy e R" = W)@ Wi. Dal o sistema de coordenadas pw, w, contém Wy e W)
em seu dominio. A conclusao segue do resultado do Exercicio 4. R

Lema. O atlas em G,(n) formado pelos sistemas de coordenadas pw, w, contém um atlas
finito.

Demonstracao. Seja Ay o conjunto de todos os sistemas de coordenadas ¢y, w, onde
R" = WydWq, dim(Wy) = r e tanto Wy como W sao gerados por vetores da base canonica
de IR™. Obviamente Ay é finito (precisamente, A4y tem (:) elementos). Vamos mostrar que
Ay é um atlas para G.(n). Seja dado V' € G, (n). Denote por B a base canoénica de R" e
seja B’ uma base arbitraria para V. Como B’ é um conjunto linearmente independente e
B é um conjunto de geradores para IR™, podemos encontrar um subconjunto B, de B tal
que B’ U PB; é uma base de IR™. Seja W7 o subespago gerado por B; e Wy o subespaco
gerado por By =B\ B;. Dal oy, w, € Ag e R" =V & Wy, ie., V pertence ao dominio
de wo,w, - B

Corolario. A topologia do Grassmanniano G, (n) satisfaz o segundo axioma da enume-
rabilidade.

Demonstragao. Segue do Lema e do resultado do Exercicio 5. B
No6s demonstramos nesta secao o seguinte:

Teorema. O atlas maximal de classe C*° que contém os sistemas de coordenadas ow, w,
faz do Grassmanniano G,(n) uma variedade diferencidvel de classe C*> e de dimensao
r(n—r).

Observagdo: um trabalho totalmente andlogo ao realizado nesta se¢ao mostra que o Grass-
manniano complexo formado pelos subespacos complexos r-dimensionais de C™ é uma va-
riedade diferenciavel de classe C* e de dimensao 2r(n — ). Neste caso, os sistemas de
coordenadas ¢w, w, considerados estariam associados a decomposi¢oes C" = Wy & W1,
com Wy, Wj subespagos complexos de C" e dim(Wy) = r. O contra-dominio de yw, w,
seria o espago dos operadores lineares complexos 7' : Wy — Wj (que é um espago veto-
rial complexo de dimensao r(n — r), mas é também um espago vetorial real de dimensao
2r(n —r)).

(2) Um exemplo de aplicagao diferencidvel no Grassmanniano.

Com o objetivo de apresentar um exemplo nao trivial de aplicacao diferenciavel entre
variedades, vamos mostrar nesta secao que a “aplicacao complemento ortogonal” é um
difeomorfismo de classe C*° entre Grassmannianos.

Se V é um subespaco de IR", denotamos por V+ o complemento ortogonal de V
com respeito ao produto interno Euclideano. Dado r = 0,...,n, temos obviamente uma
aplicacao bijetora:

Gr(n) 2V — V+teG, .(n)

Vamos mostrar que a aplicacio V — V=+ é de classe C°.
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Seja Wy um subespaco r-dimensional de IR™ e seja Wi = Wg-. Daf IR" = Wy & W e
portanto temos um sistema de coordenadas yw, w, em G,(n). Dado um operador linear
T : Wy — Wy, vamos calcular o complemento ortogonal de Gr(7"). Dados wy € Wy,
w1 € W1, temos:

wo +wy € Gr(T)+ (wo +wr,v+Tv) =0, Vv e Wy
(wg,v) + (w1, Tv)y =0, Vo € Wy
(wo,v) + (T*wq,v) =0, Yv € Wy
(

wo + T*wq,v >—0, Vo e W,

1117

onde T* : W7 — W; denota o operador transposto de T. Como wg + T*w; € Wy,
concluimos que wy + wy € Gr(T)L se e somente se wg + 1w, = 0, i.e., se e somente se
wo = —T™*wi. Segue que:

Gr(T)* = Gr(=T%).

A igualdade acima mostra que a aplicacdo V +— V= leva o dominio de ew,,w, dentro do
dominio do sistema de coordenadas ¢w, w, em G,_,(n); além do mais, a aplicacdo que
representa V +— V1 com respeito aos sistemas de coordenadas ow, w, € ¢w,.w, ¢ dada
por:

Lin(Wy, W1) 5T — —=T* € Lin(W1, Wy).

A aplicagdo T — —T* é obviamente de classe C*° (pois é linear). Além do mais, para
todo V € G,(n) podemos encontrar um sistema de coordenadas pw, w, em G.(n) cujo
dominio contém V e tal que Wi = Wj'; basta tomar Wy =V e Wy = VL. Isso prova que
a aplicacao V — V+ ¢ de classe C°.

A inversa da aplicagdo bijetora G,.(n) >V — V+ € G,,_,.(n) é dada por:

Gnr(n) 3V — Ve G (n),

e é portanto de classe C™ (basta trocar os papéis de 7 e n —r). Logo V + V<+ é um
difeomorfismo de classe C*° entre os Grassmannianos G, (n) e G,,—.(n).

(3) Um conjunto com estrutura diferencidvel e topologia nao Hausdorff.

Sejam M um conjunto e A um atlas diferencidvel em M. Veremos nesta secao um
exemplo que mostra que a topologia induzida por A em M nem sempre ¢ Hausdorff. Uma
condicao suficiente para que a topologia induzida por um atlas seja Hausdorff é dada no
Exercicio 4. Em geral, uma topologia induzida por um atlas satisfaz apenas o axioma
de separacao T1. Recordamos que um espago topolégico X é dito T1 (dizemos também
que X satisfaz o axioma de separacao T1) se os pontos de X sao fechados, i.e., se dados
x,y € X distintos entao existe um aberto em X que contém z mas nao contém y. Temos
o seguinte:

Lema. Se A é um atlas num conjunto M entao a topologia induzida por A em M é T1.

Demonstragao. Sejam z,y € M pontos distintos. Queremos achar um aberto em M que
contém z e nao contém y. Seja ¢ : U — U C IR™ um sistema de coordenadas pertencente

34



a Acomz € U. Sey ¢ U, ndo hé nada a fazer. Se z,y € U entdo o(y) € U e U\ {o(y)}
é um aberto de IR™; como ¢ é um homeomorfismo entre abertos, segue que:

U\ {y} = (U \ {e®)})

é um aberto de M que contém x, mas nao contém y. H

Vamos agora construir uma estrutura diferenciavel num conjunto M cuja topologia
correspondente nao é Hausdorff. Seja X o espago topoldgico obtido pela uniao disjunta
de duas cépias de R", ie., X = IR" x {0,1}, onde IR"™ tem a topologia usual, {0,1}
tem a topologia discreta e X tem a topologia produto (os abertos de X s@o da forma
(Uo x {0}) U (U x {1}), com Uy, U; abertos em IR™). Consideramos em X a relacio de
equivaléncia ~ que identifica (x,0) com (z,1) para todo x # 0; mais explicitamente:

(z,1) ~ (y,]) &= (2,1) = (y,j) ouz =y # 0.

Seja M = X/~ o conjunto quociente; consideramos M munido da topologia quociente,
i.e., U C M é aberto se e somente se ¢~ (U) é aberto em X, onde q : X — M denota a
aplicacao quociente. Intuitivamente, o espaco M pode ser pensado como o espacgo IR"™ “com
uma origem adicional”. Afirmamos que as “duas origens” de M nao podem ser separadas
por abertos disjuntos. De fato, é ficil verificar que, tanto as vizinhancas de ¢(0,0) como
as vizinhancas de ¢(0,1) em M contém o conjunto:

{a(@,0):z € R", 2 #0, |2l <r} = {g(z,1) sz € B", 2 #0, 2| <r}.

para algum r > 0 suficientemente pequeno. Logo M nao é Hausdorff.

Nosso objetivo agora é construir um atlas de classe C'>° em M que induza a topologia
de M. Comecamos mostrando que ¢ é uma aplicagao aberta. De fato, se:

U= (UO X {O}) U (Ul X {1})
é um aberto de X entao ¢(U) é aberto em M, pois:
¢ (a(U)) = [(UoU (U1 \ {0})) x {0}] U [(U1U (Uo \ {0})) x {1}]

é aberto em X. Como IR"™ x {0} é um aberto de X no qual ¢ é injetora, segue que ¢ leva
IR" x {0} homeomorficamente sobre o aberto ¢(IR™ x {0}) = M \ {¢(0,1)} de M. Logo a
aplicagdo IR™ > = — ¢(z,0) é um homeomorfismo sobre M \ {q(0,1)}; sua inversa:

¢o: M\{q(0,1)} — R"
¢ um sistema de coordenadas em M. Similarmente, denotamos por:
o1 : M\ {q(0,0)} — R"

a inversa da aplicacdo IR™ > x > ¢(x,1). Obviamente os dominios de ¢g e ¢1 cobrem M.
Além do mais, a fungao de transicao de ¢ para ¢, é a aplicagao identidade de IR™ \ {0} e
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portanto A = {©g, ¢1} é um atlas de classe C>° em M. Como pq e ¢1 sdo homeomorfismos
definidos em abertos de M, segue que a topologia induzida por A em M coincide com a
topologia original que tinhamos em M (que nao é Hausdorff!).

(4) Produto de variedades diferenciiveis.

Vamos mostrar nesta secao que o produto cartesiano de um nimero finito de variedades
diferencidveis tem uma estrutura natural de variedade diferencidavel, de modo que uma
funcao f a valores nesse produto seja de classe C" se e somente se cada uma de suas
coordenadas o for (propriedade andloga a satisfeita pela topologia produto, no caso de
produtos de espagos topoldgicos). Mais precisamente, temos o seguinte:

Teorema. Sejam My, ..., M, variedades diferencidveis de classe C* e seja M = [, M;
seu produto cartesiano. Entdo existe uma tnica estrutura diferencidavel A de classe C* em
M tal que (M, A) é uma variedade diferencidavel e tal que as seguintes propriedades sao
satisfeitas:

(i) as projecoes m; : M — M; sao de classe C*,i=1,...,p;
(i) se N é uma variedade diferenciavel de classe C* entao uma aplicacao f : N — M é
de classe C* se e somente se m; o f : N — M; é de classe C* para todoi=1,...,p.

Além do mais, (M, A) satisfaz também as seguintes propriedades:

(iii) se N é uma variedade diferencidvel de classe C* entao uma aplicacio f : N — M é
de classe C" (0 < r < k) se e somente se m; o f : N — M, é de classe C" para todo
1=1,...,p;

(iv) a topologia induzida por A em M coincide com a topologia produto;

(v) dim(M) =37 | dim(M;).

Demonstragao. Seja n; = dim(M;), i = 1,...,p,~e n = Y ¢ ,n;. Dado, para cada
i =1,...,p, um sistema de coordenadas p; : U; — U; C IR™ em M; entao definimos um
sistema de coordenadas:

p

p p
:ngi : HUi —>]i[[7Z Cc IR"
=1 =1 =1

em M fazendo ¢(x1,...,x,) = (gol(xl),...,gop(xp)), para todos z; € U;, i = 1,...,p.
Seja:

P
Ao = {H ;i : @; sistema de coordenadas em M;, i =1,... ,p}.
i=1

Mostremos que Ay é um atlas de classe C* em M. Em primeiro lugar, é ficil ver que os
dominios dos elementos de Ay cobrem M. Agora dados:

p p p _ p p p _
=1[Ie: 11 — 11 ©v=]1vi: 1]V — 11V
=1 =1 =1 =1 =1 1=1
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em Ao, vamos mostrar que ¢ é C*-compativel com 1. Para isso, basta observar que a
funcao de transicao de ¢ para i é dada por:

p

[[eiWinVi) s (v, svp) = (1097 )(w1), - (8 0 0, ) () € [ [ iU n Vi),

i=1 =1

e portanto é um difeomorfismo de classe C* entre abertos de IR".

Mostramos que Ay é um atlas de classe C* em M. Observe agora que, relativamente
a topologia produto em M, os elementos de A sao homeomorfismos definidos em abertos.
Logo, a topologia induzida por Ay em M é de fato a topologia produto. Dai o atlas
maximal A de classe C* que contém Ay satisfaz as condigoes (iv) e (v) do enunciado do
teorema. Como cada M; é Hausdorff e satisfaz o segundo axioma da enumerabilidade,
segue que a topologia produto em M também é Hausdorff e satisfaz o segundo axioma da
enumerabilidade; logo (M, A) é uma variedade diferencidvel de classe C*.

Mostremos que as projegoes m; : M — M; sao de classe C*. De fato, dadas cartas
p; :U; C M; — Uj, j =1,...,p, entao a representacao de m; com respeito as cartas
= H§:1 @ e ¢; é simplesmente a i-ésima projecao H§:1 ﬁj — ﬁj, que é de classe C°.
Logo 7; é de classe C*. Isso prova a propriedade (i). Provemos a propriedade (iii) (que
obviamente implica a propriedade (ii)). Seja N uma variedade diferenciavel de classe C*
eseja f: N — M uma fungao. Defina f; = m;o f, 1 =1,...,p. Se f é de classe C"
entao obviamente cada f; é de classe C", pois as projegoes 7; sao de classe C". Suponha
agora que cada f; ¢ de classe C" e mostremos que f é de classe C". Seja x € N e escolha
cartas ) : V = Vem N e, : U — U; em M;, comzx € Ve fi(x) e Uj,i=1,...,p.
Trocando 1) pela restrigao de ¢ a V N N_, fi_l(Ui), se necessario, podemos assumir que
fi:(V)) C U; para todo i. Como f; é de classe C", temos que a aplicagao fi = ;o fiop™t
que representa f; com respeito as cartas ¢ e ¢; é de classe C". Agora f(V) C [[}_,U; e é
facil ver que a funcao f que representa f com respeito as cartas ¥ e Hle p; € dada por:

Vove f(v) = (A),..., f(v) € Hﬁ

Logo f ¢ de classe C" e portanto (como x € N é arbitrério) também f é de classe C".

Para completar a demonstracao, falta apenas verificar a unicidade de A com respeito
as propriedades (i) e (ii). Seja A’ uma estrutura diferencidvel de classe C* em M tal que
(M, A") é uma variedade diferencidvel e tal que as propriedades (i) e (ii) sao satisfeitas.
Considere a aplicacao identidade Id : (M, A) — (M, A’). Como A satisfaz (i), segue que
m; o Id é de classe C* para todo i; como A’ satisfaz (ii), segue que Id é de classe C*.
Similarmente, mostra-se que Id~' : (M, A") — (M, A) é de classe C*. Logo Id é um
difeomorfismo de classe C* e A= A’. W

Definicao. A estrutura diferencidvel em M = [['_, M; cuja existéncia e unicidade é
garantida pelo teorema anterior é chamada de estrutura diferencidvel produto em M.
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Exercicios.
(nao é para entregar, mas é bom dar uma olhada e quem tiver problemas me procura).

Algebra Linear.

1. Seja V um espaco vetorial e seja V = Vi & V5 uma decomposicao em soma direta.
Denote por m; : V. — Vi, mo : V. — V5 as projecoes correspondentes. Mostre que um
subespaco W C V é tal que V =V} @ W se e somente se a restricao de mo a W é um
isomorfismo sobre V5.

[dica: a parte “somente se” segue do resultado do Exercicio 1 da aula ntimero 2].
2. Seja V um espaco vetorial e sejam Vi, Vo C V subespacos. Mostre que V3 U V5 é um
subespago de V se e somente se V; C Vo ou Vo C V.
Sistemas de Coordenadas.

3. Sejam ¢ : U — (N], vV = ‘N/, X : W — W sistemas de coordenadas num conjunto
M. Assuma que ¢ é C*-compativel com 1, 1) é C*¥-compativel com \ e que U = V.
Mostre que ¢ é C*-compativel com .

[dica: use o resultado do Exercicio 2 da aula nimero 3|.

Topologia de Variedades.

4. Sejam M um conjunto e A um atlas em M. Mostre que se para todos x,y € M
existe um sistema de coordenadas ¢ € A cujo dominio contém x e y entao a topologia
induzida por A em M é Hausdorff.

5. Sejam M um conjunto e A um atlas em M. Mostre que se A contém um atlas
enumeravel para M entao a topologia induzida por A em M satisfaz o segundo axioma
da enumerabilidade.

[dica: mostre o seguinte resultado de topologia: se um espago topolégico X é unido enu-
meravel de abertos que satisfazem o segundo axioma da enumerabilidade entao X satisfaz
o segundo axioma da enumerabilidade].
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Aula ntmero 6 (29/08)

(1) O espago tangente.

Na aula nimero 4 nés definimos o conceito de funcao de classe C* entre variedades
diferenciaveis M, N; no entanto, nés nao definimos o que é a diferencial de uma fungao
f: M — N de classe C''. Uma idéia natural seria a de definir a diferencial de f num ponto
x € M como sendo a diferencial no ponto ¢(z) de uma representacio f = 1o f o1
de f em cartas ¢ e 1. Essa idéia é essencialmente correta, mas precisa ser aprimorada;
ocorre que a diferencial de f depende da escolha das cartas ¢ e v, e nao apenas de f.
O problema aqui é que precisamos primeiramente descobrir o tipo de objeto correto que
deve ser a diferencial de f no ponto z. Se f : U — IR"™ é uma funcao diferenciavel
num aberto U C IR™ entao a diferencial de f num ponto x € U é um operador linear
df(z) : R™ — IR™. Uma interpretagao geométrica para esse operador linear pode ser
obtida da seguinte forma. Tomamos uma curva diferencidvel v : |—¢, e[ — IR™ com imagem
contida em U e v(0) = xz. A imagem de v por f, i.e., f o~, é uma curva diferencidvel em
IR™ que passa por f(x) no instante 0. Dai, se v é o vetor tangente a v no instante 0, temos
que df(x) - v é o vetor tangente a f o~ no instante 0.

Vejamos agora o que ocorre no caso de funcoes entre superficies regulares em IR3.
Recorde (dos cursos elementares de geometria diferencial) que uma superficie regular em
IR? ¢ um subconjunto S C IR? tal que todo x € S possui uma vizinhanca aberta A C IR?
tal que AN S é a imagem de uma imersao X : U C IR? — IR? de classe C™ definida
num aberto U C IR? e tal que X : U — AN S é um homeomorfismo. A aplicacdo X
é chamada uma parametrizacao de S em torno de z (na terminologia que estudaremos
adiante, veremos que uma superficie regular em IR? é o mesmo que uma subvariedade de
dimensao 2 de IR? e que a aplicacdo X! : ANS — U é uma carta na variedade S).

Dada uma funcao diferencidvel f : S; — S5, onde S;, So C IR? sao superficies regulares
entao queremos que a diferencial de f num ponto x € Sy satisfaca a identidade:

df(x)-~'(0) = (f o v)'(0),

para toda curva diferencidvel v em S; com ~(0) = x (observe que f o~ é uma curva
diferencidvel em Ss com (f o~)(0) = f(x)). Que tipo de objeto serd entao a diferencial de
f no ponto x? Para responder a essa pergunta, recorde que o conjunto:

TS = {7/(0) : v curva diferencidvel em S com v(0) = '}

¢ conhecido como o plano tangente a superficie regular S no ponto x. Se X é uma pa-

rametrizagdo de S em torno de x com X (u,v) = x entao T, S coincide com a imagem da

diferencial dX (u,v) (i.e., os vetores 2 (u,v), & (u,v) € IR3 formam uma base de T},.5)

e portanto 7, S é um subespaco vetorial bidimensional de IR3. Espera-se entdo que a
diferencial d f(z) seja um operador linear definido em 7,51 e tomando valores em T’ (;)S>.
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Observagdo: o plano tangente a uma superficie regular S C IR num ponto z € S é muitas
vezes visualizado como sendo o plano paralelo a TS passando por xz. Ocorre que é mais
conveniente para a teoria que 7S seja um subespaco vetorial de IR? e ndo um subespaco
afim.

Dadas variedades diferenciaveis M, N, o que podemos dizer sobre a diferencial num
ponto z € M de uma aplicacao f : M — N de classe C'? Ela deve ser um operador linear
definido num espaco vetorial associado a M e a x e tomando valores num espaco vetorial
associado a N e a f(z). O espaco vetorial T,, M associado a M e a = (que serd chamado o
espacgo tangente a M no ponto z) deve ter um papel andlogo ao papel do plano tangente a
uma superficie regular. O plano tangente a uma superficie regular em IR? é um subespaco
vetorial do ambiente IR onde a superficie estd; ocorre que uma variedade diferencidvel M
nao vive em geral dentro de um espaco IRY e portanto ndo devemos esperar obter T, M
como um subespaco de algum R .

Para obter a definicao correta de espaco tangente a uma variedade, observamos pri-
meiramente que se X é uma parametrizacao de uma superficie regular S C IR?® com
X(u,v) = x € S entdo a diferencial dX (u,v) fornece um isomorfismo entre IR? e T,.S. Se
Y = X o a é uma outra parametrizacao de S, onde a é um difeomorfismo entre abertos
de IR? com a(u',v') = (u,v), entdo o isomorfismo dY (v/,v’) : IR?* — T,S determinado
pela parametrizagao Y difere do isomorfismo dX (u,v) : IR? — T,S determinado pela
parametrizagdo X por da(u’,v’); mais precisamente:

dX (u,v) "t odY (v, ") = da(u/,v").

Dito de outra maneira: a matriz de mudanca de base de % (u, v), ZX (u, v) para 2% (u/,v"),

8 /
9Y (u/,v') é a matriz Jacobiana de o no ponto (v, ’).

Motivados pelas propriedades do plano tangente a uma superficie regular, vamos axio-
matizar algumas propriedades que devemos esperar do espaco tangente a uma variedade
diferenciavel. Estamos interessados numa regra 7 satisfazendo as seguintes propriedades:

(1) se M é uma variedade diferencidvel de classe C* (1 < k < o0) e  é um ponto de M
entdo T (M, x) é um espago vetorial real com dimensao igual a dimensao de M;

(2) se M é uma variedade diferencidvel de classe C* (1 < k < o0),  é um ponto de
Mesep:U — U C IR" é um sistema de coordenadas em M com z € U entao
T(p,z): T(M,z) — IR™ é um isomorfismo, onde n = dim(M);

(3) se M é uma variedade diferencidvel de classe C* (1 < k < o0),  é um ponto de

Meseyp:U — UcC R" 4 :V = V C R sio Slstemas de coordenadas em M
(n = dim(M)) com z € UNV entdo T (¢, z) o T(p,z)~t =d(¢op™t)(p(x)), ie., 0

seguinte diagrama é comutativo:

T(M,x)

n n

d(op™ ) (p(2))
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Note que a propriedade (3) nos diz que a funcao de transicao entre os isomorfismos
T(p,z) e T(¢,z) é alinearizacao da funcao de transicdo entre as cartas ¢ e 1.

Nosso objetivo agora é demonstrar a existéncia e a unicidade de uma regra 7 satisfa-
zendo as propriedades (1), (2) e (3). A filosofia aqui é que nao importa o que seja o espago
tangente, importa apenas os axiomas que o caracterizam. Esta é uma situacao analoga a
que aparece no inicio de cursos de Analise Real. Tudo que importa saber sobre os niimeros
reais € que eles constituem um corpo ordenado completo; a escolha de uma particular
construgao para os nimeros reais (usando classes de equivaléncia de seqiiéncias de Cauchy
de nimeros racionais ou usando cortes de Dedekind) nao é de fato importante e a apre-
sentacao de uma tal construcao serve apenas para mostrar a consisténcia dos axiomas de
corpo ordenado completo com a teoria dos conjuntos.

Vamos comegar provando a unicidade de 7. Em primeiro lugar, devemos esclarecer o
que isso significa. Nao estamos falando de unicidade no sentido literal, mas de unicidade a
menos de isomorfismos. Mas o que é um isomorfismo entre regras 7 e 7’7 Um isomorfismo
entre regras 7 e T’ nao deve ser apenas um isomorfismo entre os espagos T (M,x) e
T'(M, x); tal isomorfismo deve também relacionar T (¢, x) e T' (¢, x). A definigao precisa
¢é dada a seguir.

Definigao. Duas regras T e T' satisfazendo (1), (2) e (3) sao ditas isomorfas se para
cada variedade diferencidvel M de classe C* (1 < k < o0) e para cada x € M existir um
isomorfismo ppr, 2 T(M,z) — T'(M,z), de modo que para todo sistema de coordenadas

¢0:U—UCIR" em M com x € U tenhamos T' (¢, x) o prpro = T (@, ), I.e., o diagrama:

PM,x

T (M, z) T'(M, x)
R™

deve ser comutativo.

Teorema. Quaisquer regras T e T' satisfazendo as propriedades (1), (2) e (3) sao iso-
morfas.

Demonstragao. Seja M uma variedade diferencidvel de classe C* (1 < k < o0) e seja
x € M. Dado um sistema de coordenadas ¢ : U — U C R" em M com z € U definimos
um isomorfismo pps .z, 0 T(M,x) = T'(M,x) fazendo prrz. o = T (¢, )"t o T(p,x). Dai
obviamente 7' (¢,2) 0 pap,zo = T (p,x). Para completar a demonstracao, basta verificar
que ps,z,, N80 depende de ¢ (de modo que podemos definir pas » = pas,z,, com ¢ escolhido

arbitrariamente). Seja entao ¢ : V' — V C IR™ um outro sistema de coordenadas em M
com x € V. Definindo A = d(w o gpfl) (go(:r;)) entao, pela propriedade (3) satisfeita por T
e T’ temos:

T(%@ =A OT<907I)7 T’(@D,LL’) = Ao T/(SO71');

portanto:
Ptz =T (W, 2) o T(W,2) = [T (g,2) "o A" ] o [Ao T(p,x)]
=T'(¢,2) " 0T (%) = pr,zep-

41



Isso completa a demonstracao. ®

Devemos agora mostrar a existéncia de uma regra 7 satisfazendo as propriedades (1),
(2) e (3). Esse trabalho serd feito nas duas préximas se¢oes. Na se¢ao 2 apresentamos uma
construgao para 7 motivada pela idéia geométrica que o espago tangente a uma variedade
M num ponto z deve coincidir com o conjunto dos “vetores tangentes” 4/(0) a todas as
curvas v em M de classe C' com v(0) = x (compare com a definicao de plano tangente
a uma superficie regular em IR3). Na secdo 3 apresentamos uma construgao para 7 que
pode ser vista como uma simples traducao para o formalismo matematico dos axiomas (1),

(2) e (3).
(2) Construindo o espago tangente usando curvas.

Seja M uma variedade diferencidvel de classe C* (1 <k < ) esejadado z € M.
Nesta se¢ao, entendemos por uma curva em M passando por x uma aplicacao v : I — M de
classe C* com (0) = , onde I C IR é um intervalo aberto contendo a origem. Denotamos
por C(M,x) o conjunto de todas as curvas em M passando por x. Dizemos que duas

curvas v, u € C(M,z) sdo tangentes se existe uma carta ¢ : U — U C IR™ em M com
x € U e tal que (p o) (0) = (¢opu)(0) (note que, como = e p sdo continuas e U C M
é aberto, temos que as compostas @ oy e ¢ o i sao definidas numa vizinhanga da origem
em IR). Observamos que, se v e u sdo tangentes entao temos (¢ o)’ (0) = (1o )’ (0) para
toda carta ¢ : 'V — Vem M com z € V. De fato, como ¥ o~y = (qpogp—l) o(pony)e
Yopu=(Yopt)o(popu),segue da regra da cadeia que:

(o) (0) =d(¥op ) (p(@))  (907)(0) =d(voe™)(p(x)) - (¢ on)(0) = (vopn)(0).
E facil ver que a relagao ~ em C(M, x) definida por:
v ~ <=~ é tangente a L,
¢ uma relacdo de equivaléncia em C(M, x). Defina:
T(M,z) =C(M,x)/~,
e para cada v € C(M,z) denote por [y] € T(M,z) a classe de equivaléncia determinada
- fge p:U — U é um sistema de coordenadas em M com z € U entdo temos uma
aplicagao T (¢, x) definida por:
T(p,x): T(M,z) 3 7] — (p07)'(0) € R".

Segue diretamente da definigao da relagao de equivaléncia ~ que T (¢, z) é realmente bem
definida e é também injetora. Afirmamos que 7T (¢, x) é sobrejetora. De fato, dado v € IR"

entdo, como U é aberto em IR" e ¢(x) € U, existe € > 0 tal que ¢(z) + tv € U para todo
t € |—e,¢e[. Defina v : |—¢,e[ = M fazendo:

v(t) =7 (p(x) +tv), tE€]-e, el
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Daf v é de classe C* (pois ¢ o7 é de classe C°°), v(0) = x e obviamente (¢ o0 7)'(0) = v.
Logo T (¢, z)([7]) = v. Isso prova que T (g, z) é sobrejetora.

Devemos agora definir uma estrutura de espago vetorial real no conjunto 7 (M, z).
Como T (¢, x) é uma bijecao, existe uma unica estrutura de espaco vetorial real em 7 (M, x)
(de dimensao n) tal que 7 (y,z) é um isomorfismo (veja aula nimero 3). Mostraremos

agora que se ¥ : V — V é um sistema de coordenadas em M com z € V entao:

T, z)oT (o)t =d(oe ) (px)).

Isso mostrard ao mesmo tempo que 7 tem a propriedade (3) e o fato que T (p, z) e T( )
induzem a mesma estrutura de espago vetorial real em T (M, z) (pois d(¢ o o) (¢o( )) é
um isomorfismo). Para mostrar a igualdade acima, seja v € IR"™ e seja vy € C ( ,x) tal que

T(%ﬂ?)([’ﬂ) = v; dai:

T, z)[T(p,2) " (v)] =T, z)([7]) = (W ov)'(0) =d(¢oe")(p(x)) - (¢ o) (0)
=d(yop™)(p(x)) - v,

onde na terceira igualdade acima usamos o fato que oy = (o p~1) o (p o).

Provamos ent@o que a regra 7 satisfaz as propriedades (1), (2) e (3) da secao 1.

(3) Construindo o espago tangente usando sistemas de coordenadas.

Seja M uma variedade diferenciavel de classe Ck (1 <k < ) esejadado x € M.

Consideramos o conjunto £(M, x) formado por todos os pares (¢, v), onde ¢ : U — Uc R"
¢ um sistema de coordenadas em M com x € U e v é um vetor de IR". Definimos a seguinte
relagdo ~ em E(M, x):

(,0) ~ (th,) = (0 67Y) ((2)) - v = w.
A relagdo ~ é uma relacao de equivaléncia. De fato, a reflexividade segue de:
d(pow ) (p(x)) = dd)(p(x)) = 1d;

a simetria segue das igualdades:

d(pov™) (@) = d[(we ™) (@) = [dwo ™) (e@)] .

(recorde que a diferencial do inverso de um difeomorfismo f é dada por df~!(z) =
df(f *1(,2))71). Finalmente, a transitividade de ~ segue das igualdades:

d(Aop™ ) (p(x)) =d[(Aop™ o (op )] (p(x)) = d(Aoy™!) (¢(x)) od (o) (p(x)).

Deixamos a verificagao dos detalhes a cargo do leitor.

Definimos agora:

T(M,z)=E(M,z)/~
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e denotamos por [p,v] € T(M,z) a classe de equivaléncia de um par (¢,v). Para cada

sistema de coordenadas ¢ : U — U C IR™ em M com z € U, consideramos a aplicagao:
R"5 v 0] € T(M, ). (+)

Afirmamos que (%) é uma bijegao. De fato, dados v,w € IR" com [p,v] = [p,w] entdo
(¢,v) ~ (¢, w) e portanto w = d(p o ™) (p(x)) - v = v, 0 que mostra que (*) ¢ injetora.
Dado um elemento arbitrario [¢,w] € T(M,z), onde ¢ : V — V é um sistema de coorde-
nadas em M com z € V e w € IR", devemos agora encontrar v € IR"™ com [p,v] = [1), w],
i.e., (p,v) ~ (¥,w). Para isso, basta tomar:

_ -1
v=[AWo s (p@)] - w.

Mostramos entao que () é bijetora. A bijecao T (p,z) : T(M,z) — IR™ é definida agora

como sendo a inversa de (x). Vamos agora mostrar que se ¢ : U — U, ¢ : V — V sdo

sistemas de coordenadas em M com x € U NV entao:

T, z)oT (o) =d(Woe ') (p(@)).

Como na secdo anterior, isso mostrarda simultaneamente a propriedade (3) de T e que a
estrutura de espago vetorial induzida por T (y,x) em T (M, z) ndo depende de ¢. Seja
v € R™. Temos T (¢, z) ' (v) = [p,v] e T(¥,z)([¢,v]) = w € R™, onde [p,v] = ¢, w].
Mas [p,v] = [¢,w] implica (¢, v) ~ (1, w) e portanto:

w=d(¢op™") () v,

pela definicao da relagao ~.

Isso completa a demonstragao do fato que 7T satisfaz as propriedades (1), (2) e (3) da
secao 1.
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Aula ntmero 7 (10/09)

(1) A diferencial de uma fungao entre duas variedades diferenciaveis.

Na tultima aula discutimos a nocao de espago tangente a uma variedade diferenciavel.
Estamos aptos agora a definir a diferencial de uma funcao entre duas variedades dife-
renciaveis. Antes de tudo, temos as seguintes:

NotagBes e Definigdes: a partir de agora consideramos que foi escolhida uma regra
T satisfazendo as propriedades (1), (2) e (3) da secao 1 da aula niimero 6. Para cada
variedade diferencidavel M de classe C* (1 < k < 00) e para cada x € M, o espago vetorial
real T (M, z) serd chamado o espaco tangente a M no ponto x e sera denotado por T, M.
Sep:U — U C IR" é um sistema de coordenadas em M com x € U entdo o isomorfismo
T(p,z): T(M,z) = IR™ sera chamado o isomorfismo induzido pela carta ¢ e serd denotado
por ¢, : Ty M — IR".

A notagao T, M é a notacao definitiva para o espaco tangente. A notagao p, €
provisoria, pois depois que definirmos a diferencial de uma fungao entre variedades, veremos
que o isomorfismo @, identifica-se com a diferencial da carta ¢ no ponto x (veja ultimo
Lema da segao 2).

Sejam M, N variedades diferencidveis de classe C* e seja f : M — N uma funcao de
classe C* (1 < k < o0). Como foi discutido na aula niimero 6, para cada z € M, a diferen-
cial de f no ponto z deve ser um operador linear df(z) : T, M — Ty, N. Para defini-lo,
consideramos a diferencial de uma representacao f de f em sistemas de coordenadas e
usamos os isomorfismos induzidos por esses sistemas de coordenadas entre os espagos tan-
gentes e os espacos Euclideanos para transferir a diferencial de f para os espacos tangentes
apropriados. A definicao precisa é dada a seguir.

Definicao. FEscolha cartas ¢ : U — UcC R™em Mey:V — 1% C IR" em N comx € U
e f(U) CV (e portanto f(z) € V). Seja f =1 o fop ! :U — V a representacao de f

nas cartas ¢ e v (note que f é de classe C*). A diferencial de f no ponto = é o operador
linear df(x) : Ty M — Ty, N definido por:

df (@) = (G ) 0 df(p(@)) 0By (+)

em outras palavras, df(z) : T, M — Tjy) N é o tinico operador linear tal que o diagrama:

df(x

¢zl°‘ “l@f(z)

m___ o Jpn

df(p(2))

é comutativo.

Para justificar a defini¢do acima, é necessario demonstrar que df(z) ndo depende da
escolha das cartas ¢ e 1.
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Sejam @ : U; — U, C R™e O Vi C IR" cartas em M e em N, respectivamente,
comz € Uy e f(Uy) C Vi. Seja fi = Wo fo® ! arepresentacao de f nas cartas ® e V.
Devemos mostrar que:

(Gry) 0 df(p(2) 0B, = (T 0dfi(®(2)) 0 B, (1)

Seja a@ = ® o o~ ! a funcdo de transicio de ¢ para ® e seja B = ¥ o~ ! a funcio de

transicao de i para W. Temos que a igualdade:
fi=Bofoa™

é valida na vizinhanga aberta ®(U N U;) de ®(x). Diferenciando a igualdade acima dos
dois lados no ponto ®(x) e usando a regra da cadeia obtemos:

df1(2(2)) = dB(¥(f(2))) o df (¢(z)) o d(a ) (D(x)) 2
= dB(¥(f(x))) 0 df(p(x)) o da(p(z)) .

A propriedade (3) (segao 1, aula nimero 6) satisfeita pelo espaco tangente nos da:

T, = da(p(@)) 0Py Vi@ = dB(Y(f(2))) 0¥y (3)

A igualdade (1) segue entao diretamente de (2) e (3). Logo a nocao de diferencial para
uma fungao entre duas variedades diferenciaveis estd bem definida.

Observagdo: algumas construcoes especificas para o espaco tangente permitem uma de-
finicdo mais direta para df(z), sem usar cartas. Por exemplo, a construgao do espaco
tangente usando curvas (se¢do 2, aula nimero 6) nos permite definir df(z)([7]) = [f o 7]
(verifique que essa definigao coincide de fato com a definigdo usando cartas que demos
nesta secao!).

Definigao. Sejam M, N variedades diferencidveis de classe C* (1 <k <o00), f: M — N
uma funcao de classe C¥, x € M e v € T, M. A derivada direcional de f no ponto x e na
direcao de v é definida por:

of

5 (r) =df(z) v € Ty N.

De modo similar ao Calculo no IR", temos o seguinte:

Teorema. (regra da cadeia para variedades) Sejam M, N, P variedades diferencidveis de
classe C* (1 <k < o0) esejam f: M — N, g: N — P funcées de classe C*. Para todo
xr € M temos:

d(go f)(z) =dg(f(z)) odf ().

Demonstragao. Sejam ¢ : U — (7, vV = 17, AW — W cartas em M, N, P
respectivamente, com x € U, f(U) C Ve g(V) C W. Se f = ¢ o foe~! denota a
representacdo de f nas cartas ¢ e ) e se § = Ao g o~ denota a representacio de g nas
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cartas 1) e A entdo go f = Ao (go f)op ' é a representacao de g o f nas cartas ¢ e A.
Pela definicao de diferencial de uma funcao entre duas variedades, temos:

1

1 ~

df () = (D) 0df(0(@) 0By dg(f(@)) = Rerry) G (@ (f(2))) 0Py,

— _l - ~ o
d(go f)(@) = Ng(sy)  ©d@o f)(p(x)) 0B,
A conclusao segue das igualdades acima, observando que:

d(go f)(p(@)) = dg(f(p(x))) o df (#(2))
e que f(gp(:c)) =¢(f(z)). ™

(2) Algumas observagoes importantes sobre o espago tangente.

Se S C IR? é uma superficie regular e se Z é um aberto de S entdao Z também é uma
superficie regular em IR?; além do mais, para todo € Z temos que os planos tangentes
a Z e a S no ponto x coincidem. Se M é uma variedade diferenciavel e Z é um aberto
de M entao, dado x € Z, os espacos tangentes T, 7 e T, M nao sao rigorosamente iguais;
na verdade, a validade de tal igualdade depende da escolha de construcao para o espaco
tangente que foi feita. Por exemplo, no caso da construcao do espaco tangente usando
curvas (se¢@o 2, aula nimero 6), os conjuntos C(M,x) de curvas em M passando por x e
C(Z,x) de curvas em Z passando por z nao sao iguais. Em primeiro lugar, um elemento
v € C(M,z) tem contra-dominio M e um elemento v € C(Z,x) tem contra-dominio Z;
além do mais, existem curvas em M passando por x cuja imagem nao esta contida em Z.
Mas, se v : I — M é uma curva em M passando por x entao existe um intervalo aberto
J C I contendo a origem tal que v(J) C Z; obviamente 7 e | s@o tangentes, i.e., definem
a mesma classe de equivaléncia em T, M. Ocorre entao que existe um isomorfismo natural
entre T, Z e T, M. Tal isomorfismo é simplesmente a diferencial da aplicacao inclusao
Z — M. Esse fato é estabelecido abaixo, sem mencao explicita a uma construgao para o
espago tangente.

Lema. Seja M uma variedade diferencidvel de classe C* (1 < k < o0) e seja Z C M um
aberto. Entao, para todo x € Z, a diferencial da aplicacao inclusao i : Z — M no ponto
x é um isomorfismo de T, Z sobre T, M.

Demonstragao. Seja ¢ : U — U C IR" uma carta em Z com z € U. Daf @ também
¢ uma carta em M. A representagao i de i com respeito as cartas ¢ e ¢ é a aplicacdo
identidade do aberto U de IR"; logo dg(go(x)) ¢é a aplicacao identidade de IR™. Denote
temporariamente por g2 : T,M — IR" e B2 : T,Z — IR™ os isomorfismos induzidos
pela carta ¢ nas variedades M e Z, respectivamente (a notagao adotada no inicio da secao
anterior é ambigua nesse caso, pois ¢ é uma carta tanto na variedade M como na variedade
Z, mas os isomorfismos induzidos T, M — IR"™ e T,,Z — IR™ nao sao iguais). Pela definigao
de di(x), temos:

di(z) = (7)o di(p(@)) 077 = (FM) " 0 pZ.

47



Como g e pZ sao isomorfismos, segue que di(x) também é um isomorfismo. M

Estamos em condicoes de adotar agora a seguinte:
Convengdo: se M é uma variedade diferencidvel de classe C* (1 < k < c0) e se Z é um
aberto de M entao, para todo x € Z, identificamos o espaco tangente 1,7 com o espaco
tangente T, M através do isomorfismo dado pela diferencial da inclusao Z — M no ponto
x. No que segue entao, trabalharemos como se T,,Z = T, M e se a diferencial da inclusao
Z — M no ponto z fosse a aplicacao identidade de T, M.

Observagdo: seja M uma variedade diferencidvel de classe C* (1 < k < o0) e seja Z C M
um aberto. Dada uma carta ¢ : U — UcC R"em Z (de modo que ¢ é também uma
carta em M) entdo, para todo x € U, a carta ¢ induz isomorfismos ¥ : T,M — IR"
e 7 : T,Z — IR". Vimos na demonstracio do Lema acima que di(x) = (@i‘/" )_1 o2,
onde i : Z — M denota a inclusao. Em vista da convencao acima, T, M = T,Z e
di(x) é a aplicacdo identidade de T, M; segue entdo que 2 = %%, i.e., o isomorfismo
©,  TyM =T,7Z — IR" induzido pela carta ¢ é o mesmo, quer consideremos ¢ como
carta em M, quer consideremos ¢ como carta em Z.

Observagdo: seja M uma variedade diferencidvel de classe C* (1 < k < o0) e sejam
Z1,25 C M abertos com Z1 C Zs. Denote por i1 : Z1 — M, i9: Zy — M, 115 : Z1 — Zo
as aplicagoes inclusao. Dado x € Z; entao, pela convencgao acima, identificamos 7T, Z5 com
T, M através do isomorfismo dis(x) e identificamos T, Z; com T, Z5 através do isomorfismo
dita(x) (j& que Z; é um aberto na variedade Z3). Ambas essas identificagdes implicam na
identificacao de T, Z; com T, M através do isomorfismo diz(z)odiia(z). Ao mesmo tempo,
temos uma identificacdo de T, Z; com T, M através do isomorfismo di; (z). Afirmamos que
os isomorfismos dis(x) odija(x) e diy(x) coincidem; de fato, basta observar que i; = i30119
e aplicar a regra da cadeia.

Em vista da convengao acima, temos também o seguinte resultado sobre a diferencial
da restricao de uma aplicacao a um aberto.

Lema. Sejam M, N variedades diferencidveis de classe C* (1 < k < o0), M1 C M,
Ny C N abertos e f : M — N uma funcdo de classe C* tal que f(M;) C N;. Se
fi: My — N; denota a restri¢ao de f entdo, para todo x € My, temos df(z) = df;(z).

Demonstragao. Se i : My — M, j : N — N denotam as aplicacoes de inclusao entao
jo fi = foi. A conclusao segue entao da regra da cadeia, observando que, em vista
da convengao acima, di(x) é a aplicacdo identidade de T, M e dj ( f (x)) é a aplicacao
identidade de T(,)N. H

Como o conjunto dos vetores tangentes 7'(0) as curvas v em IR™ passando por um
certo ponto x € IR"™ coincide com o proprio IR", é natural esperar que tenhamos alguma
identificacao entre o espaco tangente T, IR"™ da variedade IR™ e o espaco vetorial IR™. Mais
geralmente, se V' é um espago vetorial real de dimensao finita entao V ¢é uma variedade
diferenciavel (veja Exemplo da se¢do 3 da aula nimero 3) e é natural esperar que exista
uma identificacao natural entre T,V e V', para todo x € V. De fato, se o espaco tangente
é construido usando curvas (segdo 2, aula nimero 6) entao tal isomorfismo é dado por

T.V 3 [v] = 4/(0) € V, onde +/(0) = lim;_ M. No lema a seguir, estabelecemos
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um isomorfismo entre 7,V e V sem fazer referéncia explicita a uma construcao para o
espaco tangente.

Lema. Seja V um espaco vetorial real de dimensao n < +oo e seja ¢ : V — IR"™ um
isomorfismo (entao ¢ é uma carta na variedade V). Para cada x € V, o isomorfismo
o top, : T,V — V nao depende de ¢, i.e., se ) : V — IR™ é um outro isomorfismo entao:

e lop, =9 oy,

Demonstragao. Sejam ¢, : V — IR™ isomorfismos. Para cada = € V, a propriedade (3)
(secao 1, aula ntimero 6) satisfeita pelo espago tangente nos da:

Yy =d(¥oe™) (p(2)) 0 P,

1

Como 1) o ¢! ¢ linear, temos d (¢ o ¢™1) (¢(z)) = ¢ o ™! e portanto:

Yy =1op lop,.

Logo ' oy, =¢p ' 0p,. W
Estamos em condicoes de adotar agora a seguinte:

Convencgdo: se V é um espago vetorial real de dimensao n < +oo entao, para todo z € V,
identificamos o espaco tangente T,V da variedade V com o préprio espago vetorial V'
através do isomorfismo o=t o@, : T,V — V, onde ¢ : V — IR™ é um isomorfismo
arbitrario (como vimos no Lema acima, ¢~! 0, nao depende de ). No que segue entio,
trabalharemos como se T,V = V e se ¢~ ! o, fosse a aplicacao identidade de V. Note
que, em vista dessa convengao, o isomorfismo induzido @, : T,V =V — IR"™ por uma
carta linear ¢ : V' — IR™ coincide com a prépria carta .

Observagdo: como caso particular da convencao acima, identificamos 7, IR"™ com IR", para
todo z € IR", através do isomorfismo Id,, : T, IR" — IR™ induzido pela carta Id : IR" — IR™
na variedade IR"™. Trabalharemos entao como se T, IR"™ = IR™ para todo x € IR"™ e como
se Id, : T,IR™ = IR™ — IR" fosse a aplicacao identidade de IR™, para todo = € IR™.

Observacgdo: devemos agora esclarecer a ambigiiidade que existe entre a nocao de diferen-
cial de fungoes em variedades e a de diferencial de fungoes no espaco Euclideano. Mais
explicitamente, se V', W sao espagos vetoriais reais de dimensao finita ese f : Z — W
é uma aplicacio de classe C* (1 < k < oo) definida num aberto Z C V entdo, para
todo x € Z, temos uma nocao de diferencial para f no ponto x estudada em cursos de
Célculo no IR™ que nos da um operador linear df(z) : V. — W. Temos também a nogao
de diferencial para f no ponto x obtida considerando o aberto Z em V e o espaco veto-
rial W como variedades diferencidveis; denotemos temporariamente essa segunda nogao
de diferencial por Df(z) : T, Z — Ty)W. Em vista das convencgoes feitas nesta secao,
temos que 1,72 = T,V =V e Ty,W = W. Vamos mostrar agora que Df(z) = df(z).
Sejam ¢ : V. — IR™, ¢ : W — IR" isomorfismos. Vamos calcular D f(x) usando as cartas
vo = ¢|z : Z — ¢(Z) na variedade Z e a carta 1) na variedade W; temos:

Df(z) = (Vp0) 0 df((2)) o (#0),.
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onde f =1o foyp, ! Usando a regra da cadeia do Célculo no IR" e observando que ¢ e
1 sao lineares, obtemos:

df (p(z)) = odf(z)op ™

Pela convencao acima, temos Ef(m) = 1. A igualdade Df(z) = df(x) ficard demonstrada

entdo se verificarmos que o isomorfismo (), : T Z — IR™ coincide com . Isso depende
de dois fatos. Em primeiro lugar, pela primeira observacao desta secao, o isomorfismo

(v0), : ToZ — IR™ induzido por ¢ vista como carta na variedade Z coincide com o

isomorfismo (o), : T,V — IR™ induzido por ¢y vista como carta na variedade V. Além
do mais, segue do resultado do Exercicio 1 que as cartas ¢g e ¢ na variedade V induzem
o mesmo isomorfismo de T,V sobre IR". Logo (o), = @, = ¢-

Agora que identificamos T, IR"™ com IR"™, podemos apresentar a seguinte:
Definigao. Sejam M uma variedade diferencidvel de classe C* (1 <k < 00), U C IR" um

aberto e f : U — M uma aplicacdo de classe C*. Dado x € U entao a i-ésima derivada
parcial (i =1,...,n) de f no ponto x é o vetor %(m) € Tt(z)M definido por:

of
8907;

(z) = df(z) - e,

onde e; denota o i-ésimo vetor da base canoénica de IR"™. Se I é um aberto em IR e
v : I — M é uma aplicacao de classe C* (quando I é um intervalo, dizemos que vy é uma
curva de classe C* em M) entdo, para t € I, o vetor tangente a y no instante t é o vetor
v (t) € Ty M definido por:

Y (t) =dy(t) - L.

. d
O vetor tangente ¥'(t) também é denotado por T (t).

Note que se f : U C IR™ — M é uma funcao de classe C* entao a linearidade de df(z)
implica que:
of " Of
%(33) =df(z) v= z; a—%(m)vi,

para todo z € U e todo v = (vy,...,v,) € R™.

Provemos agora o resultado que dard fim ao uso da notacao proviséria @, para o
isomorfismo induzido por uma carta ¢ no espacgo tangente T, M.

Lema. Sejam M uma variedade diferencidvel de classe C* (1 < k < 00) e suponha que
¢ : U — U C IR" seja um sistema de coordenadas em M. Entao, para todo x € U,
temos que a diferencial dp(x) : T,U = Ty M — T,)U = Ty, IR™ = IR™ coincide com o
isomorfismo induzido ¢, : T, M — IR".

Demonstragao. Em primeiro lugar, observamos que para calcular a diferencial dp(z),
podemos considerar ¢ como uma aplicagao com contra-dominio em IR™, em vez de U (veja
o segundo Lema desta se¢ao). Calculamos entdo dy(z) usando a carta ¢ na variedade U
e a carta Id : IR™ — IR™ na variedade IR™. A representagao ¢ da aplicacao ¢ nas cartas ¢
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e Id é a aplicacao de inclusao do aberto U em IR™; logo dp (gp(m)) ¢ a aplicacao identidade
de IR™. A diferencial de ¢ no ponto x é dada entao por:

dgp(ilj') = (Hga(m))il © d&(@(x)) 0P, = (Hgo(;r))il 0 Py

Vimos acima que o isomorfismo Ew(x) : Ty IR™ = IR" — IR™ induzido pela carta linear
Id : IR™ — IR"™ coincide com Id : IR® — IR"™. Além do mais, pela primeira observacao
desta secao, o isomorfismo @, : T, U — IR"™ induzido pela carta ¢ da variedade U coincide
com o isomorfismo @, : T, M — IR" induzido pela carta ¢ da variedade M. Isso completa
a demonstracao. &

Observagdo: a partir de agora abandonamos a notacao provisoria p, para o isomorfismo
induzido pela carta y; em vista do Lema anterior, usaremos dp(x) em vez de @,

Observacgdo: agora a férmula (x) (veja secdo 1) que originalmente foi usada para definir
a diferencial de uma funcao entre duas variedades pode ser vista como uma conseqiiéncia
da regra da cadeia em variedades e do Lema acima.

(3) O espago tangente a um produto cartesiano; derivadas parciais de fungoes
em variedades.

Estabelecemos agora um isomorfismo entre o espago tangente a um produto cartesiano
de variedades e a soma direta dos espacos tangentes dos fatores.

Teorema. Sejam M, ..., M, variedades diferenciaveis de classe Ck (1 <k < o0) e seja
M = T1%_, M; seu produto cartesiano (munido da estrutura diferencidvel produto). Denote
porm; : M — M;,i=1,...,p, ai-ésima proje¢ao. Entao, para todo x = (z1,...,x,) € M,

a aplicacao:

p
p:TeM > v— (dmi(z) - v,...,dm(z) - v) € @TxiMi,
i=1

é um isomorfismo entre T,,M e a soma direta le T,,M;.

Demonstragao. Seja ¢; : U; — ﬁz C IR™ um sistema de coordenadas em M; com
x; €U, i =1,...,p;seja ¢ : U — U C IR" o sistema de coordenadas em M definido por
o=[I_,pi,onde U =11"_,U;, U =1[1_,Uien=>"n; Dal x € U. Denote por
m; » IR™ — IR™ a i-ésima projecao do produto IR™ = H?:l IR"i. Para todo:=1,...,p,
temos @; o m;|y = m; o . Diferenciando essa igualdade no ponto x € M e usando a regra
da cadeia, obtemos:

dgi(z;) odm(x) =7 odp(x), i=1,...,p,

ja que d; (gp(a:)) = 7;. A igualdade acima implica que o diagrama:

T.M —L— @ T, M;

dgo(m)[ lcr

[ p n;
R Id i=1 I
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é comutativo, onde ¢ ¢é definido por o(v1,...,v,) = (de1(z1) - v1,...,dgy(zp) - vp). Como
de;(z;) é um isomorfismo para todo i = 1, ..., p, segue facilmente que o é um isomorfismo;
como dip(z) também é um isomorfismo, segue que p = 0! o dp(x) é um isomorfismo. B

Estamos em condicoes de adotar agora a seguinte:
Convencgdo: a partir de agora sempre usaremos o isomorfismo p definido no enunciado
do Teorema acima para identificar o espaco tangente T, M a um produto M = Hle M;
com a soma direta @_, T, M;, onde z = (z1,...,z,) € M. Sob essa identificacio a
diferencial dm;(z) da i-ésima projegao m; : M — M; é identificada com a i-ésima projegao
?:1 ijMj — Twle

Em vista da convencao acima temos o seguinte:

Lema. Sejam M, ..., M, variedades diferencidveis de classe Ck (1 <k < o0) e seja
M =TI"_, M; seu produto cartesiano. Dada uma variedade diferencidvel N de classe C*,
uma aplicacio f = (f1,...,fp) : N = M de classe C*¥ e um ponto y € N entao:

p
df(y) v=(dfi(y) - v,....,dfy) - v) € P TrM
=1

para todo v € TyN.

Demonstragao. Se m; : M — M; denota a i-ésima projegao entao f; = m; o f. Diferen-
ciando essa igualdade no ponto y e usando a regra da cadeia obtemos:

dfi(y) = dmi (f(y)) o df(y).

A conclusao segue do fato que dwi( f (y)) coincide com a 2-ésima projecao da soma direta
Tf(y)M = @§:1 Tfj (y)MJ' u

Lema. Sejam M, ..., M, variedades diferencidveis de classe C* (1 < k < o) e seja
M = T17_, M; seu produto cartesiano. Dado x = (x1,...,x,) € M, defina uma aplicagao
i: M; - M fazendo i(y) = (z1,...,%i—1,Y,Tit1,...,Tp), para todo y € M,. Entao i é
uma aplicacao de classe C* e sua diferencial no ponto x; € M, é a inclusao de T;,M; na
soma direta @}_, Ty;; M;, ou seja:

p
di(z;) : To, M; 3 v+— (0,...,0,...,0) € P T:, M.
j=1

Demonstracao. Para j = 1,...,n, denote por 7; : M — M; a j-ésima projecao. Entao,
para j # 4, temos que 7; oi é uma aplicagao constante; pelo resultado do Exercicio 4, m; oi
é de classe C* e d(7; 01)(z;) = 0. Temos também que 7; 0i é a aplicagao identidade de M;;
pelo resultado do Exercicio 3, 7; o1 é de classe C* e d(m; oi)(x;) é a aplicagdo identidade
de T, M;. A conclusao segue do Lema anterior. B
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Corolario. Sejam M, ..., M, variedades diferencidveis de classe CF1<k<o)e
seja M = [[}_; M; seu produto cartesiano. Dada uma aplicacdao f : M — N de classe
C*, tomando valores numa variedade N de classe C*, e dado x = (x1, ... ,Tp) € M entdo
a aplicacao g : M; — N definida por g(y) = f(z1,...,%i-1,Y,ZTit1,---,Tp), para todo
y € M;, é de classe C* e sua diferencial no ponto x; coincide com a restricao a T,,M; da
diferencial de f no ponto x, ou seja:

dg(z) -v=df(z)-(0,...,v,...,0),

para todo v € T, M;.

Demonstragao. Defina i como no Lema anterior e observe que g = f oi; a conclusao
segue do Lema e da regra da cadeia. B

Definicao. Dada uma aplicagao f : M = [[7_, M; — N de classe C*, onde My, ...,
M, N sao variedades de classe C* entao, para todo x = (xy,... ,Tp) € M, a restrigao
a T,,M; da diferencial df(x) é denotada por %(w) : Ty, M; — TyyN e é chamada a
1-ésima derivada parcial de f no ponto x.

Observe que a linearidade de df(x) implica que:

para todo (vi,...,v,) € @L_, T, M;.

(4) Alguns teoremas bésicos do calculo; imersoes e submersoes.

Demonstraremos agora a versao para variedades diferencidveis de alguns resultados
bésicos do Célculo no R™.

Lema. Sejam M, N variedades diferencidveis de classe C* (1 <k < o) esejaf: M — N

um difeomorfismo de classe C*. Entao, para todo x € M, a diferencial de f no ponto x é
um isomorfismo de T, M sobre Ty, N e df(z)~t =d(f~1)(f(z)).

Demonstracao. Basta aplicar a regra da cadeia para diferenciar a igualdade f~'o f =1Id
no ponto z e a igualdade f o f~! = Id no ponto f(x) (veja também o Exercicio 3). B

Corolario. Sejam M, N variedades diferenciaveis de classe Ck (1 < k < o0) e seja
f: M — N um difeomorfismo local de classe C*. Entao, para todo © € M, a diferencial
de f no ponto x é um isomorfismo de T;; M sobre Ty, N.

Demonstragao. Seja U C M uma vizinhanga aberta de z tal que f(U) é aberto em N
e fly : U — f(U) é um difeomorfismo de classe C*. Temos que df(z) = d(f|v)(z). A
conclusao segue do Lema anterior. B
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Teorema. (da fungao inversa para variedades) Sejam M, N variedades diferencidveis de
classe C* (1 < k < o) e seja f : M — N uma funcao de classe C*. Se x € M é tal
que df(z) : TyM — Ty N é um isomorfismo (em particular dim(M) = dim(N)) entao
existe um aberto Z C M contendo x tal que f(Z) é aberto em N e fl|z : Z — f(Z) é um
difeomorfismo de classe C*.

Demonstragao. Sejam ¢ : U — U C R™ ¢ :V — V C IR™ cartas em M e em N
respectivamente, com x € U e f(U) C V. Seja f =1 o f op~! a representacao de f nas
cartas ¢ e ¢. Dai f: U — V C IR™ é uma funcdo de classe C* e pela regra da cadeia
temos:

df(e(z)) = dy(f(z)) odf(z) o d(e ") (p(2))
= dy(f(x)) o df(x) o dp(x) "

Como dy(f(z)) e dp(x) sdo isomorfismos, segue que df(go(m)) ¢ um isomorfismo de R".
Pelo Teorema da Fungao Inversa do Célculo no IR", existe uma vizinhanga aberta Zy de
@(z) em U tal que f(Zg) C V é aberto em IR" e f|z, : Zo — f(Zp) é um difeomorfismo
de classe C*. Tome Z = ¢~ *(Zy). Dai Z é aberto em M, z € Z, f(Z) = *(f(Zo)) é
aberto em N e f|z : Z — f(Z) é um difeomorfismo de classe C*, pois:

flz = (w_1|f(zo)) © (ﬂZo) o (plz).m

Coroldrio. Sejam M, N variedades diferencidveis de classe C* (1 < k < o0) e seja
f: M — N uma funcdo de classe C*. Se df(z) : T,M — T¢yN é um isomorfismo para
todo x € M entdo f é um difeomorfismo local de classe C*¥. Em particular, se f é injetora
entao f é um difeomorfismo de classe C* sobre f(M), que é um aberto de N. ®

Coroldario. Sejam M, N variedades diferencidveis de classe C*¥ (1 < k < o0) e seja
f: M — N uma funcao de classe C*. O conjunto dos pontos x € M tais que df(x) é um
isomorfismo é aberto em M.

Demonstragao. De fato, se df(x) é um isomorfismo e se Z ¢é a vizinhanca aberta de z
dada pelo Teorema da Fungao Inversa entao df(y) é um isomorfismo para todo y € Z. R

Na verdade, o corolario acima pode ser demonstrado sem usar o Teorema da Fungao
Inversa (veja Exercicio 5).

Definicdo. Sejam M, N variedades diferencidveis de classe C* (1 <k < o) e seja
f: M — N uma funcao de classe C*. Dizemos que f é uma imersiao no ponto x € M
(resp., uma submersao no ponto x € M) se a diferencial df(x) : T, M — Ty, N é injetora
(resp., sobrejetora). Se f é uma imersao (resp., submersao) em todo ponto x € M entao
dizemos simplesmente que f é uma imersao (resp., submersao).
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Teorema. (forma local das imersoes para variedades) Sejam M, N variedades diferenci-
aveis de classe C* (1 <k < oo)e f: M — N uma aplicacao de classe C*. Suponha que f
¢ uma imersao num ponto x € M. Entao, dada uma carta ¢ : U — UcCR™em M com
x € U, existem uma carta : V — V C IR™ em N e uma vizinhanca aberta U' C U de x
com f(U") C V e tal que a representacao de f com respeito as cartas |y e ¢ é dada por:

w(f(go_l(vl,...7vm))) = (W1, ey Um, 0,...,0),  (vi,...,0m) € p(U").

n—m Zzeros

Demonstragao. Seja ¢ : V; — ‘71 C IR™ uma carta arbitraria em N com f(z) € Vj e
escolha uma vizinhanca aberta U; de x em M com Uy C U e f(Uy) C V4. Seja:

f=v1ofo (90|U1)_1 : o(Uy) — V4 C R"

a representacdo de f com respeito as cartas ¢|y, e 1. Dai f é uma funcdo de classe C¥;
pela regra da cadeia, temos:

df (p(x)) = dyr (f(2)) o df(z) o dp(a) ™

Como di (f(z)) e de(z) sdo isomorfismos, segue que df(go(x)) é injetora, i.e., f é uma
imersdo no ponto ¢(x). Pela forma local das imersdes do Célculo no IR"™, existe uma
vizinhanga aberta U} C ¢(U;) de ¢(z) em IR™ e um difeomorfismo o : W — W’ de classe
C* entre abertos W, W’ C IR" de modo que f(U}) C W e:

(f(vl,..., Um)) = (V15 -, Um, 0,...,0),
——

n—m 2zeros

para todo (vi,...,vy) € Uj. Para completar a demonstragao, basta tomar U’ = ¢ 1(U(’])

V=17 (VlﬂW) v =aoi|y,V _a(VlﬂW)eobservarquew(f( L)) =off (v))
para todo v € p(U') = Uj. &

Coroldrio. Sejam M, N variedades diferencidveis de classe C* (1 <k <oc)ef: M — N
uma aplicacao de classe C*. Entao o conjunto dos pontos x € M tais que f é uma imersao
em x é aberto em M.

Demonstragao. Na notagao do enunciado da forma local das imersoes, temos que se f é
uma imersdo em z entdo f é uma imersdo em y para todo y € U’, pois ¥ o fo (p|p/)~! é
uma imersao em p(y) e as cartas ¢ e 1 sdo difeomorfismos. B

O corolario acima pode também ser demonstrado sem usar a forma local das imersoes
(veja Exercicio 5).
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Teorema. (forma local das submersoes para variedades) Sejam M, N variedades diferen-
cidveis de classe C* (1 <k <oo) e f: M — N uma aplicacio de classe C*. Suponha que
J é uma submersao num ponto x € M. Entao, dada uma carta ¢ : V — V C R" em N
com f(x) € V, existe uma carta ¢ : U — U C IR™ em M com x € U, f(U) CV e tal que
a representacao de f com respeito as cartas ¢ e 1 é dada por:

z/J(f(go_l(vl,...,vm))) = (v1,..,vp), (Vi,...,0,) €U.

Demonstragao. Seja ¢1 : U — gl C IR™ uma carta arbitrdria em M com x € U e
f(Uy) CV. Seja f=1ofo @07t : Uy — V C IR™ a representacdo de f nas cartas o1 e 1.
Entdo f é uma aplicacdo de classe C* e:

df (p1(x)) = di(f(x)) o df(x) o dpr(z) ™

logo df(gpl(ac)) é sobrejetora, i.e., f é uma submersao no ponto ¢1(z). Pela forma local
das submersées do Calculo no IR", existe um difeomorfismo a : W — W' de classe ok
entre abertos W, W’ C IR™ de modo que ¢1(x) € W C U; e:

f(ofl(vl, . ,vm)) = (v1y...,0p),

para todo (v1,...,v,) € W’. Para completar a demonstracio, basta tomar U = o, *(W),
p=aopi|ly, U=W'e observar que w(f(go_l(v))) = f(a_l(v)), para todov € U = W'.
|

Coroldrio. Sejam M, N variedades diferencidveis de classe C* (1 <k <oc)ef: M — N
uma aplicacdo de classe C*. Entdo o conjunto dos pontos x € M tais que f é uma
submersao em x é aberto em M.

Demonstragao. Na notacao do enunciado da forma local das submersoes, temos que se
f é uma submersdo em  entdo f é uma submersio em y para todo y € U, pois ®po fop™?
¢ uma submersao em p(y) e as cartas ¢ e ¢ sdo difeomorfismos. B

O corolario acima pode também ser demonstrado sem usar a forma local das sub-
mersoes (veja Exercicio 5).

Definicao. Sejam M, N variedades diferenciaveis de classe Ck 1<k<x)ef:M— N
uma funcédo de classe C*. O posto de f num ponto z € M é definido como sendo o posto
do operador linear df(z), i.e., a dimensao da imagem de df(z).

Teorema. (do posto para variedades) Sejam M, N variedades diferencidveis de classe C*
(1<k<oo)e f:M— N uma aplicacdo de classe C*. Suponha que f tem posto igual a
r em todos os pontos de M. Entao, dado x € M, existem cartas ¢ : U — UcCR™em M
ep: V=V CIR"em N comx € U, f(U) CV e tal que a representacao de f nas cartas
@ e é dada por:

w(f(gp_l(vl,...,vm))) = (v1,...,0p, 0,...,0), (v1,...,0) €U.
——

n—7mTr zZeros
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Demonstragao. Sejam ¢ : U} — U1 CR™ Y: V3 — V1 C IR™ cartas arbltrarlas em M
e em N respectivamente, com x € Uy e f(U;) C V;. Seja f= 1/11 ofo gol a representacao

de f nas cartas 1 e 1. Dai f é de classe C* e para todo v € U, temos:
df(v) = dys (F(¢1' (v))) 0 df (1 (v)) © dipy " (v);

como di (f(p1 " (v))) e dpi ' (v) sdo isomorfismos, segue que df(v) tem posto r para
todo v € U;. Pelo Teorema do Posto do Calculo no IR™, existem abertos W, W' c IR™,
Z,7Z" c IR" e difeomorfismos « : W — W', 8 : Z — Z' de classe C*, de modo que
o1(x) e W Uy, f(W)C Ze:

ﬁ(f(ofl(vh...,vm))) = (v1,...,0r, 0,...,0),

n—r Zeros

para todo (v1,...,v,) € W’. Para completar a demonstracio, basta tomar U = o] *(W),
@Y = « O 801|U7 U = W/, V = w;l(‘/l N Z), ’l/} = ﬁozplh/, V = /B(Vl N Z) e Observar que
¢(f(90_1(v))) = ﬂ(f(a_l(v))), para todove U =W'. 1
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Exercicios.
(nao é para entregar, mas é bom dar uma olhada e quem tiver problemas me procura).

Espaco tangente.

1. Sejam M uma variedade diferencidvel de classe C* (1 < k < o0), o : U — U C IR™

uma carta em M e V um aberto de M contido em U. Mostre que, para todo z € V,

o isomorfismo @, : T,M — IR" induzido pela carta ¢ coincide com o isomorfismo
(¢0), : T-M — IR™ induzido pela carta ¢y = @[y : V — o(V).

[dica: observe que a funcdo de transicao de g para ¢ é a aplicagao identidade do aberto

©(V) C IR™; use a propriedade (3) (secao 1, aula nimero 6) satisfeita pelo espaco tangente].

2. Seja M uma variedade diferencidvel de classe C*. Escolha | < k com [ > 1 e denote
por M’ a variedade diferencidvel de classe C! cuja estrutura diferenciavel de classe C'
é definida pelo tnico atlas maximal de classe C! que contém o atlas maximal de classe
C* que define a estrutura diferencidvel de M. Seja dado z € M. O objetivo deste
exercicio é estabelecer um isomorfismo entre T, M e T, M.

(a) Seja ¢ : U — U C IR" uma carta em M com z € U; daf ¢ é também uma
carta em M'. Denote por ¢, : T,M — IR"™ o isomorfismo induzido por ¢,
vista como carta na variedade M e denote por @, : T, M’ — IR™ o isomorfismo
induzido por ¢, vista como carta na variedade M’. Mostre que o isomorfismo

(@26)_1 0p, : TyM — T, M’ ndo depende da escolha da carta ¢.

[dica: se ) : V — V é outra carta em M com x € V entao, pela propriedade (3) (secdo 1,
aula nimero 6) satisfeita pelo espago tangente, temos que ¢, = d(¥ o o™ 1) (p(z)) 0 B, €
— _ _
Y, =d(Yoe™t)(e(@)) 0B
(b) Usando a construcao para o espago tangente em termos de curvas (segao 2, aula
nimero 6), mostre que o isomorfismo entre T, M e T, M’ definido pelo item (a)

leva a classe de equivaléncia determinada por uma curva v em M na classe de
equivaléncia determinada pela mesma curva v em M’.

Observag3o: identificaremos sempre os espacos tangentes T, M e T, M’ através do isomor-
fismo descrito acima.

Diferencial de fungdes.

3. Seja M uma variedade diferenciavel de classe Ck (1<k<oo)esegjald: M — M a
aplicagao identidade. Mostre que d(Id)(x) é a aplicagao identidade de T}, M para todo
x € M.

4. Sejam M, N variedades diferencidveis de classe C* (0 < k < oo). Mostre que uma
aplicacdo constante f : M — N é de classe C*. Se k > 1, mostre que df(z) = 0, para
todo x € M.

5. Sejam M, N variedades diferencidveis de classe C% (1 < k < o0) eseja f: M — N
uma aplicacio de classe C*. Sejam m = dim(M), n = dim(N) e » = min{m,n}.
Mostre que o conjunto dos pontos x € M tais que f tem posto r em x é aberto na
variedade M.
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[dica: observe primeiro que o conjunto dos operadores lineares T : IR"™ — IR™ de posto r
é aberto em Lin(/R™, IR™); note agora que se f é uma representacao de f em coordenadas
entdo u — df(u) € Lin(JR™, IR™) é uma aplicacio continua).
6. Sejam M, N variedades diferencidveis de classe C* (1<k<oo)esejaf: M — N
uma aplicacdo de classe C*. Mostre que se df(xz) = 0 para todo x € M e se M é
conexa entao f é constante.

[dica: mostre que, dado y € N entao f~1(y) é aberto e fechado em M; para mostrar que
f~Y(y) é aberto em M, use uma representacdo de f em cartas e o fato que uma funcao
definida numa bola do espac¢o Euclideano com diferencial nula em todo ponto é constante].

7. Sejam I C IR um aberto, M, N variedades diferencidveis de classe C* (1 < k < 00), e
v:I— M, f:M— N fungdes de classe C*. Mostre que (fo~)'(t) = df(v(¢)) -7/ (?),
para todo t € I.

[dica: use a regra da cadeia e o fato que +/(t) = dvy(¢) - 1].

Produtos de variedades.

8. Sejam Vi, ..., V, espacos vetoriais reais de dimensao finita. Considere o produto
cartesiano V = [[_, V; munido da estrutura usual de espago vetorial produto (i.e.,
V = @, Vi). Mostre que a estrutura de variedade canonica do espago vetorial real V
coincide com a estrutura de variedade produto em V' (onde cada V; tem sua estrutura
de variedade candnica).

[dica: note que se ¢; : V; — IR™ é um isomorfismo entdao ¢ = [[}_; ¢; : V — R™ é um
isomorfismo, onde n = >"7_, n;].

9. Sejam My, ..., M, variedades diferencidveis de classe C* e seja Z; C M; um aberto,
i=1,...,p. Mostre que se M =[["_, M; e Z = []!_, Z; sdo munidos da estrutura
de variedade produto entao o aberto Z C M possui a estrutura de variedade induzida
de M.

[dica: se ¢; é uma carta em Z; entao Hle p; ¢ uma carta em Z tanto na estrutura de
variedade produto como na estrutura de variedade induzida de M].

59



Aula ntmero 8 (12/09)

A aula nimero 8 cobriu o material das Segdes (3) e (4) originalmente destinado & aula
numero 7.

Aula nimero 9 (17/09)

(1) Inversas laterais.

Nesta se¢ao estudamos o problema (local) de existéncia de inversas laterais dife-
renciaveis para funcoes diferencidaveis em variedades. O problema de determinar quais
morfismos possuem inversos laterais (i.e., a esquerda ou a direita) é em geral um problema
interessante em diversas categorias (nos Exercicios 1, 4, 7, 9—12 discutimos esse problema
nas categorias dos conjuntos, dos espacos vetoriais, dos médulos sobre um anel fixado e
dos espagos topoldgicos).

Definigao. Sejam X, Y conjuntos e f : X — Y uma funcao. Dizemos que g : ¥ — X
é uma inversa a esquerda para f se g o f é igual a aplicacao identidade de X, i.e., se
g(f(x)) = x para todo x € X. Dizemos que g : Y — X é uma inversa a direita para f se
f og éigual a aplicacao identidade de Y, i.e., se f(g(y)) =y para todoy €Y.

Temos a seguinte condicao necessaria para a existéncia de uma inversa a esquerda de
classe C* para uma aplicacdo de classe C* entre variedades:

Lema. Sejam M, N variedades diferenciaveis de classe Ck (1<k<oo)esejaf: M — N
uma aplicacao de classe C*. Se f possui uma inversa a esquerda de classe C* (i.e., se existe
g: N — M de classe C' com go f =1d) entdao f é uma imersao injetora.

Demonstracgao. Pelo resultado do Exercicio 1, temos que f é injetora. Provemos que f
¢ uma imersao. Seja g : N — M uma inversa & esquerda de classe C'! para f. Como g é
de classe C'!, podemos diferenciar a igualdade go f = Id num ponto = € M usando a regra
da cadeia para obter:

dg(f(z)) odf(z) =1d : T,M — T, M.

Logo a diferencial df(z) : T, M — T, N possui uma inversa a esquerda. Segue entao que
df(z) é injetora, i.e., f é uma imersdo no ponto z. W

Podemos na verdade melhorar um pouco o Lema acima, obtendo uma condig¢ao ne-
cessaria mais forte para a existéncia de uma inversa a esquerda de classe C*. Temos a
seguinte:
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Definigao. Sejam M, N variedades diferencidveis de classe C* (1 < k < o0). Dizemos
que uma aplicacdo f : M — N é um mergulho de classe C* se f é uma imersao de classe C*
e se a aplicagao f : M — f(M) é um homeomorfismo (onde f(M) é munida da topologia
induzida de N ).

Corolario. Sejam M, N variedades diferenciaveis de classe Ck (1 < k < o0) e seja
f: M — N uma aplicacao de classe C*. Se f possui uma inversa & esquerda de classe C*
entao f é um mergulho.

Demonstragao. Vimos no Lema acima que f é uma imersao injetora. Além do mais,
se g : N — M ¢é uma inversa 3 esquerda de classe C'! para f entdo a inversa da bijecao
f:M — f(M) coincide com g|sar) : f(M) — M, que é uma aplicacao continua. Logo
f:M — f(M) é um homeomorfismo. B
Nem toda imersao injetora ¢ um mergulho, como se vé no seguinte:

Exemplo: considere a aplicagao f :|—1, +oo[ — IR? definida por f(t) = (+3 — ¢,t?). Entao
f é de classe C=® e f'(t) = (3t> — 1,2t) # 0 para todo t € |-1,4+o00[. Logo f é uma
imersao (por que?). Verifica-se facilmente também que f é injetora; mas f nao é um
mergulho. De fato, se (¢, )nen € uma seqiiéncia em |—1, +00[ que converge para —1 entao
(f(tn))new ¢ uma seqiiéncia em Im(f) que converge para (0,1) = f(1). Temos entao
que p, = f(t,) — (0,1) mas t, = f~1(p,) 4 f71(0,1). Isso mostra que a aplicagao
f~1:Im(f) — ]—1,+00[ nao é continua no ponto (0,1).

Nzo é verdade em geral que todo mergulho de classe C* possui um inverso & esquerda
de classe C''. Existem obstrucoes topoldgicas nao triviais para a existéncia de tal inverso
(veja Exercicios 9—11). Temos, no entanto, um resultado local.

Teorema. Sejam M, N variedades diferencidveis de classe C* e seja f : M — N uma
imersdo de classe C* (1 < k < oo). Entao, para todo x € M existem abertos U C M,
VCNcomzeU, f(U)CV edemodo que a aplicagao f|y : U — V admite uma inversa
a esquerda g : V — U de classe C*.

Demonstragao. A idéia da prova é a seguinte. Pela forma local das imersoes, f é local-
mente representada em cartas apropriadas pela aplicacao inclusao:

R™ = R™ x {0}"™™ — IR";
essa inclusao possui uma inversa a esquerda, a saber, a projecao r : IR"™ — IR™ definida
por:
(v, 0n) = (V1,0 0, U).
Obtém-se entao uma inversa local a esquerda para f considerando-se a aplicacao g cuja
representagao nas cartas em questao é (uma restrigdo apropriada de) r.
Vamos aos detalhes. Sejam ¢ : U - U C IR™, ¢ : V3 — Vi C IR"™ cartas em M e em

N respectivamente de modo que z € U, f(U) C V; e de modo que a representagao de f
nas cartas ¢ e ¥ seja dada por:

(qpofogo_l)(vl,...,vm):(vl,...,vm, 0,...,0),

n—m Zzeros
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para todo (v1,...,vpn) € U. Defina r : IR* — IR™ como acima. Seja V=rYU)nW.
Entdo V C Vl, V é aberto em IR", ¢ o fop!leva UemV e r|~ V — U é uma inversa

a esquerda de classe C* para 1) o f o p™! : U — V. Tomando agora V = ¢~ H(V ) cVie
g=¢ toroy|y:V —Uentao V C N éaberto, f(U)CV eg:V — U éuma inversa a
esquerda de classe C* para fly: U — V.1

Corolario. Sejam M, N variedades diferencidveis de classe C* (1 < k < oo) e seja
f: M — N uma imersao de classe C*. Entao todo x € M possui uma vizinhanca aberta
U C M tal que f|y : U — N é um mergulho.

Demonstragao. Pelo Teorema, existem abertos U C M,V C N comz € U, f(U)CV e
de modo que f|y : U — V possui uma inversa & esquerda de classe C*. Por um Corolério
acima, f|y : U — V é um mergulho. Logo, também f|y : U — N é um mergulho. B

Observagdo: o Corolario anterior pode ser obtido diretamente da forma local das imersoes.
Basta observar que a inclusao IR™ = IR™ x {0}"~™ — IR™ (assim como qualquer restricao
dessa inclusao a abertos de IR™ e de IR™) é um mergulho e que toda imersao é localmente
representada em coordenadas apropriadas por uma inclusao como essa.

Vamos agora tratar de inversas a direita. Assim como func¢oes que possuem inversas
a esquerda de classe C'! sao imersoes, é natural esperar que funcoes que possuam inversas
a direita de classe C'! sejam submersoes. No entanto, ndo é bem isso que ocorre; se uma
aplicacdo f : M — N de classe C'! possui uma inversa a direita g : N — M de classe C*
entdo sé podemos concluir que f é uma submersdo nos pontos de Im(g). Para concluir
que f é uma submersao devemos entao exigir a existéncia de uma quantidade “grande o
suficiente” de inversas a direita g de classe C! para f, de modo que as imagens dessas
aplicacoes g cubram M. Mais precisamente, temos o seguinte:

Lema. Sejam M # (), N variedades diferencidveis de classe C* (1 < k < 00) e seja
f: M — N uma aplicacdo de classe C*. Se para todo xo € M a aplicacao f admite uma
inversa a direita g : N — M de classe C! tal que g(f(xo)) = xg entao f é uma submersao
sobrejetora.

Demonstragao. Por hipdtese, f admite alguma inversa a direita (aqui usamos que M
é nao vazia); logo, pelo resultado do Exercicio 1, f é sobrejetora. Seja agora zo € M e
provemos que f é uma submersao no ponto xy. Seja g : N — M uma inversa a direita
de classe C! para f com g( f (a;o)) = x9. Como g é de classe C', podemos diferenciar a
igualdade f o g =1Id no ponto f(x() obtendo:

df(xo) o dg(f(wo)) =Id : Tp(zo)N — T (ug)N-

Logo a diferencial df(zo) : TpoM — Ty(y,)N possui uma inversa a direita. Segue entao
que df(zg) é sobrejetora, i.e., f é uma submersao no ponto zy. B

Assim como no caso de inversas a esquerda, nao é de se esperar que seja verdadeira a
reciproca do Lema anterior. Temos, no entanto, uma reciproca local.
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Teorema. Sejam M, N variedades diferencidveis de classe C* e seja f : M — N uma
submersao de classe C* (1 < k < 00). Entao, para todo x € M existem abertos U C M,
V C N, comz € U, f(U) CV ede modo que a aplicagao f|y : U — V admite uma
inversa a direita g : V. — U de classe C* satisfazendo g(f(x)) = 1.

Demonstragao. A idéia da prova é a seguinte. Pela forma local das submersoes, f é
localmente representada em coordenadas apropriadas pela projecao r : IR"™ — IR™ nas
n primeiras coordenadas de IR™. Usamos entao uma inversa a direita de r para obter
uma inversa a direita local para f (uma estratégia similar & da demonstragao do Teorema
anterior). Ocorre que temos uma condi¢ao a mais para ser satisfeita pela inversa a direita
de r: dado a priori um ponto arbitrario z € IR™, gostariamos de obter uma inversa a
direita s : IR™ — IR™ para r satisfazendo s(r(z)) = z. Podemos definir s fazendo entao:

S(V1, .oy Un) = (V1o ooy Uny Znt 1y - - 5 Zm) -

Vamos aos detalhes. Sejam ¢ : Uy — (71 CR™ ¢v:V3 — ‘71 C IR™ cartas em M e
em N respectivamente de modo que =z € Uy, f(U;) C V5 e de modo que a representacao
de f nas cartas ¢ e ¥ seja dada por:

(wofogp_l)(vlv"wvm) = (/Ul,...,’Un),

para todo (vy,...,vm) € Ui. Seja z = (21,...,2m) = ¢(z) e defina s : IR™ — IR™ como
acima. Note que:

5[(wof0¢_1)(z)} =5(21,...,2n) = 2. (%)

Queremos agora definir g como sendo uma aplicacao cuja representacao nas cartas ¢ e ¢
seja uma restricao apropriada de s. Precisamos entao trocar o aberto V1 por um aberto
menor V para garantir que s(V) C Uj; uma idéia natural é tomar V = s~ 1(U;) N V4.
Ocorre que tal escolha nao garante que ¥ o fop~! leve UiemV. O procedimento correto
¢é explicado abaixo.

Escolha abertos V C IR", W C R™ " com (21y...,2n) € v, (Zna1s--vs2m) € W e
VxWcC (71. Note que:

V:(¢ofo¢_1)(VXW)CV1.

Defina U = V x W. Dai U ¢ IR™ é uma vizinhanga aberta de z = o(x ) contida em Uy,

VC IR™ ¢ um aberto contido em V1 o fop~!leva UemVeslevaV em U. Além do mais,
s|~ V — U é uma inversa & direita de classe C* para o fop~! |~ U — V satisfazendo

a condicdo (). Para completar a demonstracio, tome U = ¢~ 1(U), V = ¢~ 1(V) e
g=¢ losotly : V= U. DaiUCM,VCNséoabertos,xEU, fUO)cV,g:V->U
é uma inversa a direita de classe C* para f|y : U — V e a condigdo () implica que

9(f(z) ===
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(2) Mudanca de contra-dominio e passagem ao quociente.

Estudamos nesta se¢ao os problemas de mudanca de contra-dominio e de definicao
por passagem ao quociente para aplicacoes diferencidaveis. Algumas questoes ligadas aos
resultados apresentados nesta secao sao discutidas nos Exercicios 2, 3, 5, 6, 8, 13—16.

Teorema. (principio de mudanga de contra-dominio) Sejam M, N, P variedades dife-
rencidveis de classe C* (1 <k <oc)e¢: M — N, f: P — N aplicacoes de classe C¥,
com ¢ uma imersao. Se fy: P — M é uma aplicacao continua tal que ¢ o fy = f, i.e., tal

que o diagrama:
il

P——M
fo

comuta entdo fy é de classe C*.

Demonstracao. Seja dado p € P e vamos mostrar que fp é de classe C* numa vizinhanca
aberta de p. Sejam U C M, V C N abertos com ¢(U) C V, fo(p) € U e de modo que
é|ly : U — V admita uma inversa a esquerda 1 : V — U de classe C*. Observe que para
todo z € f3 " (U) temos f(z) = ¢(fo(z)) € V e

U(f(2) =v(o(folz))) = folz),

pois w(gb(y)) =y, para todo y € U. Logo wof’f(;l(U) = fO’f(;l(U). Como wof‘f(;l(U) é de
classe C* e fy é continua, segue que fy é de classe C* numa vizinhanca aberta do ponto
p. Como p € M é arbitréario, concluimos que f; é de classe C*. ®

Corolério. Sejam M, N, P variedades diferenciaveis de classe C¥, ¢ : M — N um
mergulho de classe C* e f : P — N uma aplicacao de classe C* (1 < k < o0). Se
fo: P — M é uma aplicacao tal que ¢ o fo = f entdo fo é de classe C*.

Demonstragao. Como ¢ : M — ¢(M) é um homeomorfismo, a continuidade de fy segue
da continuidade de f. Logo fy é de classe C*, pelo Teorema anterior. B

Teorema. (principio de defini¢ao por passagem ao quociente) Sejam M, N, P variedades
diferencidveis de classe C* (1 < k < o), ¢ : M — N uma submersao sobrejetora de classe
CF, f: M — P uma aplicacao de classe C* e f : N — P uma aplicacao talque foq = f,
i.e., tal que o diagrama:

comuta. Entao f é de classe C*.

Demonstracdo. Vamos mostrar que f é de classe C* numa vizinhanca aberta de um
ponto arbitrario y € N. Como ¢ é sobrejetora, existe © € M com ¢(z) = y. Sejam entao
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UC M,V C N abertos com ¢(U) CV, z € U e de modo que ¢y : U — V admite uma
inversa a direita g : V — U de classe C* (é possivel até escolher g com g(y) = z, mas isso
nao sera usado). Dai V é uma vizinhanga aberta de y = g(x) em N e para todo z € V
temos:

f(z) = f(a(9(2)) = f(9(2)).
i.e., fly = fog. Logo f é de classe C* numa vizinhanca aberta de y. B

Vimos entao que as submersoes sobrejetoras tem um papel andlogo na “categoria
diferenciavel” ao das aplicagbes quocientes na “categoria topoldgica” (veja Exercicio 15).
Na verdade, toda submersao sobrejetora é também uma aplicagao quociente no sentido
topoldgico, pois toda submersao é uma aplicacao aberta (veja Exercicios 17, 18).
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Exercicios.
(nao é para entregar, mas é bom dar uma olhada e quem tiver problemas me procura).

Conjuntos e Fungdes.
1. Sejam X, Y conjuntos e f: X — Y uma funcao.

(a) Supondo X # (), mostre que f é injetora se e somente se f admite uma inversa a
esquerda.

(b) Mostre que f é sobrejetora se e somente se f admite uma inversa a direita.

2. Sejam X, Y, Z conjuntose f: X — Z, ¢: Y — Z fungoes, com ¢ injetora. Considere
o diagrama:

X o f0> Y
Mostre que existe uma aplicacao fy : X — Y tal que o diagrama acima é comutativo
(i.e., ¢ o fo = f) se e somente se Im(f) C Im(¢). Mostre também que, quando a
aplicagao fo existe, ela é tinica (dizemos que fj é obtida de f por mudanga de contra-
dominio).

3. Sejam X, Y, Z conjuntos e f : X — Z, ¢ : X — Y funcoes, com ¢ sobrejetora.
Observe que a relagdo ~ em X definida por 1 ~ z2 < ¢(x1) = ¢(z2) é uma relagao
de equivaléncia. Dizemos que a aplicacao f é compativel com a relagao de equivaléncia
~se x; ~ To = f(xr1) = f(x2), para todos x1, 22 € X. Considere o diagrama:

X
|\
q
Y ....... S Z
!

Mostre que existe uma aplicacdo f : Y — Z tal que o diagrama acima é comutativo
(i.e., foq = f) se e somente se f é compativel com a relagdo de equivaléncia ~
determinada por q. Mostre também que, quando a aplicacao f existe, ela é tnica

(dizemos que f é obtida de f por passagem ao quociente).
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Algebra Linear.
4. Sejam V', W espacos vetoriais e seja T': V' — W uma aplicagao linear. Mostre que:

(a) T é injetora se e somente se 7' admite uma inversa linear & esquerda (i.e., existe
uma aplicagao linear S : W — V com S o T = 1d);

[dica: escolha um subespago Z C W com W = Im(T) @ Z e defina S : W — V fazendo
S|tm(7y igual ao inverso do isomorfismo T': V' — Im(T) e S|z = 0].

(b) T é sobrejetora se e somente se T admite uma inversa linear a direita (i.e., existe
uma aplicagao linear S : W — V com T o S =1d).

[dica: escolha um subespago Z C V com V = Ker(T') @ Z. Mostre que a restrigao de T" a
Z é um isomorfismo sobre W e considere a aplicagao S = (T|z)"t: W — Z C V.

5. Sejam V', W, Z espacos vetoriaise T : V — Z, ¢ : W — Z aplicacgoes lineares, com ¢
injetora. Mostre que se Ty : V' — W é uma aplicacao tal que o diagrama:

Vo T0> %%
comuta (i.e., ¢ o Ty = T') entao Tj é linear.

Observagdo: pelo resultado do Exercicio 2, observe que 7| existe se e somente se a imagem
de T estiver contida na imagem de ¢. Além do mais, Ty é Unica, se existir.

6. Sejam V, W, Z espacos vetoriaise T : V — Z, q: V — W aplicagoes lineares, com q
sobrejetora. Mostre que existe uma aplicagao T': W — Z tal que o diagrama:

V
LN
q
W > Z

comuta (i.e., T oq=T) se e somente se Ker(q) C Ker(T). Mostre que a aplicacdo T

é unica quando existir; mostre também que T é necessariamente linear.
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Algebra.

7. Seja R um anel arbitrario e sejam V, W, R-moédulos. Se T : V — W é uma aplicacao
linear, mostre que:

(a) T admite uma inversa linear & esquerda se e somente se T' é injetora e Im(7") é um
somando direto de W (i.e., existe um submédulo Z C W com W =Im(T") & Z);

[dica: supondo que T admite uma inversa a esquerda linear S : W — V| mostre que
W =Im(T) & Ker(5)].
(b) T admite uma inversa linear & direita se e somente se 1" é sobrejetora e Ker(T') é
um somando direto de V.

[dica: supondo que T' admite uma inversa a direita linear S : W — V', mostre que V =
Ker(T') @ Im(S)].

Observacgdo: a seguinte terminologia é usada na teoria de médulos. Seja R um anel, sejam
V, W, Z Rmoédulos e ¢ : V — W, ¢ : W — Z aplicacoes lineares. Dizemos que:

0—V-2wtz 50

é uma seqiiéncia exata se ¢ é injetora, 1 é sobrejetora e Im(¢) = Ker(1)). Dizemos que a
seqliéncia exata acima cinde se vale uma das seguintes condigoes equivalentes: (i) ¢ possui
inversa linear a esquerda; (ii) ¢ possui inversa linear a direita; (iii) Im(¢) = Ker(¢)) é um
somando direto de W.

Observagdo: se R é um corpo (ou, mais geralmente, um anel com divisao) entdao todo
submdédulo de um R-médulo V' é somando direto de V' (i.e., todo subespago vetorial de um
espaco vetorial V' admite um subespago complementar). Por isso, a injetividade (resp., a
sobrejetividade) é suficiente para a existéncia de inversa linear a esquerda (resp., a direita),
no caso de transformagoes lineares em espacos vetoriais (veja Exercicio 4 acima). Se R é
apenas um anel entao nem todo submédulo de um R-mdédulo V' é somando direto. Por
exemplo, 27 é um submodulo do Z-médulo Z, mas nao é um somando direto de Z.

8. Mostre que o resultado dos Exercicios 5 e 6 continua verdadeiro se trocarmos nos
seus enunciados as palavras “espacos vetoriais” por “R-modulos”, onde R é um anel
arbitrario.

Topologia.
9. Sejam X um espaco topoldgico e Y C X um subconjunto. Uma retracao de X sobre
Y é uma aplicagdo continua r : X — Y tal que r|ly = Id, i.e., r(y) = y para todo
y € Y. Se existe uma retracao r : X — Y entao dizemos que Y é um retrato de X.
Mostre que se X é conexo (resp., conexo por arcos) entdo todo retrato de X é conexo

(resp., conexo por arcos). Mostre também que se X é Hausdorff entdao todo retrato
de X é fechado em X.

[dica: para mostrar que um retrato de um espago Hausdorff é fechado, observe que se
r: X — Y é uma retragao entao Y coincide com o conjunto dos pontos fixos da aplicacao
continua r : X — X]|.

Observacgdo: note que uma retragao r : X — Y é nada mais que uma inversa a esquerda
continua para a aplicacao inclusao ¥ — X.
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10. (este é s6 para quem conhece a definigdo de homotopia e de espago simplesmente
conexo) Mostre que se Y é um retrato de um espago topoldgico simplesmente conexo
X entdao Y também é simplesmente conexo. Conclua que o circulo unitdrio S! néo é
um retrato do plano IR?.

11. Sejam X, Y espacos topoldgicos e f : X — Y uma aplicacao continua. Mostre que
f possui uma inversa a esquerda continua se e somente se f : X — f(X) é um
homeomorfismo e f(X) é um retrato de Y.

Observacgdo: a partir dos resultados dos Exercicios 9, 10 e 11 é facil exibir varios exemplos
de fungoes continuas injetoras que nao possuem inversas a esquerda continuas.

12. Considere a aplicacdo f : IR — S! definida por f(t) = (cost,sent). Entdo f é continua
e sobrejetora. O objetivo deste exercicio é mostrar que f nao possui uma inversa a
direita continua.

(a) Suponha por absurdo que exista g : St — IR continua tal que f o g = Id. Mostre
que a aplicacao IR > t g(f(t)) —t € IR é constante.

[dica: mostre que [g(f(t)) — t]/2m é inteiro para todo t € IR].
(b) Obtenha uma contradi¢do a partir do resultado do item (a).
[dica: g(f(0)) = g(f(2m))].
13. Sejam X um conjunto, ¥ um espaco topoldgico e ¢ : X — Y uma funcao.

(a) Mostre que a colegao {¢~*(U) : U aberto em Y} é uma topologia em X (conhe-
cida como a topologia induzida por ¢ em X).

(b) Mostre que se X é munido da topologia induzida por ¢ entdo ¢ : X — Y é
continua.

(¢) Assuma que X é munido da topologia induzida por ¢. Sejam Z um espago
topolégico e fo: Z — X, f: Z — Y funcoes tais que o diagrama:

/Tcﬁ
Zfo

comuta (i.e., o fo = f). Mostre que f é continua se e somente se fy é continua.

14. Sejam X, Y espacos topologicos e ¢ : X — Y uma aplicagao injetora. Mostre que X
possui a topologia induzida por ¢ se e somente se ¢ : X — ¢(X) é um homeomorfismo
(onde ¢(X) possui a topologia induzida de Y).
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15. Sejam X um espaco topoldgico, ¥ um conjunto e ¢ : X — Y uma funcao.

(a) Mostre que a colecdo {U C Y : ¢7'(U) é aberto em X} é uma topologia em Y
(conhecida como a topologia co-induzida por ¢ em Y; quando Y é munido da
topologia co-induzida por ¢ diz-se também que ¢ é uma aplicacao quociente).

(b) Mostre que se Y é munido da topologia co-induzida por ¢ entdo q : X — Y é
continua.

(c) Assuma que Y é munido da topologia co-induzida por ¢q. Sejam Z um espaco
topolégicoe f: X — Z, f:Y — Z funcoes tais que o diagrama:

| N

Y —7
f

comuta (i.e., foq = f). Mostre que f é continua se e somente se f é continua.

16. Sejam X, Y espacos topolégicos. Uma aplicagdo ¢ : X — Y é dita aberta (resp.,
fechada) se q leva abertos (resp., fechados) de X em abertos (resp., fechados) de Y.
Mostre que:

(a) se qé continua, aberta e sobrejetora entao g é uma aplicagao quociente (i.e., a topologia
de Y é co-induzida por q);

[dica: q é quociente se e somente se:
UCY éaberto <= ¢ }(U)C X é aberto,

para todo U C Y].
(b) se g é continua, fechada e sobrejetora entdao ¢ é uma aplicagdo quociente;

[dica: q é quociente se e somente se:
F CY éfechado <= ¢ '(F)C X é fechado,

para todo F' C Y.

(c) se X é compacto, Y é Hausdorff e ¢ é continua e sobrejetora entao ¢ é uma aplicagao
quociente.

[dica: nesse caso ¢ ¢é fechada].
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Imersdes e Submersdes.

17. O objetivo deste exercicio é mostrar que submersoes sao aplicagoes abertas.

(a)

Sejam X, X , Y, Y espacos topolégicos, ¢ : X — X Y — Y homeomorfismos
e f: X — Y uma funcio. Mostre que se o fo ™! : X — Y é uma aplicacio

aberta entao f é uma aplicagao aberta.

Sejam X, Y espacos topolégicos e f : X — Y uma funcao. Suponha que para
todo x € X existem abertos U C X, V C Y, com z € U, f(U) C V e de modo
que f|ly : U — V é uma aplicacdo aberta. Mostre que f é uma aplicagao aberta.
Mostre que a projecao IR™ > (vy,...,0m) — (V1,...,0,) € IR™ é uma aplicagao
aberta.

Use a forma local das submersoes e o resultado dos itens anteriores para concluir
que toda submersao é uma aplicacao aberta.

18. Mostre que toda submersao sobrejetora é uma aplicagdo quociente (no sentido do
Exercicio 15).

[dica: use o resultado do Exercicio 17 e do item (a) do Exercicio 16].
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Aula nimero 10 (19/09)

(1) Subvariedades.

Convencgio: dados nimeros naturais p, n com 0 < p < n, identificaremos o espago IRP com
o subespaco de IR™ gerado pelos p primeiros vetores da base canonica, i.e.:

RP = {(21,...,2n) ER" : xpy1 = =1, =0} C R".

Obviamente o espaco IR? = {0} ¢ identificado com o subespaco nulo de IR™.

Em termos gerais, uma subvariedade p-dimensional de uma variedade M de dimensao
n é um subconjunto N de M tal que, em coordenadas apropriadas, a inclusao de N em M
é representada pela inclusao de IR? em IR™ (ou seja, a relacao entre IRP e IR™ serve como
um “modelo” para a relagdo que existe entre uma subvariedade e uma variedade). Mais
precisamente, temos a seguinte:

Definigao. Seja M uma variedade diferencidvel de classe C* (1 < k < o) e de dimensao
n. Sejam N C M um subconjunto e p um nimero natural com 0 < p < n. Dizemos que
N ¢é uma subvariedade de classe C* e de dimensao p de M se para todo x € N existe uma
cartap: U - U CIR" em M comz € U e p(UNN) = U NIRP; uma carta ¢ satisfazendo
essa propriedade é chamada uma carta de subvariedade para N em torno de .

Atencdo: uma carta de subvariedade para N é uma carta na variedade M e nao uma carta
em N.

Antes de mais nada, mostraremos um lema que permite relaxar um pouco a condicao
©(UNN) = U nN IRP satisfeita pelas cartas de subvariedade. Ocorre que se p(U N N) é um
aberto de IRP (talvez propriamente contido em U N IRP ), entdo podemos restringir a carta
© de modo a obter uma carta de subvariedade para N (porém sem alterar a intersegao do
dominio de ¢ com N).

Lema. Seja M uma variedade diferenciavel de classe Ck (1 <k<>)esejaNC M

um subconjunto. Suponha que ¢ : U — U C R" é uma carta de M tal que (U N N)
é um aberto de IRP (0 < p < n). Entao existe um aberto V em M tal que V C U,
VAN=UNN etal que o(VNN)=p(V)NIRP. Em particular, p|y : V — @(V) é uma
carta de subvariedade para N.

Demonstragao. Seja V = U N (e(UNN) x R"7P). Como (U N N) é aberto em IR?,
segue que p(UNN) x IR™P (e portanto também V) ¢é aberto em IR™. Tome V = ¢~ 1(V).
Dai V' é aberto em M e V C U. Temos:

p(VAN)=p(VN(UNN)) =¢p(V)NeUNN)=VNeUnN)
=UN (p(UNN)x R"P) N NN) =l NN).

Como ¢ : U — Ué bijetora, segue que VNN = U N N. Além do mais:
e(V)NRP =VNIRP =UN (p(UNN)x R"P)NIRP = p(UNN). W
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Corolério. Seja M uma variedade diferencidvel de classe C* (1 < k < o0) e de dimensao
n e seja N C M um subconjunto. Se existe um niimero natural p (0 < p < n) tal que para
todo & € N existe uma carta ¢ : U — U C IR" de M com x € U e ©(U N N) aberto em
IR? entdo N é uma subvariedade de M de classe C* e de dimensdo p. B

E de se esperar que uma subvariedade N de uma variedade M seja também em si uma
variedade. Ocorre que as restricoes a N das cartas de subvariedade formam um atlas para
N, como explicaremos em detalhes abaixo.

Seja M uma variedade diferenciavel de classe C* (1 < k < o) e de dimensdo n e seja

N C M uma subvariedade de classe C* e de dimensao p. Seja ¢ : U — U C IR" uma carta
de subvariedade para N, i.e., o(UNN) = U N IRP. Dai a aplicagao:

@0:SO|UmN:UﬂN—>(7ﬂRp

¢é bijetora e seu contra-dominio U N IRP é um aberto de IRP. Logo ¢ é um sistema de
coordenadas no conjunto N (veja definicdo da secdo 1 da aula nimero 1). Dadas duas
cartas de subvariedade ¢ : U — Ue Vo= 1% para N, mostremos que os sistemas de
coordenadas correspondentes g : UNN - UNIRP e pg: VAN — VNIRP em N sao
C*-compativeis. Em primeiro lugar, os conjuntos:

eo(UNN)N(VNN))
Yo((UNN)N(VNN))

e(UNV)N(UNN))=pUnV)NIR?,
Y(UNV)NUNN))=pUnV)N R,

sao abertos em IRP, pois o(UNV) e (UNV) sao abertos em IR™. Além do mais, a fungao
de transicao:

Yooy UNV)NIRY — (UNV)N IRP

é uma restricao da funcao de transicao ¥ o ~1 de ¢ para v e portanto é um difeomorfismo
de classe C* (veja Exercicio 1). Mostramos entdo que o conjunto:

Ao = {¢0 : ¢ ¢ uma carta de subvariedade para N},

¢ um atlas de classe C* para N (o fato que os dominios das cartas ¢y cobrem N segue
diretamente da definigdo de subvariedade). Afirmamos que a topologia que Ay induz em
N coincide com a topologia induzida de M. De fato, se ¢ : U — U é uma carta de
subvariedade para N entao, relativamente a topologia induzida por M em N, o conjunto
UNN é aberto em N e o sistema de coordenadas ¢y é um homeomorfismo, pois é restri¢ao
de um homeomorfismo. Logo a topologia induzida por M em N faz com que os elementos
de Ay sejam homeomorfismos definidos em abertos de N, o que mostra que as topologias
induzidas em N por Ag e por M coincidem. Como a topologia de M é Hausdorff e satisfaz
o segundo axioma da enumerabilidade, segue que também a topologia de N é Hausdorff e
satisfaz o segundo axioma da enumerabilidade (veja Exercicios 2 e 3). Mostramos entao o
seguinte:
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Teorema. Seja M uma variedade diferenciavel de classe C* e seja N C M uma subva-
riedade de classe C* e de dimensdo p (1 <k < o). Entao o conjunto N, munido do
atlas maximal A% de classe C* que contém o atlas Ay definido acima, é uma variedade
diferencigvel de classe C* e de dimensao p. Além do mais, a topologia da variedade N (i.e.,
a topologia induzida pelo atlas A7** ou pelo atlas Agy) coincide com a topologia induzida
pela variedade M (i.e., a topologia {U NN : U aberto em M}). B

Se N C M é uma subvariedade entao a estrutura diferencidavel em N definida acima
é dita induzida por M. A partir de agora fica subentendido (a menos de mengao explicita
em contrario) que toda subvariedade N C M é munida da estrutura diferencidvel induzida
por M.

Observagdo: a dimensao de uma subvariedade nao vazia é um ntmero natural bem defi-
nido, i.e., se N é um subconjunto nao vazio de M que é ao mesmo tempo uma subvarie-
dade de dlmensao p e uma subvariedade de dimensao p’ entdo p = p’. De fato, escolha
xr € N esejam ¢ : U — U YV = V cartas de subvariedade para N em torno de

x com o(UNN) = UﬂRPe¢(VﬂN)—VﬂZRp Entdo o : UNN — UNIRP e
PYo: VNN —=VN IR?" sdo sistemas de coordenadas compativeis em N com dominios nao
disjuntos, o que implica p = p’ (veja observacao no inicio da se¢ao 2 da aula nimero 3).

Um exemplo trivial de subvariedade de uma variedade M é um aberto de M. De fato,
temos o seguinte:

Lema. Seja M uma variedade diferencidvel de classe C* (1 <k < c0) e seja Z C M um
aberto. Entdo Z é uma subvariedade de M de classe C* com dim(Z) = dim(M). Além do
mais, a estrutura diferencidvel induzida por M em Z (no sentido explicado acima) coincide
com a estrutura diferenciavel que M induz no subconjunto aberto Z, i.e., com a estrutura
diferenciavel constituida pelas cartas de M com dominio contido em Z (veja Exemplo da
se¢ao 3 da aula nimero 3).

Demonstragao. Seja n = dim(M). Se ¢ : U — U C IR™ é uma carta de M com U C Z
entao ¢ é uma carta de subvariedade para Z pois:

o(UNZ)=¢pU)=U=UnNR"

Isso mostra que Z é uma subvariedade de M com dim(Z) = dim(M). O sistema de coor-
denadas ¢y em Z correspondente a carta de subvariedade ¢ é igual a . Logo a estrutura
diferenciavel induzida por M na subvariedade Z (como explicado acima) é constituida
pelas cartas de M com dominio contido em Z. W

Exemplo: se M é uma variedade diferencidvel de classe C* (1 < k < o0)ese S C M
é um subconjunto discreto (i.e., a topologia induzida por M em S é discreta) entdao S
¢ uma subvariedade de M de classe C* e de dimensao zero. De fato, seja € S e seja
¢:U — U C IR" uma carta em M com z € U e p(z) = 0 (veja Exercicio 4). Como S é
discreto, existe um aberto V C U tal que VNS = {x}. Dai (VN S) = {0} = (V) N IR°
e portanto ¢|y : V — (V) é uma carta de subvariedade para S em torno de x.
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Exemplo: Seja V um espaco vetorial real de dimensao finita e seja S C V um subespago.
Obviamente existe um isomorfismo ¢ : V. — IR™ tal que ¢(S) = IRP. Entao ¢ é uma
carta de subvariedade para S, o que mostra que S é uma subvariedade de V. A carta
wo : ¢ls + S = IRP em S associada a ¢ é obviamente um isomorfismo e portanto a
estrutura diferencidvel induzida por V em S coincide com a estrutura diferencidvel usual
do espago vetorial S.

Exemplo: Seja M = IR? o plano e seja N = S! o circulo unitdrio. Escolha 6, € IR
e seja ¢ : Ap, — ]0,+00] X 0o, 60 + 27| o sistema de coordenadas polares relativo a
escolha de 6y (veja Exemplo da secio 1 da aula ntimero 1). Entao ¢(A4, N S!) é igual
a intersecao da reta {1} x IR com a imagem da carta ¢. A carta ¢ nao é exatamente
uma carta de subvariedade para S', mas podemos corrigir o problema facilmente: defina

12 Agy — 160,00 + 27 x |—1, +o0] fazendo ¢1(z,y) = (0,p — 1), onde (p,0) = ¢(x,y).
Daf ¢1(A4g, NSY) é igual & intersecdo de IR = IR x {0} C IR? com a imagem da carta .
Logo 1 é uma carta de subvariedade para S' cujo dominio contém todos os pontos de S!
exceto (cosfy,senfy). Como 6y € IR é arbitrario, temos que S' é uma subvariedade de
classe C*° e de dimensao 1 do plano IR2.

Por um raciocinio similar ao explicado no Exemplo acima, usando coordenadas esfé-
ricas em vez de polares, é possivel mostrar que a esfera S? é uma subvariedade de classe
C* e de dimensao 2 do espaco IR3. Veremos adiante nesta aula, no entanto, métodos mais
simples para identificar uma subvariedade de uma variedade diferenciavel, sem que seja
necessario a explicitacao das cartas de subvariedade.

Vamos agora relacionar a nogao de subvariedade com a nogao de mergulho. Temos o
seguinte:

Teorema. Seja M uma variedade diferencidvel de classe C* (1 <k < c0) e seja N C M
uma subvariedade de classe C*. Entao a aplicacao inclusdao i : N — M é um mergulho de
classe C* (onde N é munido da estrutura diferencidvel induzida de M ).

Demonstragao. Mostremos em primeiro lugar que 7 ¢ uma imersao de classe C*. Seja
x € N esejayp:U — U C IR" uma carta de subvariedade para N em torno de x. Seja
vo = ¢|lunn : UNN — U N IRP a carta correspondente em N. Temos que i(UNN) C U e
que a representagao i:UNRP — Udei com respeito as cartas ¢o e ¢ € simplesmente a
inclusao do aberto UNIR? de IRP no aberto U de IR". Logo ¢ é uma imersao de classe C™ e
portanto i|pnn = ¢ L oiopy é uma imersdo de classe C¥, j& que g e ¢ sdo difeomorfismos
de classe C*. Como U N N é uma vizinhanca aberta de z em N e 2 é um ponto arbitrario
de N segue que i é uma imersao de classe C*.

Resta mostrar agora que i ¢ um homeomorfismo sobre sua imagem; devemos mostrar
entao que a aplicagao identidade Id : N — N é um homeomorfismo, onde o dominio de
Id é munido da topologia induzida pelo atlas de N e o contra-dominio de Id é munido da
topologia induzida de M. Como ambas as topologias concidem, segue que Id é de fato um
homeomorfismo. R

Coroldrio. (mudanga de contra-dominio) Sejam M, N variedades diferencidveis de classe
C* (1 < k € ), P C N uma subvariedade de classe C* e f : M — N uma aplicacao
com f(M) C P. Seja fo: M — P a aplicagao que difere de f apenas no contra-dominio.
Entao f é de classe C* se e somente se f, é de classe C*.
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Demonstragao. Segue do principio de mudanga de contra-dominio (ou do seu Corolario),
provado na secao 2 da aula nimero 9, levando em conta que f = i o fy, onde a inclusao
i : P — N é um mergulho de classe C*.

O proéximo teorema é uma espécie de reciproca do teorema anterior.

Teorema. Sejam M, N variedades diferencidveis de classe C* e seja f : N — M um
mergulho de classe C* (1 < k < 00). Entdao f(N) é uma subvariedade de classe C* de
M e f: N — f(N) é um difeomorfismo de classe C* (onde f(N) é munido da estrutura
diferenciavel induzida de M ).

Demonstragao. Seja dado um ponto arbitréario de f(NV), digamos f(z), com = € N.
Vamos mostrar que existe uma carta de subvariedade para f(N) em torno de f(x). Como
f é uma imersao, existem cartas ¢ : U — UcCR™em N e vV = V C R" em M com
xeU, f(U)CV edemodo que:

(zpofogp_l)(vl,...,vm):(vl,...,vm, 0,...,0),
———

para todo (vy,...,v;,) € U. Segue entao que:
G(f(U)) =U c R™ C R"

Se soubéssemos que f(U) =V N f(N) entdo ¢(V N f(N)) = U seria um aberto de R™ e
portanto poderfamos restringir ¢ de modo a obter uma carta de subvariedade para f(N)
em torno de f(x) (veja Lema que sucede a Defini¢do de subvariedade). Ocorre que a
imagem de f pode interceptar V' em pontos fora de f(U). Nosso objetivo agora é diminuir
o aberto V' de modo a impedir que isso acontecga. E aqui que se usa a hipétese de que f é
um homeomorfismo sobre sua imagem.

Vamos aos detalhes. Como f : N — f(N) é um homeomorfismo, temos que f(U) é
um aberto relativo a f(IN) e portanto existe um aberto W em M tal que f(U) = WNf(N).
Dai Y|yaw : VOW — (VN W) é uma carta em M cujo dominio contém f(z) e:

L((VAW)Nf(N) =¢(f(U) =U

é um aberto de IR™. Pelo Lema que sucede a definicao de subvariedade, existe um aberto
Vi em M contido em V NW tal que:

(VAW)nf(N)=Vinf(N) e
P((VAW)NF(N)) =¢(Vin f(N)) =¢(Vi) N R™;
isso significa que ¥|y, : Vi — ¥(V7) é uma carta de subvariedade para f(N) em torno

de f(x). Fica demonstrado entdao que f(N) é uma subvariedade de M. Resta agora
demonstrar que f: N — f(N) é um difeomorfismo de classe C*. Seja:

Yo =Ylvinpny Vinf(N) — (Vi) NIR™ = U
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a carta em f(INV) correspondente & carta de subvariedade ¢|y,. Note que:
fU)=vVnfU)=vawnf(N)=Vinf(N),

e portanto faz sentido considerar a representagao de f : N — f(N) com respeito as cartas
@ e 1Yg e a representacio de f~! : f(N) — N com respeito as cartas g e . E facil
ver que essas representacoes sao ambas iguais a aplicacao identidade do aberto U. Dai
f: N — f(N) é de classe C* na vizinhanca aberta U de x em N e f~!: f(N) — N é de
classe C* na vizinhanca aberta Vi N f(N) de f(x) em f(N). Como z € N é arbitrario,
segue que f: N — f(N)e f~1: f(N) — N sdo aplicacdes de classe C*. B

Corolario. Seja M uma variedade diferenciavel de classe Ck (1 <k < o0). Um subcon-
junto N C M é uma subvariedade de classe C* se e somente se for imagem de um mergulho
de classe C*.

Demonstracao. Pelo Teorema anterior, a imagem de um mergulho de classe C* é uma
subvariedade de classe C*. Reciprocamente, toda subvariedade de classe C* é imagem de
sua prépria inclusdo, que é um mergulho de classe C*.

Coroldrio. Sejam M, N variedadades diferencidveis de classe C*, f : M — N um difeo-
morfismo de classe C¥ e P C M uma subvariedade de classe C* (1 < k < c0). Entao f(P)
é uma subvariedade de classe C*¥ de N e f|p : P — f(P) é um difeomorfismo de classe C*.

Demonstracao. Denote por i : P — M a inclusao. Como i é um mergulho de classe C*
e f: M — N é um difeomorfismo de classe C* segue que foi = flp : P — N é um
mergulho de classe C*. Logo, pelo Teorema anterior, f(P) é uma subvariedade de N de
classe C* e f|p : P — f(P) é um difeomorfismo de classe C*. B

Corolario. Seja M uma variedade diferencidvel de classe C* (1 < k < co0). Um subcon-
junto N C M é uma subvariedade de classe C* de M se e somente se existe uma estrutura
diferencidvel A de classe C¥ em N tal que (N, A) é uma variedade diferencidvel de classe
CF* e tal que a inclusao de (N, A) em M é um mergulho de classe C*. Além do mais, se
A é uma tal estrutura diferenciavel em N entao A necessariamente coincide com a estru-
tura diferenciavel induzida por M em N. Em particular, dado um subconjunto N C M,
existe no maximo uma estrutura diferencidvel A de classe C¥ em N tal que (N, .A) é uma
variedade diferencidvel de classe C* e tal que a inclusdo de (N, A) em M é um mergulho
de classe C*.

Demonstracdo. Se N é uma subvariedade de classe C* de M entdo a estrutura dife-
renciavel induzida por M em N torna N uma variedade diferencidvel de classe C* e torna
a inclusao de N em M um mergulho de classe C*. Reciprocamente, se N admite uma
estrutura diferencidvel A de classe C* tal que (N,.A) é uma variedade diferencidvel de
classe C* e tal que a inclusdo de (N, .A) em M é um mergulho de classe C* entdo N é uma
subvariedade de M de classe C*, pois N é a imagem de um mergulho de classe C*. Note
também que o Teorema anterior nos diz que a inclusao de (N,.4) em M é um difeomor-
fismo de classe C* sobre sua imagem, i.e., a aplicacdo identidade Id : (N, A) — (N, A’) é
um difeomorfismo de classe C*, onde A’ é a estrutura diferencidvel induzida por M em N.
Isso prova que A= A". 1
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Corolario. Sejam M uma variedade diferencidvel de classe C*, N, uma subvariedade
de M de classe C* e N, uma subvariedade de Ny de classe C* (1 < k < o0). Entao
N, é uma subvariedade de M de classe C*. Além do mais, se Ay denota a estrutura
diferenciavel induzida por M em Ny entao a estrutura diferenciavel induzida por (N2, Ap)
em N; coincide com a estrutura diferenciavel induzida por M em Ny.

Demonstracao. Denote por i1 : Ny — M, iy : No — M e i15 : Ny — N5 as aplicagoes
inclusao. Se Ns é munida da estrutura diferenciavel Ay entao i é um mergulho de classe
C* e se N1 é munida da estrutura diferencidvel A; induzida por (Na, Ag) entdo i1 é um
mergulho de classe C*. Logo i = is 0 i1 : (N1, A1) — M é um mergulho de classe C*
(veja Exercicio 6). Entdo A; é uma estrutura diferencidvel de classe C¥ em N; tal que
(N1, A;) é uma variedade diferencidvel de classe C* e tal que a inclusdo iy : Ny — M é um
mergulho de classe C*. Segue do Coroldrio anterior que N; é uma subvariedade de classe
C* de M e que A; coincide com a estrutura diferencidvel induzida por M em N;. R

Coroldrio. Sejam M uma variedade diferencidvel de classe C* (1 < k < 00), N C M
uma subvariedade de M de classe C* e Z C N um aberto relativo a N. Entdo Z é uma
subvariedade de M de classe C*. Além do mais, se Aq denota a estrutura diferencidvel
induzida por M em N entao a estrutura diferenciavel induzida por (N, Ap) no aberto
Z C N coincide com a estrutura diferenciavel induzida por M em Z.

Demonstragao. E um caso particular do Corolario anterior, ja que um aberto de uma
variedade diferenciavel é uma subvariedade. B

Corolario. Sejam M uma variedade diferencidvel de classe C* (1 < k < 00), Z C M
um aberto e N uma subvariedade de Z de classe C*. Entdo N é uma subvariedade de
M de classe C*. Além do mais, se Ay denota a estrutura diferenciavel induzida por M
em Z entao a estrutura diferencidvel induzida por (Z, Ap) em N coincide com a estrutura
diferenciavel induzida por M em N.

Demonstragao. Idem ao Corolario anterior. B

Corolério. Seja M uma variedade diferencidvel de classe C* (1 < k < oo) e sejam
N, Ny C M subvariedades de classe C* com Ni C Ny. Entdo N, é uma subvariedade de
N, de classe C*.

Demonstragao. Seja 11 : Ny — M a aplicacao inclusao. Entao ¢; é um mergulho de
classe C* e i1(N;) C Na. Como a aplicacdo inclusdo i13 : Ny — Ny difere de i; apenas
pelo contra-dominio, segue do resultado do Exercicio 8 que 712 ¢ um mergulho de classe
C* e portanto N; é uma subvariedade de Ny de classe C*. B

Corolario. Sejam M uma variedade diferenciavel de classe Ck (1<k<),NCM uma
subvariedade de classe C* e Z ¢ M um aberto com N C Z. Entdo N é uma subvariedade
de Z de classe C*.

Demonstracao. E um caso particular do Corolario anterior, ja que o aberto Z é uma
subvariedade de M. ®
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Corolario. Sejam M, N variedades diferencidveis de classe C* e seja f : M — N uma
aplicacao de classe C* (1 < k < oo). Entédo o gréfico de f é uma subvariedade de classe
C* de M x N.

Demonstragao. De fato, seja ¢ : M — M x N a aplicagao definida por ¢(z) = (z, f(z)).
Entdo ¢ é de classe C*, pois suas duas coordenadas sao de classe C*. Além do mais, a
primeira projecao M x N — M é uma inversa & esquerda de classe C* para ¢ e portanto
¢ ¢ um mergulho de classe C*. Isso mostra que Im(¢) = Gr(f) é uma subvariedade de
M x N de classe C*. m

O proéximo lema nos diz que a nogao de subvariedade ¢é local.

Lema. Sejam M uma variedade diferenciavel de classe C* (1 <k < o0) e de dimensao n,
N C M um subconjunto e p um nimero natural (0 < p < n). Suponha que todo © € N
pertence a um aberto V.C M tal que V N N é uma subvariedade de M de classe C* e de
dimensao p. Entao N é uma subvariedade de M de classe C* e de dimensao p.

Demonstragao. Sejam x € N e V C M uma vizinhanca aberta de x tal que VNN ¢é
uma subvariedade de M de classe C* e de dimensdo p. Seja ¢ : U — U C IR" uma carta
de subvariedade para V N N em torno de z, ie., z € U e (UN(VNN)) = U N IRP.
Dai pluny : UNV — (U NV) é uma carta em M cujo dominio contém z e tal que
gp((U NV)NN ) ¢ um aberto de IR?. Segue do Lema que sucede a definicao de subvariedade
que podemos restringir ¢|yny a uma carta de subvariedade para N em torno de x. R

Corolario. Seja M uma variedade diferenciavel de classe Ck (1 <k < ) e dedimensaon
e seja N C M um subconjunto. Seja p um nimero natural (0 < p < n) e suponha que para
todo x € N existam uma vizinhanca aberta V de x em M, uma variedade diferenciavel
P de classe C* e um difeomorfismo ¢ : V. — P de classe C* tal que o(V N N) é uma
subvariedade de classe C* e de dimensdo p de P. Entdo N é uma subvariedade de M de
classe C*.

Demonstracgdo. Recorde que difeomorfismos de classe C* levam subvariedades de classe
C* em subvariedades de classe C*. Como ¢ é um difeomorfismo de classe C* e o(V N N)
é uma subvariedade de P de classe C¥, segue que V N N é uma subvariedade de V (e
portanto uma subvariedade de M) de classe C* e de dimensdo p. A conclusdo segue do
Lema. &

Definigao. Seja M uma variedade diferencidvel de classe C* (1 < k < oc). Dado um
ntimero natural p < dim(M) entdo uma parametrizacio p-dimensional de classe C* em M
é um mergulho o : A — M de classe C* definido num aberto A C IRP.

Corolario. Seja M uma variedade diferencidvel de classe C* (1 < k < co). Um subcon-
junto N C M é uma subvariedade de classe C* e de dimensao p se e somente se todo x € N
possui uma vizinhanca aberta V. C M tal que V NN é imagem de uma parametrizacao
p-dimensional de classe C*.

Demonstragao. Suponha que para todo z € N exista um aberto V > x em M tal que
V NN é imagem de uma parametrizacdo p-dimensional de classe C*. Dai V N N é uma
subvariedade de M de classe C* e de dimensao p (pois ¢ imagem de um mergulho definido
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num aberto de IRP). Segue do Lema que N é uma subvariedade de M de classe C* e de
dimensao p.

Reciprocamente, suponha que N é uma subvariedade de M de classe C* e de dimensao
p. Dado z € N, existe uma carta ¢ : U — U C IRP na variedade N com z € U. Como U
¢ um aberto relativo a IV, existe um aberto V em M tal que U = V N N. Temos que a
aplicacao ¢! : U — U é um difeomorfismo de classe C* e que a inclusdo de N em M é
um mergulho de classe C*; logo, a aplicacao ¢~! : U — M é um mergulho de classe C*,
i.e., uma parametrizacio p-dimensional de classe C* cuja imagem é igual a VN N. B

Observagdo: se M é uma variedade diferencidvel de classe C* (1 < k < o0), N C M é uma
subvariedade de classe C* e o : A — M é uma parametrizacio p-dimensional de classe C*
cuja imagem é um aberto relativo a N entdo o~ ! : 0(A) — A é uma carta em N. De fato,
como o é um mergulho de classe C* temos que o : A — o(A) é um difeomorfismo de classe
Ck. Logo 071 : 0(A) — A é um difeomorfismo de classe C* cujo dominio é um aberto de
N e o contra-dominio é um aberto de IR”.

Observagdo: o Corolario acima nos fornece uma definicao equivalente para a nocao de
subvariedade que é similar & definicdo de superficie regular em IR® apresentada em livros
elementares de geometria diferencial. Logo, uma superficie regular em IR? é nada mais
que uma subvariedade bidimensional de IR?. Segue também do Coroldrio anterior que a
nocio de superficie de dimensdo m e classe C* em IR™ definida em [Curso de Anélise vol. 2,
Elon Lages Lima, §13, Capitulo V], coincide com a nocao de subvariedade de classe C* e
dimensao m de IR™.

Vamos agora relacionar o espaco tangente a uma subvariedade com o espaco tangente
da variedade ambiente. Se M é uma variedade diferenciavel de classe C* (1<k<o)ese
N C M é uma subvariedade entao, dado = € N, que relagao existe entre o espago tangente
T, N e o espaco tangente T, M? E natural esperar que T, N seja um subespago de T, M
(por exemplo, o plano tangente a uma superficie regular em IR* é um subespaco de IR3,
que é o espaco tangente ao préprio IR?). Ocorre que T, N nio é exatamente um subespaco
de T, M, mas apenas naturalmente isomorfo a um subespaco de T,.M. Por exemplo, se
construimos o espaco tangente usando curvas (aula nimero 6, segdo 2) entdo um elemento
de T;, N ¢é determinado por uma classe de equivaléncia de uma curva v em N passando por
x; tal curva v também determina uma classe de equivaléncia que é um elemento de T, M,
mas as classes de equivaléncia determinadas por v vista como curva em N e vista como
curva em M nao coincidem (existem tipicamente vérias curvas em M que sdo tangentes a
~ mas que nao sao curvas em N). Adotaremos aqui entdo a mesma postura que adotamos
na secao 2 da aula niimero 7; a saber, vamos identificar 7, N com um subespaco de T, M.
Temos a seguinte:

Convengédo: Seja M uma variedade diferencidvel de classe C* (1 < k < 00) e seja N C M
uma subvariedade de classe C*. Denote por i : N — M a aplicacdo inclusdo. Entéo,
para todo xz € N, identificamos o espaco tangente T, N com a imagem da diferencial di(z)
através do isomorfismo di(z) : T, N — Im(di(z)). Note que, como i é um mergulho (e em
particular uma imersao) temos que di(z) é injetora e é portanto de fato um isomorfismo
sobre sua imagem. A partir de agora trabalharemos entao como se T, N fosse um subespaco
de T, M e como se di(z) : T,N — T, M fosse a aplicagdo de inclusdo de T, N em T, M.
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Note que esta convencao é coerente com a identificacao feita na secao 2 da aula niimero 7
com respeito ao espaco tangente a um aberto de uma variedade.

Observagio: sejam M uma variedade diferenciavel de classe C* e Ny, Ny C M subvarie-
dades de classe C* (1 < k < 0o0) com Ny C No. Denote por iy : Ny — M, iy : No — M
e i12 : N1 — Ny as aplicagoes inclusao. Para todo x € N7, temos uma identificagao de
T, N2 com um subespago de T, M através do isomorfismo dis(z) e temos uma identificacao
de T,, N7 com um subespaco de T, No através do isomorfismo dij2(z) (j4 que N7 também
¢ uma subvariedade de classe C* de Ny). Ambas essas identificacoes implicam na identi-
ficacao de T, N1 com um subespago de T, M através do isomorfismo dis(x)odiiz(x). Temos
também porém uma identificacao direta de T, /N; com um subespaco de T, M através do
isomorfismo diq(z). Afirmamos que os isomorfismos diz(z) o dija(z) e dii(x) coincidem.
De fato, isso segue da regra da cadeia observando que i1 = i 0 719.

Exemplo: sejam V um espago vetorial real de dimensao finita e S C V um subespago.
Entao, como vimos anteriormente, S é uma subvariedade de V. A aplicagao inclusao
i:S — V é linear e portanto para todo = € S temos di(x) = i. Logo:

T,S = di(z)[T,S] = S C T,V = V.

Teorema. Sejam M, N variedades diferenciaveis de classe Ck 1<k<o),f:M—N
uma aplicacao de classe C*¥ e P C M, Q C N subvariedades de classe C* com f(P) C Q.
Denote por fy: P — Q a restricao de f. Entao fo é de classe C* e dfy(z) : T,P — Ty @
é a restricao de df(x) : T,M — Ty, N, para todo x € P.

Demonstragao. Denote por ¢ : P — M, j : Q — N as aplicagoes inclusao. Temos
foi=jofy. Como f eisao de classe C*, segue que f oi é de classe C*; além do mais,
como foi e fy diferem apenas pelo contra-dominio, segue que também f é de classe C*. A
relacdo entre as diferenciais d fo(z) e df(x) é obtida diferenciando a igualdade foi = jo fy
num ponto x € P usando a regra da cadeia e observando que, em vista da convencao
acima, di(z) e dj(f(z)) sdo aplicacoes inclusao. W

Corolario. Sejam M uma variedade diferencidvel de classe C* l1<k<o),  NCM
uma subvariedade de classe C* e x € N um ponto. Denote por C o conjunto das curvas
v : I — M de classe C* tais que y(0) = x e ¥(I) C N, onde I C IR é um intervalo aberto
contendo a origem. Entao o espaco tangente a N no ponto x é dado por:

T.N = {~'(0) : y € C}.

Demonstragao. Seja dado v € T, N. Pelo resultado do Exercicio 5, existe uma curva
70 : I — N de classe C* com v9(0) = z e 74(0) = v. Seja v : I — M a aplicacio que difere
de 7o apenas pelo contra-dominio. Dai v é de classe C* e portanto v € C. Além do mais,
as aplicagoes dvyo(0) : IR — T, N e dv(0) : IR — T, M diferem apenas pelo contra-dominio
e em particular 7(,(0) = dv0(0) - 1 = dv(0) - 1 = 4/(0). Logo v'(0) = v.

Reciprocamente, seja v € C. Como a imagem de ~ estda contida em N, podemos
considerar a aplicacao 79 : I — N que difere de v : I — M apenas pelo contra-dominio.
Daf 7o é de classe C* e 7/(0) = 44(0) € T,N.m
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Observagdo: o Corolario acima implica que o espago tangente a uma superficie regular em
IR? coincide com a nocao usual de plano tangente a uma superficie regular apresentada em
cursos elementares de geometria diferencial. Também, a nocao de espaco tangente a uma
subvariedade de IR™ coincide com a noc¢ao de espaco tangente a uma superficie de dimensao
m em IR"™ apresentada em [Curso de Anédlise vol. 2, Elon Lages Lima, §13, Capitulo V].

Coroldrio. Sejam M, N variedades diferencidveis de classe C* (1 <k <oc)ef: N — M
um mergulho de classe C*. Entao, para todo x € N temos:

T(e) f(N) = Im(df(z)).

Demonstragao. Seja fo : N — f(IN) a aplicagdo que difere de f apenas pelo contra-
domfnio. Entdo fy é um difeomorfismo de classe C* e portanto dfo(x) é um isomorfismo;
em particular, a imagem de dfy(z) coincide com Ty, f(IN). Como df(z) e dfy(z) s6
diferem pelo contra-dominio, temos que df(x) e dfy(z) possuem a mesma imagem. B

Corolario. Sejam M uma variedade diferencidvel de classe C* (1 < k < o0), N C M
uma subvariedade de classe C* e o : A — M uma parametrizacao p-dimensional de classe
CF* tal que o(A) é um aberto relativo a N. Entdo, para todo x € A temos que To)N ¢
igual a imagem de do(z) : IRP — T, (M.

Demonstragao. Como ¢ é um mergulho, o Corolario anterior nos da:
Ty(zyo(A) = Im(do(z));

mas como o (A) é um aberto relativo a N, temos Ty (5)0(A) = T,(z)N. B

Coroldrio. Sejam M, N variedades diferencidveis de classe C* (1 <k <oc)ef: M — N
uma aplicacdo de classe C*. Entdo, para todo x € M, o espaco tangente ao grafico de f
no ponto (z, f(z)) coincide com o gréfico de d f(z).

Demonstragao. Defina ¢ : M — M x N por ¢(x) = (=, f(z)). Vimos anteriormente que
¢ é um mergulho de classe C* cuja imagem é o gréfico de f. Temos:

dé(x) - h = (h,df(x) - ).

para todo x € M, h € T, M. Logo, o espaco tangente ao grafico de f no ponto (w, f(a:)),
que coincide com a imagem de d¢(x), é igual ao gréfico de df(x).

Corolario. Sejam M, N variedades diferencidveis de classe C*, f : M — N um difeo-
morfismo de classe C¥ e P C M uma subvariedade de classe C* (1 < k < oo). Entao
Tty f(P) = df(z)[T,P], para todo x € P.

Demonstragao. Seja fo : P — f(P) a restricao de f. Entdo fy é um difeomorfismo
de classe C* e portanto dfy(z) é um isomorfismo; em particular, a imagem de dfy(x)
coincide com Ty, f(P), para todo € P. Como fy é a restricao de f, segue que a
diferencial dfo(z) : T, P — Ttz f(P) € a restrigao da diferencial df(x) : T, M — Ty N.
A conclusao segue. B
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Definicao. Seja M uma variedade diferencidvel de classe C* (1 <k < oc0) e seja N C M
uma subvariedade de classe C*. A codimensdo de N em M, denotada por codimy;(N), é
definida como sendo a diferenca dim(M) — dim(N).

Definicao. Sejam M, N variedades diferencidveis de classe C* (1 < k < o00) e seja
f: M — N uma aplicacao de classe C*. Dizemos que ¢ € N é um valor regular de f se f
é uma submersao em x para todo x € f~1(c).

Teorema. Sejam M, N variedades diferencidveis de classe C* e seja f : M — N uma
aplicacao de classe C* (1 <k < c0). Sec € N é um valor regular de f entdo f~'(c) é uma
subvariedade de M de classe C* cuja codimensdo em M é igual a dimensdao de N. Além
do mais, T, f~*(c) = Ker(df(x)), para todo z € f~!(c).

Demonstragao. Seja dado x € f~!(c) e vamos construir uma carta de subvariedade para
f71(c) em torno de x. Seja entao 1 : V — V C IR™ uma cartaem N com c € V e 1)(c) =0

(veja Exercicio 4). Pela forma local das submersoes, existe uma carta ¢ : U — U C IR™
em M com x € U, f(U) CV e tal que a representagao de f nas cartas ¢ e ¢ é dada por:

(wofogp_l)(vl,...,vm):(vl,...,vn), (1)
para todo (vy,...,vm,) € U. Temos:

p(UNFHe) = (o for™ ) (0) =Un ({0}" x R™™™).

Seja v : IR™ — IR™ um isomorfismo qualquer que leva o subespaco {0} x IR™~™ sobre
R™™ C IR™. Entao ao @ : U — a(U) é uma carta em M e:

(aop)(UNfYe) =alUn ({0} x R™™™)] = a(U) N R™™,

ou seja a o ¢ é uma carta de subvariedade para f~!(c) em torno de z.

Vamos agora calcular o espago tangente T, f~!(c). Como ¢ : U — U ¢ um difeo-
morfismo que leva U N f~1(c) sobre U N ({0}™ x R™™™), temos que dyp(x) leva o espago
tangente a U N f~!(c) no ponto = (que é igual a T, f~1(c)) sobre o espaco tangente a

U N ({0} x R™ ™) no ponto p(z) (que é igual a {0} x R™ ™). Em simbolos:
do(@)[Tof (o)) = {0}" x R™™". (2)
Diferenciando (1) no ponto ¢(x) obtemos:
[dy(f(x)) odf(z) odp(x) (R, .., hin) = (ha,..., hy),
para todo (k1 ..., hm) € IR™. Logo:
Ker[dy(f(2)) odf(z) odp(z) '] = {0} x R™™; (3)
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como di(f(z)) e dp(z) sdo isomorfismos, obtemos:

Ker [d?,[}(f(a:)) odf(z)o dgp(:c)_l} = Ker [df(:z:) o dgo(x)_l} = dy(z) [Ker(df(x))}. (4)

De (3) e (4) vem:
do(z)[Ker(df(z))] = {0} x R™".

Comparando com (2) obtemos entao:
dp(a)[To f 7 (c)] = de(z) [Ker(df(x))],

o que implica que T, f~!(c) = Ker (df(x)) e completa a demonstracao. B

Exemplo: Considere a aplicacio f : IR"™' — IR definida por f(z) = ||z|* = (z,z),
onde (-,-) denota o produto interno Euclideano. Entao f é uma aplicagao de classe C'*°
e sua diferencial é dada por df(z) - v = 2(x,v), para todos z,v € IR". Logo f é uma
submersao em todos os pontos de JR"T!, exceto a origem; em particular, qualquer ¢ # 0
¢ um valor regular para f. Concluimos que a esfera n-dimensional unitaria S™ = f~1(1)
¢ uma subvariedade de classe C*> e de dimensdo n de IR"*!. Para € S™, temos que
o espacgo tangente T,S5™ ¢é igual a Ker(df(m)), ie., T, S™ é o complemento ortogonal em
IR™*! do subespaco unidimensional gerado por x. Recorde que na secao 3 da aula ntimero
3 definimos uma estrutura diferenciavel em S™ usando as projegoes estereograficas como
cartas. Afirmamos que a estrutura diferencidvel em S™ definida naquela se¢ao coincide
com a estrutura diferencidvel induzida de IR"*!. Para demonstrar essa afirmacio, devemos
verificar que, assumindo que S™ estd munida da estrutura diferencidvel induzida de IR™*1,
entdo para todo u € S™ a projecio estereografica p, : S™ \ {u} — ut de vértice u é um
difeomorfismo de classe C*° definido num aberto de S™. Obviamente S™\ {u} é um aberto
de S™. Para verificar que p, é um difeomorfismo de classe C'°°, procedemos da seguinte
forma. Em primeiro lugar, a férmula que define p,(r) faz sentido para todo z € IR™*!
com (z,u) # 1. Essa férmula nos fornece entdo uma extensao de classe C* de p,, para
um aberto de IR"*!; como p,, ¢ a restricdo dessa extensao, segue que p, é de classe C*.
Mostremos agora que p; ! : ut — S™\ {u} é de classe C*°. Temos uma férmula explicita
para p; ! que mostra que a aplicacdo p; ! : ut — IR"! é de classe C*°. Como S™ \ {u} é
uma subvariedade de IR"*!, segue que também p; ' : ut — S™\ {u} é de classe C°.
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Exercicios.
(n&o é para entregar, mas é bom dar uma olhada e quem tiver problemas me procura).

Calculo no IR™.

1. Sejam V', W espacos vetoriais reais de dimensao finita, Z C V um abertoe f : Z — W
uma aplicacio de classe C*. Mostre que:

(a) se S é um subespago de V entao f|snz : SN Z — W é uma aplicacao de classe
C* definida no aberto SN Z do espaco vetorial S. Além do mais, se k > 1, entdo
para todo x € SN Z, temos d(f|snz)(z) = df(x)|s.

[dica: f|snz = foi,ondei: SNZ — Z CV denota a inclusao).

(b) se S’ é um subespaco de W tal que f(Z) C S’ entdo a aplicagao fo : Z — S’
definida por fo(x) = f(z) para todo z € Z (i.e., fo e f diferem sé pelo contra-
dominio) é de classe C*. Além do mais, se k > 1 entdo, para todo x € Z, temos
dfo(x)-v=df(z)-v para todo v € V, i.e., as aplicagoes lineares df(z) : V — W
e dfo(z): V — 5’ s6 diferem pelo contra-dominio.

[dica: isso pode ser mostrado por inducao em k usando a definigdo de diferenciabilidade,
mas é mais facil observar que fo = wo f, onde 7 : W — S’ é uma projecao linear qualquer;
para relacionar df(x) com dfy(z), use que f = i'o fy, onde ¢/ : S — W denota a inclusao.

(c) conclua dos itens (b) e (c) que se f é um difeomorfismo de classe C* sobre um
aberto Z' = f(Z) C WeseS C V,S" C W sao subespagos com f(SNZ) = S'"NZ’
entdo f|snz : SNZ — S'NZ" éum difeomorfismo de classe C*.

Topologia.

2. Mostre que todo subespaco de um espaco topolégico Hausdorff é ainda um espaco
topolégico Hausdorff.

3. Mostre que se B é uma base de abertos para um espaco topolégico X entao, para
todo Y C X, {U NY :U e ‘B} é uma base de abertos para Y. Conclua que se X
satisfaz o segundo axioma da enumerabilidade entao todo Y C X satisfaz o segundo
axioma da enumerabilidade.

Cartas e espago tangente.

4. Seja M uma variedade diferencidvel de classe C* e seja x € M. Mostre que existe
uma carta ¢ : U — U em M com z € U e p(z) = 0.

[dica: dado v € IR™ entdo a translagao t, : IR" 5 z — z +v € IR"™ é um difeomorfismo e

portanto se ¢ : U — U C IR™ é uma carta em M entdo também t, 0 o : U — t,(U) é uma
carta em M.

5. Seja M uma variedade diferencidvel de classe C* (1 < k < 00) e seja € M. Entao,
para todo v € T, M existe uma curva v : |—¢,e[ — M de classe C* com v(0) = z e

7'(0) = v
[dica: seja ¢ : U — U uma carta em M com z € U e defina v(t) = ¢~ ((z)+tde(z)-v)].
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Imersdes, submersdes e mergulhos.
6. Mostre que:
(a) a composta de imersdes de classe C* ¢ uma imersao de classe C¥;
(b) a composta de submersoes de classe C* é uma submersao de classe C¥;
(c) a composta de mergulhos de classe C* é um mergulho de classe C*.

7. Sejam My, ..., M,, Ny, ..., N, variedades diferencidveis de classe Ck (1 <k<o0)
e sejam f; : M; — N;, i = 1,...,p aplicacoes de classe C*. Considere a aplicacdo
P fio T, My — TTP_, N; definida por:

P

(TL7) @ oowp) = (A1), Folwy):

i=1

Mostre que:
(a) TIL—, fi é de classe C*;

(b) a diferencial de [[}_, f; num ponto x = (x1,...,zp) € [[L_; M; é dada por:

d(Hfi)(x) hay ) = (Afy (1) - b, dfo(zp) - hy),

para todos h; € T, M;, i =1,...,p;

(c) se fi, ..., fp sao imersoes entao [[}_, f; é uma imersao;

(d) se fi, ..., fp sdo submersdes entao [[5_; fi é uma submersao;

(e) se fi, ..., fp sao mergulhos entao [[}_, fi é um mergulho.
Subvariedades.

8. Sejam M, P variedades diferencidveis de classe C*¥ e N C M uma subvariedade de
classe C% (1 < k < 00). Seja f : P — M uma aplicacdo com imagem contida em
N e denote por fp: P — N a aplicacao que difere de f apenas pelo contra-dominio.
Mostre que f é uma imersido de classe C* (resp., um mergulho de classe C*) se e
somente se fy é uma imersao de classe C* (resp., um mergulho de classe C*).

[dica: note que df(z) = di(f(z)) o dfo(z), para todo = € P, onde i : N — M denota a
inclusao; use o fato que ¢ é uma imersao para concluir que df(z) é injetora se e somente
se dfo(z) é injetora. Observe também que a topologia induzida em f(P) por M coincide
com a topologia induzida em f(P) por NJ.
9. Sejam My, ..., M, variedades diferencidveis de classe CFesejam N; C M;,i=1,...,p
subvariedades de classe C* (1 < k < co). Entdo [[7_; IV; é uma subvariedade de classe
C* de [TV_, M; e a estrutura diferencidvel induzida em [[}_, N; por [[’_, M; coincide
com a estrutura diferencidvel produto (onde cada N; possui a estrutura diferencidvel
induzida de M;).
[dica: se ¢; : N; — M, denota a inclusdo entao [[7_; ¢; é a inclusdo de [[}_; N; em
P_L M;; use o resultado do item (e) do Exercicio 7].
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10. Seja V um espaco vetorial real de dimensao finita e seja S’ C V um subespaco afim,
ie., S = {:1: +v:x € S}, onde v € V é um vetor fixado e S C V é um subespaco
vetorial. Mostre que S’ é uma subvariedade de V' e que 7,8 = S C T,V =V para
todo y € §'.

[dica: a translacao t, : V 3 z +— x +v € V é um difeomorfismo de classe C> e S’ = t,,(5);
além do mais, a diferencial de t, em qualquer ponto é a aplicacao identidade de V.

11. Sejam (M, .A) uma variedade diferencidvel de classe C*, N C M uma subvariedade
de classe C* e [ um nimero natural com 1 < [ < k. Seja A’ o atlas maximal de
classe C' em M que contém o atlas maximal A de classe C*. Mostre que N ¢é uma
subvariedade de classe C! de (M, A’). Denotando por Ag, A) respectivamente as
estruturas diferencidveis induzidas em N por (M, A) e (M, A’), mostre que Af, é o
atlas maximal de classe C' em N que contém o atlas maximal Ay de classe C¥.
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Aula nimero 11 (24/09)

Observagdo: parte do material originalmente destinado a aula nimero 10 foi na verdade
coberto na aula niimero 11.

(1) Subvariedades imersas.

Definigao. Seja M uma variedade diferenciavel de classe C* (1 < k < oo). Uma subva-
riedade imersa de M de classe C* é uma variedade diferenciavel N de classe C* tal que N
é um subconjunto de M e a aplicacao inclusdo de N em M é uma imersao de classe C*.

De maneira mais explicita: uma subvariedade imersa de M de classe C* é um par (N, .A)
onde N é um subconjunto de M e A é um atlas maximal de classe C*¥ em N, de modo que a
topologia induzida por A em N é Hausdorff e satisfaz o segundo axioma da enumerabilidade
e de modo que a aplicacao inclusao (N, A) — M é uma imersao de classe C*.

O termo “subvariedade imersa” pode as vezes provocar um pouco de confusdo (apesar
de ser a terminologia padrao). De fato, poderia se pensar que “subvariedades imersas”
sejam um tipo de subvariedade, enquanto que na realidade temos justamente o contrario:
subvariedades sao um tipo particular de subvariedade imersa, como explicamos a seguir.

Exemplo: se NV é uma subvariedade de M (no sentido da aula nimero 10) entao a estrutura
diferenciavel induzida por M em N é um atlas maximal A de classe C* em N tal que (N, .A)
é uma variedade diferencidvel de classe C* e tal que a aplicacio inclusio (N,.A) — M ¢é
um mergulho de classe C*. Em particular, (N, .A) é uma subvariedade imersa de M de
classe C*. Logo toda subvariedade de M (munida da estrutura diferenciavel induzida de
M) é uma subvariedade imersa de M. Como a inclusdao de uma subvariedade N C M
em M é um mergulho, as subvariedades de M sao também chamadas de subvariedades
mergulhadas de M. Veremos adiante nesta secao exemplos de subvariedades imersas que
nao sao subvariedades.

Note que, de acordo com a Definicao apresentada no inicio da aula nimero 10, uma
subvariedade de M é um subconjunto N C M (satisfazendo certas propriedades) enquanto
que uma subvariedade imersa de M é um par (N, A), onde N C M é um subconjunto e
A é uma estrutura diferencidvel (i.e., um atlas maximal) em N. Ocorre que, no caso das
subvariedades, a estrutura diferenciavel de NV era induzida de modo natural pela variedade
ambiente M, enquanto que no caso de subvariedades imersas é possivel até mesmo que
existam estruturas diferenciaveis diferentes em N que tornem N uma subvariedade imersa
de M (exemplos serao apresentados mais adiante nesta segao).

Antes de comecarmos a demonstrar resultados sobre subvariedades imersas, vamos
identificar o espaco tangente a uma subvariedade imersa com um subespaco do espaco
tangente a variedade ambiente.

Convengdo: Seja M uma variedade diferencidvel de classe C* (1 < k < o0) e seja N C M
uma subvariedade imersa de classe C*. Denote por i : N — M a aplicacio inclusdo. Entéo,
para todo x € N, identificamos o espaco tangente T, N com a imagem da diferencial di(x)
através do isomorfismo di(z) : T,N — Im(di(z)). Note que, como i é uma imersao
temos que di(z) é injetora e é portanto de fato um isomorfismo sobre sua imagem. A
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partir de agora trabalharemos entao como se T, N fosse um subespaco de T, M e como se
di(x) : T,N — T, M fosse a aplicacao de inclusao de T, N em T, M.

Observagdo: sejam M uma variedade diferencidvel de classe C* (1 < k < 00), Ny uma
subvariedade imersa de classe C* de M e N; uma subvariedade imersa de classe C* de
Ns. Denote por i1 : Ny — M, 15 : No — M e 112 : N7 — N5 as aplicagoes inclusao. Como
i12 € iy sdo imersdes de classe CF, segue que i1 = i9 0 112 € uma imersao de classe CF e
portanto N; é uma subvariedade imersa de M de classe C¥. Para todo € N, temos uma
identificacdo de T, No com um subespaco de T, M através do isomorfismo dis(x) e temos
uma identificacao de 7, N; com um subespago de T, Ny através do isomorfismo diia(z).
Ambas essas identificacoes implicam na identificacao de T, N7 com um subespago de T, M
através do isomorfismo dig(x) o dija(z). Temos também porém uma identificacdo direta
de T, N1 com um subespago de T, M através do isomorfismo di;(z). Afirmamos que os
isomorfismos dis(x) o di12(x) e dij(x) coincidem. De fato, isso segue da regra da cadeia ja
que il = ig @) i12.

Vimos na aula nimero 10 que se f : N — M é um mergulho entdo f(/N) é uma sub-
variedade de M; além do mais, a estrutura diferenciavel em f(N) que torna f : N — f(N)
um difeomorfismo coincide com a estrutura diferenciavel induzida por M. Demonstramos
abaixo um resultado similar para imersoes e subvariedades imersas.

Lema. Sejam M, N variedades diferencidveis de classe C* (1 <k < o) eseja f: N — M
uma imersao injetora de classe C*. Entdo existe um tinico atlas maximal A de classe
C* em f(N) tal que (f(N),A) é uma variedade diferencidvel de classe C* e tal que
f:N — (f(N),A) é um difeomorfismo de classe C*. Além do mais, o par (f(N),A)
é uma subvariedade imersa de M de classe C* e para todo x € N o espaco tangente
T¢(z)f(N) coincide com a imagem de df(x).

Demonstragao. Como a aplicagao f : N — f(INV) é bijetora, a existéncia e a unicidade de
A seguem do tltimo Corolério da aula nimero 4. Vamos mostrar agora que ( f(N), .A) é de
fato uma subvariedade imersa de M de classe C*. Temos o seguinte diagrama comutativo:

M .
7N
N (V)

onde i : f(N) — M denota a inclusao e fy : N — f(IN) é a aplicagdo que difere de f
apenas pelo contra-dominio. Como fy é um difeomorfismo de classe C¥ e f : N — M ¢
uma imersao de classe C¥, segue que i também é uma imersdo de classe C* e portanto
(f(N), A) é uma subvariedade imersa de M de classe C*. Para todo z € N, temos que
dfo(z) é um isomorfismo e portanto sua imagem ¢ igual a T, f(IN); como:

df(z) = di(f(z)) o dfo(x)

e di(f(x)) ¢ a aplicacdo inclusao de T, f(N) em Ty, M, segue que Ty, f(N) é igual &
imagem de df(x). ®
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Teorema. (restricio de dominio) Sejam M, N variedades diferencidveis de classe C*
(1 < k < o), P C M uma subvariedade imersa de classe C* e f : M — N uma
aplicacao de classe C*. Entdao flp : P — N é de classe C* e para todo x € P temos

d(flp)(x) = df(2)|z, p-

Demonstragao. Se f é de classe C* entdo f|p = foi é de classe C*, pois a inclusdo
i: P — M éde classe C*. Além do mais, d(f|p)(z) = df(z) o di(z) = df(z)|r,p, pois
di(z) é a aplicacao inclusao de T, P em T, M. H

Teorema. (mudanca de contra-dominio para subvariedades imersas) Sejam M, N varie-
dades diferencidgveis de classe C* (1 <k < o0), PC N uma subvariedade imersa de classe
C*¥ e f: M — N uma aplicacio com f(M) C P. Seja fo: M — P a aplicacao que difere
de f apenas pelo contra-dominio. Temos que:

(a) se fo é de classe C* entao f é de classe CF;
(b) se f é de classe C* e fy é continua entao fy é de classe C*.

Além do mais, se f e fy sdo de classe C* entdo suas diferenciais df (x) : Ty M — Ty N e
dfo(z) : ToeM — Ty, P diferem apenas pelo contra-dominio.

Demonstragao. O item (a) segue da igualdade f = i o fy e do fato que a inclusao
i: P — N éde classe C*. O item (b) segue também da igualdade f =i o fo, do fato que
i é uma imersdo de classe C*¥ e do principio de mudanca de contra-dominio provado na
secao 2 da aula nimero 9. Finalmente, a relagao entre df(x) e dfy(x) segue da igualdade
df(x) = di (f(x)) odfo(z) e do fato que di (f(x)) é igual a aplicacao inclusao de Ty, P
em Tf(m)N .

Veremos adiante nesta secao exemplos que mostram que um subconjunto N C M
pode admitir mais de uma estrutura diferencidvel que o torne uma subvariedade imersa
de M. No entanto, duas estruturas diferencidveis diferentes em N que tornam N uma
subvariedade imersa de M necessariamente induzem topologias diferentes em N, como se
vé no seguinte:

Corolario. Seja M uma variedade diferencidvel de classe C* (1 < k < oo) e sejam Aj,
Ay atlas maximais de classe C* num subconjunto N C M de modo que (N, A1) e (N, A)
sdo subvariedades imersas de classe C¥ de M. Se A; e Ay induzem a mesma topologia em
N entao A; = As.

Demonstragao. Temos um diagrama comutativo:

(N, Ar) (N, Az)

Id
onde i1, i denotam aplicacoes inclusao. O fato que A; e As induzem a mesma topologia
em N significa que Id é um homeomorfismo. Como i; é de classe C* e Id é continua, segue

do Teorema anterior que Id ¢é de classe C*. Similarmente, como 45 é de classe C* e Id™*
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é continua, segue que Id™' é de classe C*. Logo Id é um difeomorfismo de classe C* e

A= A,. 1

Vamos mostrar agora que uma subvariedade N C M nao pode admitir uma estrutura
diferenciavel A diferente da estrutura diferencidvel induzida por M e que torne (N, .4) uma
subvariedade imersa de M. Antes de mais nada, precisamos de um lema preparatorio cuja
demonstracao usa o Teorema de Baire. Para comodidade do leitor, recordamos na segao
seguinte a no¢ao de conjunto magro e a demonstracao do Teorema de Baire para espacgos
topolégicos localmente compactos Hausdorff.

Lema. Sejam M, N variedades diferencidveis de classe C¥ (1 <k < oo)eseja f: M — N
uma imersao de classe C'. Se dim(M) < dim(N) entao a imagem de f possui interior vazio
em N. Em particular, se N # (), f nao é sobrejetora.

Demonstragao. Para todo x € M podemos escolher uma vizinhanca aberta U, de x em
M tal que f|y, é um mergulho (veja secao 1 da aula nimero 9). Como M é localmente
compacta (veja Exercicio 8), podemos encontrar para cada = € M um aberto V, e um
compacto K, com z € V, C K, C U,; da cobertura aberta M = Ul,eM V. podemos

extrair uma subcobertura enumeravel M = :2 Ve, , pois M satisfaz o segundo axioma
da enumerabilidade (veja Exercicio 7). Como f|y, é um mergulho de classe C?, segue que

f(U,) é uma subvariedade de classe C' de N com:
dim(f(U,)) = dim(U,) = dim(M) < dim(N);

pelo resultado do Exercicio 1, f(U,) possui interior vazio em N. Dai f(K,) é um fechado
com interior vazio em N e portanto f(M) = [JI5 f(K,,) é um conjunto magro. A
conclusao segue do fato que N é um espaco de Baire (veja ultimo Corolario da segao

seguinte).

Observagdo: na verdade temos o seguinte resultado mais forte do que o resultado do
Lema acima: se M, N sdo variedades diferencidveis de classe C¥ (1 < k < o0) com
dim(M) < dim(N) e se f : M — N é uma aplicagao arbitraria de classe C! entao f(M)
tem interior vazio em N. Isso é demonstrado usando a nogao de conjunto de medida nula
em variedades.

Teorema. Seja M uma variedade diferencidvel de classe C* (1 <k < o) e seja N C M
uma subvariedade de classe C*. Se A é um atlas maximal de classe C* em N tal que
(N, A) é uma subvariedade imersa de classe C* de M entdo A necessariamente coincide
com a estrutura diferenciavel induzida por M em N. Em particular, a inclusao de (N, .A)
em M é um mergulho.

Demonstragao. Seja A’ a estrutura diferencidvel induzida por M em N. Temos um
diagrama comutativo:




onde i, i denotam aplicacoes inclusdo. Como i’ é um mergulho de classe C* e i é uma
aplicacio de classe C*, segue que Id também é uma aplicacio de classe C*. Além do
mais, como i é uma imersao, segue que Id também é uma imersao (veja Exercicio 8 da
aula nimero 10). Em particular, a dimensao de (NV,.A) é menor ou igual a dimensao de
(N, A"). Como Id é sobrejetora, segue do Lema anterior que (N, A) e (N, A") possuem
necessariamente a mesma dimensdo. Dai para todo z € N a aplicagao linear d(Id)(z)
é uma injecao entre espagos vetoriais de mesma dimensao e portanto é um isomorfismo.
Como Id é uma bijecao, o Teorema da Funcao Inversa nos diz que Id é um difeomorfismo
de classe C* e portanto A = A’. W

Corolario. Sejam M, N variedades diferencidveis de classe C* (1 <k <oo)ef: M — N
uma imersao injetora de classe C*. Se f nao é um mergulho entdo f(M) nao é uma
subvariedade de N de classe C*.

Demonstragdo. Seja A a estrutura diferencidvel de classe C* em f(M) que torna a
aplicagdo f: M — f(M) um difeomorfismo de classe C*. Daf (f(M), A) ¢ uma subvarie-
dade imersa de N. Suponha por absurdo que f(M) seja uma subvariedade de N de classe
C*. Pelo Teorema anterior, A coincide com a estrutura diferencidvel induzida por N em
f(M) e portanto a inclusdo de (f(M), A) em N é um mergulho. Como f : M — (f(M), A)
¢ um difeomorfismo, segue que f é um mergulho, contradizendo nossas hipoteses. B

Note que no Corolédrio acima podemos concluir que f(M) ndo é sequer uma subvarie-
dade de classe C! de N, pois o resultado pode ser aplicado também para k = 1.

Observagdo: no Lema acima (e portanto no Teorema e Coroldrio que o seguem) usa-
se de maneira essencial o fato que a topologia das variedades diferenciaveis satisfaz o
segundo axioma da enumerabilidade. Vamos, por um momento, descartar a exigéncia de
que variedades satisfacam o segundo axioma da enumerabilidade. Dai é possivel ter uma
variedade diferenciavel M, uma subvariedade N C M de dimensao p e uma estrutura
diferenciavel A em N tal que a inclusao (N, A) — M é uma imersao mas A é diferente
da estrutura diferencidvel induzida por M em N (isso s6 pode acontecer, no entanto, se
dim(N, A) < p). Para ver isso, note em primeiro lugar que, sem a exigéncia de que o
segundo axioma da enumerabilidade seja satisfeito, qualquer conjunto X pode ser munido
de uma estrutura diferenciavel de classe C'*° de modo que X torne-se uma variedade
diferencidvel de dimensao zero (a topologia induzida por essa estrutura diferenciavel é
discreta e satisfaz o segundo axioma da enumerabilidade se e somente se X ¢é enumeravel).
Qualquer aplicagao definida numa variedade de dimensao zero é uma imersao de classe C'*°
e portanto todo subconjunto de uma variedade diferencidvel (em particular, subvariedades)
pode ser visto como uma subvariedade imersa de dimensao zero e de classe C'*°. Considere
também o seguinte exemplo: denote por IR a reta real munida de sua estrutura diferenciavel
usual de classe C*° e por IRy a reta real munida da estrutura diferencidvel de classe C° tal
que dim(IRy) = 0. Considere a variedade produto IR x IRy. Note que dim(R x IRy) = 1.
Para todo t € IR temos que a aplicacao ¢ : IR x {t} — IR definida por pi(z,t) = z
é uma carta e é ficil ver que a aplicacdo identidade Id : IR x IRy — IR? (onde IR? é
munida da sua estrutura diferencidvel usual) é uma imersao de classe C*° (mas nao um
mergulho). Daf IR? é (trivialmente) uma subvariedade de IR?, mas admite também uma
estrutura diferencidvel que o torna uma subvariedade imersa (mas nao mergulhada) de IR?.
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Note, no entanto, que IR x IRy nao satisfaz o segundo axioma da enumerabilidade, ja que
(R X {t}) e ¢ uma familia nao enumerdvel de abertos nao vazios dois a dois disjuntos
em IR x IR,.

Se N C M é uma subvariedade imersa, pode nao ser verdade que o espago tangente
T, N coincide com o conjunto dos vetores tangentes as curvas de classe C* em M que
passam por x e tem imagem contida em N (exemplos serdao vistos adiante nesta segao).
Temos, no entanto, o seguinte:

Lema. Sejam M uma variedade diferencidvel de classe C* (1 < k < 00), N C M uma
subvariedade imersa de classe C¥ e x € N um ponto. Denote por C o conjunto das curvas
v : I — M de classe C* tais que v(0) = x e ¥(I) C N, onde I C IR é um intervalo aberto
contendo a origem. Entao:

TN c {4'(0) : v €C}.

Demonstragao. Seja dado v € T, N. Pelo resultado do Exercicio 5 da aula niimero 10,
existe uma curva vy : I — N de classe C* com 70(0) = z e v5(0) = v. Sejay: I — M
a aplicacdo que difere de 7o apenas pelo contra-dominio. Dai v é de classe C* e portanto
v € C. Além do mais, v/ (0) = (0) = v. ®

Exemplo: considere a aplicagdo f :]—1, +oo[ — IR? definida por f(t) = (t3 —t,t?) (recorde
Exemplo da se¢ao 1 da aula nimero 9). Entao f é uma imersao injetora de classe C*°, mas
nao é um mergulho. Logo a imagem de f, munida da tunica estrutura diferenciavel que
torna f : ]—1,4oco[ — f(]—1,400[) um difeomorfismo de classe C*°, ¢ uma subvariedade
imersa do plano IR? de classe C*°. Como f nao é um mergulho, sua imagem nao é uma
subvariedade do plano (nem mesmo uma subvariedade de classe C1).

Exemplo: considere a aplicacdo ¢ : IR — IR? definida por ¢(t) = (sent,sen2t). Entao ¢ é
uma imersao de classe C*°, as aplicacoes f1 = @|j_x [ € f2 = @]j0,2x[ S@0 imersdes injetoras
de classe C* e Im(¢) = Im(f1) = Im(f2) (note que ¢ é periédica com periodo 27). Dai o
subconjunto N = Im(¢) do plano admite uma tnica estrutura diferencidvel 4; de classe
C® tal que f; : |—m,7[ = N é um difeomorfismo de classe C*>°; N também admite uma
Unica estrutura diferenciavel As de classe C*° tal que f5 : |0, 27[ — N é um difeomorfismo
de classe C*°. Tanto (N,.A;) como (N, Az) s@o subvariedades imersas de classe C*° de
IR?. Afirmamos que A; # A,. Para mostrar essa afirmacao, verificaremos que A; e A,
nao induzem a mesma topologia em N. Temos um diagrama comutativo:

N
fi f2
S

10, 27|

onde « : |—m, [ — ]0, 27| é definida por:
t+42m, —mw<t<O,
at) = { , t=0,

t, O<t<m.
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Se A; e As induzissem a mesma topologia em N entao f; e fo seriam ambos homeomorfis-
mos com respeito a mesma topologia em N; dai « seria também um homeomorfismo, mas
«a nao é sequer continua.

Observamos que as aplicacoes f; ' : N — |-, w[e f; ' : N = ]0, 27| sdo descontinuas
na origem. De fato, temos f; (7r — %) — 0, mas ™ — % —m# fl_l(O) = 0; similarmente,
fz(%) — 0, mas % — 0 # f2_1(0) = 7. Logo f1 e fo nao sao mergulhos e portanto N nao
¢ uma subvariedade do plano (nem mesmo uma subvariedade de classe C1).

Neste exemplo podemos observar diversos fenomenos interessantes que nao podem
ocorrer para subvariedades mergulhadas. Note que a aplicacdo fi : |—m,7n[ — IR? é
de classe C*° e tem sua imagem contida na subvariedade imersa (N, A3) de IR? mas a
aplicacao f; nao é sequer continua se considerarmos seu contra-dominio em (N, .As); de
fato, a continuidade de f; : |—m,7[ — (IV,A3) implicaria na continuidade de «, ji que
f2 110,27 — (IV,A2) é um difeomorfismo. Note também que as subvariedades imersas
(N, Ay) e (N, A2) ndo possuem o mesmo espago tangente na origem; de fato:

To(N, A1) =Im(df1(0)) = R(1,2) # R(—1,2) = Im(dfa(7)) = To(N, As).

Também, f; é uma curva de classe C* no plano IR? com imagem contida em N e f1(0) = 0,
mas f1(0) = (1,2) ndo pertence ao espago tangente a (N, As) na origem.

Exemplo: o conjunto Q dos ntimeros racionais é enumeravel e portanto admite uma tnica
estrutura diferenciavel de classe C* que o torna uma variedade diferenciavel de dimensao
zero (veja Observagao na segao 2 da aula nimero 3). A inclusao de Q em IR é trivialmente
uma imersao de classe C'° e portanto Q é uma subvariedade imersa de IR. Note que a
topologia induzida pelo atlas de Q é discreta e portanto nao coincide com a topologia

induzida de IR, i.e., a inclusao de Q em IR nao é um mergulho. Logo Q nao é uma
subvariedade de IR.
Exemplo: Seja N =]—3,—2[U]—1,1[U]2,3[ e considere a aplicagao f : N — IR? definida
por:
(0,t+2), —-3<t< -2,
f(t) =1 (t0), -1 <t<1,
(0,t—2), 2<t<3.

Entao f é uma imersao de classe C*° e sua imagem f(/N) é a unido do segmento aberto de
extremidades (—1,0), (1,0) com o segmento aberto de extremidades (0, —1), (0,1). Dai f
nao é um homeomorfismo sobre f(INV), ja que IV é desconexa e f(N) é conexa. Temos que
f(N), munida da tnica estrutura diferencidvel que torna f : N — f(N) um difeomorfismo
de classe C°, é uma subvariedade imersa de classe C*™ do plano IR?; mas f(N) nao é
uma subvariedade de IR?. Note também que f(NN) possui trés componentes conexas na
sua propria topologia (induzida pelo seu atlas), mas é conexa (e até conexa por caminhos)
na topologia induzida de IR?.

Exemplo: denote por N o cone:
N = {(:z;,y,z) syt =22 2> 0} C IR3.

Afirmamos que, para nenhum k£ > 1, existe uma estrutura diferenciavel em N que torna
N uma subvariedade imersa de IR? de classe C*. Suponha por absurdo que N admite
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uma estrutura diferencidvel A que torna N uma subvariedade imersa de IR? de classe C*
(1 < k < 00). Em primeiro lugar, afirmamos que (N, .A) possui dimensao 2. De fato, seja
14 qual for a topologia induzida por A em N, sabemos que o ponto 0 € N é fechado e
portanto N’ = N\ {0} é um aberto de N. Temos que N’ é uma subvariedade de dimensao
2 e de classe C* de IR, pois N’ é o grafico da funciao IR?\ {0} > (z,y) — /22 + 12 € R,
que é de classe C*°. A estrutura diferencidvel A" induzida por (N, .A) no aberto N’ faz de
(N, A") uma subvariedade imersa de classe C* de IR3. Logo A’ coincide com a estrutura
diferencidvel induzida por IR? em N’ e portanto dim(N, A) = dim(N’, A") = 2.

Vamos agora obter uma contradicdo mostrando que ToN = {0} (sendo que Ty N
deveria ser um subespaco bidimensional de IR?). Seja v : I — IR® uma curva de classe
C! com y(I) € N, v(0) = 0, onde I C IR é um intervalo aberto contendo a origem. Se

v(t) = (z(t),y(t), 2(t)) entao z(t) = \/z(t)? + y(t)* e portanto:

oy e 2 = 2(0) L z(t y<t>2.
z(O)—hmf—hm— t—>0|t|\/ t] ;

V(02 +4/(0)2 = lim =22 = 2/(0) = lim (T:_‘/ '(0)2 + /(0)2,

t—0t+ T t—0-
o que implica que x’'(0) = 3/(0) = 2/(0) = 0, i.e., 4/(0) = 0. Pelo Lema anterior, temos que
ToN = {0}.
Mostramos agora que subvariedades imersas de codimensao zero (i.e., com dimensao
igual & dimensao do ambiente) s@o necessariamente subconjuntos abertos.

Lema. Seja M uma variedade diferencidvel de classe C* (1 < k < 00) e seja (N,.A) uma
subvariedade imersa de classe C* de M com dim(N, A) = dim(M). Entdao N é um aberto
de M e A coincide com a estrutura diferenciavel induzida por M em N.

Demonstracao. A aplicacdo inclusdo i : N — M é uma imersio de classe C* e portanto
di(x) : T,N — T,M ¢ injetora para todo z € N; como dim(7T,N) = dim(7, M), segue
que di(x) é um isomorfismo. Pelo Teorema da Fungao Inversa, i(N) = N é um aberto
de M e i é um difeomorfismo de classe C* sobre sua imagem, i.e., a aplicacdo identidade
Id : (N,A) — (N,A") é um difeomorfismo de classe C*, onde A’ denota a estrutura
diferencidvel induzida por M no aberto N. Logo A= A". 1

Exemplo. seja .S um subconjunto nao enumeravel e nao aberto da reta real IR. Entao, para
nenhum k > 1, existe uma estrutura diferencidvel em S que torna S uma subvariedade
imersa de IR de classe C*. De fato, se fosse dim(S) = 0, teriamos que S seria enumerdvel
e se fosse dim(S) = 1 terfamos que S seria aberto em IR, pelo lema anterior.

(2) Recordagao de topologia: espacgos de Baire.
Nesta secao fazemos uma rapida recordacao do teorema de Baire que foi usado na
demonstracao de um Lema na secao 1.

Definigao. Seja X um espacgo topoldgico. Um subconjunto de X é dito magro em X se
ele estiver contido numa uniao enumeravel de subconjuntos fechados de X que possuem
interior vazio em X. Dizemos que X é um espaco de Baire se todo subconjunto magro em
X possui interior vazio em X.
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Lema. Um espaco topolégico X é um espaco de Baire se e somente se a intersecao enu-
meravel de abertos densos em X é um subconjunto denso de X.

Demonstragao. Obviamente X é um espaco de Baire se e somente se a uniao enumeravel

de fechados com interior vazio em X é um conjunto com interior vazio em X. A conclusao
C ,

segue observando que (/27 4,)° = UF2 A e que A, é um aberto denso em X se e

somente se AS é um fechado com interior vazio em X. H

Definicao. Um espacgo topoldgico X é dito localmente compacto se todo ponto de X
possui um sistema fundamental de vizinhancas compactas. Mais explicitamente, X é
localmente compacto, se para todo x € X e para todo aberto U C X contendo z existe
um compacto K C X com x € int(K) C K C U, onde int(K) denota o interior de K.

Na verdade, se X é Hausdorff entao para que X seja localmente compacto é suficiente
que todo ponto de X tenha ao menos uma vizinhanga compacta (veja Exercicio 4).

Teorema. (Baire) Todo espago topolégico localmente compacto e Hausdorff é um espago
de Baire.

Demonstracao. Seja X um espacgo topoldgico localmente compacto e Hausdorff. Seja
(A,)n>1 uma seqiiéncia de abertos densos em X. Vamos mostrar que ﬂ:g A,, é denso
em X. Para isso, seja U um aberto nao vazio em X e vamos mostrar que U N :g A,
é nao vazio. Nossa estratégia serd construir uma seqiiéncia decrescente de compactos nao
vazios K1 D K9 D K3 D -+ de modo que K1 C U e K,, C A,, para todo n. Uma vez que
tal seqiiéncia for construida, teremos que a intersegao ﬂ::j K,, serd um subconjunto nao
vazio de U N ﬂ:g A,, (veja Exercicio 6) e a demonstracao ficard completa. Construiremos
a seqiiéncia (K, ),>1 indutivamente.

Em primeiro lugar note que, como X é localmente compacto, todo aberto nao vazio
de X contém um subconjunto compacto com interior nao vazio. Agora, como A; é denso,
segue que U N A; é um aberto nao vazio e portanto existe um compacto K; C U N A;
com int(K;) # (). Suponha que foram construidos compactos K1 D Ko D -+ D K,,, com
K; C A; eint(K;) #0,i=1,...,n. Como A,11 é denso, temos que int(K,) N A,i1
é um aberto nao vazio e portanto existe um compacto K, 11 C int(K,) N 4,41 tal que
int (K1) # (0. Isso completa a demonstracao da existéncia da seqiiéncia de compactos
desejada e a demonstragao do Teorema. B

Corolario. Toda variedade diferenciavel é um espaco de Baire.

Demonstragao. De fato, toda variedade diferenciavel é localmente compacta e Hausdorff
(veja Exercicio 8). B
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Exercicios.
(nao é para entregar, mas é bom dar uma olhada e quem tiver problemas me procura).

Subvariedades.

1. Seja M uma variedade diferencidvel de classe C* (1 < k < o) e seja N C M uma
subvariedade de classe C* com dim(N) < dim(M). Mostre que N tem interior vazio
em M.

[dica: se Z fosse um aberto nao vazio de M contido em N entdo Z seria uma subvariedade
de N com dim(Z) = dim(M) > dim(N)].

Topologia.

Definicao. Seja X um espaco topoldgico. Dizemos que dois abertos U, V' C X separam
dois subconjuntos A,B C X se AC U, BCV eUNV =10. Quando existem abertos
U,V C X que separam A e B dizemos que A e B podem ser separados por abertos.
Recorde que o espacgo topolégico X é dito Hausdorff (ou T2) se para quaisquer pontos
distintos z,y € X os conjuntos unitdrios {x} e {y} podem ser separados por abertos.
Dizemos que o espaco topologico X é regular se dados um ponto x € X e um fechado
F C X com x ¢ F entao os conjuntos {x} e F' podem ser separados por abertos. Dizemos
que X é normal se quaisquer fechados disjuntos em X podem ser separados por abertos.
Dizemos que X é T3 (resp., T4) se os pontos de X sao conjuntos fechados (i.e., se X é
T1) e se X é regular (resp., normal).

2. Mostre que um espaco topologico X é regular se e somente se todo ponto de X possui
um sistema fundamental de vizinhancas fechadas, i.e., se e somente se para todo z € X
e para todo aberto U C X contendo x existe um fechado contido em U que contém x
em seu interior.

[dica: se X é regular e se U é um aberto que contém x entdo os conjuntos {z} e U®
podem ser separados por abertos. Reciprocamente, se todo ponto de X possui um sistema
fundamental de vizinhangas fechadas entao dados um ponto x € X e um fechado F' C X
com z ¢ F temos que a vizinhanga aberta F° de x contém uma vizinhanca fechada de z].
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3. Seja X um espaco topolégico Hausdorff. Mostre que:

(a) dados um ponto x € X e um compacto K C X com z ¢ K entao {z} e K podem
ser separados por abertos;

|dica: para todo y € K existem abertos disjuntos Uy, V;, com z € U, ey € V.. A cobertura
aberta K C Uy cx Vy possui uma subcobertura finita K C [J;_; V,,,. Mostre que os abertos

Niz, Uy, e U, Vy, separam {z} e K].
(b) todo subconjunto compacto de X é fechado;
[dica: use o resultado do item (a)].
(c) dois compactos disjuntos em X podem ser separados por abertos;

[dica: sejam K, L C X compactos disjuntos. Pelo resultado do item (a), para todo y € L
existem abertos disjuntos Uy, V;, com K C U, e y € V,,. A cobertura aberta L C UyeL Vy
possui uma subcobertura finita L C |J;_, V;,. Mostre que os abertos (i, Uy, e Ui, Vi,
separam K e LJ.

(d) todo espago topolégico compacto Hasdorff é normal (e portanto T4, T3 e regular).
[dica: use o resultado do item (c)].

4. Seja X um espaco topologico Hausdorff. Suponha que todo ponto de x possui uma
vizinhanca compacta (i.e., todo ponto de X pertence ao interior de um subconjunto
compacto de X). Mostre que:

(a) X é regular (e portanto T3);

[dica: sejam dados um ponto z € X e um fechado F C X com =z ¢ F. Seja K uma
vizinhanga compacta de z. Pelo resultado do item (a) do Exercicio 3, existem abertos
U, V C X que separam o ponto {z} do compacto F'N K. Mostre que int(K)NU e VUK®
sao abertos que separam {z} de F', onde int(K) denota o interior de K].

(b) X é localmente compacto.

[dica: pelo resultado do Exercicio 2 e do item anterior, todo ponto de X possui um sistema
fundamental de vizinhangas fechadas. Seja U uma vizinhanga aberta de um ponto = € X.
Dai z possui uma vizinhanga fechada F' contida em U e uma vizinhanca compacta K.
Observe que K N F' é uma vizinhanca compacta de x contida em U].

5. Seja X um espago topoldgico compacto e seja (F;);c; uma familia de subconjuntos
fechados de X. Suponha que (F;);e; possui a propriedade da intersecao finita, i.e.,
para todo subconjunto finito J C I a intersegao (),.; F; é nao vazia. Mostre que a
intersecao (),c; Fi ¢ nao vazia.

[dica: se fosse ();c; Fi = 0 entao X = J,c; Fy seria uma cobertura aberta de X e essa

cobertura admitiria uma subcobertura finita].

6. Seja X um espaco topologico Hausdorff. Se K7 D Ky D K3 D --- é uma seqiiéncia
decrescente de compactos nao vazios, mostre que a intersecao ﬂzg K,, é nao vazia.

[dica: use o resultado do Exercicio 5, observando que (K,,),>1 é uma familia de fechados
no espaco topolégico compacto K; que possui a propriedade da intersegao finita].
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7. Um espaco topologico X é dito um espaco de Lindelof se toda cobertura aberta de
X admite uma subcobertura enumeravel. Mostre que se X satisfaz o segundo axioma
da enumerabilidade entao X é um espago de Lindelof.

[dica: seja B uma base de abertos enumerdvel para X e seja X = |J,;.; U; uma cobertura
aberta de X. Seja B’ o conjunto dos elementos B € B tais que B C U; para algum i € I;
escolha uma funcao ¢ : B’ — I tal que B C U,(p), para todo B € B’. Dai J = +(8’) ¢ um
subconjunto enumerdvel de I e X = J,.; Uil.

Topologia de variedades.
8. Seja M um conjunto e A um atlas em M. Se M é munido da topologia induzida por
A, mostre que M é localmente compacto.

[dica: IR™ é localmente compacto e M ¢é localmente homeomorfo a R"].
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Aula nimero 12 (26/09)

A aula ntimero 12 cobriu parte do material originalmente destinado as aulas nimero
10 e 11.

Aula nimero 13 (01/10)

A aula comeca com comentarios sobre o Teorema de Baire (veja secao 2 da aula
nimero 11) e com a demonstragdo do lema que diz que se f : M — N é uma imersao de
classe C' com dim(M) < dim(N) entdao f(M) tem interior vazio em N (veja secdo 1 da
aula numero 11).

(1) Variedades quociente.

Em certas situacoes é possivel definir de maneira natural uma estrutura de variedade
diferencidvel num quociente de uma variedade diferencidavel. Mais precisamente, temos a
seguinte:

Definigao. Seja M uma variedade diferencidvel de classe C* (1 < k < o) e seja ~ uma
relagao de equivaléncia em M. Denote por M/~ o conjunto quociente e por q : M — M/~
a aplicacao quociente. Dizemos que A é uma estrutura diferencidvel quociente em M/~
de classe C* se A é uma estrutura diferencidvel de classe C* em M/~ tal que (M/~,A)
é uma variedade diferencidvel de classe C* (i.e., a topologia induzida por A é Hausdorff
e satisfaz o segundo axioma da enumerabilidade) e tal que ¢ : M — (M/~, A) é uma
submersao de classe C*.

Observamos que se A é uma estrutura diferenciavel quociente de classe C* para o con-
junto quociente M/~ entao a topologia induzida por A em M/~ coincide com a topologia
quociente, i.e., a topologia co-induzida pela aplicagdo quociente ¢ (veja Exercicio 15 da aula
numero 9). De fato, isso segue da observagao que uma submersdo é uma aplicagao aberta
e do fato que toda aplicacao continua aberta e sobrejetora é uma aplicacao quociente no
sentido topoldgico (veja Exercicios 17 e 18 da aula nimero 9).

Observagdo: se f : X — Y é uma aplicacao continua aberta e sobrejetora entre espacos
topolégicos X, Y e se X satisfaz o segundo axioma da enumerabilidade entao também
Y satisfaz o segundo axioma da enumerabilidade (veja Exercicio 1). Dai, se A é uma
estrutura diferencidvel em M/~ que torna a aplicagdo quociente uma submersao, segue
automaticamente que a topologia induzida por A em M/~ satisfaz o segundo axioma da
enumerabilidade (na verdade, estamos cometendo aqui um pequeno abuso de terminologia,
pois nao deverfamos usar o termo “submersao” se ainda nao sabemos que (M/~, A) é uma
variedade diferenciavel, i.e., se ainda nao sabemos que a topologia induzida por A satisfaz
o segundo axioma da enumerabilidade; ocorre que, na verdade, o segundo axioma da
enumerabilidade nao é relevante na defini¢ao do conceito de submersao nem na prova de que
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toda submersao é uma aplicacao aberta). No entanto, para verificarmos que (M/~, A) é
uma variedade diferencidvel é essencial verificar que a topologia induzida por A é Hausdorff
(veja segao 3 da aula numero 5).

Diferentemente do caso de espagos topolégicos, onde a topologia quociente em X/~ é
sempre bem definida, seja 14 qual for o espaco topoldgico X e a relacao de equivaléncia ~ em
X, nao é em geral verdade que um quociente M/~ de uma variedade diferenciavel M ad-
mite uma estrutura diferencidvel quociente. Veremos logo adiante, no entanto, que M/~
admite no maximo uma estrutura diferenciavel quociente, i.e., a estrutura diferencidvel
quociente é unica, quando existe. Veremos também algumas condicoes necessarias para
a existéncia de estrutura diferencidvel quociente em M/~ que indicam que “na maioria
dos casos” tal estrutura de fato nao existe. Na verdade, é dificil exibir condigoes sufi-
cientes gerais para a existéncia da estrutura diferencidavel quociente. Veremos nesta segao
alguns exemplos onde tal estrutura existe e apresentaremos na aula seguinte uma condicao
suficiente para existéncia da estrutura diferenciavel quociente num caso bem especifico.

O teorema abaixo exprime a propriedade fundamental da estrutura diferenciavel quo-
ciente.

Teorema. (definicao por passagem ao quociente) Sejam M, N variedades diferencidveis
de classe C* (1 < k < o0) e seja f : M — N uma aplicacao de classe C*. Seja ~ uma
relacao de equivaléncia em M e denote por q : M — M/~ a aplicacao quociente. Se existe
uma aplicacao f : M/~ — N tal que foq = f e se A é uma estrutura diferencidvel
quociente de classe C* em M/~ entao f : (M/~,A) — N é de classe C*.

Demonstragao. Isso segue do principio de definicao por passagem ao quociente provado
na secao 2 da aula nimero 9 e do fato que ¢ é uma submersao sobrejetora. B

Corolario. Seja M uma variedade diferenciavel de classe Ck (1 <k < o0) e seja~ uma
relagao de equivaléncia em M. Denote por M/~ o conjunto quociente. Entao existe no
méximo uma estrutura diferencidvel quociente de classe C* em M /~.

Demonstragao. Sejam A;, A, estruturas diferencidveis quocientes de classe C* em M /~.
Temos um diagrama comutativo:

/M\
(M/NaAl) Id (M/NaAQ)

onde ¢, g denotam aplicacoes quociente. Como g é de classe C*, segue do Teorema
anterior que Id é de classe C* e como ¢; ¢ de classe C*, segue do Teorema anterior que
Id~t é de classe C*. Logo Id é um difeomorfismo de classe C* e A; = Ay. B

Exemplo: sejam M, N variedades diferencidveis de classe C* e seja f : M — N uma
submersdo de classe C* (1 < k < oo). Denote por ~ a relacdo de equivaléncia em M
determinada por f, i.e.:

v~y <= f(xr)=f(y).
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Afirmamos que M/~ admite estrutura diferencidvel quociente de classe C*. De fato,
observamos primeiramente que existe uma tnica aplicagdo f : M/~ — f(M) tal que o

diagrama:
AN
q

M/~ —— f(M)

comuta, onde ¢ denota a aplicacao quociente (veja Exercicio 3 da aula nimero 9). Além do
mais, é facil ver que f é uma bijecdo. Como f é uma aplicacdo aberta (veja Exercicio 17 da
aula numero 9), temos que f(M) é um subconjunto aberto de N e em particular f(M) é
uma variedade diferencidvel de classe C*; logo existe uma tnica estrutura diferencidvel de
classe C* em M/~ que torna M/~ uma variedade diferencidvel de classe C* e que torna
f um difeomorfismo de classe C* (veja tltimo Coroldrio da aula ntimero 4). Dai, como
f: M — f(M) é uma submersdo de classe C*, segue que também q : M — M/~ é uma
submersao de classe C*. Logo temos uma estrutura diferencidvel quociente de classe C*
em M /~. Observe que a variedade M/~ é difeomorfa ao aberto f(M) de N.

Exemplo: considere a aplicagdo f : IR™ \ {0} — IR definida por f(x) = ||z|?, onde | - ||
denota a norma Euclideana em IR™. Temos que f é uma submersao de classe C* (veja
ultimo Exemplo da aula nimero 10). Seja ~ a relacdo de equivaléncia em R™ \ {0}
determinada por f, ou seja:

z~y <=zl = [yl

Segue do Exemplo anterior que o conjunto quociente (R” \ {O}) /~ admite uma estrutura
diferencidvel quociente de classe C> e que (IR™\ {0})/~ ¢ difeomorfo ao intervalo aberto
10, +00[, que é a imagem de f.

A seguir apresentamos uma condi¢ao necesséaria para que um conjunto quociente M/~
admita uma estrutura diferenciavel quociente.

Teorema. Seja M uma variedade diferencidvel de classe C* (1 < k < oo) e seja ~
uma relagao de equivaléncia em M. Denote por M/~ o conjunto quociente. Se existe
uma estrutura diferencidvel quociente de classe C¥ em M/~ entao todas as classes de
equivaléncia correspondentes a ~ sao subvariedades de M e todas elas possuem a mesma
dimensao.

Demonstragao. Denote por q : M — M/~ a aplicagdo quociente. Entao, para todo
x € M, a classe de equivaléncia de z é igual a ¢! (q(m)) Como ¢ é uma submersao, temos

que ¢(x) é um valor regular de ¢ e portanto q_l(q(x)) ¢ uma subvariedade de M com
dimensao igual a dim(M) — dim(M/~). &

Exemplo: considere a relacdo de equivaléncia em IR? definida por:
(z,y) ~ (&' ¢) <= o[ + [yl = 2| + |y/].

A classe de equivaléncia de um ponto (x,y) # 0 é um quadrado de centro na origem e
diagonais paralelas aos eixos coordenados. Logo as classes de equivaléncia determinadas
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por ~ nao sao subvariedades de IR? (veja Exercicio 6) e portanto o conjunto quociente
IR%/~ nao admite estrutura diferencidvel quociente (nem mesmo de classe C1).

Exemplo: considere a relacao de equivaléncia ~ em IR" definida por:
z~y <= z| =yl

onde || - || denota a norma Euclideana em IR™. As classes de equivaléncia determinadas por
~ sa0 esferas centradas na origem (difeomorfas a S"~1) e mais a origem. Dai, se x # 0, a
classe de equivaléncia de x é uma subvariedade de dimensao n—1 e a classe de equivaléncia
da origem (que contém apenas a origem) é uma subvariedade de IR" de dimensao zero.
Isso mostra que se n > 2, o conjunto quociente IR"™/~ nao admite estrutura diferencidvel
quociente (nem mesmo de classe C'!). Também para n = 1 é verdade que IR"/~ nao admite
estrutura diferenciavel quociente, mas isso nao pode ser mostrado estudando a dimensao
das classes de equivaléncia. Uma sugestao para demonstrar esse fato pode ser encontrada
no Exericio 7.

Exemplo: considere a relagao de equivaléncia ~ em IR"*1\ {0} definida por:
2z ~w <> existe A € IR, \ # 0, tal que w = Az.

O conjunto quociente (IR™'\{0})/~ é conhecido como o espaco projetivo real n-dimensio-
nal e é denotado por IRP™. Temos uma identificacao natural entre IRP™ e o Grassmanniano
G1(n + 1) de subespacos unidimensionais de IR"™!; a saber, se z € IR"*!, 2z # 0, entdo a
classe de equivaléncia de z é dada por:

[z] = {Xz: A e R, X\ #0},

e nés identificamos [z] com o subespaco {)\z A E ZR} de IR"*!, que é um elemento de
Gi(n+1). Nasecao 1 da aula nimero 5 construimos uma estrutura diferencidvel de classe
C* no Grassmanniano G1(n + 1) que o torna uma variedade diferencidvel de classe C* e
de dimensao n. Temos entao também uma estrutura diferenciavel de classe C'°° no espaco
projetivo IRP™ que o torna uma variedade diferencidvel de classe C*° e de dimensao n.
Nosso objetivo agora é demonstrar que a estrutura diferencidvel de RP™ = (IR"*'\{0})/~
é uma estrutura diferenciavel quociente de classe C*°. Para isso, devemos mostrar que a
aplicacdo quociente ¢ : (IR"**\ {0}) — IRP™ é uma submersao de classe C*°.

Antes de mais nada, vamos descrever um atlas conveniente para IRP™. O leitor deve
recordar a definicao da estrutura diferencidvel do Grassmanniano explicada na seg¢ao 1 da
aula numero 5. Denote por (ei)?jll a base canonica de IR"t! e, fixado i = 1,...,n + 1,
considere a decomposicao em soma direta:

Rn—i—l — WS D le,
onde W{ é o subespago gerado pelo vetor e; e W é o subespago gerado pelos vetores
ej,j=1,...,n+1, j #i. Vamos identificar o espago Lin(Wj, W}) com IR™ através do
isomorfismo:

R" >z = (x1,...,2,) — T, € Lin(W}, W}),
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onde T, : W} — Wi é o operador linear tal que Ty (e;) = (z1,...,7i_1,0,7;,...,7,). Note
que o grafico de T}, é o subespaco de IR"™! gerado pelo vetor (z1,...,2;_1,1,2;,...,2p).

O dominio G1(n + 1; W7}) da carta ©wi wi associada a decomposi¢ao em soma direta
W¢ @ Wi consiste dos subespagos unidimensionais de IR"*! que tem intersegao nula com
o hiperplano W7; temos entdao que G1(n + 1; W}) identifica-se com o subconjunto A4; do
espago projetivo IRP" definido por:

A= {[z] tz=(21,...,2n41) € R, 2z # 0}-

Temos também que a carta Cwiwi = Qi A; — IR™ é dada por:

Z1 Zi—1 i+l Rn+1
goi([z])z(z,..., Zz : ; et 7; >,
7 (3 (2 K3

pois se z = ¢;([2]) entdo o grafico de T}, coincide com o subespago de IR™ ™! gerado por z.

Obviamente IRP" = U?:Jrll A; e portanto as cartas ¢; : A; — IR™ descritas acima
constituem um atlas para o espaco projetivo. Fazendo uso desse atlas, é facil verificar
agora que a aplicagao quociente q : (ZR"Jrl \ {O}) — IRP™ é uma submersao de classe C°.
De fato, seja A: = q71(A;) C IR™; temos:

Al = {z cR"" 2= (21,...,2041), % 3&0},

e R"1\ {0} = U?:ll A!. Basta entdo mostrar que g|4/ é uma submersao de classe C'™°
paratodoi=1,...,n+1. Como q(A,) = A; e p; : 4; —'IR™ é um difeomorfismo de classe
C*°, devemos verificar que a aplicacao p; = @; 0 q| 47 é uma submersao de classe C*°, para
todoi=1,...,n+ 1. A aplicacao p; é dada por: '

21 Zi—1 Zi41 Zn+1
/ 7 (2
AiBz:(zl,...,zn+1)l—>pi(z):<—,..., , ey € R".

Obviamente p; é de classe C*°. Dado z € A}, para verificar que p; é uma submersao no

ponto z basta notar que os vetores dp;(z) - e; = g‘z’? (), 7=1,...,n+ 1 geram IR"™; de
J
fato, os vetores z; gg; (2),j=1,...,n+1, j # i, constituem a base candnica de IR".
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Exercicios.
(n&o é para entregar, mas é bom dar uma olhada e quem tiver problemas me procura).

Topologia.

1. Sejam X, Y espacos topoldgicos e seja f : X — Y uma aplicacao continua, aberta e
sobrejetora. Mostre que:

(a) se B é uma base de abertos para X entao {f(B) :B e EB} ¢ uma base de abertos
para Y

(b) se X satisfaz o segundo axioma da enumerabilidade entao Y também satisfaz o
segundo axioma da enumerabilidade.

2. Sejam X, Y espagos topolégicos e f : X — Y uma aplicacao quociente (i.e., a topologia
de Y é co-induzida por f; veja Exercicio 15 da aula nimero 9). Seja ~ a relagao de
equivaléncia em X determinada por f, i.e., x1 ~ x9 < f(z1) = f(x2). Considere o
conjunto quociente X/~ munido da topologia quociente (i.e., a topologia co-induzida
pela aplicagdo quociente ¢ : X — X/~). Mostre que se f é sobrejetora entao X/~ é
homeomorfo a Y.

[dica: existe uma tnica aplicacdo f : X/~ — Y tal que o diagrama:
X
X/~ - Y
/ f

comuta; essa aplicacdo é bijetora e a continuidade de f e de f~! segue do resultado do
Exercicio 15 da aula nimero 9.

3. Seja m > 1 e considere a aplicacdo f : IR" — [0,4o00| definida por f(z) = |z,
onde || - || denota a norma Euclideana. Mostre que a topologia usual de [0,+o00] é
co-induzida por f da topologia usual de IR™ (i.e., f é uma aplicagdo quociente, no
sentido topoldgico).

[dica: como f é continua e sobrejetora, é suficiente mostrar que f é aberta, pelo resultado
do item (a) do Exercicio 16 da aula nimero 9; note também que a restricao de f a IR™\ {0}
é uma aplicagao aberta, pois é uma submersao de classe C*°].

4. Mostre que o intervalo [0, +o00[ ndo é uma variedade topolégica (veja tltima observagao
da secao 2 da aula niimero 3). Em particular, para nenhum k existe um atlas de classe
C* em [0, +00[ que induza sua topologia usual.

[dica: se [0, +oo] fosse uma variedade topoldgica, poderiamos obter uma vizinhanca aberta
U de 0 em [0, 4+00] e um homeomorfismo ¢ : U — I, onde I C IR é um intervalo aberto;
obtenha uma contradi¢do contando as componentes conexas de U \ {0} e de I\ {¢(0)}].
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Subvariedades.

5. Sejam M, N variedades diferencidveis de classe C* (1 < k < o0), f: M — N um
difeomorfismo de classe C* e (P,.A) uma subvariedade imersa de M de classe C*.
Seja A’ a tnica estrutura diferencidvel de classe C* em f(P) tal que (f(P),A’) é
uma variedade diferencidvel de classe C* e tal que f|p : (P, A) — (f(P),A’) é um
difeomorfismo de classe C* (veja tltimo Coroldrio da aula nimero 4). Mostre que
(f(P), A’) é uma subvariedade imersa de classe C* de N.

[dica: f|p: (P, A) — N é uma imersdo injetora de classe C*].

6. Mostre que o quadrado @ = ([0, 1] x {0,1}) U ({0,1} x [0, 1]) néo é uma subvariedade
imersa (e portanto ndo é uma subvariedade) de classe C'* do plano IR?. Conclua que
nenhum retangulo é uma subvariedade imersa de classe C'* do plano IR?.

[dica: para ver que @ ndo é uma subvariedade imersa de IR?, utilize uma técnica similar &
usada num Exemplo da aula nimero 11 para mostrar que o cone nao é uma subvariedade
imersa de IR3. Observe também que qualquer retangulo em IR? pode ser mapeado sobre
Q por um difeomorfismo de IR?].

Variedades quociente.

7. Sejan > 1 e considere a relacao de equivaléncia ~ em IR"™ definida por:
z~y = |zl = [yl

onde || - || denota a norma Euclideana. Mostre que o conjunto quociente IR™/~ nao
admite estrutura diferencigvel quociente de classe C*, para nenhum %k > 1.

[dica: use o resultado dos Exercicios 2, 3 e 4].
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Aula nimero 14 (03/10)

(1) Quocientes por agoes propriamente descontinuas de grupos.

Nesta secao descrevemos uma situacao particular onde o quociente de uma variedade
diferencidvel admite uma estrutura diferenciavel quociente. Tal quociente é descrito em
termos de acoes de grupos. Recordamos portanto a seguinte:

Definicao. Sejam G um grupo e X um conjunto. Uma agao de G em X é uma aplicacao
p:GxX — X tal que p(1,2) = x e p(g1,p(g2, %)) = p(g192,x), para todos g1,g2 € G,
x € X, onde 1 € GG denota o elemento neutro.

Tipicamente, quando uma agao p : G x X — X ¢é fixada pelo contexto, escrevemos
g -x em vez de p(g,x), de modo que:

l-x=xz, g1-(92 ) =(9192) - @,

para todos g1,92 € G, v € X. Note que, para todo g € G, a aplicagao py : X — X definida
por py(x) = p(g,x) ¢é bijetora e sua inversa ¢ igual a p,-1. Se Bij(X) denota o grupo das
bijecoes ¢ : X — X, munido da operagao de composicao, obtemos entao uma aplicagao:

p:G>gr— pg € Bij(X);

é facil ver que p € um homomorfismo de grupos. Reciprocamente, dado um homomorfismo
p: G — Bij(X), é facil ver que p(g,z) = p(g)(x) define uma agao de G em X.
Observagdo: uma acao de grupo no sentido da definicao acima é as vezes também chamada
de uma acao a esquerda. Uma acao a direita de um grupo G num conjunto X é uma
aplicagao p : G x X — X tal que p(1,z) = = e p(g1,p(g2,2)) = p(g291, %), para todos
91,92 € G, z € X. A motivagao para o nome “acao a direita” é a seguinte: se denotarmos
p(g,x) por x - g entdao as condigoes satisfeitas por p sao escritas da seguinte maneira:

r-l=xz, (x-g2)-91=12"(9201)-

Note que se G é abeliano entao nao ha diferenca entre acoes a esquerda ou a direita. Além
do mais, se p: G x X — X é uma acdo a direita entao p(g,z) = p(g~!,r) é uma acao a
esquerda de G em X. Por esse motivo, restringimo-nos ao estudo das agoes a esquerda.

Recordamos agora mais algumas defini¢oes padrao da teoria de acoes de grupos. Dado
x € X entao o subgrupo de isotropia de x é definido por:

G,={9€G:g z=ux}.

E facil verificar que Gy é de fato um subgrupo de G. Quando G, = {1} para todo = € X,
dizemos que a agao de G em X € livre ou sem pontos fixos. Observe que:

Ker(p) = ﬂ G,

reX
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e portanto [, x G, é um subgrupo normal de G. Quando (. G, = {1} (i.e., quando p
é injetora) dizemos que a acdo de G em X é efetiva. Nesse caso, p fornece um isomorfismo
entre G e um subgrupo das bijecoes de X. Pensamos intuitivamente entao que G esta
sendo “realizado concretamente” em termos de transformacoes do conjunto X.

Associada a uma agdo p : G x X — X temos uma relacdo de equivaléncia em X
definida por:
x~y<=existege G,comy=g-x.

E fcil ver que ~ é de fato uma relacao de equivaléncia em X. A classe de equivaléncia de
um ponto z € X é chamada a drbita de x pela acao de G e é denotada por Gx. Temos:

Gx:{g-:z::gEG}.
O conjunto quociente de X pela relacao de equivaléncia ~ é denotado por X/G; temos:
X/G={Gz:ze X}

Quando a agao p possui uma tnica 6rbita (i.e., se para todos z,y € X existe g € G com
y = g - x) entao dizemos que p é uma agao transitiva. Observamos que para todo z € X a
aplicacao:

B :G2g—g-x€Grx

é sobrejetora. Se z possui isotropia trivial (i.e., se G, = {1}) entao 3, é também injetora.
De fato, se g-x = h-x entdo h™'g € G, e portanto h = g (veja também o Exercicio 9).

O uso da seguinte notacao sera conveniente:
Notag&o: se é dada uma acao de um grupo G num conjunto X e se S é um subconjunto
de X escrevemos:
gS={g-z:2€ S} CX,

para todo g € G.

Quando X é um espaco topoldgico ou uma variedade diferenciavel, é mais natural
estudar agoes de grupos em X que sejam compativeis com a estrutura topoldgica ou com
a estrutura diferenciavel de X. Temos entao a seguinte:

Definigao. Sejam G um grupo e X um espaco topologico. Uma acao por transformacoes
continuas de G em X é uma acao p: G x X — X de G no conjunto X tal que para todo
g € G a bijegao p, : X — X é continua. Se X é uma variedade diferenciavel de classe
C* entao dizemos que p é uma acao por transformacoes de classe C* se a bijecao pg € de
classe C* para todo g € G.

Como p;l = pg—1, temos que se p ¢ uma agao por transformacoes continuas entao
pg € um homeomorfismo de X, para todo g € G; similarmente, se p é uma acao por
transformacdes de classe C* entao pg ¢ um difeomorfismo de classe C* de X, para todo
g € G. Em particular, se p é uma acgao por transformacoes continuas e se U C X é um
aberto entao gU também é aberto em X.

Se X é um espago topolégico entao o conjunto Homeo(X') dos homeomorfismos de X
é um subgrupo de Bij(X); temos entao que p é uma acao por transformacoes continuas
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se e somente se o homomorfismo associado p toma valores em Homeo(X). Se X é uma
variedade diferencidvel de classe C* entdo o conjunto Dify(X) dos difeomorfismos de classe
C* de X é um subgrupo de Homeo(X); temos entdo que p é uma acio por transformacoes
de classe C* se e somente se p toma valores em Dify(X).

Recorde que se X é um espaco topoldgico e ~ é uma relagao de equivaléncia em X
entdo a topologia quociente em X/~ é a topologia co-induzida pela aplicacdo quociente
q: X — X/~ (recorde Exercicio 15 da aula nimero 9).

Lema. Sejam G um grupo, X um espaco topologico e suponha que seja dada uma a¢ao
de G em X por transformagées continuas. Se X /G é munido da topologia quociente entao
a aplicacao quociente q : X — X /G é aberta.

Demonstragao. Seja U C X um aberto. Para mostrar que ¢(U) é aberto em X/G,
devemos verificar que ¢ (¢(U)) ¢ aberto em X. Temos que ¢~'(¢(U)) é o conjunto dos
pontos x € X tais que x ~ y (i.e., x € Gy) para algum y € U. Dai:

¢ () = | gU.

geG

Como cada gU é aberto em X, segue que ¢! (q(U)) também é aberto em X.H
Convencgdo: no que segue, se X é um espaco topoldgico e se G é um grupo agindo em
X por transformagoes continuas, assumiremos sempre que X/G é munido da topologia
quociente.

Definicao. Sejam G um grupo e X um espaco topologico. Uma acao de G em X por
transformacoes continuas é dita propriamente descontinua se valem as seguintes proprie-

dades:

(i) para todo x € X, existe um aberto U C X contendo x tal que gU NU = (), para todo
geG, g#1;

(ii) para todos x,y € X com y &€ Gz, existem abertos U,V C X comz € U, y € V e
gU NV =0, para todo g € G.

Observamos que a condigao (i) implica na verdade que os abertos (gU)4eq sao dois a
dois disjuntos. De fato, se g,h € G, g # h, entao:

gUNRU =h((h'g)UNU) =hb =0,

pois h~1g # 1. Similarmente, a condigao (ii) implica que gUNAV = (), para todos g, h € G.
De fato:
gUNRhV =h((h'g)UNV) =h0=0.

O Lema a seguir ilustra o significado da condigao (ii).

Lema. Sejam X um espaco topologico e G um grupo. Suponha que é dada uma acao
de G em X por transformagoes continuas. Entao a condi¢ao (ii) na defini¢ao de agao
propriamente descontinua é satisfeita se e somente se o espago topoldgico X /G é Hausdorff.

Demonstragao. Denotamos por ¢ : X — X/G a aplicagdo quociente. Suponha que X/G
é Hausdorff. Dados z,y € X com y ¢ Gz entao ¢q(x), q(y) sdo pontos distintos em X/G,
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donde podemos encontrar abertos disjuntos Uy, Vo € X/G com q(z) € Uy, q(y) € Vo. E
facil ver entdo que U = ¢~ 1(Ug) e V = ¢ 1(V}) sdo abertos em X comz € U,y € V e
gU NV =10, para todo g € G. Isso prova a condigao (ii).

Reciprocamente, suponha que a condigao (ii) é satisfeita. Sejam zg,yo € X/G pontos
distintos e escolha =,y € X com ¢(z) = xg, q(y) = yo. Dai z e y ndo sdo equivalentes,
i.e., y € Gz e portanto existem abertos U, V C X comz € U,y €V e gUNV = (), para
todo g € G. Como a aplicagao quociente g é aberta, temos que Uy = q(U) e Vo = ¢q(V)
sao abertos em X/G. Obviamente o € Uy, yo € Vj e é facil ver que Uy e Vj sao disjuntos.
Logo X/G é Hausdorff. B

No Lema abaixo resumimos algumas propriedades simples das acoes propriamente
descontinuas.

Lema. Toda acao propriamente descontinua de um grupo G num espacgo topolégico X é
livre (i.e., sem pontos fixos) e possui orbitas discretas e fechadas. Além do mais, para que
exista uma acao propriamente descontinua de algum grupo G num dado espaco topologico
X € necessario que X seja Hausdorft.

Demonstragao. A condigao (i) na definigdo de acdo propriamente descontinua implica
que a agao de G em X é livre e que as 6rbitas dessa acao sao discretas (veja a observagao
que segue a definicdo de agao propriamente descontinua). Segue trivialmente da condigao
(ii) na definicdo de agao propriamente descontinua que as Orbitas da acdo de G em X
sao fechadas. Para finalizar a demonstracao, suponha que existe uma acao propriamente
descontinua de G em X e vamos demonstrar que X é Hausdorff. Sejam z,y € X pontos
distintos. Se y € Gx entao a condigao (i) fornece abertos que separam z de y; a saber, se
y=g-x,g#1,ese U C X éum aberto contendo x como na condigao (i) entao y € gU
e UNgU =10. Se y € Gz, a condigao (ii) fornece abertos disjuntos U, V C X com z € U,
yeV.m

Apresentamos agora algumas condigoes suficientes para que uma acao seja propria-
mente descontinua.

Lema. Se X é um espaco topologico Hausdorff e G é um grupo finito entao toda acao
livre (i.e., sem pontos fixos) por transformagées continuas de G em X é propriamente
descontinua.

Demonstragao. Vamos verificar primeiramente a condigao (i). Seja dado z € X. Como
a acao ¢ livre, temos que os elementos da familia (g - )4ecq sao dois a dois distintos; como
X ¢é Hausdorff e G ¢ finito, podemos obter uma familia (Uy),ec de abertos dois a dois
disjuntos em X de modo que g -z € Uy, para todo g € G (veja Exercicio 1). Dat:

U= ()90, (%)

geqG

¢ uma vizinhanga aberta de x. Afirmamos que gU NU = () para todo g € G, g # 1. De
fato, temos U C g_lUg e portanto gU C Uy; além do mais, U C Uy e U, N U; = 0, pois
g # 1. Logo gU é disjunto de U.

Passemos a demonstracao da condi¢do (ii). Sejam dados z,y € X com y ¢ Gz. Para
todo g € G, como y # g - x, existem abertos disjuntos Uy, V, C X com g-z € Uy ey € V.
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Definindo U como em (x) e tomando V' = (1 .5V, entdo U é uma vizinhanga aberta de
z, V é uma vizinhanca aberta de y e para todo g € G temos gU C U, e V C V,, donde
guUnNv=0.m

Exemplo: Seja G = {—1,1} um grupo de dois elementos e defina uma acdo de G na esfera
S™ C IR"*! fazendo 1.2 =z e (—1) -1 = —x, para todo z € S™ (note que —z é o ponto
antipoda de z em S™). Obviamente a acdo de G em X é livre. Como G ¢ finito e S™ é
Hausdorff, a acao de G em S™ é propriamente descontinua, pelo Lema anterior. Vamos
estudar o conjunto quociente S™/G. O leitor deve recordar do tltimo Exemplo da aula
nimero 13 a definicao do espaco projetivo IRP™. Seja q; : S™ — IRP™ a restricao a S™
da aplicacdo quociente ¢ : (ZR”+1 \ {0}) — IRP™. Temos que g1 ¢ de classe C°°, pois ¢
¢ de classe C°. Além do mais, q; é sobrejetora, pois para todo z € IR"*!, 2 # 0, temos
q(z) = [2] = ql(ﬁ). Temos que a relagdo de equivaléncia determinada por ¢; em S
coincide com a relagao de equivaléncia em S™ cujas classes de equivaléncia sao as érbitas
de G; em outras palavras, temos:

yeGr<=y=xzouy=—r<= q1(x) = qy),

para todos z,y € S™. Vamos mostrar agora que ¢; é um difeomorfismo local (e, em
particular, uma submersao). Seguird entao que ¢; induz uma bijecao de S™/G em IRP™ e
que a estrutura diferencidvel em S™ /G que torna tal bijecao um difeomorfismo de classe C'*°
é uma estrutura diferenciavel quociente de classe C*>° em S™/G (veja o primeiro Exemplo
da aula nimero 13). Em outras palavras, podemos identificar o quociente S™/G com o
espago projetivo n-dimensional IRP™ através do difeomorfismo induzido por ¢;.

Vamos agora mostrar que ¢; é um difeomorfismo local. Para isso, fazemos uso do

atlas {gpi A — R”};:—ll

Como S™ = U;:rll q7 '(A;) é uma cobertura aberta, é suficiente verificar que para todo
1=1,...,n+ 1, a aplicacao:

em IRP™ construido no ltimo exemplo da aula ntimero 13.

1 21 Zi—1 Zi+1 “n+1
a, (Az)ngwl(ql(z)):<Z7a 2 > 2 ) 2 )Ean

¢ um difeomorfismo local de classe C*°. Temos que q; 1(A;) é igual a unido dos seguintes
abertos disjuntos:

B;r:{z:(zl,...,zmrl)ES":ZZ->O}, B;:{z:(zl,...,zn+1)ES":Z¢<O}.

Afirmamos que a restrigdo de @; 0 g1 a B;f é um difeomorfismo de classe C°° sobre IR".
De fato, sua inversa ¢é a aplicacao 7; definida por:

(xlw"7xi—1717mi7"'ax'n)
V1i+a? 4+ a2

€ BY

7, R" >z = (x1,...,2,) —> T

e claramente 7; é de classe C'°°. Similarmente, a restri¢ao de p;0q; a B; ¢ um difeomorfismo
de classe C*° sobre IR™, pois sua inversa ¢ igual a —7;. Logo ¢; é um difeomorfismo local
de classe C*°.
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Lema. Sejam G um grupo, (X,d) um espago métrico e suponha que seja dada uma agao
de G em X por isometrias, i.e., uma acao de G em X tal que a aplicacao x — g -x €é uma
isometria de X para todo g € G. Suponha também que a acao dada de G em X seja livre
e possua orbitas discretas e fechadas em X. Entao essa acao é propriamente descontinua.

Demonstragao. Vamos demonstrar primeiramente a condi¢ao (i). Seja dado = € X.
Como a 6rbita que contém x é discreta, existe r > 0 tal que B(z;r) N Gx = {z}, onde
B(z;r) denota a bola aberta de centro z e raio 7 em X. Tome U = B(z;%). Dai U ¢ uma
vizinhanca aberta de x em X e para todo g € G, temos gU = B(g - T g), pois a bijecao
de X correspondente a g é uma isometria. Se g # 1 entao, como a agao é livre, temos
g-x # x e portanto g -« &€ B(x;r), i.e., d(g-x,z) > r. Segue facilmente da desigualdade
triangular que as bolas U = B(a:; g) e gU = B(g - T %) sao disjuntas.

Vamos agora demonstrar a condigao (ii). Sejam dados xz,y € X com y ¢ Gzx. Como
a Orbita Gz é fechada em X, existe r > 0 tal que a bola B(y;r) é disjunta de Gx. Tome
U = B(x; g) eV = B(y; %) Dai U é uma vizinhanca aberta de x, V' é uma vizinhanca
aberta de y e para todo g € G temos gU = B(g - x

desigualdade triangular que gU NV = (. A

.
12

). Como d(g - xz,y) > r, segue da
Exemplo: Seja X = IR? o plano e seja G = Z? o grupo aditivo formado pelos pares de
nimeros inteiros. Temos uma acao de G em IR? definida por:

(n,m) - (t,s) = (t+n,s+m),

para todos n,m € Z, t, s € IR. A bijecao de IR? correspondente a um elemento (n, m) € Z?2
é uma translacao e portanto temos uma acao por isometrias. Além do mais, a orbita de
um ponto (t,s) € IR? é simplesmente uma translacao do subconjunto Z? C IR? e portanto
é discreta e fechada. Também é Obvio que a acao em questao é livre. Segue entao do
Lema anterior que temos uma agdo propriamente descontinua (o fato que essa acdo é
propriamente descontinua segue também do resultado do Exercicio 7). Vamos estudar o
conjunto quociente IR?/Z?. Considere a aplicacdo f : IR? — S' x S! definida por:

f(t,s) = (cos(2mt),sen(27t), cos(27s), sen(27s)),

onde S' C IR? denota o circulo unitdrio. Temos que f é sobrejetora e de classe C°.
Observando que a aplicacdo IR > t (cos(27rt),sen(27rt)) € S é uma submersio (na
verdade, ela é um difeomorfismo local), segue do resultado do item (d) do Exercicio 7
da aula nimero 10 que f é uma submersao. E f4cil ver que a relagao de equivaléncia
determinada por f coincide com a relacao de equivaléncia cujas classes de equivaléncia sao
as orbitas de G; em outras palavras:

flt,s)=f(t',s)e=t—t cZes—s cZ (',s)cZt,s),

para todos (t,s),(t',s') € IR?. Dai f induz uma bijecao entre IR?/Z* ¢ S! x S! ¢ a
estrutura diferencidvel em IR?/Z? que torna tal bijecio um difeomorfismo de classe C> é
uma estrutura diferencidvel quociente de classe C°° para IR?/Z? (veja o primeiro Exemplo
da aula nimero 13). Em outras palavras, podemos identificar o quociente IR?/Z? com o
toro S x S! (veja também o Exercicio 10).
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Provamos agora o resultado central desta secgao.

Teorema. Sejam M uma variedade diferencidvel de classe C* (1 < k < o), G um grupo
e suponha que seja dada uma acao propriamente descontinua por transformacoes de classe
Ck de G em M. Entdo o conjunto quociente M /G admite uma estrutura diferencigvel
quociente de classe C*. Além do mais, a aplicacdao quociente q : M — M/G é um difeo-
morfismo local de classe C* e dim(M) = dim(M/G).

Demonstragao. Comecamos definindo um atlas em M/G. Seja ¢ : U — U C R" uma
carta em M tal que gU NU = (), para todo g € G, g # 1. Entao q(U) é aberto em
M /G relativamente a topologia quociente; além do mais, a aplicacdo ¢l : U — q(U) é
continua, aberta e bijetora. Logo, qly : U — ¢q(U) é um homeomorfismo. Concluimos
que a aplicagdo @ : q(U) — U definida por § = ¢ o (qly)~! é um homeomorfismo de
um aberto de M /G sobre um aberto de IR". Temos que @ é um sistema de coordenadas
em M /G; mostraremos que a cole¢ao A de todos os sistemas de coordenadas g em M/G
definidos dessa forma é um atlas de classe C¥ em M/G. Seguird entdo que a topologia
induzida por A em M /G coincide com a topologia quociente. A condigao (ii) na defini¢ao
de agao propriamente descontinua implica que a topologia quociente em M /G é Hausdorff
e, como a aplicacdo quociente ¢ : M — M /G é continua, aberta e sobrejetora, segue do
resultado do Exercicio 1 da aula nimero 13 que a topologia quociente em M /G satisfaz o
segundo axioma da enumerabilidade. Teremos entao que M /G, munido do atlas maximal
de classe C* que contém A, é uma variedade diferenciavel de classe C*. Além do mais,
relativamente a essa estrutura diferenciavel, temos que cada carta @ é um difeomorfismo
de classe C*; como q|y = ¢_1 o, segue que ¢|y também é um difeomorfismo de classe C*
e portanto ¢ é um difeomorfismo local de classe C*. Em particular, ¢ é uma submersao
de classe C* e portanto a estrutura diferencidvel em M/G é uma estrutura diferencidvel
quociente de classe C*.

Resta mostrar agora que A é um atlas de classe C* em M/G. Segue da condicio (i) na
definicao de acao propriamente descontinua que os dominios dos sistemas de coordenadas
pertencentes a A cobrem M/G. De fato, seja x¢g € M/G e escolha x € M com zy = q(x).
Temos que x pertence a um aberto U’ em M com gU’' NU’' = (), para todo g € G, g # 1;
podemos entao escolher um aberto U C U’ contendo x que seja dominio de uma carta ¢.
Dai o sistema de coordenadas correspondente © conterd o em seu dominio.

Vamos agora demonstrar que quaisquer dois sistemas de coordenadas pertencentes a
A sdo CF-compativeis. Sejam entdo ¢ : U — U, 1) : V — V cartas em M com gUNU =0
e gV NV =0, para todo g € G, g # 1. Sejam @ : q(U) — U, ¥ : q(V) — V os
correspondentes sistemas de coordenadas em M/G. Vamos demonstrar que a funcao de
transicdo de @ para 1) tem dominio aberto e é de classe C*; seguird entdo que tal funcio
de transicdo é um difeomorfismo de classe C* entre abertos, pois sua inversa é a funcao
de transicao de v para @ que, de modo similar, é uma funcao de classe C* com dominio

aberto. O dominio de 9 o ¢_1 é igual a:

2(a(U) nq(V)) = ¢[(alv) " (a(U)ng(V))] = e[UNng (q(V))]

:go[Uﬂ U gV] = U e(UNgV).
9eG geG
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Como (U NgV) é aberto em IR™ para todo g € G, é suficiente mostrar que a restrigao de
Eoﬁ_l a (U NgV) é de classe C* para todo g € G. Seja z € (U N gV). Dai z = p(z)
com z € U N gV e portanto E_l(z) = q(x). Temos q(z) = q(g7' -z) e g~ -2 €V, donde
¥(g(z)) =(g~" - 2). Logo:

@op V=) =v(g" -7 '(2),

para todo z € (U NgV). Como ¢, 1 e a bijegdo de M correspondente a agao de g sao
difeomorfismos de classe C*, segue que 1 o ¢_1 ¢ de classe C*. m
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Exercicios.

(n&o é para entregar, mas é bom dar uma olhada e quem tiver problemas me procura).

Topologia.

1. Seja X um espaco topoldgico Hausdorff e seja (x;);c; uma familia finita de elementos
dois a dois distintos de X. Mostre que existe uma familia (U;);c; de abertos dois a
dois disjuntos de X com x; € U; para todo 7 € I.

[dica: use indugdo no numero de elementos da familia (z;);er].

2. Seja X um espago topoldgico. Mostre que X ¢é Hausdorff se e somente se a diagonal
A = {(z,z) : € X} é fechada em X x X (onde X x X é munido da topologia
produto).

3. Sejam X um espaco topoldgico e S C X um subconjunto. Recorde que um ponto
x € X é dito um ponto de acumulacao de S se para todo aberto U C X com x € U
existe y € X comy € UNS e y # x. Mostre que as seguintes afirmacoes sao
equivalentes:

(i) S é discreto e fechado em X;
(ii) S néo tem pontos de acumulagao em X.
Mostre que se X é compacto entao a condicao (i) (ou a condigao (ii)) implica que o

conjunto S ¢ finito.

Definicao. Um grupo topoldgico é um grupo G munido de uma topologia para a qual as
operacoes de grupo:

GxG3(ry)r—aycd, Goz—a'cd,
sao aplicagoes continuas (onde G x G é munido da topologia produto).

4. Seja G um grupo topolégico. Mostre que, para todo g € GG, as aplicagoes:
l,:Goxr—grelG, tv,:Gorr—z9€el

sao homeomorfismos.

5. Seja G um grupo topoldgico e suponha que existe g € G tal que o conjunto unitario
{g} é fechado em G. Mostre que G é Hausdorff. Conclua que todo grupo topoldgico
T1 é Hausdorff.

[dica: pelo resultado do Exercicio 4, [51 é um homeomorfismo e portanto {1} é fechado
em G, onde 1 € G denota o elemento neutro. Notando que a aplicacdo (z,y) + xy~ ! é

continua, conclua que a diagonal A é fechada em G x G. Use o resultado do Exercicio 2].
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6. Seja G um grupo topolégico Hausdorff. Mostre que todo subgrupo discreto de G ¢é
fechado em G.

[dica: seja H C G um subgrupo discreto e seja U C G um aberto com UNH = {1}. Como
a aplicacdo (z,y) — xy~! é continua, todo g € G possui uma vizinhanca aberta V em G
tal que xy~! € U, para todos z,y € V. Conclua que V N H possui no maximo um ponto.
Usando o fato que G é Hausdorff, mostre que, se g ¢ H, entao V contém uma vizinhanga
aberta de g disjunta de H]|.

7. Seja G um grupo topolégico e seja H C G um subgrupo discreto e fechado. Mostre
que a acao por translacao a esquerda:

HxG>(h,g)—h-g=hg €q,

¢é propriamente descontinua.

[dica: seja W C G um aberto com W N H = {1}. Como a aplicagao (z,y) — zy~* é

continua, todo ¢ € G possui uma vizinhanca aberta U em G tal que zy~' € W, para todos
x,y € U. Mostre que hU NU = (), para todo h € H, h # 1. Sejam agora ¢;,g2 € G
com g2 & Hg;. Como g29; V'¢ H e H é fechado, existe um aberto W’ em G contendo
9291 ! e disjunto de H. Use novamente a continuidade da aplicacéo (z,y) — zy~! para
obter abertos U 3 g1, V 3 go tais que zy~' € W’ para todos y € U, x € V. Mostre que
hU NV =, para todo h € H].

8. Sejam X, Y espacos topoldgicos e p : X — Y uma funcao. Dizemos que p é um
recobrimento se para todo y € Y existe uma vizinhanga aberta U de y em Y e uma
familia (V;);c; de abertos dois a dois disjuntos em X tal que p~!(U) = U, Vi e tal
que ply, : V; = U é um homeomorfismo para todo i € I. Mostre que:

(a) se p: X — Y é um recobrimento entdo p é um homeomorfismo local (em parti-
cular p é continua e aberta);

(b) se é dada uma agao por transformagoes continuas de um grupo G no espago
topoldgico X satisfazendo a condigao (i) na definigdo de agdo propriamente des-
continua entao a aplicagdo quociente g : X — X/G é um recobrimento.

[dica: se U C X é um aberto tal que gU N U = () para todo g € G, g # 1, entdo
g '(q(U)) = Uyeg 9U e, para todo g € G, a aplicacao ¢lqu : gU — ¢(U) é continua,
aberta e bijetora e é portanto um homeomorfismo].

Acdes de grupos.

9. Sejam X um conjunto, G um grupo e suponha que é dada uma acao de G em X.
Fixado x € X, mostre que a aplicacao:

Be:G/Gy 2 gGy— g-2 € G

¢ (bem definida e) bijetora, onde gG, = {gh th e Gx} denota a coclasse a esquerda
do subgrupo G, em G contendo g e G/G, denota o conjunto de todas as coclasses a
esquerda de G, em G (note que G/G, nao é em geral um grupo, a menos que G, seja
um subgrupo normal de G).
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Subvariedades.

10. Se S' C IR? denota o circulo unitdrio entdo o produto cartesiano de n cépias de S!
¢ uma variedade diferenciavel de classe C*° e de dimensao n conhecida como o toro
n-dimensional. O objetivo deste exercicio é mostrar que o toro bidimensional S' x S*
¢ difeomorfo a uma subvariedade de IR? de classe C™ que é usualmente conhecida
como toro em cursos elementares de Geometria Diferencial e de Calculo.

Sejam R, r numeros reais fixados com 0 < r < R. Para todo s € IR, denote por

A, IR? — IR? o operador correspondente & rotacao de angulo s no sentido anti-horario

em torno do eixo z; mais explicitamente, A; : IR?> — IR3 é o operador linear que é

representado na base canonica de IR? pela seguinte matriz:

coss —sens 0
sen s COs S 0
0 0 1

Seja v : IR — IR a parametrizacio usual para a circunferéncia de centro (R,0,0) e raio r
no plano zz, i.e.:

v(t) = (R + rcost,0,rsent).

Defina uma aplicacio g : IR? — IR? fazendo:
g(t,s) = Agy(t) = ((R+rcost)coss, (R+rcost)sens,rsent).
(a) Seja f: IR* — S! x 81 a aplicagdo definida por:
f(t,s) = ( cost,sent, cos s, sen s).
Mostre que, para todos t,s,t’, s’ € IR:

g(t,s) =g(t',s') < f(t,s) = f(t',s)

t—t’ s—s’
< o €Ze P € 7.

b) Conclua do item (a) que existe uma tnica aplicacdo g : S* x St — IR3 tal que o
(b) q plicacdo g q
diagrama:

]R2
fl X
St x §1 —— I3
g
comuta. Mostre que g é de classe C'*°.

[dica: use o principio de definigdo por passagem ao quociente provado na segao 2 da aula
nimero 9.

(c) Mostre que g é injetora e que sua imagem ¢ igual a imagem de g.
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(d) Mostre que g é uma imersao.
[dica: note que dg(f(t,s)) odf(t,s) = dg(t, s), que df (¢, s) é um isomorfismo e que dg(t, s)
¢ injetora].
(e) Conclua que g é um mergulho de classe C* e portanto g fornece um difeomorfismo
de classe C* entre S! x S! e a imagem de g, que é uma subvariedade de classe
C> de IR3.

[dica: S* x S é compacto].
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Aula nimero 15 (08/10)

(1) O fibrado tangente.

Seja M uma variedade diferencidvel de classe C* (1 <k <o0). A cada ponto x € M
associamos o espaco tangente T, M, que é um espaco vetorial real com dimensao igual a
dimensao de M. Denotamos por T'M a uniao disjunta de todos os espacos tangentes a M;
mais precisamente, definimos:

™™ = | ) ({z} x T.M).

O conjunto T'M ¢é chamado o fibrado tangente de M. O objetivo desta secao é mostrar
que o conjunto T'M pode ser visto de maneira natural como uma variedade diferenciavel.

Observagdo: uma outra possibilidade para definir o fibrado tangente de M seria fazer
TM = U,cp TeM, desde que soubéssemos que T, M NT,M = (), para todos x,y € M,
com = # y. A validade da condi¢do T, M NT,M = () depende da construcao especifica
para o espago tangente que foi escolhida. Nas construgoes usuais, essa condicao é de fato
satisfeita (poderia, no entanto, ocorrer “por coincidéncia” alguma intersegao entre T, M
e T,M, em alguma construcdo atipica para o espaco tangente). NO6s preferimos usar a
defini¢ao TM = U, ¢, ({2} x Tp M), para evitar a necessidade de considerar a interse¢ao
de T, M e T, M, que nao possui qualquer significado geométrico ou qualquer interesse.
Apesar da defini¢ao TM = {J,c,, ({z} x T, M), muitas vezes identificaremos T, M com o
subconjunto {x} x T,,M de TM através da bijecao ébvia v — (x,v).

Uma das motivacoes para estudar o conjunto 7'M é a seguinte:

Definigcao. Um campo vetorial na variedade M é uma aplicacao X : M — T'M tal que
X(z) € T, M, para todo x € M.

Podemos definir uma aplicacao 7 : TM — M de maneira natural fazendo:
w(x,v) = x,

para todos x € M, v € T, M. Dizemos que w é a projecao canonica do fibrado tangente
TM sobre M. Obviamente m é uma aplicacao sobrejetora. Observe que uma aplicacao
X : M — TM é um campo vetorial se e somente se o seguinte diagrama é comutativo:

M—>TM

RN

M

em outras palavras, X : M — T'M é um campo vetorial se e somente se a aplicacao X
é uma inversa a direita da projecao candnica w. Um campo vetorial em M é também
chamado de uma secao do fibrado tangente T'M.
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Vamos agora definir um atlas no fibrado tangente TM. Seja ¢ : U — U C R" uma
carta em M. Definimos uma aplicagao T¢ : 7~ 1(U) — U x IR™ fazendo:

To(z,v) = (¢(z),dp(@) - v),

para todos x € U, v € T, M. Como a aplicacao ¢ : U — Ué bijetora e dp(z) : T,M — IR"
¢ um isomorfismo para todo z € U, vé-se facilmente que a aplicacao T'¢ ¢ bijetora. Como
U x IR™ é um aberto de IR?", segue que T¢ é um sistema de coordenadas em T M. Vamos

mostrar que:
A={Ty: ¢ carta de M}

é um atlas de classe C*~! em TM (se k = oo entendemos que k — 1 = co0). Em primeiro

lugar, é 6bvio que os dominios dos elementos de A cobrem T'M. Sejam entao ¢ : U — U,
Y :V — V cartas em M e vamos mostrar que T e T%) sao C*~!-compativeis. Temos:

To(r {(U)Na ' (V) =Te(rx " (UNV)) =pUNV) x R",
TY(x~ ' (U)N7~ ' (V) =Ty(r~(UNV)) =¢UNV) x R"

Logo To(r~H{U)Na~1(V)) e Ty (x~(U) N~ 1(V)) sdo abertos em IR*", pois p(UNV)
e ¥(U NV) sdo abertos em IR™. Se (z,h) € U x IR entdo (Tp) 1(z,h) = (x,v), onde
z=¢ (z) ev=dp(z)"!h. Além do mais, se z € V entdo T¢(z,v) = (¢(z),dv(z) - v).
Seja a = 1) o o~ ! a funcdo de transicio de ¢ para 1. Temos:

dp(z) - v = [dw(cp_l(z)) o dgp(gp—l(z))*l} b =da(z) - h.
Logo, a fungao de transicao de Ty para T é dada por:
To(Te) ' i UNV) x R"> (z,h) — (a(z),da(z) -h) € p(UNV) x R".

Como a aplicacdo a é de classe C*, segue que a funcio de transicio T o (Tp)~! é de
classe C*~! (veja Exercicio 1). Analogamente, a aplicacdo inversa de T o (T'¢)~! (que é
igual a T'p o (T4)~1) é também uma aplicacdo de classe C*~!. Isso mostra que A é um
atlas de classe C*~! em TM.

Vamos agora mostrar que a topologia induzida por A em T'M é Hausdorff e satisfaz o
segundo axioma da enumerabilidade. Antes de mais nada, vamos mostrar que a projecao
m: TM — M é continua (onde TM é munido da topologia induzida por A). De fato,
se U C M é o dominio de uma carta ¢ entdo 7~ 1(U) é aberto em T M pois 7~ 1(U) é o
dominio da carta T'p. Em geral, se U C M é um aberto arbitrario entao U = | J,.; Us,
onde U; ¢ o dominio de uma carta em M para todo i € I. Dai 7= (U) = U, 7 H(U;) é
aberto em TM.

Vamos mostrar entdo que a topologia induzida por A em TM é Hausdorff. Sejam
(x,v), (y,w) € TM pontos distintos. Se x # y entdo, como M é Hausdorff, existem abertos
disjuntos U, V.C M com z € U, y € V. Dai 77 3(U) e 7~ 1(V) sdo abertos disjuntos em
TM contendo (x,v) e (y,w) respectivamente. Suponha agora que = = y. Seja ¢ : U — U
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uma carta em M com xz € U. Como dyp(x) - v # dp(x) - w, existem abertos disjuntos
A,B C R" com dp(z)-v € A edp(z)-we B. Dai (T)~" (U x A) e (T)~ (U x B) sdo
abertos disjuntos em T'M contendo (z,v) e (z,w) = (y, w) respectivamente.

Mostremos agora que a topologia induzida por A em T'M satisfaz o segundo axioma
da enumerabilidade. Como M satisfaz o segundo axioma da enumerabilidade, temos que
o atlas maximal que define a estrutura diferencidvel de M contém um atlas enumeravel
{¢i}ien (veja Exercicio 7 da aula nimero 11). Dai {T'¢; };c v é um atlas enumeravel para
TM e portanto T'M satisfaz o segundo axioma da enumerabilidade (veja Exercicio 5 da
aula nimero 5).

Demonstramos entao o seguinte:

Teorema. Seja M uma variedade diferencidvel de classe C* (1 < k < c0) e de dimensao
n. Entao o fibrado tangente T M, munido do atlas maximal de classe C*~1 que contém o
atlas A descrito acima, é uma variedade diferencidvel de classe C*~! e de dimensao 2n. ®

A estrutura diferenciavel em TM definida acima serd chamada a estrutura dife-
renciavel usual do fibrado tangente de M. A partir de agora, a menos de mengao explicita
em contrario, suporemos sempre que o fibrado tangente de uma variedade é munido de sua
estrutura diferencidvel usual.

Vamos agora estudar algumas propriedades simples do fibrado tangente. Comecamos
com o seguinte:

Lema. Seja M uma variedade diferencidvel de classe C* (1 < k < 00). Entdo a projecao
canénica m : TM — M é uma aplicacdo de classe C*~1. Se k > 2, entdo m é uma
submersao.

Demonstragao. Seja ¢ : U — U C IR™ uma carta de M e considere a carta correspon-
dente T em TM. Daf 7 leva o dominio de T¢ (ou seja, 7~ *(U)) dentro do dominio de
. E facil ver que a representagao de m com respeito as cartas Tp e ¢ é dada por:

gOOﬂo(Tgp)_l:ﬁXRnB(z,h%—%ZGﬁ.

Como a projegao (z,h) — z é uma submersao de classe C*> e ¢, T sao difeomorfismos
de classe C*~1, segue que a restri¢do de m a 7~ 1(U) é de classe C*¥~! e é uma submersdo
se k > 2. Como a carta ¢ é arbitraria, obtemos a conclusao desejada. B

Lema. Sejam M uma variedade diferencidvel de classe C¥ (1 < k < o0) e Z C M um
aberto. Entao T'Z é um aberto de TM. Além do mais, a estrutura diferenciavel usual do
fibrado tangente da variedade Z coincide com a estrutura diferenciavel que T'M induz no
aberto T'Z.

Demonstragao. Como T,,Z = T, M para todo x € Z, temos que TZ = 7~ 1(Z). Como
m é continua, segue que T'Z é aberto em T'M. A estrutura diferenciavel usual do fibrado
tangente de Z ¢ o atlas maximal de classe C*~1 que contém os sistemas de coordenadas da
forma T'p, com ¢ : U — U uma carta de Z. Mas se ¢ é uma carta de Z entao ¢ também
é uma carta de M e portanto T'¢ é uma carta de T'M com dominio contido em T'Z. Logo
T pertence a estrutura diferenciavel induzida por T'M no aberto TZ. R
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Lema. Se V é um espaco vetorial real de dimensao finita entao TV =V x V. Além do
mais, a estrutura diferenciavel usual do fibrado tangente de V coincide com a estrutura
diferenciavel usual do espago vetorial real V' x V (i.e., a estrutura diferencidavel que contém
os isomorfismos lineares entre V x V' e o espaco Euclideano).

Demonstragao. Para todo x € V', temos T,V =V e portanto:
U ({2} x V) =V x V.
zeV

Seja agora ¢ : V' — IR™ um isomorfismo linear. Dai ¢ é uma carta na variedade V. Temos:
Te:V xV 3 (z,v)— (o),dp(z)-v) = (), ¢(v)) € R" x R™.

Logo Ty : V x V — IR?>" ¢ um isomorfismo linear. Daf tanto a estrutura diferencidvel
usual do fibrado tangente de V' quanto a estrutura diferenciavel usual do espago vetorial real
V xV contém o atlas {Tp}. Isso mostra que tais estruturas diferencidveis em TV =V xV
coincidem. W

Corolario. Se Z é um aberto de IR™ entao TZ = Z x IR"™ e a estrutura diferenciavel
usual do fibrado tangente de Z coincide com a estrutura diferencidvel induzida por IR*"
no aberto Z x IR".

Demonstragao. Segue dos dois tdltimos Lemas. B

Lema. Seja M uma variedade diferencidvel de classe C* (2 < k < 00). Para todox € M,
o espaco tangente T, M (que identificamos com {x} x T,,M ) é uma subvariedade de classe
C*~1 do fibrado tangente TM. Além do mais, a estrutura diferencidvel usual do espaco
vetorial real T, M coincide com a estrutura diferenciavel induzida por TM em T, M.

Demonstracao. O fato que T, M é uma subvariedade de classe C*~! de TM segue da
observacido que T, M = 7~ %(z), ji que 7 é uma submersio de classe C*~!. No entanto, é
muito ficil construir uma carta de subvariedade para T,; M e com isso poderemos identificar
rapidamente a estrutura diferenciavel induzida por M em T, M. Seja o : U — U C IR"
uma carta em M com x € U e considere a carta correspondente T em T'M. Temos:

To(r " (U)NT,M) =To(T,M) = {p(z)} x R"
Considere o difeomorfismo a : IR?*™ — IR?>" de classe C* definido por:
a(z,h) = (h,z — ¢(z)).
Daf ao Ty : 7Y U) — a(fj x IR™) é uma carta em T'M e:
(aoT)(r N (U)NTM) = R" = (U x R") N IR",

i.e., 0Ty é uma carta de subvariedade para T, M. A restri¢ao de aoT'p a T, M nos fornece
um sistema de coordenadas em T, M pertencente a estrutura diferenciavel induzida por
TM em T, M. Tal restri¢ao é dada por (recorde a identificacao entre T, M e {x} x T, M):

T.M3>v+— (aoTp)(x,v) =dp(x) v e R".
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Mas dp(x) : T,M — IR™ é um isomorfismo linear e portanto é também um sistema de
coordenadas pertencente a estrutura diferenciavel usual do espaco vetorial real T, M. Con-
cluimos entao que o atlas {dgp } em T, M esta contido tanto na estrutura diferencidavel
induzida por TM em T, M como na estrutura diferencidvel usual do espaco vetorial real
T,M. A conclusao segue. R

Passamos agora ao estudo de campos vetoriais em variedades. Temos a seguinte:
Definigao. Sejam M uma variedade diferencidvel de classe C* (1 < k < o0) e X um

campo vetorial em M. Se o : U — UcC IR" é uma carta em M entao a representagao de
X com respeito a carta ¢ é a aplicacao X : U — R" definida por:

X(2) =dp(p'(2)) - X (¢ '(2),
para todo z € U.

A cada carta ¢ : U — U C IR" na variedade M , podemos associar de modo natural
uma base de T, M para todo x € U. Mais explicitamente, temos uma tinica base em 1, M
que é mapeada pelo isomorfismo dp(x) : T, M — IR™ sobre a base canénica de IR"™. Essa
base é muitas vezes denotada por (81 (z),...,0,(x)); temos entdo:

_ oot :
Oila) = dp(a) ™" e = 55 (p(a), i=1,....m,

onde (e;)_; denota a base canoénica de IR™. Note que para todo v € T, M temos que a
n-upla de(z)-v € IR™ consiste das coordenadas de v na base ((91(m)):;1 Em particular, se

X é um campo vetorial na variedade M e X éa representacao de X na carta ¢ entao, para
todo z € U, an-upla X (p(z)) € IR" consiste das coordenadas de X (z) na base (82(90))7:1

Nao se deve confundir a representacao de um campo vetorial X em M numa carta ¢
com a representagao em coordenadas da aplicacao X : M — TM com respeito a cartas
em M e em TM. No entanto, tais representacoes sao intimamente relacionadas, como se
vé no seguinte:

Lema. Seja M uma variedade diferenciavel de classe Ck (1<k<x)esejaX: M —TM
um campo vetorial. Se X é de classe C*~! entdo a representacdo de X com respeito a
qualquer carta de M é uma aplicacdo de classe C*~1. Reciprocamente, se todo ponto de
M pertence ao dominio de uma carta de M na qual a representacao de X é uma aplicacao
de classe C*~1 entdo X é de classe C*~1.

Demonstragao. Seja p: U — U C IR™ uma carta de M e seja T'p a carta correspondente
em T M. Temos que X leva o dominio de ¢ dentro do dominio de T, i.e., X (U) C 7~ 1(U);
a representacao da aplicacao X com respeito as cartas ¢ e T'p é dada por:

TgooXo<p_1:l792»—>(z,)N((z)) eU x R",

onde X (z) = de(¢1(2)) - X (¢ '(2)) denota a representacdo do campo vetorial X na
carta . Temos entdo que X é de classe C*~! se e somente se a restricio de X a U é de
classe C*~1. A conclusdo segue. B
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Observacgdo: em cursos de Célculo no IR™, um campo vetorial X num aberto U C IR"™ é
definido como sendo uma aplicagao X : U — IR™. Vimos que TU = U x IR" e portanto
um campo vetorial na variedade U (de acordo com nossa definicdo) é uma aplicagao da
forma:

Uz (2,X(z)) €U x R".

Temos entao uma pequena incompatibilidade de terminologia, mas que na pratica nao
causa confusao. Note que a representacao do campo vetorial U > z — (m, X (w)) e UxR"
com respeito a carta Id : U — U ¢é a aplicagao X : U — IR™.

Mostramos agora que a imagem de um campo vetorial em M é uma subvariedade do
fibrado tangente T'M.

Lema. Seja M uma variedade diferencidvel de classe C* (2 < k < 00) e seja X um campo
vetorial de classe C¥~! em M. Entao a aplicacdo X : M — TM é um mergulho de classe

Cck-1L.

Demonstragao. Basta observar que a projecao canonica m : TM — M é uma inversa a
esquerda de classe C*~! para X (veja aula nimero 9). B

Corolério. Seja M uma variedade diferencigvel de classe C* (2 < k < o) e seja X um
campo vetorial em M de classe C*¥~1. Entao a imagem de X é uma subvariedade de T M de
classe C*~! e a restricao da projecao canénica «: TM — M a X (M) é um difeomorfismo
de classe C*~1 da imagem de X sobre M.

Demonstragao. Pelo Lema anterior, X é um mergulho de classe C*~! e portanto X (M) é
uma subvariedade de classe C¥~1 de TM e X : M — X (M) é um difeomorfismo de classe
C*k=1. Para concluir a demonstracio, observe que 7| x) @ X(M) — M é a aplicagao
inversa de X : M — X(M). ®

Definigao. Seja M uma variedade diferencidvel de classe C* (1 < k < 00). O conjunto
My = {(a:, 0):x € M} formado pelos vetores nulos dos espacos tangentes T, M, x € M, é
chamado a se¢ao nula do fibrado tangente T'M.

Corolério. Seja M uma variedade diferencidvel de classe C* (2 < k < o0). Entao a se¢ao
nula My do fibrado tangente TM é uma subvariedade de TM de classe C*~1. Além do
mais, a restricao da projecao canénica w : T'M — M a My fornece um difeomorfismo de
classe C*~1 de M, sobre M.

Demonstracao. Basta aplicar o Corolario anterior para o campo vetorial nulo, i.e., a
aplicacao X : M — T'M tal que X(z) é o vetor nulo de T, M, para todo =z € M (veja
Exercicio 4). B

Se M, N sao variedades de classe C* (1 <k < o0) ese f: M — N é uma aplicacio
de classe C* entdao podemos identificar a diferencial de f com uma aplicacdo de TM em
T N; mais precisamente, definimos:

df(!L‘,U) = (f(x),df(l‘) ) U)u
para todos x € M, v € T, M. Temos o seguinte:
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Lema. Sejam M, N variedades diferencidveis de classe C¥ (1 <k < oo)esejaf: M — N
uma aplicacao de classe C*. Entao a aplicacao df : TM — TN é de classe C*~1.

Demonstragao. Sejam ¢ : U — UcC R™, o :V — V C IR™ cartas em M e em N
respectivamente, com f(U) C V. Considere as cartas correspondentes T em TM e T
em TN. Temos que df leva o domfnio de Tp (i.e., 7~*(U)) dentro do dominio de T
(i.e., 7 1(V)). Como ¢ e 1 podem ser escolhidas de modo que 7~1(U) contenha um
ponto arbitrario dado a priori de T'M, a demonstracao ficara completa se verificarmos
que a representacao de df com respeito as cartas Ty e T4 é de classe CF 1. Denote por
f=1ofop ! arepresentacio de f com respeito s cartas ¢ e 1. Seja (z,h) € U x R™
e defina (z,v) = (T¢) *(2,h), de modo que z = p~1(z) e v = dp(x)~! - h. Daf:

(T4 0 df)(a.v) = (¥(F()). [0 (F(2) 0 df(@)] -v);

[ @) 0 df@)] v = [Ap(f()) 0 df () 0 dp(a) Y] -h = df(z) - h.

Logo, a representacao de df com respeito as cartas T e T é dada por:
Tpodfo(Te)™ U x R™ 3 (2,h) — (f(2),df(z)-h) € V x R".

Como f é de clase C*, segue que Tpodf o (Tp)~! é de fato uma aplicacao de classe C*~*
(veja Exercicio 1). B

Corolario. Sejam M, N variedades diferenciaveis de classe Ck (1 < k < o0) e seja
f: M — N um difeomorfismo de classe C*. Entdo a aplicacao df : TM — TN é um
difeomorfismo de classe C*~1.

Demonstragao. Note que (df)~! = d(f~!) e use o Lema anterior. B

Observagdo: se f : U — IR™ é uma aplicacdo de classe C* (1 < k < o0) definida num
aberto U C IR™ entao a diferencial de f é normalmente entendida em cursos de Calculo
no IR™ como a aplicagdo U > z — df(z) € Lin([R™,R™). Tal aplicacdo ¢é diferente da
diferencial df : TU — TIR™ considerada acima; de fato, a diferencial considerada acima é
dada por:

UxR" > (z,v) — (f(z),df (z) -v) € R" x R".

Para evitar essa ambiguidade, muitas vezes a diferencial df : TM — T'N de uma aplicagao
f: M — N é denotada por T'f e é chamada a aplicacao tangente a f. Preferimos, no
entanto, escrever df em vez de T'f. Na prética, essa ambigiiidade de notacao raramente
causa confusao.

Teorema. Seja M uma variedade diferenciavel de classe Ck 2<k<x)esejaNCM
uma subvariedade de classe C*. Entdo TN é uma subvariedade de TM de classe C*~1.
Além do mais, a estrutura diferenciavel usual do fibrado tangente de N coincide com a
estrutura diferenciavel induzida por TM em TN.

Demonstragao. Seja ¢ : U — U C IR™ uma carta de subvariedade para N, i.e., ¢ é uma
carta de M e p(UNN) =U N IRP. Como ¢ é um difeomorfismo que leva a subvariedade
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UNN de U na subvariedade U N IRP de (N], temos que, para todo x € U N N, a diferencial
dep(x) leva o espaco tangente a U N N no ponto x (que coincide com 7, N) no espago

tangente a U N IRP no ponto ¢(x) (que coincide com IRP). Temos entao:
dp(z)(ToN) = IR,
para todo x € U N N. Dai é facil ver que:
Te(r Y(U)NTN) = p(UNN) x R? = (UNRP) x R? = (U x R™) N (IR? x IRP),
onde identificamos IRP x IRP com o seguinte subespaco de IR?":

]Rpxﬂ:ip%{(zl,...,zp, 0,...,0,h1,..., ~y, 0,...,0):zl,...,zp,hl,...,hpeﬂ?}.

n—p zeros n—p zeros

Seja o : IR?™ — IR?>™ o isomorfismo definido por:

a(zi,...,2p, 0,...,0 by, o Ry, 0,...,0) = (21,...,2p, h1,..., By, 0,...,0 ).
—— N—— ——
n—p zeros n—p zeros 2n—2p zeros

Temos que « leva o subespago IRP X IRP de IR?™ sobre o subespaco IR?P de IR?" e portanto
acarta ao Ty : 7 HU) = a(U x IR") de TM satisfaz:

(aoTcp)(W_l(U) NTN) = a(ﬁ x IR™) N IR*,

i.e., « o T'p é uma carta de subvariedade para T'N. Como ¢ pode ser escolhida de modo
que 7~ 1(U) contenha um ponto arbitrario dado a priori de T'N, segue que TN é uma
subvariedade de TM de classe C*~1.

Vamos agora mostrar que a estrutura diferenciavel usual do fibrado tangente de N
coincide com a estrutura diferencidvel induzida por TM em T'N. Para cada carta de
subvariedade ¢ : U — U para N, denotamos por ¢y = ¢luny : UNN — UNIRP a
carta correspondente a ¢ em N. Quando ¢ percorre o conjunto de todas as cartas de
subvariedade para N, temos que as correspondentes cartas ¢y em N constituem um atlas
para N (contido na estrutura diferenciavel induzida por M em N) e as correspondentes
cartas T'wg em T'N constituem um atlas para T'N contido na estrutura diferenciavel usual
do fibrado tangente de N. Vimos acima que a cada carta de subvariedade ¢ para N esta
também associada uma carta de subvariedade a o T'@ para T'N; tal carta restringe-se a
uma carta: _

ao Tl —1annry 7 (U)NTN — (U x R™) N IR* (1)

em TN e quando ¢ percorre o conjunto de todas as cartas de subvariedade para N,
temos que as correspondentes cartas (1) em T'N constituem um atlas contido na estrutura
diferenciavel induzida por TM em T'N. Para mostrar que a estrutura diferenciavel usual
do fibrado tangente de N coincide com a estrutura diferenciavel induzida por TM em TN,
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é suficiente verificar que a carta (1) coincide com a carta Tyy. Tome entdo z € UN N,
v €Ty N e escreva po(x) = (21,...,2p) e dpo(z) - v=(h1,...,hy). Temos:

o) = (#1,---,%p, 0,...,0), de(z) -v=_(h1,...,hp, 0,...,0),
——— ———
n—p zeros n—p zeros

e portanto a carta (1) de fato coincide com a carta T'¢p. B

Observacgdo: se M é uma variedade diferencidvel de classe C' e se N C M é uma sub-
variedade de M de classe C' entao nao podemos dizer que TN é uma subvariedade de
TM de classe C°, pois nés introduzimos a nocao de subvariedade apenas para variedades
diferencidveis de classe C'. No entanto, o argumento apresentado na demonstracio do
Teorema acima implica que a estrutura diferenciavel (de classe C°) usual do fibrado tan-
gente de N contém um atlas formado por restrigoes de cartas de T'M. Isso implica que a
topologia de T'N (induzida pelo seu atlas) coincide com a topologia induzida por T'M.

Corolario. Sejam M uma variedade diferenciavel de classe Ck l1<k<oo), NCM
uma subvariedade de classe C* e X um campo vetorial em M de classe C*~! tal que
X(z) € T, N, para todo x € N. Entao X|y : N — TN é um campo vetorial de classe
C*=1 em N.

Demonstragao. A condicdo X (z) € T,,N, para todo = € N, significa que X(N) C T'N.
O fato que X|n : N — TN é de classe C*~! segue entdo diretamente do Teorema anterior
(para o caso k = 1, veja a Observagao que segue o Teorema). B

Coroldrio. Sejam M, N variedades diferencidveis de classe C* (2 < k < o0) e seja
f: N — M um mergulho de classe C*. Entao df : TN — TM é um mergulho de classe
Cck-L

Demonstragao. Como f é um mergulho de classe C*, temos que f(IN) é uma subvarie-
dade de M de classe C* e a aplicacdo fy: N — f(N) que difere de f apenas pelo contra-
dominio é um difeomorfismo de classe C*. Dal, pelo Teorema anterior, T[ f(N )} é uma
subvariedade de classe C*~! de TM e portanto a aplicacio inclusdo de T' [ f(N )} em T'M é
um mergulho de classe C*~1, sendo T[ f(N )} munida da estrutura diferencidvel induzida
por TM. Como fo é um difeomorfismo de classe C*, temos que dfy : TN — T[f(N)] ¢
um difeomorfismo de classe C*~!, sendo T'[f(N)] munida da estrutura diferencidvel usual
do fibrado tangente de f(N). Como a estrutura diferencidvel usual do fibrado tangente
de f(N) coincide com a estrutura diferencidvel induzida por TM em T[f(N)] e como
df : TN — TM ¢ igual a composta de dfy com a inclusao de T[f(N)] em T'M, segue que
df é um mergulho de classe C*~1. m
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Exercicios.
(nao é para entregar, mas é bom dar uma olhada e quem tiver problemas me procura).

Calculo no IR".
1.
(a) Seja ¢ : U — Lin(IR™, IR™) uma funcdo de classe C*, onde U C IRP é um aberto
e Lin(/R™, IR™) denota o espago vetorial das aplicacoes lineares T : IR™ — IR"™.
Mostre que a aplicagdo o : U x IR™ — IR"™ definida por o(z,v) = ¢(x) - v é de
classe C*. Se k > 1, mostre que a diferencial de ¢ é dada por:

do(z,v) - (h,t) = [de(z) - h] - v + ¢(x) - ¢.

[dica: a funcdo A : Lin([R™,IR") x R™ — IR™ definida por \(T,v) = T'(v) é bilinear
e o = Ao (¢om,m), onde m, my denotam as projecoes do produto U x IR™. Para
calcular a diferencial de o, use o fato que a diferencial da aplicacao bilinear A é dada por
dN(T,v) - (H,w) = XNT,w) + A(H,v)].
(b) Seja f : U — IR™ uma funcao de classe C* (1 < k < o) definida num aberto U
de IR™. Mostre que a aplicacao o : U x IR"™ — IR™ definida por o(x,v) = df(z)-v
é de classe C*~1. Se k > 2, mostre que a diferencial de o é dada por:

do(z,v) - (h,t) = [d(df)(x) - h] v+ df(z) -t

[dica: tome ¢ = df no item (a)].
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Fibrado tangente.

2. Sejam M, ..., M, variedades diferencidveis de classe C* (1 <k < o0), M =T["_, M;
o seu produto cartesiano e pr;, : M — M;, i« = 1,...,p, as projecoes. Mostre que a
aplicacao:

p

(d(pry),...,d(pr,)) : TM — H TM;
i=1
é um difeomorfismo de classe C*~1.

[dica: a aplicacdo acima é de classe C*~! (veja secdo 4, aula nimero 5) e é bijetora (veja
secdo 3, aula ntimero 7). Para ver que sua inversa é de classe C*~!, tome uma carta
p; U = U; C IR" em M;, parai = 1,...,p. Denote por m; : TM; — M; a projecao
canonica do fibrado tangente de M; e por m : TM — M a projecao canonica do fibrado
tangente de M. Dai Tp; : m; ' (U;) — U; x IR™ é uma carta em TM;, parai = 1,...,p,
15, @i : T15-, Ui = [1%_, U; é uma carta em M e temos também as cartas:

r(f1a) o (1) — (118) (1T

=1 = =1

p p p
=1 =1 i

)
[y

s
I
-

nas variedades T'M e [[,_, T M;, respectivamente.
Usando o resultado do item (b) do Exercicio 7 da aula ndmero 10, verifique que
a representacao da aplicacao (d(prl), . ,d(prp)) com respeito as cartas T(Hf:1 goi) e
P Ty, é dada por:

p

p p
(Hijz) X <HRM> S (21, -y 2pshay oo hy) — (21,ha, oo 2p, hy) € H(fjl x R™).
=1 i=1

i=1

A aplicac@o acima é obviamente um difeomorfismo de classe C'*].

Observacgdo: o Exercicio 2 nos diz que o fibrado tangente de um produto cartesiano de
variedades diferenciaveis pode ser naturalmente identificado com o produto cartesiano dos
seus fibrados tangentes.
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3. Sejam M, N variedades diferenciaveis de classe C* (2 <k < o) e f: M — N uma
aplicacdo de classe C*. Mostre que:

(a) se f é um difeomorfismo local entdo df : TM — T'N é um difeomorfismo local;
[dica: se U C M,V C N sao abertos tais que f|y : U — V é um difeomorfismo de classe
C* entéo df| -1y : 1 (U) = 71 (V) é um difeomorfismo de classe C*~1].

(b) se f é uma imersao entao df : TM — TN é uma imersao;

(c) se f é uma submersao entao df : TM — TN é uma submersao.

[dica: para os itens (b) e (c), sejam ¢ : U — U C IR™ uma cartade M e : V — V c R
uma carta de N com f(U) C V. Vimos no texto que, se f denota a representacio de f

com respeito as cartas ¢ e ¥ entao a representacao de df com respeito as cartas T'p e Ty

¢é dada por: B 3 3 B
UxIR™ > (2,h) — (f(2),df(z) - h) € V x R™.

Usando o resultado do Exercicio 1, vé-se que a diferencial da aplicacao acima num ponto
(z,h) € U x IR™ é dada por:

R™ x R™ > (w,t) — (df(z) cw, (A(df)(2) - w) - b+ df(2) ~t) e R" x R". ()

Verifique que se a aplicacdo df(z) é injetora (resp., sobrejetora) entdo a aplicacio (x)
também é injetora (resp., sobrejetora)].
4. Seja M uma variedade diferencidvel de classe C* (1<k<x)esejaX: M —TM o

campo vetorial nulo, i.e., para todo z € M, X (z) é o vetor nulo de T, M. Mostre que
X ¢é de classe CF—1,

[dica: a representacao do campo vetorial X em qualquer carta de M é uma aplicagao nula).

5. Seja M uma variedade diferencidvel de classe C* (1 <k < o00). E facil ver que o
conjunto I' de todos os campos vetoriais em M, munido das operacoes:

(X4+Y)(z)=X(z)+Y(x), (cX)(z)=cX(z), X, YeT,ceR, x€ M,

é um espaco vetorial real. Mostre que o conjunto dos campos vetoriais de classe C*~1
em M é um subespago de T'.
[dica: se ¢ : U — U é uma carta em M e se X , Y denotam respectivamente as repre-
sentacoes de X e Y com respeito a carta ¢ entao X + Y e cX sao respectivamente as
representacoes com respeito a carta ¢ dos campos X + Y e cX. Use também o resultado
do Exercicio 4].
6. Seja M uma variedade diferenciavel de classe C* (1 < k < o0) e seja X : M — TM
um campo vetorial continuo. Mostre que X : M — X (M) é um homeomorfismo e
que X (M) é um subconjunto fechado de T'M.

[dica: use o resultado dos Exercicios 9 e 11 da aula nimero 9, levando em conta que a
projecao canodnica m : TM — M é uma inversa a esquerda continua para X|.
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Aula nimero 16 (10/10)

(1) O Hessiano de uma funcao numa variedade diferenciavel.

Nesta secao generalizamos para o contexto de variedades diferenciaveis a nocao de
Hessiano de uma funcao de classe C?. Para o caso de funcdes no espaco Euclideano, o
Hessiano é bem definido em qualquer ponto do dominio, mas, como veremos adiante, no
caso de fungoes em variedades diferencidveis, o Hessiano s6 é bem definido nos pontos onde
a diferencial da funcao se anula.

Comecamos recordando a definicao de Hessiano para fungoes no espaco Euclideano.
Sejam U C IR™ um aberto e f : U — IR™ uma funcao diferenciavel. A diferencial de f
é uma aplicagdo definida em U e tomando valores no espaco vetorial real Lin(/R™, IR™)
das aplicagbes lineares T : IR™ — IR™. Se a diferencial df : U — Lin(R™, IR"™) é nova-
mente uma aplicagao diferencidavel num ponto z € U, dizemos entao que f é duas vezes
diferenciavel no ponto x. Nesse caso, podemos considerar a diferencial de df no ponto x:

d’f(x) = d(df)(z) : R™ — Lin(RR™, IR"™).

Temos d(df)(z) € Lin(IR™,Lin(JR™, IR")). A diferencial de segunda ordem ou Hessiano
de f no ponto z é a aplicacdo d® f(z) : IR™ x IR™ — IR"™ definida por:

A2 f () (v,w) = (A () - v) - w,

para todos v, w € IR™. Temos que d®) f(x) é uma aplicacao bilinear (veja Exercicio 1). Na
verdade, o Teorema de Schwarz nos diz que d® f (z) é uma aplicagao bilinear simétrica,
ie., d® f(2)(v,w) = d® f(x)(w,v), para todos v,w € IR™ (veja Curso de Andlise vol. 2,
Elon Lages Lima, §1, Capitulo V).

O Lema a seguir relaciona o Hessiano de f com as derivadas parciais de segunda ordem
de f.

Lema. Seja f : U — IR™ uma funcao diferenciavel num aberto U C IR™ e suponha que
f seja duas vezes diferenciavel num ponto xo € U. Se (e;)7", denota a base canénica de

IR™ entao: 5 f 5 of
4@ sei) = - <_)
f(xo)(e 76]) axlaxj (‘TO) axl 617J (IO)7
para todos i,7 =1,...,m.
Demonstragao. Sejam 7,7 = 1,...,m fixados. Temos:

0
%fj@:) = df(2) ¢,

para todo € U. Denote por A : Lin(IR™, IR") — IR™ a aplicacdo de avaliacao em ej, i.e.,
ANT) =T(e;), para todo T € Lin(/R™, IR™). Dai:

of
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Diferenciando a igualdade acima dos dois lados no ponto zy e usando a regra da cadeia
obtemos:

a(2L) (w0) = ax(df(z0)) © A(df) o).

da;
Como A é linear, temos dA (d f (a:o)) = \; avaliando entao os dois lados da igualdade acima
em e;, obtemos:

d<067fj> SO afia];j (z0) = A(d(df) (o) - €5) = (d(df)(z0) - €:) - €;.

A conclusao segue observando que:

(d(df)(wo) - €;) - &5 = (A2 f(wo) - €;) - 5 = AP f(x0) (s, ¢;). W

Corolario. Seja v : I — IR"™ uma aplicacao diferenciavel num aberto I C IR e suponha
que vy é duas vezes diferenciavel num ponto ty € I. Entao:

7" (to) = dPy(to)(1,1).
Demonstragao. Segue do Lema anterior, tomando m = 1. R

Se f : M — IRP é uma funcdo de classe C? definida numa variedade diferencidvel
M de classe C? entdo a diferencial de f é uma aplicacdo de classe C' definida no fibrado
tangente T'M e tomando valores em TIRP = IRP x IRP. Se diferenciarmos a diferencial de
f num ponto v € T'M, obteremos uma aplicacao definida em T,,TM e nao uma aplicacao
bilinear definida num espago tangente a M em algum ponto. Como procedemos entao para
definir o Hessiano de uma funcao f: M — IRP 7 A idéia é considerar uma representagao
f de f em alguma carta ¢ de M, tomar o Hessiano de f e depois “transferir de volta” a
aplicacao bilinear obtida no espaco Euclideano para o espaco tangente. Para formalizar
esse procedimento, introduzimos a seguinte:

Definigao. Sejam M uma variedade diferencidvel de classe C* (1 < k < o), x € M um
ponto e B : T, M x T, M — IRP uma aplicagao bilinear. Se ¢ : U — U C IR"™ é uma carta
em M com x € U entao a aplicacao bilinear B : IR" x IR™ — IRP definida por:

B(hi,hs) = B(dp(z)™ - hi,dp(z) ™ - ha),  hi,he € R™,
é dita a aplicacao bilinear que representa B com respeito a carta .

Obviamente, se B : IR" x R" — IRP é uma aplicacao bilinear e ¢ : U — U é uma
carta com x € U entao existe uma unica aplicagao bilinear B : T, M x T, M — IRP tal que
B representa B com respeito a carta ; de fato, B ¢ dada por:

B(vy,vg) = E(dgp(m) w1, de(x) - ’02),

para todos vq,vy € T, M.

Para definir o Hessiano de uma funcao f : M — IRP num ponto x € M usando
representacoes em coordenadas, precisamos verificar que tal definicao nao depende da
carta escolhida em M. Veremos adiante que isso s6 é verdade quando df(x) = 0. Para
demonstrar isso, precisamos estudar a relagao entre as representacoes de uma aplicacao
bilinear B : T, M x T, M — IRP em duas cartas diferentes de M. Temos o seguinte:
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Lema. Seja M uma variedade diferencidvel de classe C* (1 < k < o0) e seja v € M um

ponto. Sejam ¢ : U—>UCR" (R V >V C R" cartasem M comz € UNV e
sejam By : Ty M X T, M — IRP, By : T, M x T, M — IRP aplicagoes bilineares. Denote por
Bi : IR" x IR"™ — IRP a aplicacao bilinear que representa By com respeito a carta ¢ e por
Bs : IR™ x IR™ — IRP a aplicacao bilinear que representa By com respeito a carta 1. Entao
B1 = By se e somente se:

EQ(Thl, Thg) = El(hl, hg), (*)
para todos hi,hy € IR", onde T : IR™ — IR™ denota a diferencial da funcao de transicao
Y o =t no ponto p(x).

Demonstracao. Em primeiro lugar, observamos que:

T = di(z) o dp(z) "

Suponha que By = Bj e provemos (x). Sejam hi,he € IR™ e sejam v1,vy € T, M com
h1 = ng(l’) * VU1, h2 = ng($) c V. Dai:

El(hl, h2) = Bl (Ul, 1)2) = BQ(Ul, ’Ug) = EQ (d’g/)(.’l?) + V1, dw(l') . ”Ug);

mas:

dip(z) -v1 = (dy(z) odep(z) ™) - hy = Thy, dyp(z) - vo = (d(z) o dp(x)™") - he = Th,

o que prova (*). Suponha agora que a identidade (x) é satisfeita e provemos que B; = Bs.
Sejam vy,ve € T, M e defina hy = dy(z) - v1, he = dp(x) - v9. Dali:

Bl (Ul,’vg) = él (hl, hg) = EQ(Thl, Thz) = B2 (d'g/}(l’)_l : Thl, dQ/)(IL’)_l : Thz);
mas:
dy(z)™t-Thy =de(z)™ ' - hy =vy, dY(z)™' Thy =dp(x)™! - hy = v,

Concluimos entao que Bj(v1,v2) = Ba(vy,v2). B

Observamos que no caso p = 1, a condicao ég(Thl, Thy) = El(hl, hs2) que aparece no
enunciado do Lema acima pode ser descrita em termos das representagoes matriciais de
Bi, By e T (veja Exercicio 2).

Corolario. Seja M uma variedade diferenciavel de classe Ck (1<k<x)esejaxec M
um ponto. Suponha que para toda carta ¢ : U — U C IR™ em M com x € U seja dada
uma aplicacgao bilinear B, : IR" x IR"™ — IRP. As seguintes condigoes sao equivalentes:
(a) existe uma aplicacao bilinear B : T, M x T,M — IRP tal que, para qualquer carta
¢:U—=Uem M comx € U, temos que B, representa B com respeito a carta ¢;
(b) para quaisquer cartas ¢ : U — (7, vV o= Vem M comz € UnN V', temos

By, (Thl,Thg) = B, (hi1, h2), para todos hi,hy € IR", onde T : IR™ — IR" denota a

diferencial da funcao de transicao 1 o ¢~ no ponto ¢(z).
Demonstragao. Segue diretamente do Lema anterior. B

Utilizando o Lema a seguir, seremos capazes de comparar os Hessianos de repre-
sentagoes de uma funcao f : M — IRP em duas cartas diferentes de M.

133



Lema. Sejam f : U — IRP, o : V — IR™ funcoes diferenciaveis definidas em abertos
UcR™ V CIR", com«a(V) C U. Suponha que « seja duas vezes diferencidvel num
ponto g € V e que f seja duas vezes diferenciavel no ponto yo = a(zg) € U. Entao f o «
é duas vezes diferenciavel no ponto xg e seu Hessiano nesse ponto é dado por:

d®(f 0 a)(x0)(v, w) = d® f(y0) (dax(wo) - v, da(o) - w) + df (yo) - AP ex(o) (v, w),
para todos v,w € IR".
Demonstracao. Pela regra da cadeia, temos:
d(foa)(x) = df(oz(x)) oda(x), (1)

para todo x € V. Seja C : Lin(/R™, IRP) x Lin(IR",IR™) — Lin(/R", IRP) a aplicagao
definida por:
C(T,S)=ToS.

Temos que C ¢ bilinear e portanto de classe C°°; além do mais, a diferencial de C num
ponto arbitrario (7', 5) é dada por:

De (1) vem:
d(foa)=Co((df)oa,da),

onde ((df) o a,de) : V — Lin(IR™, IRP) x Lin(IR", IR™) denota a aplicacao cujas coorde-
nadas sao (df) o @ e da. Da igualdade acima vé-se que d(f o a) é diferencidvel no ponto
xg e portanto f o« é duas vezes diferenciavel no ponto xg; diferenciando os dois lados da
igualdade acima no ponto x( e usando a regra da cadeia, obtemos:

d2(f o @)(0) = dC(df (o), da(ao)) o (d((df) © @) (z0), d*a(0) ).

Aplicando os dois lados da igualdade acima a um vetor v € IR", obtemos:

&2(f o a)(o) - v = dC(df (yo), da(z0)) - (A((df) 0 @) (o) - v, Pex(irg) - v) o)
= [d((df) o @)(zo) - v] o da(zo) + df (yo) o (d*ex(zp) - v).

Note que:
d((df) o a)(zo) = d*f(yo) o da(zo);
substituindo a igualdade acima em (2) obtemos:
d2(f oa)(xzg) v = [d2f(y0) . (da(mo) v)] oda(xg) + df(yo) o (d2a(x0) . v).
Aplicando os dois lados da igualdade acima num vetor w € IR", chegamos a igualdade:
(dQ(f oa)(zg) - v) - w = [de(yo) - (de(zo) - v)] - (dev(zo) - w) 4+ df (wo) - [(dza(aco) v) - w).

A conclusao é obtida agora observando a relacao que existe entre as aplicacoes linea-
res d?(f o a)(xg), d2f(yo), d®a(xg) e as aplicacdes bilineares d® (f o a)(zg), d® f(yo) e
d@a(xg), respectivamente. B
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Corolério. Sejam M uma variedade diferencigvel de classe C* (2 < k < oc), f: M — IRP
uma fungdo de classe C? e x € M um ponto tal que df(z) = 0. Entdo existe uma tnica
aplicacao bilinear B : T, M x T, M — IRP tal que, para toda carta ¢ : U — Uc R
em M com z € U, temos que a aplicacao bilinear d® (f o o=1)(p(z)) : R™ x IR" — IR?
representa B com respeito a carta .

Demonstracao. Para cada carta ¢ : U — U C IR" na variedade M com z € U definimos
B, = d?(fop 1) (p(z)). Dai B, : R" x R™ — IRP é uma aplica¢do bilinear. Por
um Corolario demonstrado anteriormente nesta secao, vemos que a existéncia da aplicagao
B : T, M xT,M — IR’ que aparece no enunciado ¢ equivalente a validade da seguinte
propriedade: dadas cartas ¢ : U — U, :V —V em M com x € UNV, vale a igualdade:

By(Thy,Ths) = By(hi, ha),

para todos hi,ho € IR", onde T : IR™ — IR™ denota a diferencial da funcao de transicao
1 o o~ no ponto p(z).

Seja fl = fop ! a representacdo de f com respeito a carta ¢ e fg = foy~ta
representacao de f com respeito a carta i; se a = 1) o ! denota a funcdo de transicao
de ¢ para 1 entao f o« coincide com f; na vizinhanga aberta o(U NV) de ¢(x). Temos
entao:

By(hi,he) =dPf (¢(x))(h1, he) = d?(fr0a) (¢(2)) (1, ha),

para todos hy, hy € IR". Levando em conta que a(¢(z)) = ¢ (z) e da(p(z)) =T, o Lema
anterior nos da:

By(h1, ha) = d® fo(¥(2)) (Thy, The) + d f2(¥(2)) - dPa(p(@)) (he, ho)
= By(Thy, Thy) + dfa (v (@) - dPa(p(@)) (b1, ho),

para todos hi,he € IR". A igualdade By (h1,h2) = By(Thi,Ths) é obtida agora obser-
vando que:

dfz((x)) = df(x) o dip(x) ™! =0.m
Estamos agora em condicoes de apresentar a definicao central desta secao.

Definigao. Sejam M uma variedade diferencidvel de classe C* (2 < k < o), f : M — IRP
uma fungao de classe C? e x € M um ponto tal que df(z) = 0. A aplicacao bilinear
B:T,M xT,M — IRP satisfazendo a propriedade que aparece no enunciado do Corolario
anterior é chamada o Hessiano de f no ponto x e é denotada por d® f(z).

Observe que se f : M — IRP é uma funcao de classe C? e ¢ : U — Uc R"é
uma carta em M com x € U entdo a definicdo de d® f(z) nos d4 diretamente a seguinte
identidade:

d@ f(2)(v,w) = AP (f 0 97" (p()) (dp(2) - v, dp(x) - w),

para todos v,w € T, M.
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Observacgédo: se U é um aberto de IR™ e f : U — IRP é uma funcdo de classe C? entdo
o Hessiano de f num ponto z da variedade diferencidvel U no qual df(z) = 0 coincide
com o Hessiano usual de f no ponto x do Célculo no IR". Para ver isso, basta calcular o
Hessiano de f na variedade U usando a carta Id : U — U. Note que, do ponto de vista
do Célculo no IR"™, o Hessiano de f estd bem definido em todo ponto de U, mas do ponto
de vista do Calculo em Variedades o Hessiano de f s6 estd bem definido nos pontos x € U
com df(z) = 0.

Observacgdo: o Hessiano de uma funcao f : M — IRP num ponto z € M com df(z) =0
é uma aplicacao bilinear simétrica. Isso segue diretamente do fato que o Hessiano de uma
funcao no espago Euclideano é uma aplicacao bilinear simétrica.

O Teorema seguinte (e principalmente seu Corolario) fornecem um método pratico
para calcular o Hessiano de uma funcao definida numa variedade diferenciavel.

Teorema. Sejam M, N variedades diferencidveis de classe C* (2 <k < o00), g: N — M,
f : M — IRP aplicacoes de classe C? e y € N um ponto tal que df(g(y)) = 0. Entao

d(fog)(y)=0e:
d@(f o g)(y)(v,w) = dP f(g(y)) (dg(y) - v,dg(y) - w),
para todos v,w € T,N.

Demonstragao. Obviamente d(fog)(y) = df (g(y)) odg(y) = 0. Sejam ¢ : U — Uc R"

uma carta em M et : V — V C IR™ uma carta em N com y € V e g(V) C U. Denote
por f = f o~ ! a representacio de f com respeito a carta ¢ e por § = pogo ! a
representacao de g com respeito as cartas 1) e . Dal f og=(fog)ot~1 é arepresentacao
de f o g com respeito a carta . Temos entao:

d@(f o g)(y)(v,w) = dP (fo ) (v(y)) (d(y) - v, dv(y) - w), (3)
d@ f(g(y)) (vo, wo) = d(2)f(s0(g(y))) (dso(g(y)) -vg, de(g(y)) - wo>, (4)

para todos v, w € TyN, vo, wo € Ty M. Como §(¢(y)) = gp(g(y)), o Lema anterior e a
identidade (3) implicam:

AP (f 0 9)()(v,w) = d® F((g(w)) ) (4(4(w)) - (A () - v), dg((y)) - (dly) - w))
+df(2(9w) ) - dDG (v () (A(y) - v, dv(y) - w).
Como df (90(9(11))) = df(9()) o de(g(y)) "' =0, obtemos:
A (f 0 )()(v,w) = d® F((g(v)) ) (43 (L (w)) - (A(y) - v), dg((y)) - (d(y) - w) ).

Como g o1 = ¢ o g, temos d§(¢(y)) odyp(y) = dgo(g(y)) o dg(y) e portanto a igualdade
acima fica:

d@(f o g)(y)(v,w) = d<2)f(<p(g(y))) (dw(g(y)) - (dg(y) - v),de(g(y)) - (dg(y) - w))~

A conclusao agora é obtida tomando vy = dg(y) - v e wop = dg(y) - w em (4). W
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Corolério. Sejam M uma variedade diferencigvel de classe C* (2 < k < oc), f: M — IRP
uma funcao de classe C? e x € M um ponto com df(x) = 0. Dado v € T, M, escolha uma
aplicacao v : I — M de classe C? definida num aberto I C IR, com v(t) = x e ¥'(t) = v,
para algum t € I. Temos entao:

d? f(z)(v,v) = (f 07)"(t).

Demonstragao. Segue do Lema anterior, observando que d® (fo~)(¢)(1,1) = (fov)"(t)
edy(t)-1=+'(t) =v. 1

Observagdo: o Coroldrio acima nos permite calcular o Hessiano de f no ponto z € M em
pares de vetores v,w € T, M com v = w. Como o Hessiano de f é uma aplicacao bilinear
simétrica, é facil ver que a seguinte férmula nos permite calcular o Hessiano de f em pares
de vetores arbitrarios, caso seja conhecido o Hessiano de f em pares de vetores iguais:

d® f(2)(v,w) = 5 [P f(@) (v +w,v+w) =d? f(2)(v,0) =d? f (@) (w,0)], v,w e T M.

N | =

A férmula acima é conhecida como formula de polarizacao.
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Exercicios.
(nao é para entregar, mas é bom dar uma olhada e quem tiver problemas me procura).

Algebra linear.

Definicao. Sejam V, W, Z espacos vetoriais. Uma aplicacao B : V. x W — Z é dita
bilinear se para todo v € V' a aplicacago W > w — B(v,w) € Z é linear e para todow € W
a aplicacao V' > v — B(v,w) € Z é linear. Mais explicitamente, B é bilinear se:

B(v1 + cvg,w) = B(vy,w) + cB(ve,w), B(v,w; + cws) = B(v,wy) + c¢B(v,ws),

para todos v1,v2,v € V, wy,ws,w € W e para todo escalar c.

Denotamos por Bil(V, W; Z) o conjunto de todas as aplicagoes bilineares B : V x W — Z.
E facil ver que Bil(V, W; Z) é um espago vetorial munido das operagdes:

(B + B")(v,w) = B(v,w) + B'(v,w), (c¢B)(v,w) = cB(v,w),

para todos B, B’ € Bil(V,W;Z),v €V, w € W e todo escalar c.
Se V =W escrevemos também:

Bil(V; Z) = Bil(V, W; Z).

1. Sejam V', W, Z espacos vetoriais. Dada uma aplicagao linear T : V' — Lin(W, Z),
mostre que a aplicacao B : V x W — Z definida por:

Bv,w) =Tw)(w), veV, weW,
¢ bilinear. Mostre que a aplicagao:
Lin(V,Lin(W, Z2)) > T +— B € Bil(V, W; 2),

¢ um isomorfismo, onde B é definida em termos de 1" como acima.
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2. Sejam V', W espacos vetoriais de dimensao finita sobre um corpo K e B : V xW — K

uma

aplicagao bilinear. Se B = (b;)7; é uma base de V e B’ = (V)7, é uma base

de W entao a matriz que representa a aplicacao bilinear B com respeito as bases ‘B
e B’ é a matriz [B]gx cuja entrada na linha i e coluna j é dada por B(b;, b)), para
todosi=1,...,n,7=1,...,m

(a)

Dados z € V, y € W, denote por [z]y a matriz coluna n X 1 cujas entradas sao
as coordenadas de x na base B e denote por [y]m/ a matriz coluna m x 1 cujas
entradas sao as coordenadas de y na base B’. Mostre que:

n m

B(z,y) = [zl [Blsw [yl = >_ > ([Blos) o ([2ls), (W),

=1 j=1

onde [z]4 denota a transposta da matriz [z]g e matrizes 1 x 1 com entradas em
K sao identificadas com elementos de K.
Sejam V W espacos vetoriais de dimensao finita sobre o corpo K, T: V> V,

S W - W aplicagoes lineares e % B’ bases de V e W respectivamente.
Considere a aplicagao B:V x W — K definida por B(z,y) = B(Tx, Sy), para

todos = € V Yy € Ww. Mostre que B 6 bilinear e que a matriz que representa B
com respeito as bases B e B’ ¢ dada por:

[Blga, = T3 [Blew [Slgq1

onde [T’ ],B % denota a matriz que representa a aplicacao linear T' com respeito as

bases B, B e SIE

respeito as bases B’, B’ (veja Exercicio 1 da aula nimero 1).

denota a matriz que representa a aplicacao linear S com

Definicao. Sejam Vi, ...Vi, W espacos vetoriais. Uma aplicacao B : Vi X -+ x V), = W

é dita multi-linear (ou k-linear) se for linear em cada variavel, i.e., se dados i = 1,...k,
vi eV, .., vi1 €Viq, vig1 € Viga, ..., v € Vi, a aplicacao:
Visdv—— B(v1,...,0i-1,0,Vit1,...,0;) € W

é linear. Mais explicitamente, B é multi-linear se:

/
B<U17 ey V-1,V F CU; Vig1y - - - JUk) = B<U17 <o Vi—1, U5 Vg, - - ’7Uk:)

/
+ CB(’Ul, ey Ui—1,0;, Vit - .,Uk;),

para todos v1 € V1, ..., vy € Vi, vl € V; e todo escalar c.

Denotamos por Mult-ling (V7, ..., Vi; W) o conjunto de todas as aplicacoes multi-lineares

B:Vix---

x Vi, — W. E facil ver que Mult-ling(Vi,...,Vi; W) é um espago vetorial

munido das operacoes:

(B+ B')(v1,...,vx) = B(vi,...,vx) + B (v1,...,v%), (cB)(v1,...,vx) =cB(vi,...,v5),
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para todos B, B’ € Mult-ling (V,..., Vi; W), v1 € Vi, ..., vx € Vi e todo escalar c.
Se Vi =--- =V, =V, escrevemos também:

Mult-ling (V; W) = Mult-ling, (V4, ..., Vi; W).

Note que Mult-lin (V; W) = Lin(V, W) e Mult-ling(V3, Vo; W) = Bil(Vy, Va; W).

3. Sejam Vi, ..., Vi, W espagos vetoriais (k > 2). Dada uma aplicagao linear
T:Vi — Mult-ling_1(Vo, ..., Vi; W),
mostre que a aplicacao B : V; x -+ x Vi, — W definida por:
B(vy,...,v) =T (v1) (v, ..., v%),
¢ multi-linear. Mostre que a aplicacao:
Lin(V3, Mult-ling_1 (Vz, ..., Vi; W)) 2 T — B € Mult-ling (V1, ..., Vi; W),

¢ um isomorfismo, onde B ¢é definida em termos de T como acima.
Calculo no IR".

Definicao. Seja f : U — IR™ uma aplicagao definida num aberto U C IR™. A k-ésima
diferencial de f (ou diferencial de f de ordem k) num ponto x € U é (se existir) a aplicagao
multi-linear d®) f(x) € Mult-ling (IR™; IR") definida recursivamente da seguinte maneira.
Se k = 1, dV f(z) € Lin(JR™, R") denota simplesmente a diferencial de f no ponto x
(caso f seja diferencidavel no ponto x). Supondo a k-ésima diferencial:

A® f:U 3 2 — dP f(x) € Mult-ling (R™; R")

definida em U, e supondo que a aplicacio d® f seja diferencidvel num ponto z € U,
definimos a (k + 1)-ésima diferencial de f no ponto x fazendo:

AW f() (01,09, .- vp1) = A AW ) (@) (1) (v, - - o),

para todos v1,...,vk4+1 € IR™.

Note que d(d® f)(z) € Lin(R™, Mult-lin, (IR™; IR"™)) e portanto d*+1) f(z) ¢ de fato
uma aplicagao (k + 1)-linear, pelo resultado do Exercicio 3.
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4. Sejam f:U — IRP, a: V — IR™ funcoes duas vezes diferenciaveis definidas em aber-
tos U C IR™, V C IR", com (V) C U. Suponha que « seja trés vezes diferencidvel
num ponto xg € U e que f seja trés vezes diferenciavel no ponto yo = a(xg) (i-e.,
d@q ¢ diferencidvel no ponto z e d® f é diferencidvel no ponto 1,). Mostre que
f o« é trés vezes diferenciavel no ponto zy e que sua terceira diferencial nesse ponto
¢é dada por:

Ad®(f o a)(zo)(u, v, w) d(3)f(y0)(d U doz(aco) v, da(zg) - w)
+d@ f(y) (dPa ,v), da(zo) - w)
+ d<2>f<yo>(da v, d<2> (20) (1, w))
+d® f(yo) (da(zo) - u, AP a(z0) (v, w))

+df(yo) - d¥Va ( )(uv w),

para todos u,v,w € IR".

[dica: considere as aplicagoes:

Cy : Bil(IR™; R”) x Lin(R", R™) x Lin(IR", R™) —s Bil(R"; IR"),
Co : Lin(IR™, IR?) x Bil(IR"™; R™) — Bil(IR"; IR?),

definidas por:

C1(B,T,S)(v,w) = B(Tv,Sw), B € Bil(IR™;RP), T,S € Lin(IR",IR™), v,w € IR",
Co(T, B)(v,w) = T(B(v,w)), T € Lin(IR™, R), B € Bil(IR"; R™), v,w € R".

Segue de um Lema provado no texto que:
d@(foa)=Cro ((dPf)oa,da,da) +C0 ((df) o a,dPa).
Como (C; é trilinear e Cy € bilinear, suas diferenciais sao dadas por:

dC,(B,T,S) - (H,K,L) = C,(H,T,S) + C1(B, K, S) + C1(B,T, L),
dCo(T, B) - (L, H) = Co(L, B) + Ca(T, H).

Calcule a diferencial de d(f o o) no ponto x usando as identidades acima e a regra da
cadeia; aplique o resultado obtido a um vetor u € IR™ e depois a um par (v, w) € IR™ x IR"].
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Representacgdes em coordenadas.

5. Sejam M uma variedade diferencidvel de classe Ck (1 <k <), x€ Mum ponto e

L:T,M — T,M um operador linear. Dada uma carta ¢ : U — U C IR" em M com
x € U entao o operador linear que representa L com respeito a carta ¢ ¢ o operador
linear L : IR™ — IR™ definido por:

L =dy(z)o Lodp(z)* .

Sejam Ly : T,M — T,M, Ly : T,M — T,M operadores lineares e ¢ : U — (7,
YV =V cartas em M com x € UNV. Denote por Ly o operador linear em IR™ que
representa Ly com respeito a carta ¢ e por Ly o operador linear em IR™ que representa
Lo com respeito a carta v. Mostre que L1 = Lo se e somente se:

EngozloT_l,

onde T : IR™ — IR™ denota a diferencial da funcdo de transiciao 1 o !

o(x).

no ponto
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Aula nimero 17 (15/10)

A aula nimero 17 cobriu parte do material originalmente destinado a aula niimero 16.

Aula nimero 18 (17/10)

A aula nimero 18 foi destinada a resolugao de uma lista de exercicios (como preparagao
para a primeira prova).

Aula nimero 19 (22/10)

A aula nimero 19 foi destinada a realizacao da primeira prova.

Aula nimero 20 (24/10)

A aula nimero 20 foi destinada a resolugao das questoes da prova.
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Aula nimero 21 (29/10)

(1) Particoes da unidade.

Até agora, todos os resultados sobre variedades diferenciaveis que apresentamos foram
de natureza local e suas demonstragoes reduziam-se, através da escolha de sistemas de
coordenadas, a um problema de Calculo no IR"™. Apresentamos nesta secao a primeira
ferramenta para o estudo de propriedades globais de variedades diferenciaveis: as particoes
da unidade.

O material desta secao depende de alguns pré-requisitos de topologia que serao de-
senvolvidos na segdo 2 e nos exercicios que aparecem no final da aula (veja também os
exercicios da aula nimero 11; também na secao 2 da aula nimero 11 fizemos uma re-
cordagao de algumas nogoes de topologia). O leitor pode preferir fazer uma leitura pre-
liminar do material da secao 2, de modo a se familiarizar com todos os pré-requisitos de
topologia necessarios para a compreensao do material desta segao (utilizaremos as nogoes
de familia pontualmente finita e localmente finita de subconjuntos de um espaco topologico;
utilizaremos também o fato que variedades diferencidveis sdo espagos regulares e normais).

Recordamos que se X é um espaco topoldgico e V' é um espaco vetorial entao o suporte
de uma aplicacao f : X — V é definido por:

supp f = f~1(V '\ {0}),

i.e., o suporte de f é o fecho do conjunto dos pontos de X onde f nao se anula. Intuitiva-
mente, o suporte de f é um subconjunto de X onde f estd “concentrada”; de modo mais
preciso, se x € X é um ponto fora do suporte de f entao f é nula numa vizinhanca de x.

Definigao. Seja M uma variedade diferencidvel de classe C* e seja M = | J,.; U; uma

el
cobertura aberta de M. Uma particio da unidade de classe C* subordinada & cobertura

M =,c; U; é uma familia (&;);cr de fungdes & : M — IR de classe C* tais que:
(a) & (M) C [0,1], para todo i € I;

(b)

(c) a familia (supp&;)ics € localmente finita em M;
(d) > ;eréi(x) =1, para todo x € M.

supp&; C U;, para todo i € I;

A idéia bésica por tras da nocao de particao da unidade é a de escrever uma funcao
f: M — IR de classe C* como uma soma de uma familia de funcées de classe C* com
“suporte pequeno”. Mais explicitamente, se > ,.;§ = 1 é uma particdo da unidade de

classe C* subordinada a uma cobertura aberta M = J..,; U; entdo, para todo i € I, a

iel
funcao f; = f&; é de classe C* e tem suporte contido em U;; além do mais, f = Y icr fie
A cobertura aberta M = |J,.; U; serve para definir a nogao conveniente de “conjunto
pequeno” num determinado contexto; mais explicitamente, “suporte pequeno” significa
suporte contido em Uj;, para algum ¢ € I.

Particoes da unidade sao utilizadas, por exemplo, para o estudo de integracao em

variedades. De fato, usando uma particao da unidade apropriada podemos escrever a
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integral de uma fungao f : M — IR como uma soma de integrais de fungoes f; que tém
“suporte pequeno”; neste caso, “suporte pequeno” significa suporte contido no dominio
de um sistema de coordenadas. A integral de uma fungao cujo suporte estd contido no
dominio de um sistema de coordenadas reduz-se essencialmente ao calculo da integral da
representacgao dessa fungao no sistema de coordenadas em questao (na verdade, a defini¢ao
da integral de uma funcao f : M — IR depende da escolha de uma forma volume na
variedade M; estudaremos esse conceito mais adiante no curso).

Observamos que se (f;)ic; é uma familia de fungoes f; : M — IRP e se a familia
(supp fi)ier é pontualmente finita entao a soma:

F=>f

i€l
nos da uma funcao f : M — IRP bem definida. De fato, para todo x € M temos que
fi(x) = 0 exceto para um numero finito de indices i € I e portanto faz sentido considerar

a soma f(x) =), fi(z). A motivacdo para a condi¢ao (c) que aparece na defini¢ao de
particao da unidade é dada pelo seguinte:

Lema. Seja M uma variedade diferencidvel de classe C* e seja (fi)ier uma familia de
funcoes f; : M — IRP de classe C*. Se a familia (supp f;)icr é localmente finita em M
entdo a fungao Y., f; € de classe C*.

Demonstracao. Dado x € M podemos encontrar um aberto U C M contendo x tal que
UNsupp f; # 0 apenas para um nimero finito de indices 7 € I, digamos, para i = iy, ..., .
Daf a restri¢ao de Y .., f; a U é igual a restricao de >.._, fi, a U, que é uma funcao de
classe C* (veja Exercicio 22). Logo todo ponto de M possui uma vizinhanca aberta tal
que a restricao de ) . _; f; a tal vizinhanga ¢é de classe Ct.m

Nosso objetivo é provar que a toda cobertura aberta de uma variedade diferencidvel
podemos subordinar uma particao da unidade. Para isso, precisamos de alguns lemas
preparatorios. Comecamos mostrando a existéncia de fungoes nao nulas de classe C* e de
suporte pequeno em IR".

Lema. Existe uma fungao A\ : IR — IR de classe C* tal que A\1(IR) C [0,1], \i(t) =0
para todo t € IR com |t| > 2 e A\{(t) = 1 para todo t € IR com |t| < 1.

Demonstragao. Considere a fungao « : IR — IR definida por:

-1
Oé(t): e t, t>0,
0, t <O0.

Temos que « é de classe C™ (veja Exercicio 21) e obviamente «(t) > 0 para todo ¢ > 0.
Defina o : IR — IR fazendo:

o (t) = a((1—0)(t—2)),

para todo t € IR. Dal oy é de classe C™°, a1(t) > 0set € |1,2[e ay(t) =0 para t & ]1,2[.
A funcao as : IR — IR definida por:

aa(t) = a1 (—t) — ai(t),
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para todo t € IR, é uma fungao impar de classe C'*° que coincide com —a; no intervalo
[0, +00[. A fungao procurada A\ : IR — IR é definida por:

Mt = / az(s) ds,

— 00

para todo t € IR, onde k = fj;o ai(s)ds = f12 a1(s)ds > 0. Note que a integral que define
A1 é sempre finita, ja que oy é nula fora do intervalo limitado [—2,2].

Verifiquemos que \; satisfaz as propriedades desejadas. Obviamente Ay é de classe
C™ e \| = 1as. Temos que A1 é constante nos intervalos ]—oo, —2], [~1,1] e [2, +-00[, pois
o é nula nesses intervalos. Temos também que \; é estritamente crescente no intervalo
[—2, —1] (pois ay é positiva no interior desse intervalo) e é estritamente decrescente no
intervalo [1, 2] (pois ay é negativa no interior desse intervalo). Obviamente A;(¢) = 0 para
t < —2,ja que aa(t) = 0 para t < —2; também A (¢) = 0 para t > 2, pois as é uma funcao
fmpar e portanto [ j(: as(s)ds = 0. Para completar a demonstracao basta verificar agora
que A1(—1) = 1. Temos:

Coroldrio. Existe uma fungao X, : IR™ — IR de classe C* tal que \,(IR") C [0,1],
An(x) = 0 para todo x € IR™ com ||z|| > 2 e A\,(z) = 1 para todo x € IR™ com |z|| < 1,
onde || - || denota a norma Euclideana de IR™.

Demonstragao. Basta tomar A, (z) = A (||z]|), onde A; é uma funcéo como no enunciado
do Lema anterior. Obviamente \,, é de classe C*° em IR™\ {0}; como \,, é constante numa
vizinhanga da origem, segue que \,, é de fato de classe C*° em IR". R

Corolario. Seja M uma variedade diferencidvel de classe C*. Dados um ponto x € M
e um aberto Z C M contendo x, existe uma funcao £ : M — IR de classe C* tal que
(M) C [0,1], supp& C Z e tal que £ é constante e igual a 1 em alguma vizinhanca de x.

Demonstracao. Seja ¢ : U — U C IR™ uma carta em M com z € U. Como o(UNZ)
é um aberto de IR™ contendo ¢(z), existe r > 0 tal que Blp(z);r] C (U N Z), onde
B[p(z); r] denota a bola fechada de centro ¢(x) e raio r com respeito & norma Euclideana.
Considere o difeomorfismo « : IR" — IR™ de classe C'*° definido por:

para todo z € IR". Dai p; = aog: U — a(U) é uma carta em M tal que 1 (z) = 0; além
do mais, « leva B[p(x); r] sobre a bola fechada de centro na origem e raio 2 e portanto:

p1(UNZ)=a(eUnZ)) > B0;2].
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Seja A\, uma fungao como no enunciado do Coroldrio anterior. Definimos £ : M — IR

fazendo: ( )
_ I le(y), vevu,

Como B[0;2] C ¢1(U N Z), a bola aberta B(0;1) de centro na origem e raio 1 é uma
vizinhanga aberta de ¢1(x) = 0 contida em 1 (U N Z); como ¢1|unz : UNZ — p1(UNZ)
¢ um homeomorfismo entre abertos, segue que gal_l(B(O; 1)) ¢ uma vizinhanca aberta de
x contida em U N Z. Temos que a funcao £ é constante e igual a 1 em gol_l(B(O; 1)) e
obviamente £(M) C [0,1]. Para completar a demonstragao, verificaremos que suppé C Z
e que ¢ é de classe C*. Temos que B[0;2] ¢ um subconjunto compacto de ¢1(U N Z) e
portanto 7 * (B[O; 2]) é um subconjunto compacto de UNZ; obviamente, £ é identicamente
nula fora de @7 " (B[0;2]). Como M é Hausdorff, o compacto o7 " (B[0;2]) ¢ fechado (veja
item (b) do Exercicio 3 da aula nimero 11) e portanto:

supp& C cpl_l(B[O;Q]) cUnzZcZ.

Para mostrar que ¢ é de classe C*, observamos que os conjuntos U e M \ <p1_1(B[O; 2])
constituem uma cobertura aberta de M; a restricdo de £ a U é de classe C*, pois tal
restrigdo coincide com A, o ¢1. A restrigio de & a M \ o7 "(B[0;2]) também é de classe
C*, pois tal restricio ¢ identicamente nula. W

O Lema seguinte constitui o passo principal da demonstracao da existéncia de uma
particao da unidade subordinada a uma cobertura aberta arbitraria.

Lema. Seja M uma variedade diferenciavel de classe C* e seja M = Uier Ui uma cober-
tura aberta de M. Entao existe uma familia (n;);cs de aplicagées n; : M — IR de classe
C* satisfazendo as seguintes propriedades:

(a) nj(xz) > 0, para todo x € M e todo j € J;

(b) para todo j € J, existe i € I tal que suppn; C U;;

(c) a familia (suppn;)jes € localmente finita em M;

(d) >2jesmi(x) >0, para todo x € M.

Demonstracgao. Seja M = J,,~, K, uma exaustao por compactos para M, i.e., cada K,
¢ compacto e K,, C int(K, 1), para todo n > 1 (veja segao 2). Definimos K,, = () para
n < 0. Para todo inteiro n, o conjunto C,, = K, \ int(K,,_1) é compacto, sendo igual

a intersecao do compacto K, com o fechado int(K,_1)¢ (veja Exercicio 3). Como M é
Hausdorff, cada compacto K,, é fechado (veja item (b) do Exercicio 3 da aula nimero 11).

Temos também:
M=K\ Knq) = Cn;
n>1 n>1

de fato, dado = € M, se n > 1 é o menor inteiro tal que x € K,, entdao x € K, \K,_1 C C,.
Intuitivamente, os compactos K, podem ser visualizados como uma seqiiéncia crescente
de discos concéntricos cobrindo M e os compactos (), seriam entao os “anéis” fechados
localizados entre dois discos consecutivos. Nossa estratégia sera a de cobrir cada “anel” C,,
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com um numero finito de suportes de funcoes n de classe C*; além do mais, escolheremos
as fungoes 17 de modo que seus suportes interceptem apenas um nimero finito de “anéis”
C,, e de modo que esses suportes estejam contidos em abertos U; da cobertura dada.

Vamos aos detalhes. Seja n > 1 um inteiro e seja x € C,. Como M = J,.;U; é
uma cobertura, existe i € I tal que x € U;. Dai o conjunto int(K,+1) N KS_o,NU; é
uma vizinhanca aberta de z e portanto o Corolario anterior nos fornece uma aplicagao
Nn,e) : M — IR de classe C* tal que 7, . (M) C [0, 1],

SUPP N(n,e) C INt(Kypy1) N KL o NU;,

e tal que 7, ) € igual a 1 em uma vizinhanga aberta V{,, ;) de z. Obtemos dessa forma,
para cada n > 1, uma cobertura aberta C,, C Uxecn V(n,z) do compacto C,; essa cobertura
possui uma subcobertura finita (veja Exercicio 2), i.e., existe um subconjunto finito F;, de
C, tal que:

Cn C U ‘/(n,m).
zeF),

Obtivemos entao uma familia (7;);es de funcoes n; : M — IR de classe C*, onde:
J={(n,z):n>1, z€F,}.

Por construgao temos n;(M) C [0, 1], para todo j € J; além do mais, para todo j € J
existe ¢ € I tal que suppn; C U;. As propriedades (a) e (b) que aparecem no enunciado
do Lema sao portanto satisfeitas.

Vamos mostrar que a familia (suppn;);jes é localmente finita em M. Seja z € M e
sejan >1comz € K, \ K,,—1. Dal z € int(K,,41) e x & K,,_1, donde int(K,,11)\ K,,—1 é
uma vizinhanca aberta de x. Afirmamos que int(K,+1) \ K,—_1 intercepta suppn; apenas
para um ndmero finito de indices j € J. Seja entao j € J tal que suppn; intercepta
int(Kp41) \ Krn—1; escrevemos j = (m,y) € J, comm > 1 e y € F,,. Temos que suppn;
estd contido em int(K,,41) N K¢,_4 e portanto:

(int(Kp41) \ Kn—1) N (Int(Kpny1) NKS, o) = int(Kyq1) VK Nint(Kppy1) NKS, o # 0.

O fato que K, 11 N K¢ _5 # 0 implica n + 1 > m — 2; similarmente K,,41 N KS_; # ()
implica m+1>n—1. Logon —1<m <n+ 2. Nés mostramos entao que:

n+2
{j e (int(Knp1)\ Kno1) Nsuppn; #0} € | {m} x Fn..

m=n—1

Portanto suppn; intercepta int(K,,4+1) \ K,—1 apenas para um numero finito de indices
j € J. Isso completa a demonstragao da propriedade (c) que aparece no enunciado do
Lema. Finalmente, provamos a propriedade (d). Como cada fungdo n; é nao negativa, é
suficiente verificar que para todo x € M existe j € J com 7n;(z) > 0. Sejan > 1 tal que
r € Cy. Temos x € V{;, ) para algum y € F,,; logo (n,y) =j€ Jen;(z)=1.1
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Finalmente, estamos em condicoes de provar o teorema central desta secao.

Teorema. Seja M uma variedade diferencidvel de classe C*. A toda cobertura aberta
M = ;1 Ui de M podemos subordinar uma particao da unidade de classe C*.

Demonstracao. Seja (7;);cs uma familia de aplicacées como no enunciado do Lema
anterior. Para cada j € J, escolha i = o(j) € I tal que suppn; C U;. Obtemos entdao uma

aplicacao o : J — I. Para cada ¢ € I definimos uma aplicagao fz : M — IR fazendo:

éi: Z UIE

j€o~1(4)

onde entendemos que & = 0 se 0~ !(i) = (). Como a familia (supp 1) jeo—1(;) ¢ localmente
finita, segue do primeiro Lema da secao que éz é (bem definida e) de classe C*. Note
também que fAl ¢ uma funcao nao negativa, ja que cada 7; é nao negativa. Para todo i € 1
temos: )
{x eEM:&(x)# O} C U supp ;.
jeo—1(i)

Usando novamente o fato que a familia (suppn;);jeo-1(;) ¢ localmente finita e levando em
conta que a uniao de uma familia localmente finita de conjuntos fechados é um conjunto
fechado (veja segao 2), concluimos que | J ico—1(:) SUPP 1] ¢ um conjunto fechado; logo:

supp &; C U suppn; C Us;.
jeo—t(1)

Vamos mostrar que a familia (supp él)ze 7 é localmente finita. Seja x € M um ponto.
Como a familia (suppn;);cs é localmente finita, existe um aberto U em M contendo x
que intercepta supp”; apenas para um numero finito de indices j € J. Se ¢ € I é tal que
U N supp fz # () entao U Nsuppn; # 0, para algum j € o~ 1(i). Em outras palavras, se

U intercepta supp§; entdo i = o(j), para algum j € J tal que U intercepta suppn;; em
simbolos:

{iEI:Uﬂsuppéi#@} CU({jEJ:UﬂSprnj?éQ)}>.

Isso mostra que {z € I : UnNsupp él =+ (Z)} é um conjunto finito e portanto a familia
(supp éz)ze 1 € localmente finita. Segue entao do primeiro Lema da secao que a funcao:
£=> &
el
é (bem definida e) de classe C*. Afirmamos que é ¢ uma funcao positiva. De fato, como
cada funcao &; é nao negativa, é suficiente mostrar que para todo = € M existe ¢ € I tal

que & (z) > 0. Mas sabemos que existe j € J tal que n;j(xz) > 0 e portanto Ei(x) > 0 se
i = 0(j). Definimos agora:

)

£ =

J\"nli\_ﬁ)
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para todoi € I. Dai §; : M — IR é uma funcdo nio negativa de classe C* para todoi € I e
supp &; = supp él Logo a familia (supp&;);cs é localmente finita e supp &; C U; para todo
i € I. Obviamente ) ,_; & = 1 e como cada fungao §; é nao negativa temos &;(M) C [0, 1],
para todo 7 € I. Logo ), ;& = 1 é uma particao da unidade subordinada a cobertura

aberta M = J;c; U;. W

Apresentamos agora algumas aplicagoes interessantes do Teorema anterior.

Recorde que o Lema de Urisohn diz que se X é um espacgo topoldgico normal e se
F,G C X sao fechados disjuntos entao existe uma func¢ao continua £ : X — [0, 1] tal que
&(xz) = 1 para todo x € F e {(z) = 0 para todo = € G. A seguir, provamos uma versao
diferenciavel do Lema de Urisohn.

Lema. (Urisohn C*) Seja M uma variedade diferencidvel de classe C* e sejam F,G C M
fechados disjuntos. Entao existe uma fun¢ao & : M — IR de classe C* com &(M) C [0, 1],
&(x) =1 para todo x € F e £(x) = 0 para todo x € G.

Demonstragao. Temos que os conjuntos U; = M \ F, Uy = M \ G constituem uma
cobertura aberta de M. Existe portanto uma particao da unidade &; + & = 1 de classe
C* subordinada a essa cobertura, i.e., & (M) C [0,1] e supp&; C Uy, i = 1,2. Dai supp &;
é disjunto de F' e supp &s é disjunto de G. Isso implica que & () = 0 para todo =z € G e
&1(x) = 0 para todo z € F. Mas & (z) = 0 implica & (z) = 1 e portanto a fungao £ = &
satisfaz as condigoes desejadas. ®

Recorde que o Teorema de Tietze diz que se X é um espacgo topolégico normal e F' C X
é um subconjunto fechado entao toda aplicacao continua f : F' — IR admite uma extensao
continua para o espaco X. A seguir, provamos uma versao diferencidvel do Teorema de
Tietze.

Lema. (Tietze C*) Seja M uma variedade diferencidvel de classe C* e seja f : U — IRP
uma funcéao de classe C* definida num aberto U C M. Entédo para todo fechado F em M
contido em U existe uma funcao g : M — IRP de classe C* tal que g|r = f|r.

Demonstragao. Como M é normal (veja secdo 2), existe um aberto V' C M tal que
F CV eV CU (veja Exercicio 1). A partir dos fechados disjuntos F e V¢ obtemos, pelo
Lema de Urisohn C*, uma funcao & : M — IR de classe C* tal que &(x) = 1 para todo
x € Fe&(xr) =0 para todo z ¢ V. Defina g fazendo g(z) = f(x)¢(z) para todo relU
e g(x) = 0 para todo z € M \ U. Temos que a restricio de g aos abertos U e V° é de
classe C*; de fato, a restricao de ga U coincide com o produto f(f\U) (veja o item (b) do
Exercicio 22) e a restrigao de g a V¢ énula. Como M =UUV® , temos que g é de classe
C* em M. Finalmente, como ¢|p = 1, segue que g|p = f|p. B

Coroldrio. Sejam M uma variedade diferencidvel de classe C*¥ (1 < k < o), x € M
um ponto, ¢ € IRP um vetor e L : T, M — IRP uma aplicacao linear. Entao existe uma
aplicacao f : M — IRP de classe C* tal que f(z) = c e df(z) =

Demonstragao. Seja ¢ : U — U C IR" uma carta em M com z € U. Considere a
aplicacao linear:
L=_Lodp(x)™': R" — IRP.
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Temos que existe uma aplicacdo f : IR™ — IRP de classe C™ tal que f(go(ac)) =ce
df(go(x)) — L: de fato, basta tomar:

fz) =c+L(z - ¢(x)),

para todo z € IR". Considere a aplicagao fo : U — IRP definida por fo = fo . Temos
fo(x) = cedfo(r) = Lodp(x) = L. Para completar a demonstragao, basta construir uma
funcao f : M — IRP de classe C* que coincide com f; numa vizinhanca de z. Obviamente
teremos f(z) = fo(x) = cedf(x) = dfp(x) = L. Como M é regular (veja se¢do 2), o ponto
x possui uma vizinhanca fechada F' contida em U (veja Exercicio 2 da aula ndmero 11).
O Lema anterior nos d4 entao uma aplicacdo f : M — IRP de classe C* que coincide com
foem F. 1

O Teorema de Whitney diz que se M é uma variedade diferencidvel de classe C*
(1 < k < c0) e de dimensdo n entdo existe uma imersdo injetora de classe C¥ de M em
IR?" ¢ um mergulho de classe C* de M em IR*"*!. A seguir demonstramos uma versao
fraca do Teorema de Whitney, valida apenas para variedades compactas e sem a estimativa
sobre a dimensao do espaco Euclideano onde mergulhamos a variedade M.

Teorema. Se M é uma variedade diferencidvel compacta de classe C* (1 < k < 0o) entao
existe N € IN e um mergulho f : M — IRN de classe C*.

Demonstracgao. Para cada x € M, escolhemos uma carta ¢, : U, — ﬁm C IR" em M
com x € U,. Como M é regular (veja secao 2), todo ponto de M possui um sistema
fundamental de vizinhangas fechadas (veja Exercicio 2 da aula nimero 11); logo existem
abertos V., W, em M tais que:

reW, c W, CV,CV, CU,.

Pelo Lema de Tietze C*, existe uma aplicacdo ¢, : M — IR™ de classe C* que é igual a
¢, no fechado V,,. Pelo Lema de Urisohn C*, podemos obter uma funcao &, : M — IR de
classe C* que é igual a 1 nos pontos do fechado W, e é igual a zero nos pontos do fechado
V<. A cobertura aberta M = |J, ., We possui uma subcobertura finita M = (J,_; W, .
Definimos uma aplicacdo f : M — IR" fazendo:

f(@) = (a1 (2), o Gu, (@), €y (@), -, (2))

para todo = € M, onde N = rn + r. Obviamente f é uma aplicacdo de classe C*¥. Vamos
mostrar que f é um mergulho. Para todo z € M e todo v € T, M temos:

df(x> U= (d¢m1(x) 'Uv"wdgbmr(m)"Uadgm(x)'vw'"dgccr(x) 'U)'

Assuma que df(x)-v = 0 e vamos mostrar que v = 0. Sejas =1,...,rtalquex € W, . As
aplicagoes ¢, € ¢, coincidem no aberto V,,_ 3 z e portanto dy,_(z) v = d¢,, (z)-v = 0;
como ¢, ¢é um difeomorfismo, temos que dp,_ (x) é um isomorfismo, donde concluimos
que v = 0. Isso mostra que f é uma imersao. Como M é compacta, para estabelecer
que f é um mergulho é suficiente verificar que f é injetora (veja Exercicio 23). Sejam
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z,y € M com f(z) = f(y). Dal ¢y (z) = ¢z,(y) € &, () = &, (y), para s = 1,...,7.
Seja s = 1,...,r tal que z € W,,. Temos &, (x) = 1 e portanto &, (y) = 1. Como &, é
nula no complementar de V,_, segue que y € V,,_. Mas ¢, coincide com a carta ¢,  nos
pontos de V., e portanto a restricao de ¢, a V,_ é injetora. As condigoes ¢, () = ¢, (y)
e z,y € V,, implicam portanto que z = y. B

(2) Alguns fatos basicos sobre a topologia de variedades.

Nesta secao recordamos algumas nogoes e resultados de topologia e provamos alguns
fatos simples sobre a topologia de variedades. Parte da terminologia usada nesta secao foi
introduzida nos Exercicios da aula niimero 11.

Comecgamos com uma observacao bem simples:
Lema. Toda variedade diferencidvel é regular (e portanto é um espago T3).

Demonstracgao. Segue da observacao que variedades diferenciaveis sao localmente com-
pactas (veja Exercicio 8 da aula nimero 11) e do fato que todo espago topolégico localmente
compacto e Hausdorff é regular (veja Exercicio 4 da aula nimero 11). B

Na verdade, variedades diferencidveis sao espacos normais. Para mostrar isso, preci-
samos do seguinte:

Lema. Todo espaco topoldgico regular que satisfaz o segundo axioma da enumerabilidade
é normal.

Demonstragao. Seja X um espaco topoldgico regular que satisfaz o segundo axioma
da enumerabilidade e sejam F,G C X fechados disjuntos. Para todo x € F, temos que o
complementar de G é uma vizinhanga aberta de z; como X é regular, tal vizinhanca aberta
de x contém uma vizinhanga fechada de x, i.e., existe um aberto U, C X tal que x € U,
e U, NG = ) (veja Exercicio 2 da aula niimero 11). Da cobertura aberta F C User Us,
podemos extrair uma subcobertura enumeravel F' C |J,,~; Uz, (veja Exercicio 2 no final
desta aula, Exercicio 7 da aula nimero 11 e Exercicio 3 da aula niimero 10). Similarmente,
podemos para cada x € G obter um aberto V, com x € V, e V,NF = ); da cobertura aberta
G = U,eq Ve, podemos também extrair uma subcobertura enumerdvel G = (J,,~q Va, -
Defina agora:

An:an\(KUWQU"'UWn)7 Bn:an\(U_mUU_wQU---Uan),

para todo n > 1. Dai A, e B, sao abertos para todo n e portanto A = J,,~, 4n e
B = |,;»; By, sdo abertos. Para completar a demonstragao, verificaremos que F' C A,
GCcBeANnB=1.

Seja x € F. Como F C |J,~; Uy, , existe n com z € U,,,. Como z & V,, para todo
i, temos que = € A,, e portanto x € A. Similarmente, mostra-se que G C B. Mostremos
que AN B = (). Para isso, é suficiente verificar que A,, N B,, = 0, para todos n,m > 1.
Suponha que n < m. Dai A,, C U,,, mas B,, NU,, = (. Similarmente, se n > m entao
B, CV, ,mas A, NV, =(. 1

n?

Corolario. Toda variedade diferenciavel é normal (e portanto é um espago T4).

Demonstragao. De fato, pelo primeiro Lema desta se¢ao, toda variedade diferenciavel é
regular e, por defini¢ao, toda variedade diferenciavel satisfaz o segundo axioma da enume-
rabilidade. W
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Definicao. Um subconjunto S de um espaco topolégico X é dito relativamente compacto
em X se S esta contido em algum subconjunto compacto de X.

Observacgdo: se X é Hausdorff entao S C X é relativamente compacto em X se e somente
se S é compacto. De fato, se S estd contido num compacto K C X entdo K é fechado
(veja Exercicio 3 da aula nimero 11) e portanto S C K; dai S é um fechado relativamente
ao espago compacto K e logo também é compacto (veja Exercicio 3).

Observagdo: se X é um espaco topolégico localmente compacto entao todo ponto de X
pertence a um aberto relativamente compacto em X.

Definicao. Seja X um espaco topolégico. Uma exaustao por compactos para X é uma
seqiiéncia (K, )n>1 de subconjuntos compactos de X tal que X = J,~, K, e tal que K,
esta contido no interior de K, 1, para todon > 1.

Lema. Todo espaco topolégico localmente compacto satisfazendo o segundo axioma da
enumerabilidade admite uma exaustao por compactos.

Demonstragao. Seja X um espaco topoldgico localmente compacto satisfazendo o se-
gundo axioma da enumerabilidade. Podemos cobrir X por abertos relativamente com-
pactos; essa cobertura aberta, possui uma subcobertura enumerével (veja Exercicio 7 da
aula nimero 11). Em particular, X pode ser escrito como uma reunido enumeravel de
subconjuntos compactos, digamos X = J,,~; L. Construimos agora uma exaustao por
compactos (K, )p>1 para X indutivamente. Tome K; = L;. Supondo K,, construido,
definimos K, 1 da seguinte forma. Para todo x € K,, existe um aberto U, contendo
r que estd contido num compacto C,. A cobertura aberta K, C |, &, Uz DOssui uma
subcobertura finita K, C |J_, U,, (veja Exercicio 2). Tome:

P
K%+1::Ln+1LJLJC%f
i=1
Dai K,, esta contido no aberto 1;:1 U, que esta contido em K, 4 1; logo K, esta contido no
interior de K, 1. Além do mais, K,,+1 é compacto, pois é uma uniao finita de compactos.
Finalmente, nossa construcao implica que L, C K,, para todo n > 1 e portanto:

X=JLn=|JE.m

n>1 n>1

Observagdo: um espaco topologico é dito o-compacto se ele pode ser escrito como uma
uniao enumeravel de subconjuntos compactos. Na verdade, o argumento da demonstragao
do Lema acima mostra que todo espago o-compacto e localmente compacto admite uma
exaustao por compactos. A primeira parte da demonstracao do Lema consistiu em veri-
ficar que todo espaco topoldgico localmente compacto satisfazendo o segundo axioma da
enumerabilidade é o-compacto.
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Definicao. Sejam X um espaco topoldgico e (S;);c; uma familia de subconjuntos de X.
Dizemos que a familia (S;);c; é pontualmente finita se cada x € X pertence a S; para no
maximo uma quantidade finita de indices i € I, i.e., se para todo x € X o conjunto:

{iEI:xESi}

é finito. Dizemos que a familia (S;);c; € localmente finita em X se cada x € X possui uma
vizinhanca que intersecta S; para no maximo um numero finito de indices © € I, i.e., se
para todo x € X existe um aberto U C X contendo x tal que o conjunto:

{Z'GIZUQSZ'#@}

é finito.
Obviamente, toda familia localmente finita é também pontualmente finita.

Observagdo: na verdade, a condicdo de uma familia (5;);c; de subconjuntos de X ser
pontualmente finita nao depende da topologia de X. Essa condicao também nao depende
do “ambiente”, i.e., se (S;)ic; é uma familia de subconjuntos de Y e se Y C X entao
(S;)ier € uma familia pontualmente finita de subconjuntos de X se e somente se (S;);crs
for uma familia pontualmente finita de subconjuntos de Y. Por outro lado, a condicao
de uma familia (5;);er ser localmente finita em X depende (obviamente) da topologia de
X e também do “ambiente”; mais explicitamente, se Y é um subespago de um espacgo
topolégico X entao uma familia (S;);c; de subconjuntos de Y pode ser localmente finita
em Y, mas nao ser localmente finita em X (veja os Exemplos a seguir). E facil ver, no
entanto, que se (5;);es € localmente finita em X entdo (5;);cr também é localmente finita
em Y.

Exemplo: seja X um espago topoldgico nao vazio arbitrario e seja I um conjunto infinito.
A familia (S;);e; definida por S; = X para todo i € I ndo é nem pontualmente finita nem
localmente finita (apesar do fato que o conjunto {Si ciel } é finito).

Exemplo: seja X = IR a reta real e considere a familia (S,,),>1 definida por:

I

para todo n > 1. Daf a familia (S,,),,>1 néo é localmente finita em X pois toda vizinhanca
da origem intersecta todos os conjuntos S, para n suficientemente grande. No entanto, a
familia (S, )n>1 ¢ localmente finita em Y = ]0,4o00[; de fato, se z > 0 entao ]%, +oo[ é
uma vizinhanga aberta de x que intersecta S,, apenas para um numero finito de indices n.

3=

n+1’

S = | 72

Sabemos que a uniao de uma colecao finita de subconjuntos fechados de um espaco
topolégico é um subconjunto fechado desse espaco topoldgico; também, o fecho de uma
uniao finita de subconjuntos de um espacgo topoldgico coincide com a uniao dos fechos
desses subconjuntos. Tais propriedades nao sao verdadeiras para colegoes infinitas de sub-
conjuntos, mas, como mostraremos a seguir, elas sao verdadeiras para colegoes localmente
finitas.
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Lema. Sejam X um espago topoldgico e (S;)ic; uma familia localmente finita em X.

Entao a familia (S;);c; também é localmente finita em X.

Demonstracao. Basta observar que se U C X é um aberto entao:

{iel:UNS;#0}={iel:UNS;#0}.m

Lema. Sejam X um espaco topoldgico e (F;);c; uma familia localmente finita de subcon-
juntos fechados de X. Entao | J,.; F; é fechado em X.

Demonstragao. Seja x € X com x & (J,; F;. Como (F})iesr ¢ localmente finita, existe
um aberto U C X contendo x tal que U N F; # () apenas para um numero finito de indices
i € I, digamos, i = i1,...,%,. Dail U\ (F;, U...UF; ) é uma vizinhanca aberta de x

disjunta de | J,;c; F;. ®

Corolério. Sejam X um espacgo topolégico e (S;);e; uma familia localmente finita de
subconjuntos de X. Entao:
Usi=UJS:

i€l i€l
Demonstragao. A inclusao:

Usic Us

i€l i€l

vale em geral (mesmo sem a hipdtese que (S;);c; seja localmente finita). De fato, basta
observar que o fecho de (J;.;S; ¢ um fechado que contém S; para todo 7 € I e portanto
contém S;, para todo i € I. Para mostrar a inclusdo reversa observamos que, pelos dois

Lemas anteriores, o conjunto | J,.;S; é fechado e contém |J,_; S;; logo contém também o
fecho de (J;c; Si- ®

el iel

Lema. Seja X um espacgo topoldgico e seja (S;)ie; uma familia localmente finita de sub-
conjuntos de X. Se K C X é compacto entao o conjunto:

{iG]:KﬂSZ'%@}

é finito.

Demonstracao. Paratodo z € K existe um aberto V,, C X contendo x tal que o conjunto:
L={iel:V,nS; #0}

é finito. A cobertura aberta K C |J, 5 Vi possui uma subcobertura finita K C |J/_, V;,

(veja Exercicio 2). Dali, se i € I é tal que K NS; # 0 entao V, N S; # () para algum
r=1,...,p. Em outras palavras:

{iel:KnS;#0}Cl,,U...UL, . ®

155



Recordamos agora a nogao de espaco topoldgico paracompacto. Em diversos tex-
tos, variedades diferenciaveis sao definidas como sendo espagos topoldgicos Hausdorff e
paracompactos munidos de um atlas maximal de classe C*. Veremos no que segue que
essa definicao é essencialmente equivalente a nossa, a menos do fato que ela permitiria
variedades com uma quantidade nao enumeravel de componentes conexas.

Observamos que a no¢ao de paracompacidade em topologia é intimamente ligada com
a nogao de partigdo da unidade (veja Exercicio 14).

Recordamos que se X é um conjunto entdo uma cobertura X = J..,V; de X é dita

jeg Vi
um refinamento de uma cobertura X = J,_; U; de X se para todo j € J existe ¢ € I tal
que V; C U;.

iel
Definicao. Um espaco topolégico X é dito paracompacto se toda cobertura aberta de X
admite um refinamento aberto localmente finito. Mais explicitamente, X é paracompacto
se dada uma familia de abertos (U;)ic; em X com X = J,; Ui, existe uma familia

localmente finita (V;)jes de abertos em X com X = J..,;V; e tal que para todo j € J
existe © € I com V; C U;.

JjeJ

A demonstracao do resultado a seguir é muito parecida com a demonstracao da
existéncia de particoes da unidade subordinadas a coberturas abertas arbitrarias de uma
variedade diferencidvel (veja segao 1). Por esse motivo, apresentamos a demonstracao de
forma um pouco resumida.

Teorema. Toda variedade diferenciavel é paracompacta.

Demonstragao. Seja M uma variedade diferencidvel e seja M = | J,.; U; uma cobertura
aberta de M. Vamos construir um refinamento aberto localmente finito para M = J,.; Us.
Seja (K,,)n>1 uma exaustdo por compactos para M e defina K, = () para todo n < 0.
Para todo inteiro n, denotamos por C,, o compacto K, \int(K,_1). Sejamn >1lez € C,
fixados. Temos que existe ¢ € I com x € U;. O conjunto:

‘/(n,x) = int(Kn_H) N K;_Q NU;

é uma vizinhanga aberta de x e a cobertura aberta C),, C UxEC’n Vin,z) POssui uma sub-
cobertura finita, i.e., existe um subconjunto finito F;, C C, tal que C,, C Uwan Vin,e)-
Considere a familia (V});cs, onde:

J={(n,z):n>1, z€F,}.

De M = Un21 Cn e Cn C Uzer, Ving), obtemos M = UngVj- Além do mais, por
construgao, cada V; ¢é aberto e para todo j € J existe i € I com V; C U;. Para completar
a demonstragao, basta mostrar que a familia (V});cs é localmente finita. Seja z € M e
sejan > 1 tal que x € K, \ K,,—1. Dai int(K,+1) \ K,—1 é uma vizinhanca aberta de x.
Afirmamos que int(K,,+1) \ K,—1 intercepta V; apenas para um ntmero finito de indices
j € J. De fato, seja j € J tal que (int(Kn+1) \ Kn_l) NV, # 0, digamos j = (m,y), com
m>1eyeF,. Temos V; C int(K,,4+1) N K;,_, e portanto:

int(K,11) NKS_; Nint(K,11) NKS,_o # 0,
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donde n — 1 < m < n+ 2. Concluimos que:

n+2
{jeJ:Vin (int(Kny1)\ Kno1) #0} C U {m} x Fp,.

m=n—1

Isso prova que a familia (V});cs é localmente finita e completa a demonstragao. B

Observacgdo: na verdade, o argumento apresentado na demonstracao do Teorema acima
mostra o seguinte resultado: se X é um espaco topoldgico localmente compacto, Hausdorff
e o-compacto entdao X é paracompacto (veja Exercicio 7 e a observagao que o segue).

Mostramos agora que no caso de espacos conexos Hausdorff com a topologia induzida
por um atlas, o segundo axioma da enumerabilidade é equivalente a paracompacidade.

Teorema. Sejam M um conjunto e A um atlas para M. Assuma que M é munido da
topologia induzida por A. Se M é Hausdorff, paracompacto e conexo entao M satisfaz
o segundo axioma da enumerabilidade. Em particular, o conjunto M munido do atlas
maximal que contém A é uma variedade diferenciavel.

Demonstragao. A estratégia da prova é a seguinte: vamos construir indutivamente uma
seqiiéncia (K, )n>1 de subconjuntos compactos de M e vamos mostrar que Un21 K, é
aberto, fechado e nao vazio em M. Como M é conexo, seguirda que M ¢ igual a uniao dos
compactos K,. Cada compacto K, pode ser coberto por um niumero finito de dominios
de sistemas de coordenadas pertencentes a A (veja Exercicio 2); obteremos entao um atlas
enumeravel para M contido em A e a demonstragao ficard completa (veja Exercicio 5 da
aula nimero 5).

Procedemos entdo com a definicao da seqiiéncia (K,)p>1. Como M é localmente
compacto, M admite uma cobertura aberta por conjuntos relativamente compactos; por
paracompacidade, essa cobertura aberta admite um refinamento aberto localmente finito.
Obtemos entao uma cobertura aberta M = Uz’e ; Ui localmente finita de M onde cada U;
é relativamente compacto (como M é Hausdorff, isso significa que U; é compacto). Tome
K7 como sendo um subconjunto compacto nao vazio arbitrario de M; por exemplo, seja
K7 um conjunto unitario (o caso M = () obviamente é trivial). Assumindo que o compacto
K, foi definido para um certo n > 1, definimos K, 1 da seguinte forma:

Ko = |J U
i€l

onde:
In:{iEI:KnﬂUi%Q)}.

Como K,, é compacto e (U;);c; é uma Emﬂia localmente finita, segue que I,, é finito e
portanto K, 1 é compacto, pois cada U; é compacto. Note que Uieln U; é um aberto
contido em K, 11 que contém K, e portanto K,, estd contido no interior de K, ;. Logo:

U Ko = | int(Koi).

n>1 n>1
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Isso mostra que a uniao J,~; K, é aberta. Essa unido é certamente nao vazia, pois K
~ , . ~ — , ! ~ .
nao € vazio. Vamos entao mostrar que UnZl K,, é fechado. Se I' = Un21 I,, entao:

UKn:KlLJU UE:Klu UF

n>1 n>1iel, iel’

Como a familia (U;);e é localmente finita, concluimos que:

UK.=rx0J U

n>1 icl’

é fechado em M. Isso completa a demonstracao. B

Observacgdo: na verdade, o argumento apresentado na demonstracao do Teorema acima
mostra o seguinte resultado: se X é um espaco topolégico localmente compacto, Hausdorff,
conexo e paracompacto entao X é o-compacto. Além do mais, se todo ponto de X possui
uma vizinhanca que satisfaz o segundo axioma da enumerabilidade entao X satisfaz o
segundo axioma da enumerabilidade.

Corolario. Sejam M um conjunto e A um atlas para M. Assuma que M é munido da
topologia induzida por A. Se M é Hausdorff e possui uma quantidade enumeravel de
componentes conexas entao M é paracompacto se e somente se satisfaz o segundo axioma
da enumerabilidade.

Demonstragao. J4 mostramos que se M satisfaz o segundo axioma da enumerabilidade
entdo M é paracompacto (pois nesse caso M torna-se uma variedade diferencidvel, munido
do atlas maximal que contém A4). Reciprocamente, suponha que M é paracompacto. Seja
My uma componente conexa de M. Como M é fechada em M (veja Exercicio 19), segue
que M é paracompacta (veja Exercicio 9). Como M, é aberta em M (veja Exercicios 15
e 17), o atlas A induz um atlas Ay em My. Mais explicitamente, se Aax denota o atlas
maximal em M que contém A entdao o conjunto dos sistemas de coordenadas pertencentes
a Amax cujos dominios estao contidos em M, constitui um atlas Ag para My; além do
mais, a topologia induzida por Ay em Mj coincide com a topologia induzida por M em
My (veja Exemplo na secao 3 da aula nimero 3). Logo My é Hausdorff (veja Exercicio 2
da aula nimero 10), paracompacto, conexo e possui sua topologia induzida por um atlas.
Segue do Teorema anterior que My satisfaz o segundo axioma da enumerabilidade. Dai M
pode ser coberto por uma colegao enumeravel de abertos que satisfazem o segundo axioma
da enumerabilidade e portanto também M satisfaz o segundo axioma da enumerabilidade
(veja Exercicio 5 da aula nimero 5). B
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Exercicios.
(nao é para entregar, mas é bom dar uma olhada e quem tiver problemas me procura).

Topologia.
Observagdo: parte da terminologia usada nos exercicios a seguir foi introduzida nos Exer-
cicios da aula ntimero 11.
1. Mostre que as seguintes afirmagoes sobre um espaco topolégico X sao equivalentes:
(a) X é normal;
(b) dados um fechado F' C X e um aberto U C X com F' C U entao existe um aberto
VcXcomFCcVcCcVcU.

[dica: supondo (a), prove (b) usando que os fechados disjuntos F' e U podem ser separados
por abertos; supondo (b), prove (a) usando o fato que se F', G sao fechados disjuntos em
X entdo F' estd contido no aberto U = G°|.

2. Sejam X um espacgo topoldgico e K C X um subconjunto. Mostre que as seguintes
condicoes sao equivalentes:

(a) K é um espago compacto com a topologia induzida de X i.e., se (V;);cs é uma familia
de abertos relativos a K com K = |J,.; V; entao existe um subconjunto finito J C I
com K = J,c; Vi;

(b) se (Us)icr ¢ uma familia de abertos relativos a X com K C |J,.; U; entao existe um
subconjunto finito J C I com K C |J,; Us.

Similarmente, mostre que as duas condic¢oes abaixo também sao equivalentes:

(a’) K é um espago de Lindel6f com a topologia induzida de X, i.e., se (V;);cr é uma familia
de abertos relativos a K com K = (J,.; V; entdo existe um subconjunto enumeravel
JCIcomK=J,.,Vi

(b”) se (Us)ier ¢ uma familia de abertos relativos a X com K C |J,c; U; entao existe um
subconjunto enumeravel J C I com K C |J;c; U;.

i€l
ieJ

3. Mostre que se X é um espaco topoldgico compacto e se F' C X é um subconjunto
fechado entao F' também é compacto.

[dica: pelo resultado do Exercicio 2, basta mostrar que toda cobertura aberta de F' por
abertos de X admite uma subcobertura finita. Observe que se I’ C |J,.; U; ¢ uma cober-
tura aberta de F' por abertos de X entao, acrescentando F°¢ a familia (U;);cs, obtemos
uma cobertura aberta de X].

4. Seja f : X — Y uma fungao continua e bijetora, onde X é um espaco topoldgico
compacto e Y é um espaco topologico Hausdorff. Mostre que f é um homeomorfismo.

[dica: verifique que f é uma aplicagdo fechada usando o resultado do Exercicio 3 e o
resultado do item (b) do Exercicio 3 da aula nimero 11].

5. Mostre que todo espaco topoldgico compacto é paracompacto.

159



Definigao. Sejam X um espaco topolégico e X = |J,.; U; uma cobertura de X. Um
refinamento estrito da cobertura X = |J,.; U; é uma cobertura X = J,.; Vi de X tal que
V; C U;, para todo i € I.

el

6. Seja X um espago topoldgico paracompacto. Mostre que toda cobertura aberta de
X admite um refinamento aberto estrito e localmente finito; mais explicitamente,
mostre que para toda cobertura aberta X = [J,c;U; de X existe uma cobertura
aberta localmente finita X = (J,.; Vi de X tal que V; C U;, para todo i € I.

[dica: seja X = J;c; W; um refinamento aberto localmente finito de X = |J,c; U;. Para
cada j € J, escolha i = o(j) tal que W; C U;. Obtemos entdo uma fungéo o : J — 1.
Deﬁna ‘/tL - UjEO'*l(i) W]]'

7. Um espago topologico X ¢ dito superparacompacto se, dada uma base de abertos B

de X, existe uma cobertura aberta localmente finita de X formada por elementos da
base ‘B.

(a) Se X é superparacompacto, mostre que, dada uma base de abertos B de X e uma
cobertura aberta X = |J;c; U; de X, existe um refinamento aberto localmente
finito X = UjeJVj de X = |J,c; Us tal que V; € B, para todo j € J. Conclua
que X é paracompacto.

[dica: o conjunto B’ = {B €B: B CU;, para algum 1 € I} é uma base de abertos de X
e existe uma cobertura aberta localmente finita de X formada por elementos de B’].

(b) Mostre que se X é localmente compacto, Hausdorff e satisfaz o segundo axioma
da enumerabilidade entao X é superparacompacto.

[dica: repita os passos da demonstragao de que toda variedade diferencidvel é paracom-
pacta, mas em vez de definir V{,, ;) = int(K,11) N K;,_, NU;, escolha V(;, ;) € B com
T € -‘/(n,a:) C int(Kn+1) N KTCL_Q N UZ]

Observagdo: na verdade, sem dificuldade adicional, mostra-se que se um espaco topolégico
X é localmente compacto, Hausdorff e o-compacto entao X é superparacompacto.

Observagdo: se X ¢ superparacompacto e X = J,.; U; é uma cobertura aberta, nao é
verdade em geral que X = [J,.; U; admite um refinamento aberto estrito e localmente
finito formado por elementos de uma dada base ‘B.

8. Um espago topolégico X é dito hereditariamente paracompacto se todo subconjunto de
X, munido da topologia induzida, ¢ paracompacto. Mostre que X ¢é hereditariamente
paracompacto se e somente se todo subconjunto aberto de X é paracompacto.

[dica: seja S C X um subconjunto arbitrario e seja S = | J;; Vi uma cobertura aberta de S
por abertos relativos a S. Para cada i € I, existe um aberto U; em X tal que V; = U, N S.
Dai U = |J,c; Ui é uma cobertura aberta do subconjunto aberto U C X. Usando que
U é paracompacto, obtemos um refinamento aberto localmente finito U = jed W; para
a cobertura U = [J;c;U;. Conclua que S = [J,;c;(W; N S) é um refinamento aberto
localmente finito para S = J,; Vi).

160



9. Seja X um espaco topoldgico paracompacto e seja F' C X um subconjunto fechado.

(a) Se (Ui)ier € uma familia de abertos de X com F C (J,¢;
uma familia de abertos (V;);c; localmente finita em X tal que F C |
que V; C U;, para todo i € I.

U;, mostre que existe
ier Vi e tal
[dica: os abertos U; juntamente com o complementar de F' constituem uma cobertura
aberta de X. Use o resultado do Exercicio 6].

(b) Mostre que F' é paracompacto.

[dica: se F' = |J;.; Wi é uma cobertura aberta de F' (por abertos relativos a F) entao para
todo i € I existe um aberto U; em X tal que W; = U; N F. Use o resultado do item (a)].

10. Mostre que todo espago topolégico Hausdorff e paracompacto é regular (e portanto é
um espago T3).

[dica: sejam X um espago topolégico Hausdorff e paracompacto, F' C X um subconjunto
fechado e x € X um ponto com x gﬂ Como X ¢é Hausdorff, para cada y € F, existe um
aberto U, em X com y € U, e x € U,. Pelo resultado do Exercicio 9, existe uma familia
localmente ﬁniia de abertos (V}),er tal que F' C UyeF V, eV, C U, para todo y € F.
Note que = ¢ V,, para todo y € F' e como a familia (Vy)yer € localmente finita, temos que
o fecho da uniao |J, ¢ Vy coincide com (J, ¢ g Vyy. Conclua que U, cp Vy e (UyeF Vy )C s80
abertos que separam F' de z].

YyeF

11. Mostre que todo espago topolégico Hausdorff e paracompacto é normal (e portanto é
um espago T4).
[dica: sejam X um espago topoldgico Hausdorff e paracompacto e F, G C X subconjuntos
fechados e disjuntos de X. Pelo resultado do Exercicio 10, X é regular e portanto para
cada y € F, existe um aberto U, em X com y € U, e U, NG = ). Pelo resultado do
Exercicio 9, existe uma familia localmente_ﬁnita de abertos (V})yer tal que F' C | yer Vy
e V, C U, para todo y € F. Note que V, NG = (), para todo y € F e como a familia
(Vy)yer € localmente finita, temos que o fecho da unido |J, ¢ Vy coincide com J,cp Vy-

Conclua que e Vy € (UyeFVy)c sao abertos que separam F' de G.

U; uma cobertura aberta de X.
V; de X tal que

Definigao. Sejam X um espago topoldgico e X = |
Um encolhimento de X = (J
V;, C U; para todo i € I.

i€l

;1 Ui 6 uma cobertura aberta X = J;¢;

12. Seja X um espaco topoldgico. O objetivo deste exercicio é mostrar que as seguintes
condicoes sao equivalentes:

(i) X é normal;
(ii) toda cobertura aberta pontualmente finita de X admite um encolhimento.
Para mostrar isso, preencha os detalhes dos passos descritos abaixo.

(a) Provar que (ii)=-(i) é facil; assumindo (ii), tome F,G C X fechados disjuntos e
observe que a cobertura aberta X = F°UG® possui um encolhimento X = UUV/,
i.e., U V C X sao abertos e U C F¢, V C G°. Basta notar entdo que os abertos
UeV"® separam I’ de G.
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(b) Assuma (i) e vamos provar (ii). Seja X = J,c; U; uma cobertura aberta pontual-
mente finita de X. Denote por A o conjunto das familias (V});es, J C I, onde

para todo j € J, V; é aberto em X, V; C U; e:

x=(Un)o( Y o) 2

jeJ iel\J

Defina uma ordem parcial < em A fazendo (Vj)jes = (V))jes se e somente se

J C J'eV;=V], para todo j € J. Verifique que toda cadeia em (A, <) possui

uma cota superior.
[dica: seja B = {(Vj’\)jeh c A E A} C A uma cadeia, i.e., para todos \,u € A temos
(Vj)‘)jejA = (V{Yjes, ou (V{)jes, = (‘/}A)jGJA' Tome J = (J,cp /i €, para cada j € J,
defina V; = Vj’\, onde A € A é escolhido de modo que j € Jy. Verifique que a familia
(V;)jes é bem definida. Uma vez estabelecido que essa familia pertence a A, ficara claro
que ela é uma cota superior para a cadeia B. Observamos que se A é vazio entao a familia
(Vj)jes também é vazia; mas a familia vazia pertence a A, ja que X = (J,; U;. Suponha
entao que A nao é vazio. A tnica parte nao trivial da demonstracao que (V;);es pertence
a A é a verificagdo de (x). Seja z € X e suponha que z ¢ U;, para todo i € I \ J. Vamos
verificar que = € Vj, para algum j € J. Como a familia (U;);er é pontualmente finita, o
conjunto:

Ly={iel:zeU}

é finito. Temos Iy C J. Como (Jy)rea é uma cadeia de subconjuntos de J e como A # (),
temos que o subconjunto finito Iy C J esta contido em Jy, para algum A\ € A. Levando

€Im conta que: X:<UV7>U< U UZ)

JEJIN i€I\Jy

conclua que x € Vj, para algum j € Jy C J].

(c) Mostre que se (V;);es é um elemento de A com J # I entdo (V;);cs nao pode
ser um elemento maximal de A.
[dica: seja ig € I\ J. Seja ' C X o complementar do aberto (UjEJ Vj) U (UieI\J, Ufi),
onde J' = JU {ig}. Como F*UU;, = X, temos F' C U;, e pelo resultado do Exercicio 1,
existe um aberto V;, com F C V;, e V;, C U,,. Verifique que a familia (V});c pertence
ao conjunto AJ.
(d) Usando o Lema de Zorn e o resultado dos itens (b) e (c¢), conclua que existe um

elemento (V;);cs em A tal que J = I. Note que X = UjeJ V; é um encolhimento
de X = Uie] Uz
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13. Seja X um espago topologico Hausdorff e paracompacto. Mostre que toda cobertura
aberta de X admite um encolhimento localmente finito, i.e., se X = J,c; U; é uma
cobertura aberta de X entao existe uma familia localmente finita de abertos (V;);ers

em X tal que V; C U, para todo i € I e tal que X = Uier Vi

[dica: pelo resultado do Exercicio 6, a cobertura aberta X = Uie ; U; admite um refina-
mento aberto estrito e localmente finito X = (J,c; W;. Pelo resultado do Exercicio 11,
X é normal e portanto, pelo resultado do Exercicio 12, a cobertura aberta X = J,_.; W;
admite um encolhimento X = | J,.; Vi].

el

Definigao. Sejam X um espago topolégico e X = |J,.; U; uma cobertura aberta de X.
Uma particdo da unidade subordinada & cobertura X = J;o;U; é uma familia (&;)icr
de fungoes continuas & : X — [0,1] tal que supp&; C U;, para todo i € I, a familia
(supp&;)icr € localmente finita em X e ) ;. &(x) = 1, para todo = € X.

14. Seja X um espaco topolégico Hausdorff. Mostre que as seguintes condigoes sao equi-
valentes:

(a) toda cobertura aberta de X admite uma partigdo da unidade subordinada;
(b) X é paracompacto.

[dica: para mostrar que (a)=-(b), tome uma cobertura aberta X = J;c; U; de X e uma
particao da unidade ), ;& = 1 subordinada a essa cobertura. Se

V,={ze X &) #0},

mostre que X = J;c; Vi € um refinamento aberto localmente finito de X = J,;.; U;. Para
mostrar que (b)=(a), seja X = J,c; U; uma cobertura aberta de X. Pelo resultado do
Exercicio 13, essa cobertura aberta admite um encolhimento localmente finito X = (J,¢; Vi
Similarmente, a cobertura aberta X = (J,.; Vi admite um encolhimento localmente ﬁnlto
X =J;c; Wi. Como X é normal (veja Exercicio 11), o Lema de Urisohn nos da, para cada
i € I, uma funcio continua & : X — [0, 1] que vale 1 no fechado W e vale zero no fechado
V. Note que supp&; C Vi C U;, para todo i € I. Tome & = Yicr & e defina & = él/é,
para todo ¢ € I. Verifique que ), ;& = 1 é uma particdo da unidade subordinada a
cobertura X = J,;c; Ui].

Definicao. Um espacgo topolégico X é dito localmente conexo se todo ponto de X possui
um sistema fundamental de vizinhancas conexas. Mais explicitamente, X é localmente
conexo se para todo x € X e todo aberto U C X contendo x existe um subconjunto
conexo V C X contido em U que contém x em seu interior.

15. Mostre que se X é um espaco topoldgico localmente conexo e se U C X é um aberto
entao as componentes conexas de U sao abertas em X.

[dica: seja C' uma componente conexa de U. Dado x € C, se V' é uma vizinhanca conexa
de z contida em U entao V C C].
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16. Seja X um espaco topoldgico localmente conexo. Mostre que todo ponto de X possui
um sistema fundamental de vizinhancas abertas e conexas, i.e., dado um ponto z € X
e um aberto U C X contendo z, existe um aberto conexo V em X comx € V C U.

[dica: pelo resultado do Exercicio 15, a componente conexa de U que contém z é um

subconjunto aberto e conexo de X].

17. Sejam M um conjunto e 4 um atlas em M. Se M é munido da topologia induzida
por A, mostre que M é localmente conexo.

[dica: IR™ é localmente conexo e M é localmente homeomorfo a IR"].

18. Considere o conjunto:

X = (Rx {0} u ({0} x R)u |J ({1} x ),

n>1

munido da topologia induzida de IR?. Mostre que X é conexo mas nao é localmente
conexo.
[dica: U = XN (IR x]0,+00[) é uma vizinhanca do ponto (0,1) em X mas um subconjunto
conexo C' de X que contenha (0,1) e esteja contido em U estard necessariamente contido
na reta {0} x IR, que tem interior vazio em X]|.
19. Seja X um espago topologico. Mostre que:
(a) se C C X é conexo e D é tal que C C D C C entdo D é conexo.
[dica: se A é aberto e fechado em D e A # () entao AN C é aberto e fechado em C. Como
C é denso em D, ANC # () e como C é conexo, ANC = C. Usando novamente o fato que
C' é denso em D, concluimos que A = D, ja que A é fechado em D e A contém C].
(b) As componentes conexas de X sao fechadas em X.
[dica: se C é uma componente conexa de X entao o resultado do item (a) implica que C
é conexo; logo C' C (.

Calculo I.

20. Seja I C IR um intervalo e seja a € I. Seja f : I — IR uma funcao continua em
I e derivavel em I\ {a}. Suponha que o limite lim;_,, f'(t) existe. Mostre que f é
derivavel no ponto a e que f'(a) = limy_,, f'().

[dica: pelo Teorema do Valor Médio W = f'(¢t), para todo t € I'\ {a}, onde ¢; é um
ponto de I entre t e a.
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21. Considere a aplicacao o : IR — IR definida por a(t) = e~ %, para todo t > 0 e a(t) = 0
para todo t < 0.
(a) Mostre que para todo k > 1 existem fungdes polinomiais Py, Qy : IR — IR tais
que a®)(t) = %a(t), para todo t > 0, onde a®) denota a k-ésima derivada da
funcao a.
[dica: use indugao em kj.
(b) Mostre que lim,_,g a(t) = 0 e que lim;_,o a*)(t) = 0, para todo k > 1.
(c) Mostre que a é uma aplicacio de classe C* e que a¥)(0) = 0, para todo k > 1.

[dica: use indug@o em k, o resultado do item (b) e o resultado do Exercicio 20].

Cadlculo em variedades.

22. Seja M uma variedade diferencidvel de classe C*. Considere o espaco vetorial real
§(M, IRP) de todas as aplicagoes f : M — IRP, munido das operagoes usuais, i.e.,
(f+9)(x) = f(z)+g(x) e (cf)(z) = cf(z), paratodosz € M, c € Re f,g € F(M, IRF).
(a) Mostre que o conjunto das aplicacoes f : M — IRP de classe C* é um subespaco

vetorial de §(M, IRP).

[dica: se f,g: M — IRP sdao de classe C* entdo a aplicacdo (f,g) : M — IRP x IRP é de

classe C* e a fungdo soma IRP x IRP > (v,w) — v +w € IRP é de classe C*°. Além do

mais, para todo ¢ € IR a funcdo IRP > v — cv € IRP é de classe C*°|.

(b) Definimos um produto no espago vetorial F(M, IR) fazendo (fg)(x) = f(x)g(x),
para todos f, g € §(M, IR) e todo z € M. Dai §(M, IR) é uma dlgebra comutativa
com unidade. Mostre que o subespaco de §F(M, IR) formado pelas aplicagoes de
classe C* é uma subdlgebra de F(M, IR), i.e., mostre que o produto de aplicagoes
de classe C* ¢ de classe C*.

[dica: se f,g: M — IR sao de classe C* entdo a aplicacio (f,g) : M — IR x IR é de classe
C* e a funcio produto IR x IR > (a,b) — ab € IR é de classe C™].

23. Sejam M, N variedades diferencidveis de classe C* (1<k<o)ef:M— N uma
imersdo injetora de classe C*. Mostre que se M é compacta entdo f ¢ um mergulho.

[dica: use o resultado do Exercicio 4].

Topologia de variedades.
24. Mostre que toda variedade diferenciavel é hereditariamente paracompacta.

[dica: use o resultado do Exercicio 8 e o fato que toda variedade diferencidvel é paracom-
pactal.

25. Mostre que toda variedade diferenciavel é superparacompacta.

[dica: use o resultado do item (b) do Exercicio 7 e o resultado do Exercicio 8 da aula
nimero 11].
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Aula nimero 22 (31/10)

A aula nimero 22 cobriu parte do material originalmente destinado a aula niimero 21.

Aula nimero 23 (05/11)

(1) Identificando vetores tangentes com operadores de derivada direcional.

Seja M um conjunto e seja §(M, IR) o conjunto de todas as aplicagoes f : M — IR.
Podemos definir de modo natural em §(M, IR) operacoes de soma, produto e produto por
escalar real de modo que F(M, IR) torna-se uma algebra comutativa com unidade (veja
Exercicios 2, 3 e as Defini¢oes que os precedem). Se M é uma variedade diferencidvel de
classe C* entdao o conjunto C*(M) de todas as aplicacdes f : M — IR de classe C* é
uma subdlgebra de F(M, IR) (veja Exercicio 22 da aula nimero 21) que contém a unidade
de F(M, IR) (i.e., a funcdo constante e igual a 1). Logo C*(M) é também uma &lgebra
comutativa com unidade.

Notagdo: se M ¢é uma variedade diferencidvel de classe C* (1 < k < 00), Z é um espaco
vetorial real de dimensdo finita, f : M — Z é uma funcio de classe C*, 2 € M é um ponto
v € T, M é um vetor tangente, denotamos a derivada direcional de f na direcao de v por
v(f) € Z; em simbolos:

v(f)=df(x)-veZ
Segue do resultado dos itens (a) e (b) do Exercicio que:
o(f +9) =v(f) +oulg), wvlcf)=cu(f)

para quaisquer aplicacoes f : M — Z, g : M — Z de classe C*¥ e quaisquer x € M,
veT, M, ce IR. Em particular, a aplicacao © definida por:

0:CHM) s fr—u(f) e R

é linear, i.e., ¥ é um elemento do espaco dual C*(M)*. Temos também a seguinte identi-
dade, que segue do resultado do item (d) do Exercicio :

v(fg) = v(f)g(x) + f(z)v(g), (*)
para todos f,g € C*(M).
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Definigao. Seja M uma variedade diferencidvel de classe C* (1 < k < oc). Um funcional
linear A € C*¥(M)* é dito derivativo no ponto x € M se para todas f,g € C*(M) temos:

A fg) = A(f)g(x) + f(x)A(g).

A identidade (%) nos diz entdo que, para v € T, M, o funcional linear © € C*(M)* é
derivativo no ponto x € M.

Denotamos por Der, (C’k(M )) o conjunto de todos os funcionais lineares derivativos

no ponto z em C*(M). E facil ver que Der, (C*(M)) é um subespago vetorial de C*(M)*
(veja Exercicio ). Considere a aplicagao:

po: ToM 3 v — © € Der, (C*(M)) C C*(M)*.

Segue diretamente da linearidade de df(x) que p, é uma aplicagao linear (veja Exercicio ).
Temos também o seguinte:

Lema. A aplicacao p, é injetora, i.e., se M é uma variedade diferencidvel de classe C*
(1<k<o0),ze€ M éum pontoev,w e T, M sao vetores tangentes tais que v(f) = v(g)
para quaisquer aplicacées f : M — IR, g : M — IR de classe C* entao v = w.

Demonstragao. Seja v € T, M. Basta mostrar que v(f) = 0 para toda f € C*(M)
implica v = 0. Segue do Coroldrio do Lema de Tietze C* (veja secdo 1 da aula nimero
21) que para todo funcional linear o € T, M* existe uma aplicacio f € C*(M) tal que
df(z) = a. Logo a condicio v(f) = df(z) - v = 0 para toda f € C*(M) implica a(v) = 0
para todo a € T, M*. Mas isso obviamente implica que v = 0. B

Nosso objetivo agora é provar que quando k = oo a aplicacao p, é também sobrejetora.
Para isso, precisamos de alguns lemas preparatorios.

Comecamos mostrando que funcionais lineares derivativos sao locais.

Lema. Seja M uma variedade diferencidvel de classe C* (1 < k < 00) e seja x € M um
ponto. Todo funcional linear A € Der, (C’k (M)) derivativo em x € local, i.e., dadas fungoes
f,g € C*(M), se f é igual a g em alguma vizinhanca de = entdo A\(f) = A(g).

Demonstragao. A funcao f — ¢ é nula numa vizinhanga de x e A(f —g) = A(f) — A(9). E
suficiente mostrar entdo que se h € C*(M) é nula numa vizinhanga de z entdo A(h) = 0.
Seja U C M um aberto contendo = onde h é nula. Pelo Lema de Urisohn C* (veja secdo 1
da aula nimero 21) existe uma fungio & € C¥(M) tal que £(x) = 1 e £(y) = 0 para todo
y € U°. Obviamente h€ é a funcao identicamente nula em M e portanto A(h) = 0, ja que
A é linear. Temos entao:

0= A(h) = A()E(x) + h(@)A(E) = A(h). m

Recorde que um subconjunto U C IR™ ¢ dito estrelado num ponto & € U se para todo
x € U o segmento de reta com extremos Z e x estd contido em U, i.e., se (1 —t)T+tx € U,
para todo t € [0,1] e todo x € U. Um subconjunto U C IR™ é dito convexo se U é estrelado
em todos os seus pontos, i.e., se todo segmento com extremos em U esta contido em U.

No Lema abaixo, se k = 0o, convencionamos que também k — 1 = oo.
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Lema. Seja f : U — IRP uma funcao de classe C* (1 < k < oo) definida num subconjunto
aberto U C IR". Suponha que U é estrelado num ponto T € U. Entao existem fungoes
gi:U—=IRP,i=1,...,n, de classe C*¥~1, tais que:

(a) f(z) = f(2)+ >, gi(x)(x; — Z;), para todo x € U;
(b) gi(z) = $L(z),i=1,...,n.

Demonstragao. Fixado = € U, considere a curva v : [0, 1] — IR™ definida por:

() = f((1 =)z + tx),

para todo t € [0,1]. Como U é estrelado em Z, segue que y é bem definida e de classe C¥.
Temos:

V() =df (1 -t)z+ta) - (x — Z) = Z g;i (1 =0z + tz) (z; — Z5),

para todo t € [0,1]. Dai, pelo Teorema Fundamental do Célculo:

Fa) =2 =5(0)+ [ vt =@+ Y [ (= ne+ ) i —a) e

Definimos entao:

1
of
() = 1— )7 + tz) dt,
g@) = | 5 (1 —1)z + tz)
para i = 1,...,n. As propriedades (a) e (b) sdo obviamente satisfeitas. O fato que as

funcoes g; sao de classe C*~1 segue do resultado do Exercicio . m

Mostramos agora que, em abertos de IR", todo funcional linear derivativo é uma
derivada direcional.

Lema. Seja U C IR™ um aberto e suponha que U seja estrelado num ponto T € U. Seja
A € Derz (C>(U)) um funcional linear derivativo no ponto Z. Entdo existe v € IR™ tal
que:

A(f) =df(@) v,
para toda f € C>(U).
Demonstragao. Para i = 1,...,n, denote por m; € C°°(U) a restricdo a U da i-ésima
projegao de IR™. Definimos v = (v1,...,v,) € IR"™ fazendo:

Ui:)\(ﬂ'i)y 221,,?1

Seja f € C*(U) e vamos mostrar que A(f) = df(Z) - v. Pelo Lema anterior, existem
1

fungoes g; € C*°(U) tais que ¢;(Z) = %(E), i=1,...,ne:



para todo z € U. Denotando por ¢ : U — IR a fungao constante e igual a 1 entao a
igualdade acima pode ser reescrita como uma igualdade de elementos de C*°(U):

Z)c+ i gi(m;
i=1
Aplicando A a ambos os lados da igualdade acima obtemos:
AP = H@NO + 3 Al — 5:0)
i=1
O+ 32 Mgi)(mi — 2:0)@) + (D) M) — TAG))
i=1

A fungao m; — Z;c obviamente anula-se no ponto Z; mostraremos logo a seguir que A(c) = 0.
Admitindo esse fato por um momento, obtemos:

A(f) = Zgz () Z oy (D =df(@) v

Para completar a demonstracao, verificamos que A(c) = 0. Para isso, basta notar que
¢¢c = ¢ e portanto:
A(e) = A(©)e(Z) + ¢(Z)A(c) = 2A(c). B

Teorema. Seja M uma variedade diferenciavel de classe C*° e seja x € M um ponto. A
aplicacao:
Po Ty M S>v—— 0 € Derx(C’oo(M))

é um Iisomorfismo.

Demonstragao. Ja vimos que p, é uma aplicagao linear injetora. Basta mostrar entao
que p, ¢ sobrejetora. Seja dado A € Der, (COO(M)) e vamos mostrar que existe v € T, M

tal que A = 0. Seja ¢ : U — U C IR" uma carta em M com z € U e tal que U é um aberto
convexo. Seja & : M — IR uma funcao de classe C'*° que vale 1 numa vizinhanca de x e
que tem suporte contido em U (veja Exercicio ). Se f : U — IR é uma fungao de classe
C> entdo a funcao f : M — IR definida por:

Fly) = {g;’(x)f(x)» i ; g:

é de classe C*°; de fato, os conjuntos U e (supp &)° constituem uma cobertura aberta de
M e a restricio de f a ambos esses abertos é de classe C*. Definindo ¢(f) = f obtemos
entao uma aplicacao:

¢: C®°U) — C™(M);
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é facil ver que ¢ é uma aplicacao linear. A aplicacao ¢ nao é um homomorfismo de algebras,
mas se f,g € C°(U) entao as funcoes ¢(fg) e ¢(f)e(g) sdo iguais numa vizinhanca de z
(a saber: na vizinhanga de x onde ¢ vale 1). Pelo resultado do Exercicio , a aplicagao

¢ : U — U induz um homomorfismo de algebras ¢* : C*°(U) — C°°(U) definido por:
o' (f)=fop. [feC>().

Definimos agora um funcional linear A : C>(U) — IR fazendo:

A=MXoeop’.

Afirmamos que A € C°°(U)* é derivativo no ponto Z = ¢(z). De fato, sejam f.geC>U)

e defina f = e(go*(f)), g = e(cp*(g)). As aplicagoes fg e e(cp*(fg)) sao iguais numa
vizinhanca de x e portanto, pelo Lema anterior, temos:

Mfg) = Me(e™(£9))] = A(f9);
temos também A(f) = A(f), A(g) = A\(§) e portanto:

MF9) = Af9) = A(f)g(@) + f(2)A(g9) = MN)a(@) + [(@)A().

Isso mostra que A é derivativo no ponto Z e portanto existe ¥ € IR™ tal que:

para toda f € C(U). Seja v = dp(z)~' - o € T, M. Vamos mostrar que A = . De fato,
seja f € C°(M) e defina f = fop™! € C°°(U). As funcdes f e e(p*(f)) coincidem numa
vizinhanca de = e portanto:

Af) = Ae(@"(£))] = Mf) = df (@) - 0 = df(x)(dp(z) ™" - 0) = df(2) - v = v(f).

Isso completa a demonstracao. B

(2) Derivagoes da algebra das fungoes e colchetes de Lie.

Notagdo: se M é uma variedade diferenciavel de classe Ck (1 <k <o), Zé um espago
vetorial real de dimensao finita, X : M — T'M é um campo vetorial e f : M — Z é uma
funcao de classe C* entdo denotamos por X (f): M — Z a funcao definida por:

X(f)(z) = (X(2))(f) = df(2) - X(2),

para todo x € M.

E facil ver que se X é um campo vetorial de classe C*~! entdo a funcio X (f) é de
classe C*~1 (veja Exercicio ). A seguir, demonstramos uma reciproca para essa afirmacao.
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Lema. Sejam M uma variedade diferencidvel de classe C* (1 <k <oc)e X : M —TM
um campo vetorial em M. Se X (f) € C*~1(M) para toda f € C*(M) entdo X é de classe
ck-1.

Demonstragao. Seja * € M um ponto. Vamos mostrar que a restrigao de X a uma
vizinhanca aberta de = é de classe C*~!. Seja ¢ : U — U C IR™ uma carta em M com
x € U. Como M é regular (veja sec@o 2 da aula nimero 21), existe um aberto V' em M
comz € V C V C U (veja Exercicio 2 da aula nimero 11). Pelo Lema de Tietze C*
(veja secdo 1 da aula ntimero 21), existe uma funciao ¢ : M — IR"™ de classe C* tal que
¢ly7 = @ly7. Parai = 1,...,n, denote por ¢; : M — IR a i-ésima fungao coordenada de
¢. Daf ¢; € C*(M) e portanto X (¢;) € C*~1(M). Como as fungdes ¢ e ¢ coincidem no
aberto V', temos que d¢(y) = de(y) para todo y € V; logo:

n n

de(y) - X(y) = do(y) - X(y) = Y _ (ddi(y) - X(v))e: = > (X (¢:)(v)) e,

=1 =1

para todo y € V, onde (e;)_; denota a base canonica de IR™. Mostramos entao que a
funcdo V 3 y +— do(y)- X (y) é de classe C¥~1; mas se T'p denota a carta em T M associada
a @ temos:

To(X(y) = (e(y),de(y) - X (y)),

para todo y € U e portanto X|y : V — TM é de classe C*~1. m

Seja M uma variedade diferenciavel de classe C* (1 < k < 00) e denote por X;_1(M)
o conjunto de todos os campos vetoriais de classe C*~1 em M. Temos que o conjunto
de todos os campos vetoriais em M possui uma estrutura natural de espaco vetorial real;
além do mais, X;_1(M) é um subespaco do espago de todos os campos vetoriais em M
(veja Exercicio 5 da aula nimero 15). A cada X € Xj_1(M), temos que a aplicagao:

X :CHM) > f—s X(f) € C*F (M)

¢ linear; de fato, isso segue facilmente do resultado dos itens (a) e (b) do Exercicio . O

resultado do item (c) do Exercicio implica que aplicacdao linear X satisfaz também a
seguinte identidade:

X(fg) = X(f)g + fX(9),
para quaisquer f,g € C*(M). Temos a seguinte:

Definicao. Seja A uma dlgebra. Uma derivacao de A é uma aplicacao linear T : A — A
tal que:
T(xy) = T(x)y + =T(y),

para quaisquer z,y € A. Denotamos por Der(A) o conjunto de todas as derivagoes de A.

Temos que Der(A) é um subespago vetorial do espago Lin(A) de todas as aplicagoes
lineares T': A — A (veja Exercicio ).

Observe que se X é um campo vetorial de classe C* numa variedade diferencidvel M
de classe C* entao a aplicacdo X é uma derivagao da algebra C°(M).
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Se M é uma variedade diferencidvel de classe C* (1 < k < 00), segue facilmente da
linearidade da diferencial de funcoes que a aplicagao:

Xp-1(M) 3 X +— X € Lin(C*(M), CF~1(M))

é linear, onde Lin(C*(M),C*~!(M)) denota o espago vetorial de todas as aplicacoes li-
neares T': C*¥(M) — Ck=1(M). Em particular, se k = oo, obtemos uma aplicagdo linear:

p:Xe(M) 3 X — X € Der(C™(M)) C Lin(C*(M)).
Nosso objetivo é mostrar que a aplicagdo p é um isomorfismo; comecamos com o

seguinte:

Lema. Sejam M uma variedade diferencidvel de classe C* (1 <k <oc)e X : M — TM,
Y : M — TM campos vetoriais de classe C*~1. Se X(f) = Y (f) para toda f € C*(M)
entao X =Y.

Demonstragao. Seja x € M e escreva v = X (z), w = Y (z). Temos que:

para toda f € CF(M). Da injetividade da aplicacdo p, prova num Lema da secdo 1
concluimos que v = w, i.e., X(z) =Y (z). &

Coroldrio. A aplicagdo p : Xoo (M) — Der(C>(M)) é injetora. ®
Teorema. Se M é uma variedade diferenciavel de classe C*° entao a aplicacao:
p: Xoo(M) — Der(C*(M))

é um isomorfismo linear.

Demonstragao. Jd estabalecemos que p ¢ uma aplicagao linear injetora. Seja entao D
uma derivagdo de C°°(M) e mostremos que existe X € X(M) tal que X = D. Para cada
x € M, o funcional linear A\, € C°°(M)* definido por:

Ae(f) = D(f)(x) € R, [feCT(M),

¢é derivativo no ponto x. Pelo que foi visto na secao 1, existe um vetor v, € T, M tal que
Uy = Ay. Definindo X (z) = v, para todo z € M obtemos entao um campo vetorial X em
M tal que X (f) = D(f), para toda f € C°(M). Pelo que foi provado acima, o fato que
X(f) € C°(M) para toda f € C>°(M) implica que X é de classe C*°. Logo X € X (M)

-~

eX=D.1m
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Lema. Seja A uma algebra. SeT : A — A, S : A — A sao derivagoes de A entao o
comutador [T,S] =T oS — S oT é uma derivagao de A.

Demonstragao. Obviamente [T,S] : A — A é uma aplicagao linear. Dados z,y € A,
temos:
(T o S)(zy) = (T o S)(x)y + S(@)T(y) + T(x)S(y) + (T o S)(y),

(SoT)(zy) = (SoT)(x)y+ T(x)S(y) + S(x)T(y) + (S oT)(y).
A conclusao é obtida subtraindo as duas identidades acima. B

O Lema acima nos diz que o comutador de operadores lineares definidos numa algebra
restringe-se a uma operacao binaria bem definida no espaco das derivacoes dessa algebra;
em particular, podemos usar o isomorfismo p para transferir o comutador de Der(C’°° (M ))
para X, (M). Mais precisamente, temos a seguinte:

Definicao. Seja M uma variedade diferencidvel de classe C™ e sejam X,Y € X, (M)
campos vetoriais de classe C*° em M. O colchete de Lie de X e Y é o tnica campo
vetorial [X,Y] € X (M) que corresponde pelo isomorfismo p a derivagao [p(X), p(Y)] da
algebra C>°(M), ou seja:

p([X,Y]) = [p(X), p(Y)] = p(X) 0 p(Y) = p(Y) 0 p(X).

De modo mais explicito, o campo vetorial [X,Y] € Xo (M) é caracterizado pela
seguinte propriedade:

(X, Y](f) = X(Y(S) - Y (X(f)),
para toda f € C°(M).

Lema. Seja M uma variedade diferenciavel de classe Ck (2<k<o0)esejam X : M —
TM,Y : M — TM campos vetoriais de classe C*~1'. Entdo existe um tinica campo
vetorial Z : M — T'M tal que:

para toda f € C*(M). Além do mais, o campo vetorial Z é de classe C*~2.

Demonstragao. Para mostrar a unicidade de Z, observe que se Z1, Z5 sao campos ve-
toriais em M satisfazendo a propriedade que aparece no enunciado do Lema entao tere-
mos Z1(f) = Z»(f) para toda f € C¥(M). Por um Lema provado acima, isso implica
Zy = Zy. O fato que o campo vetorial Z é de classe C*~2 (assumindo por um mo-
mento a sua existéncia) segue também de um Lema provado acima, levando em conta que
Z(f) € C¥=2(M), para toda f € C*~1(M).

A prova da existéncia de Z é dividida em trés passos.

Passo 1. O Lema é verdadeiro se M é um aberto de IR";
de fato, defina 7 : M — IR™ fazendo:

Z(x)=dY (x) - X(x) —dX(z) Y (z),
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para todo z € M. Seja f € C*(M). Temos (veja Exercicio ):

X(Y(N)(2) =dY(N)(@) - X(2) = d? f(2)(X(2), Y (2)) +df(x) - (dY () - X (2)),

para todo x € M. Similarmente:
Y (X(f)(x) = d(X(f)(2) - Y (2) = AP f(2) (Y (2), X (2)) +df (z) - (X (2) - Y (2)),

para todo x € M. Subtraindo as duas identidades acima e levando em conta que d® f(z)
é uma aplicacao bilinear simétrica, obtemos:

X(Y(f) -Y(X(f)) =df(z)- (Y (2) - X(z) — dX(2) - Y (2)) = Z(f)(2),

para todo x € M. Logo o campo Z satisfaz a propriedade desejada.

Passo 2. Se M, N sao variedades diferencidveis de classe C* 2<k<ox),h:M-—>N
é um difeomorfismo de classe C* e o Lema é verdadeiro para M entdo o Lema também é
verdadeiro para N;
Passo 3. Se M é uma variedade diferencidvel de classe C* (2 <k < oo) ese M =J,.; U;
é uma cobertura aberta de M tal que o Lema é verdadeiro para cada variedade U; entao
o Lema é verdadeiro para M,

para cada i € I, considere as restrigdes X; = X|y,, ¥; = Y|y, € X,-1(U;). Como o
Lema é verdadeiro para a variedade U;, existe um campo vetorial Z; em U; tal que:

Zi(f) = X:(Yi(f)) = Ya(Xa(S)),

para toda f € C*(U;). Afirmamos que para i,j € J os campos Z; e Z; coincidem em
U, nuUj.
Passo 3. O Lema vale em geral,

Seja M uma variedade diferenciavel de classe C* (2 < k < o0). Existe uma cobertura
aberta M = UiGI U; de M onde cada U; é dominio de uma carta ¢; : U; — [7@ C IR™. Dai
©; é um difeomorfismo de classe C* e, pelos passos 1 e 2, temos que o Lema, é verdadeiro
para a variedade U;. Logo o Lema ¢ verdadeiro para a variedade M, pelo passo 3. B
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Exercicios.
(nao é para entregar, mas é bom dar uma olhada e quem tiver problemas me procura).

Algebra.

Definicao. Seja K um corpo. Uma &algebra sobre K é um espaco vetorial A sobre K
munido de uma operagao bilinear A x A 5 (z,y) — zy € A; essa operacao é chamada a
multiplicacao da dlgebra A. Se z,y € A entao dizemos que xy é o produto de x por y.
Dizemos que a dlgebra A é associativa se sua multiplicagao é associativa, i.e., se (xy)z =
x(yz), para todos z,y,z € A. Dizemos que A é uma algebra com unidade se existe e € A
tal que xe = exr = x, para todo r € A. Dizemos que A é uma algebra comutativa se A
é uma algebra associativa e se a multiplicacao de A é comutativa, i.e., se xy = yx, para
todos z,y € A.

Definicao. Sejam K um corpo e A uma algebra sobre K. Uma subalgebra de A é um
subespaco vetorial B C A tal que xy € B, para todos =,y € B.

Definigao. Sejam K um corpo e A, A’ dlgebras sobre K. Uma aplicacao h : A — A’
é dita um homomorfismo de algebras de h é linear e se h(xy) = h(x)h(y), para todos
x,y € A.

1. Mostre que se A é uma algebra com unidade entao existe apenas um elemento e € A
tal que xe = ex = z, para todo = € A.

[dica: se e,e’ € A tem essa propriedade, considere o produto ee’].
2. Mostre que se K é um corpo entao K é uma algebra sobre K.

3. Sejam K um corpo, A uma algebra sobre K e X um conjunto. Denote por §(X, A) o
conjuntos de todas as fungoes f : X — A. Defina em F(X, A) as operagoes:

(f +9)(x) = f(x) + g(x), (cf)(z)=cf(z), (fo)(z)= [f(z)g9(),

para todos € X, f,g € F(X,A) e c € K. Mostre que:

(a) §F(X,A) é uma &lgebra sobre K;

(b) se A é uma &lgebra associativa entao §F(X, A) é uma dlgebra associativa,

(c) se A é uma &algebra com unidade entdao §(X, A) é uma &lgebra com unidade;
[dica: se e é a unidade de A entdo a funcao constante e igual a e é a unidade de F(X, 4)].

(d) se A é uma &lgebra comutativa entao §(X, A) é uma algebra comutativa.

Calculo em variedades.
. Seja M uma variedade diferencidvel de classe C*.

(a) Se Z é um espago vetorial real de dimensao finitaese f: M — Z, g: M — Z
sao aplicacdes de classe C*, mostre que f+g¢g: M — Z é uma aplicacio de classe
C*. Se k > 1, mostre que:

d(f +9)(@) - v=df(z)-v+dg(z) - v,
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para todos x € M, v e T, M.

[dica: temos f+ g =so(f,g),onde (f,g): M — Z x Z é a aplicagao cujas coordenadas
sao feges:Z X Z 3 (z1,22)— 21+ 20 € Z é a aplicagdo soma. Temos que (f,g) é de
classe C* e, se k > 1, d(f, g)(z) -v = (df(z)-v,dg(z) - v) (veja se¢ao 3 da aula nimero 7).
Note também que a aplicagao s é linear e portanto s é de classe O™ e ds(z1, 22) = s, para
todos z1, 20 € Z].

(b) Se Z é um espago vetorial real de dimensao finita, f : M — Z é uma aplicacdo
de classe C* e ¢ € IR é um escalar, mostre que cf : M — Z é uma aplicacio de
classe C*. Além do mais, se k > 1, mostre que:

d(ef)(@) v =c(df(x) v),

para todos x € M, v € T, M.
[dica: note que c¢f é igual & composta de f com a aplicacdo linear Z 3 z — cz € Z].

(c) Se Zy, Zs, Z3 sao espagos vetoriais reais de dimensao finita, B : Z1 X Zy — Z3
¢ uma aplicacao bilinear e f : M — Zy, g : M — Z5 sao aplicagoes de classe
C*, mostre que a aplicacdo Bo (f,g) : M — Z3 é de classe C* e, se k > 1, sua
diferencial é dada por:

d(Bo (f,9))(x)-v=B(df(z) v.g(x)) + B(f(z),dg(z) - v),

para todos x € M, v € T, M.

[dica: B é de classe C* e sua diferencial é dada por:
dB(Zl,Zg) : (t]_,tQ) = B(tl,Zg) + B(Zl,tg),

para todos z1,t1 € V1, 22,t3 € V3.

(d) Se A é uma algebra real de dimensao finita (por exemplo, se A =R ou A=C)e
se f:M — A, g: M — A sao aplicacoes de classe C*, mostre que fg: M — A é
uma aplicacao de classe C*. Se k > 1, mostre que a diferencial de fg é dada por:

d(fg)(z) -v = (df(x) v)g(z) + f(z)(dg(z) - v),

para todos x € M, v € T, M.

[dica: use o resultado do item (c)].
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