Aula nimero 2 (08/03)

Definicao. Um subconjunto U C IR"™ é chamado aberto se para todo x € U existe r > 0
tal que B(z;r) C U.

Notag8o: para € IR" e r > 0 denotamos por B(z;r) a bola aberta de centro z e raio r
definida por:
B(z;r) = {y ER": ||z —y| < 'r’}

e por B[z;r| a bola fechada de centro x e raio r definida por:
Blz;r]={y e R" : |z —y|| < r}.
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Por || - || denotamos a norma Euclideana: x| = (2?21 xf) ?

Definigao. Seja U C IR™ um aberto e considere uma funcgao f : U — IR"™. Dizemos que
f é diferenciavel num ponto xo € U se existe uma transformacao linear T' : IR™ — IR"™ de
modo que a aplicacao r definida por:

f(xo +h) = f(xo) +T(h) +r(h),

satisfaz a condicao limy_.q % =0.

De modo abreviado: f é diferencidvel em zg € U se existe T : IR"™ — IR™ linear tal
que:

lim f(xo+h) — f(xo) —T(h)

B0 7] =0

(1) Ocason=m = 1.
Recordar que as transformacoes lineares T : IR — IR sao todas da forma T'(h) = Lh,
onde L é um numero real.

Teorema. Uma funcao f : U C IR — IR é diferencidvel num ponto xy € U se e somente
se f é derivavel no ponto xg (no sentido do Calculo I), i.e., se existe o limite:

f'(z0) = lim f(xo+h) — f(ﬂﬁo).

h—0 h

Demonstragao. Observe que f é diferencidvel no ponto z( se e somente se existe L € IR
tal que:

h) — —Lh h
lim f(xo +h) — f(z0) o
h—0 h |h|
notando que a quantidade % = 41 ¢ limitada, vemos que a condicao acima equivale a:

lim f(zo+h) = f(xo) = Lh _ lim

—L=0.
h—0 h h—0 0

f(zo + h) — f(20)
h
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Isso completa a demonstracao. ®

Observacgdo: note que a transformacao linear T' que aparece na definicao de funcao dife-
renciavel é T'(h) = f'(xo)h nesse caso.

Exemplo: Considerando a funcao f : R — IR, f(z) = x
escrevemos:

3 e o ponto zy = 4 entdo

flzo+h) = (44 h)® = 64+ 48h + 12h* + h® = f(z0) + T'(h) +r(h),

onde escolhemos T'(h) = 48h (que é linear!) e daf r(h) = 12h? + h3. Observe que de fato
r(h) __
=

. r(h) .
limp, 0 TRl = limy 0
(2) Relacionando diferenciacao com derivadas direcionais e derivadas parciais.

Definicao. Dada uma funcao f : U — IR"™ definida num aberto U C IR™, um ponto
xg € U e um vetor v € IR™ entao a derivada direcional de f no ponto zy e na direcao v é
definida por (se existir):

of

of f(zo + tv) — f(20)
v '

t

(r0) =1y

Se e; denota o i-ésimo vetor da base canonica de IR™ entao a derivada direcional %(mo)

é denotada também por g—gi(a:o) e é chamada a i-ésima derivada parcial de f no ponto xy.

Suponha que f : U C IR™ — IR™ é diferenciavel no ponto xy € U, de modo que existe
T :IR™ — IR" linear tal que:

o @0+ 1) = (o) = T(h)

= 0.
h—0 17l

Fixe v € IR™ nao nulo; vamos fazer a mudanga de variavel h = tv no limite acima, onde

t—0:
f(wo +tv) — f(xo) — T(tv)
0 |tv]|

=0.

Obtemos entao:

t
pela linearidade de T, T'(tv) = tT(v) e portanto:

1 {f(xo +tv) — f(zo)

1 {f(aco—ktv)—f(xo)—T(tv)} t

- T(v)} % —0.

lim
t—0 ||v]| t

X

Como ||Tl|\ é constante e = +1 é limitado, a igualdade acima é equivalente a:

lim f(zo +tv) — f(xo)
t—0 t

—T(v) =0,
o que mostra que a derivada direcional %(mo) existe e é igual a T'(v).
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Teorema. Se f : U C IR™ — IR™ é diferenciavel num ponto o € U entao f admite
derivadas direcionais no ponto xog em qualquer direcao e vale a formula:
of

o (w0) = T(w),

para todo v € IR™, onde T : IR™ — IR"™ é uma transformacao linear como a que aparece
na definicao de funcao diferenciavel.

Demonstragao. O caso v # 0 foi provado acima e o caso v = 0 é trivial. B

Corolario. A transformacao linear T que aparece na definicao de funcao diferenciavel é
unica.
Demonstragao. Se T e T’ sao duas transformacoes lineares que “servem” para a definicao

de funcao diferenciavel entao T'(v) = %(wo) = T'(v) para todo v € IR™, pelo Teorema
acima. B

Definicao. A transformacao linear T que aparece na definicao de funcao diferenciavel
(que é tnica, pelo Coroldrio acima) é denotada por df(zg) e é chamada a diferencial da
funcao f no ponto xg.

Quando f é diferencidvel no ponto xy podemos escrever agora:
f(@o +h) = f(zo) +df(zo) - h+r(h),
com limy,_,q % =0.
Observacgdo: provamos a seguinte féormula importante para uma funcao diferenciavel
f:U C IR™ — IR" num ponto xy € U:

df(zo) v = g—f(xo), para todo v € IR™.
v

(3) Matriz Jacobiana.

Recorde da &lgebra linear que se T : V' — V' é uma aplicagao linear, com V, V'
espagos vetoriais, B = (by,...,b,) uma base de V e B’ = (b),...,b),) uma base de V’
entdo a matriz que representa T nas bases B e 8’, denotada por [T]mm/, é a matriz n x m
cuja entrada na linha ¢, coluna j, é a i-ésima coordenada do vetor T'(b;) na base B’ (veja
exercicios).

Definicao. Se f : U C IR™ — IR™ é uma funcao diferencidavel num ponto xy € U entao
a matriz Jacobiana de f no ponto xg, denotada por Jf(xg), é a matriz que representa a
aplicacao linear df(x¢) : IR™ — IR™ nas bases canénicas de IR™ e IR™.

Para calcular as entradas de Jf(zg) fazemos o seguinte:

3anks = 470 o) = [ )] = [7E @] = 2L o),

para a ultima passagem acima veja os exercicios.
Provamos o seguinte:



Teorema. Se f:U C IR™ — IR"™ é uma funcao diferenciavel num ponto xy € U entao a
matriz Jacobiana de f no ponto xg é dada por:

1 1

B (wo) - P(ao)
Jf(zo) = : . ;

(o) -+ 5 (mo)

Exemplo: Se f: U C IR? — IR? é dada por

flx,y) = (%,cosx) , U= {(x,y) € R?:zy# O} (U é aberto!)

entdo a diferencial de f num ponto (zg,yo) € U é dada por (use a matriz Jacobianal):

h k
df(x07y0) : (h, k?) = <_a:2—y0 — W’ —hsenacg) R
0 0

para (h, k) € IR?. Para ser rigoroso, ainda nao temos teoria suficiente para ver rapidamente
que f é diferenciavel! Admitindo esse fato por enquanto, obtemos a féormula acima para
df(zo,%0)-

Observacgdo: Quando f: U C IR™ — IR™ é diferencidavel em todos os pontos de U entao
dizemos que f é diferencidvel em U. Para cada z¢ € U, df(xp) é uma aplicacao linear de
IR™ em IR™; que tipo de objeto seria df? Considere o espago vetorial:

Lin(IR™, IR"™) = aplicacoes lineares de IR™ em IR";

recorde da algebra linear que Lin(R™,IR™) pode ser identificado naturalmente com o
espago vetorial de todas as matrizes reais n x m (que tem dimensao nm). A diferencial de
f nos da entao uma aplicagao:

df :U Cc R™ — Lin(IR™, R"),

que leva cada ¢ € U em df(zp) € Lin(/R™, IR™). No caso m = n = 1 entao Lin(R™, IR")
pode ser identificado com IR (matrizes 1 x 1!) e dai df vira uma aplicacao de U C IR em
IR; essa aplicacao é a classica derivada f’ de f do Calculo I!

(4) O caso n=1: gradientes.

Esse assunto sera retomado depois com mais detalhes.

Se f: U C IR™ — IR é uma funcao a valores reais diferenciavel num ponto xy € U
entao a diferencial de f em xg define um elemento do dual de IR™, i.e., df(zo) € R™"
(recorde que o dual de um espago vetorial real V' é o espago vetorial Lin(V, IR)).

O produto interno canoénico de IR™ induz um isomorfismo de IR™ sobre seu dual
IR™* dado por v — (v,-). Esse isomorfismo leva o vetor v = (vq,...,v,,) de IR™ sobre o
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elemento de IR™* que é representado pela matriz (v1 --- vp,) (é uma matriz 1 x m!). J4
vimos que a matriz que representa df(zg) (ou seja, Jf(zo)) é dada por:

3(00) = (o) 5 wn))

. 0%
O vetor de IR™ correspondente a df(zo) € IR™" é portanto o vetor

Vi(zo) = (g_ﬂi(%)"“’@(jﬁ_i(xo))

conhecido como o gradiente de f no ponto xy. Obtemos entao a férmula:

2_5?(300) =df(zo) - v={(Vf(xg),v),

para todo v € IR™.

(5) Fungoes diferencidveis sao continuas.

Vamos usar aqui que transformacoes lineares T : IR™ — IR™ sao continuas; isso segue
do fato que as mesmas podem ser escritas em termos de somas e produtos (isso serd
rediscutido depois).

Teorema. Se f : U C IR™ — IR"™ ¢ diferenciavel no ponto xy € U entao f é continua no
ponto xzg € U.

Demonstracao. Escrevemos:
f(zo +h) = f(xo) +df(xo) - h +r(h),

com limy,_,q T”(Th”) = 0; a fortiori limp_,o7(h) = limpy_,0 %Hh“ = 0. Fazendo h — 0 na
férmula acima obtemos, usando a continuidade da transformacao linear df(zo):

lim f(zo +h) = f(zo) +df(z0) - 0= f(zo)-

Isso completa a demonstracao. ®

Observagdo: A existéncia das derivadas parciais g—a{i(:to), t=1,...,m, nao garante que f

¢ diferenciavel em xy. Nem a existéncia de todas as derivadas direcionais de f em xg, junto
com a continuidade de f em z( (e até mesmo junto com a linearidade de v + g—ﬁ(xo))
implicam a diferenciabilidade de f em xy. Para contra-exemplos estranhos procurem o
Curso de Anélise Vol. IT (capitulo 3) ou o livro de Célculo II do Guidorizzi. Nao daremos
importancia a tais exemplos.

Observagdo: Toda teoria desenvolvida até agora pode ser feita trocando IR™ e IR™ por
espagos vetoriais reais de dimensao finita arbitrarios! Para isso precisamos apenas fazer
alguns esclarecimentos sobre normas em espagos vetoriais quaisquer (fica para depois).
Observamos também que a nocao de derivada parcial nao faz sentido quando trocamos
IR™ por um espaco vetorial qualquer, a nao ser que uma base seja fixada em tal espaco;
similarmente, para dar sentido a matriz Jacobiana, precisamos fazer escolhas de bases nos
espacos vetoriais em questao.



Exercicios.
(nao é para entregar, mas é bom dar uma olhada e quem tiver problemas me procura).

Algebra Linear.

1. Seja T : V' — V'’ uma transformacgao linear, onde V e V' sdo espacgos vetoriais de
dimensao finita. Sejam B e B’ bases de V e V' respectivamente. Denote por [T]gx
a matriz que representa T' com respeito as bases B e B'; por [z]y denotamos o vetor
coluna que contém as coordenadas com respeito a base 8 de um vetor x € V.

(a) Mostre que
[Tl [z]s = [T(2)] 4. -

(b) Se S : V! — V" é uma outra transformacao linear, com V" um espago vetorial
de dimensao finita e B” uma base de V", mostre que

[S]wrmn [T]mm =[S o T]pasr.

Diferenciagao.

2. Seja f : U — IR™ uma funcdo com U C IR™ aberto. Escreva f = (f!,...,f") com
cada f: U — IR. Para zo € U, mostre que:

(a) f é diferencidvel em ¢ se e somente se cada f* é diferencidvel em zg, sendo nesse
caso [df(zo)] = dfi(zo), i =1,...,n (“ai-ésima coordenada da diferencial ¢ a

diferencial da i-ésima coordenada”).

(b) para v € IR™, mostre que %(mg) existe se e somente se %—Jj(aco) existe para cada
¢ = 1,...,n; nesse caso, mostre que [g—i(a@o)]z = %(9@0)7 i=1,....,n (“ai-

ésima coordenada de uma derivada direcional é a derivada direcional da ¢-ésima
coordenada”).



Aula ntmero 3 (13/03)

(1) O caso m = 1: curvas em R"; relacionando vetores tangentes e diferenciais.

Quando m = n = 1, vimos que a nocao de diferenciabilidade coincide com a nogao
classica de derivada do Célculo I: mais precisamente, f : U C IR — IR é diferenciavel em
xo € U se e somente se existe a derivada f/(z() € IR (do Célculo I) e nesse caso a diferencial
de f no ponto xy é dada por df(zg)-h = f'(x¢)h. Vamos agora ver o que acontece quando
apenas m = 1; estamos falando entao de curvas em IR"™. Como mostraremos a seguir, o
caso m = 1 com n qualquer é essencialmente idéntico ao caso m = n = 1 discutido na aula
anterior (na verdade, s separamos o caso m = n = 1 por motivos didéticos).

Definicao. Dada uma aplicacao f : U C IR — IR™ entao o vetor tangente a f no ponto
xo € U é definido pelo limite (se existir):

f(zo +1) = f(=o)
t

f(zg) = lim € R".

t—0

Observe que f'(xg) é a mesma coisa que a derivada direcional %(1‘0) com v = 1
(parece estranho? niimeros reais também sao vetores!).

Recorde que uma transformagao linear 7' : IR — IR™ é sempre da forma T'(h) = zh,
onde z € IR™ é um vetor (veja os exercicios).

Teorema. Uma aplicacao f : U C IR — IR"™ é diferenciavel num ponto xy € U se e so-
mente se o vetor tangente f’'(xg) existe; as duas seguintes féormulas relacionam a diferencial
df(zo) : R — IR™ com o vetor tangente f'(zg) € IR™:

f'(xo) = df (o) - 1, df(zo)-h = f'(zo)h, heR.

Demonstragao. E igual a que fizemos quando n = m = 1. A funcao f é diferenciavel no
ponto xy € U se e somente se existe z € IR" tal que:

f(o+h) = f(xo) —zh _

lim = 0;

h—0 |h| ’
i4 fi iri L L7 b =416
como ja fizemos vérias vezes agora, trocamos mr por jpy € observamos que r = é

limitado. Dai, f é diferenciavel em z( se e somente se:

lim f($0+h)—f(flfo)—Zh:hm f(fl?0+hf)L—f(513o)

—2z=0.
h—0 h h—0

Isso completa a demonstracao. B

Observagdo: Quando m = 1, flexibilizamos um pouco a hipétese que U seja um aberto;
admitimos também que U C IR seja um intervalo nao necessariamente aberto. Para quem
se sentir incomodado com isso, observe que todas as demonstracoes que fizermos funcionam
quando m = 1 e U é um intervalo qualquer. Também no caso U C IR™ (m arbitrério) é
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possivel flexibilizar a hipétese que U seja aberto na maioria dos teoremas, mas ¢ bem mais
dificil descrever quais sao os subconjuntos U C IR™ “admissiveis” para o desenvolvimento
da teoria e por isso preferimos trabalhar s6 com abertos quando m # 1 (voltaremos um
pouco a esse assunto quando discutirmos variedades com bordo).

Observagdo: Quando m = 1 é mais comum pensar nas coisas da seguinte maneira: em
vez de escrever f : U C IR — IR™ escrevemos v : I — IR", onde I C IR é um intervalo
(tipicamente, I = [a,b]). Dizemos que v é uma curva em IR"; os elementos de I sao
tipicamente denotados por letras como t e s e sao chamados de instantes (em vez de
pontos). E comum também dizer que ¢ é o parametro da curva v; dizemos ai que 7/ (t) é
o vetor tangente a v no instante t.

(2) Dois exemplos faceis.

Exemplo. Se f : IR™ — IR™ é uma funcao constante entao f é diferencidvel e sua diferencial
é zero em qualquer ponto.

Exemplo. Se f : IR™ — IR™ é uma transformagao linear entao f ¢é diferenciavel e df(zo) = f
para todo xo € IR™.

(afinal de contas, a melhor aproximagao linear de uma transformagao linear é ela
mesmal).

Em ambos os exemplos acima, quando escrevemos a definicao de diferenciabilidade
vemos que o resto r(h) é zero, de modo que limy, % = 0 é trivial.
(3) Soma e produto de aplicagoes diferenciaveis.
Teorema. Se f,g : U C IR™ — IR"™ sao ambas diferenciaveis em xy € U entao f + g é
diferenciavel em zo e d(f + g)(xzo) = df(zo) + dg(zo).

Intuitivamente, se df(xg) é uma boa aproximacao linear para f perto de z e dg(zo)
é uma boa aproximacdo linear para g perto de xy entdo df(xzg) + dg(zp) é uma boa
aproximacao linear para f + g perto de xg. A prova segue basicamente esse padrao:
Demonstragao. Escrevemos:

f(zo+h) = f(xo) + df(x0) - h +r1(h),
g(wo + h) = g(xo) + dg(wo) - h + r2(h),

T1|U|L|) = limy, o % = 0. Somando as duas igualdades obtemos:

(f +9)(xo +h) = (f + g)(wo) + [df (w0) + dg(zo)] - h+ r(h),

com r = r; + ro. Obviamente, lim;,_,o % = limp, 0 % =0 e df(zo) + dg(zo) ¢

com limy,_,q

uma transformagao linear. B

Observagdo: O seguinte truque (parece bobagem, mas nao é) facilita as vezes o trabalho
com a definicao de diferenciabilidade: usamos

f(xo +h) = f(zo) +df(xo) - b+ p(h)||R,
com limy,_,g p(h) = 0, em vez da formulagao dada inicialmente com o resto r.

Como ¢ de se esperar, a diferenciacao de um produto da um pouco mais de trabalho.
Nesse caso, sO faz sentido considerar aplicacoes a valores reais.
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Teorema. Se f,g: U C IR™ — IR sao diferenciaveis num ponto xo € U entao o produto
fg é diferenciavel em x( e vale a formula:

d(fg)(zo) - h = [df(x0) - h]g(zo) + f(20)[dg(z0) - h],

para todo h € IR™.

Demonstragao. O lado direito da formula acima define de fato uma transformagao linear
em h, o que ja ¢ um bom comeco. Escrevemos:

f(@o + h) = f(zo) +df (o) - h+ pr(h)|[Rl],
9(xo + h) = g(xo) + dg(zo) - h+ p2(h)[| 1],

com limy_,q p1(h) = limy,_,¢ p2(h) = 0. Multiplicando as duas igualdades acima obtemos:

(f9)(wo + h) = (fg)(xo0) + [df(ﬂfo) : h]g(ﬂfo) + f(z0) [dg(xo) : h] + p(h)| A,

onde p é dado por:

o(h) = [df (o) - f’l‘]h[‘fg(l‘o) -]

+ f(zo)p2(h) + [df (o) - k] p2(h) + p1(h)p2(h)||h]|.

+9(z0)p1(h) + [dg(zo) - h]p1(h)

Devemos mostrar que limy_,g p(h) = 0. Para isso, observe que os seis termos aparecendo
na expressao para p sao o produto de alguma coisa que tende a zero por alguma coisa
limitada (quando h estd préximo de zero) — alguns termos tém até mais de um fator que
vai para zero. SO o primeiro termo é um pouco mais complicado: sua andlise depende
da observagao que df(zg) - (”Z—”) ¢é limitado; isso segue do fato que a aplicagao continua
df(zo) : R™ — IR ¢ limitada na esfera unitdria {v € R™ : |[v|| = 1} de IR™, j& que a
mesma é compacta (voltaremos a esse assunto na revisao de topologia). B

(4) Mais algebra linear: aplicagoes bilineares e multi-lineares.

s

Definicao. Sejam Vi, Vo, W espacos vetoriais. Uma aplicacao B : V3 x Vo — W é
chamada bilinear quando B for linear em cada variavel, i.e., para todos v1 € Vi, vy € Vo as
aplicacoes B(vy,-) : Vo — W e B(+,v2) : Vi — W sao lineares. De maneira mais explicita,
B é bilinear quando valem as seguintes condicgoes:
(i) B(vy + v}, v2) = B(vy,v2) + B(v],v2);
i) B(cvy,ve) = cB(vy,v2);
(iii) B(v1,ve +v5) = B(v1,v2) + B(vy,vh);
) B(v1,cve) = ¢ B(v1,v2);
para todos vy, v] € V1, va,v5 € Vo e ¢ € IR. Quando W = IR dizemos também que B
é uma forma bilinear.

Observagdo: Acustumem-se com a notagao - porque ela é muito pratica. Por exemplo, na
definicao acima, tinhamos uma aplicagao B de duas variaveis; fixando uma das variaveis,
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sobra uma aplicagao de uma tunica variavel. Essa aplicagao obtida de B fixando uma
variavel, é denotada colocando um - na varidvel que ficou livre. Assim, por exemplo, se
B:Vi xVy— W ew €V entao B(vy,-) denota a aplicagao de Vo em W que leva vy em
B (’Ul, ’02).
Exemplo: A multiplicagdo de niimeros reais é uma aplicacao (e na verdade uma forma)
bilinear, i.e., a aplicacao:

m:IRxIR— IR
dada por m(z,y) = xy é bilinear.
Exemplo: O produto interno canénico de IR"™ definido por (z,y) = Y., x;y; ¢ uma
aplicagao bilinear (-,-) : IR™ x IR™ — IR (e também uma forma bilinear).
Exemplo: O produto vetorial em IR?, i.e., a aplicagdo IR> x IR® > (z,y) — = x y € IR é
bilinear.

Em vista dos exemplos acima, observe que uma aplicacao bilinear (z,y) — B(z,y)
pode ser visualizada como uma “operacao bindria que satisfaz a propriedade distributiva”
(na verdade, as propriedades (i) e (iii) sao a propriedade distributiva, (ii) e (iv) dizem um
pouco a mais).

Exemplo: Se M« (IR) denota o espaco vetorial de todas as matrizes reais n X m entao a
multiplicacao de matrizes:

MnXm(R) X MmXp(R) > (AaB) — AB € MnXP(R)

é uma aplicacao bilinear.
Exemplo: Se V, V' e V" sdo espacos vetoriais entao a aplicagado de composi¢ao de trans-
formacoes lineares:

Lin(V', V") x Lin(V, V") 2 (T,S) — T o S € Lin(V, V")

é bilinear. Se V. = IRP, V' = IR™, V" = IR™ entao este exemplo é essencialmente o mesmo
que o anterior, identificando aplicagoes lineares e matrizes através das bases canonicas.

Ndo-Exemplo: A aplicacao soma de vetores s : IR"™ x IR™ — IR™ definida por:
s(z,y) =z+y, =z,y€lR",

nao ¢é bilinear. Na verdade, s é linear quando identificamos IR™ x IR™ com IR*™!

E bastante natural generalizar o conceito de bilinearidade para aplicacoes de mais de
duas variaveis: obtemos entao as nocgoes de trilinearidade, quadrilinearidade, ..., ou em
geral n-linearidade: todas essas noc¢oes sao denominadas por multi-linearidade, quando
nao se quer especificar o niimero de variaveis na sentenca em questao.

Definicao. Sejam Vi, Vo, ..., V,,, W espacos vetoriais e seja B : V3 x Vo x -+ XV, = W
uma aplicagdo. Dizemos que B é multi-linear (ou n-linear) quando B for linear em cada
variavel; mais explicitamente, B é multi-linear quando dado ¢ = 1,...,n e dados vetores
v;eV;,j=1,...,i—1,9+1,...,n entao a aplicacao

B(vl,...,vi_l,-,le,...,Un) : ‘/z — W
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é linear. Quando W = IR dizemos também que B é uma forma multi-linear.

Exemplo: A aplicagao:
det : R" x R" x --- x R" — IR

~

n fatores

que associa a cada n-upla (vy,...,v,) € (IR")™ o determinante da matriz n X n que possui
os vetores v; em suas colunas (ou linhas, tanto faz aqui) é multi-linear; det é portanto uma
forma n-linear em IR™.

Recorde que uma aplicacao linear 7' : V' — W fica univocamente determinada quando
especificamos seu valor sobre os vetores de uma base de V: de maneira mais explicita, se
B = (by,...,by) é uma base de V entao dados vetores wy, ..., w, € W, existe uma inica
aplicagao linear T : V. — W tal que T'(b;) = w;, i = 1,...,m. Como se calcula 7' num
vetor arbitrario v € V7 Escreva v = Z;Zl a;b; e dai:

T(v) = i a; T (b;) = i@iwi;
i=1 i=1

quem trabalhou com os exercicios de dlgebra linear da aula anterior (ou quem j& tinha
uma formacao bésica de algebra linear) nao vai ter problemas com as afirmagoes acimal

Quando escolhemos também uma base B’ em W entao os vetores T'(b;) € W podem
ser descritos através de suas coordenadas na base 8’ e dai obtemos o fato basico que a
aplicagao linear T' pode ser descrita completamente através da matriz [T]gmx .

Quando trabalhamos com aplicacoes bilineares e multi-lineares em geral, a situagao
nao é muito diferente (a diferenga é que a notagao fica mais feia e comegam a aparecer um
monte de indices). Veja os exercicios!

Observagdo: Aplicacoes multi-lineares nao serao muito importantes agora. Voltaremos a
esse assunto quando estudarmos formas diferenciais na parte final do curso.

(5) Diferenciando aplicagoes bilineares e multi-lineares.

Vamos assumir agora que aplicacoes multi-lineares B : IR"™ X --- X IR™ — IR™ sao
continuas (veja os exercicios).

Teorema. Seja B : IR™ x IR" — IRP uma aplicacao bilinear. Entao B é diferenciavel e
sua diferencial é dada por:

AB(x,y) - (b, k) = B(h,y) + Bla, )
para todos (z,y) € IR™ x IR"™ e (h,k) € R™ x IR".

Demonstragao. Observe primeiro que a expressao acima define uma aplicacao linear com
respeito a (h, k). Pela bilinearidade de B temos:

B(x +h,y + k) = B(x,y) + B(h,y) + B(z, k) + r(h, k),
onde r(h, k) = B(h, k). Devemos mostrar que:

B(h, k)
im — =0,
(h,k)—0 [[(h, k)]
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onde [[(h, k)|l = v/[[2[|* + [[F[|?. Temos:

B(h, k) ho kN pl
ot = (g ) oot 14

o terceiro fator a direita da igualdade acima tende a zero e o segundo é limitado (menor
ou igual a 1). O primeiro também é limitado, pois B é continua e o conjunto

{(v,w) ER™ x R": ||v| =||w| = 1}

¢ compacto (retomaremos esse assunto na revisao de topologia).
g = 1i B(h.k) _ y; r(h,k)
egue entao que lim k)0 TR = U0 (A k) =0 TR — 0.m

Observacdo: Com um pouco de paciéncia é possivel demonstrar (seguindo as idéias da
demonstracao anterior) que toda aplicagdo multi-linear B : IR™ X --- x IR™ — IR™ é
diferenciavel e que sua diferencial é dada por:

dB(.Tl,...,SL’r) . (hl,...,hr) = ZB(.Tl,...,wi_l,hi,$i+1,...,$r),

para todos z; € IR™, h, € R™, 1 =1,...,r

12



Exercicios.
(nao é para entregar, mas é bom dar uma olhada e quem tiver problemas me procura).

Algebra Linear.

1. Seja V um espaco vetorial real. Mostre que todas as transformagcoes lineares

T:-R—V

sao da forma T'(h) = zh para algum vetor z € V (dica: T'(h) = T'(h-1)). Conclua que
Lin(IR, V) é isomorfo a V'; mais precisamente, mostre que a aplicagao:

Lin(R,V)>T+—T(1) eV

¢ um isomorfismo.
2. Sejam V', V', V" espagos vetoriais e sejam B = (by,...,b,), B = (b),...,b,) e

%// —

(a)

(b7,...,by) bases de V, V' e V" respectivamente. Mostre que:
Se B: VxV’ — V" é uma aplicagao bilinear entao para todosv =Y.', a;b; € V,
v =30 b € V! vale a identidade:

B(v,v") = ZZaia;B bi, bY).
i=1 j=1

Mostre que uma aplicacao bilinear V' x V' — V" fica univocamente determinada
por seus valores em vetores de uma base de V' e de uma base de V', i.e., mostre
que dados vetores v{; € V", i =1,...,n, j = 1,...,m entdo existe uma tnica
aplicagao bilinear B : V x V' — V" tal que B(b;, b;) = v;; paratodosi =1,...,n
ej=1,.
SeV = R” V’ = IR™ e V" = IRP, conclua do item (a) que toda aplicagao bilinear
B:V xV'— V" é continua (dica: somas e produtos de aplicagoes continuas sao
continuas).
Dada uma aplicacao bilinear B : V x V' — V", denote por ij a k-ésima co-
ordenada na base 8" do vetor B(b;,b}) € V. Obtemos entao uma “matriz tri-
dimensional” (ij)nxmxp. Conclua do item (b) que existe uma correspondéncia
biunivoca entre aplicacoes bilineares B : V x V' — V" e matrizes tri-dimensionais
n X m X p de nimeros reais. Dizemos que a matriz tri-dimensional (B”)nxmxp
representa a aplicagao bilinear B com respeito as bases B, B’ e B,

Observagdo: Quando V" = IR, i.e., no caso de formas bilineares B : V x V’ — IR entéao é
possivel omitir o indice k nas matrizes tri-dimensionais do item (d), de modo que formas
bilineares B : V' x V! — IR sao representadas por matrizes comuns (B;;)nxm-

(e)

Generalize (se vocé tiver muita paciéncia com notacao chata, somatdérias e indices)
os itens anteriores para o caso de aplicagoes multi-lineares.

Diferenciagdo.

3. Uma transformacao afim A : IR — IR"™ é uma aplicagao da forma A(z) = T'(x) + v,
com T : IR™ — IR™ uma aplicagao linear e v € IR" um vetor fixado. Mostre que
dA(x) = T para todo z € IR™. Conclua que se A é uma translacao (i.e., se m =n e
T é a identidade) entdo dA(z) = Id, para todo = € IR™.

13



Aula nimero 4 (15/03)

Enunciamos agora a regra da cadeia:

Teorema. Sejam f: U C R™ — IR" eg :V C IR® — IRP aplicagcoes com U C IR™,
V C IR™ abertos e f(U) C V. Se f é diferencidavel num ponto zo € U e g é diferencidvel
no ponto f(xg) € V entao a composta go f : U — IRP é diferencidvel no ponto xg € U e
sua diferencial é dada por:

d(g o f)(z0) = dg(f(w0)) o df(xo)-

Numa frase: “a composta de aplicagoes diferenciaveis é diferenciavel e a diferencial
da composta é a composta das diferenciais”.

A regra da cadeia pode ser pensada de modo intuitivo da seguinte forma: se df(xq)
é uma boa aproximacao linear para f perto de xg e dg( f (xo)) é uma boa aproximacao
linear para g perto de f(zo) entdao a composta dg(f(zo)) odf(z¢) é uma boa aproximagcao
linear para a composta g o f perto de xg.

A demonstragao da regra da cadeia, embora seja simples, sera deixada para depois da
revisao de topologia. O objetivo dessa aula é compreender varios aspectos do enunciado
da regra da cadeia.

Observacgdo: Nesse ponto ja temos varias ferramentas para mostrar que uma aplicacao é

diferenciavel. A saber:

(i) aplicacoes constantes, lineares e multi-lineares sao diferencidveis;

(ii) a soma e o produto de aplicagoes diferencidveis é diferencidvel (no caso do produto,
s6 podemos considerar aplica¢oes a valores reais);

(iii) quando o dominio é unidimensional, diferenciabilidade equivale & derivabilidade do
Calculo I; em particular, aplicacoes familiares como seno, cosseno, exponencial, etc,
etc, etc, sao diferenciaveis;

(iv) uma aplicagao a valores em IR™ é diferencidvel se e somente se cada uma de suas n
coordenadas ¢é diferenciavel;

(v) a composta de aplicacoes diferencidveis é diferencidvel.

Obtemos em particular que aplicagdes definidas por férmulas sao diferencidveis (com

excecao das que envolvem rafzes de expressoes que podem se anular, j& que /- nao é

derivavel na origem).

(1) Interpretando a regra da cadeia em termos de matrizes Jacobianas: a regra
da cadeia classica.

Como vimos nos exercicios da aula nimero 2, a matriz que representa a composta
de duas transformacoes lineares é obtida fazendo o produto das matrizes que representam
cada transformagao linear envolvida. Em termos de matrizes, a regra da cadeia nos diz
entao que:

J(go f)(wo) =Jg(f(w0))If(xo);

expandindo o produto de matrizes obtemos:
8(g of 8 f k
Z &vk 6% 9. (T0)-
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Alternativamente, aplicando os dois lados da igualdade d(g o f)(zo) = dg(f(zo)) o df(z0o)
no j-ésimo vetor e; da base canonica de IR™ obtemos:

(@] n k
X9 ) (1) = dg(7(0)) - 52 (o) = dg (7 (z0) ( oL >)
J J k=1 "7
n k n k
= 3" [0 o)) - ex] () = 3 25 (20)) 2 (a),
k=1 J k=1 k J
ou seja:
99 ) (1) = 5° 0 (4(20)) 2L (o)
5’$J o _k:1 Ll o 0 j o

E muito comum denotar pontos de “ambientes diferentes” por letras diferentes; por
exemplo, os pontos do dominio de f podem ser denotados com z e os pontos do dominio
de g com y (nao por motivos mateméticos, apenas porque muitas vezes facilita a leitura).
Dali, intuitivamente pensa-se que f é “fungao de x” e g é “funcédo de y” (embora isso nao
queira dizer nada, formalmente) e reescreve-se a regra da cadeia sob a forma:

Muitas vezes também os matematicos resolvem aderir aquela notacao (as vezes, confusa,
para dizer a verdade) que é encontrada principalmente em textos de fisica, onde nao se fala
explicitamente em fungoes e composicao de fungoes, mas apenas em “variaveis dependendo
umas das outras” e as composi¢oes sao todas subentendidas (essa notagao também tem
seus méritos). Pensando entdo em “variaveis” z € U C R™,y € V C IR" e z € IRP, com y
dependendo de z (i.e., temos a fungao f), z dependendo de y (i.e., temos a fungao g) e dai
z também depende de z (i.e., subentende-se a composicao g o f) entao a regra da cadeia
fica:

0: _ g~ 0z o

dx; £ Oy Ox;’

onde também os pontos onde as derivadas sao calculadas sdo omitidos (e devem ser “adi-
vinhados” pelo contexto).

(2) A visao funtorial da regra da cadeia.

Algumas vezes em matematica precisamos descrever igualdades entre composicoes
de certas funcoes que seriam dificeis de serem escritas e de serem visualizadas usando a
“notacao bola” padrao (go f). Em vez disso, utiliza-se um recurso gréafico mais eficiente,
conhecido como diagrama comutativo. Abaixo temos um exemplo:
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p
f/_
R™ —1 > jn

S
/ 7

Bp—]__>1Rm

g

Rk

O diagrama acima codifica as igualdades cog = f, a o F = hoo e p = ho f.
A vantagem da formulacao da regra da cadeia na forma “a diferencial da composta ¢é a
composta das diferenciais” é que podemos diferenciar todas as flechas que aparecem num
diagrama comutativo obtendo um novo diagrama comutativo. No nosso exemplo:

d
( ’
R™ —— IR® %
da/ Rk

Y% —a

P —> [R™
R —— IR

no diagrama acima omitimos os pontos onde as diferenciais sao calculadas para simplificar a
exposicao, mas nao é dificil adivinhar quais sao tais pontos: por exemplo, se f é diferenciada
no ponto xg € IR™ entao h é diferenciada no ponto f(zg) (complete o resto!).
Observagdo: O nome “funtorial” usado nessa secao vem da teoria das categorias: um
funtor é essencialmente uma regra que pode ser aplicada em um diagrama comutativo
produzindo um novo diagrama comutativo (mas esse assunto nao tem nada a ver com o
NOSSO CUrso).

(3) Compondo fungoes e curvas.

Seja y: I C IR — IR™ uma curva (onde I C IR é um intervalo) e f : U C R™ — IR"
uma func¢ao definida num aberto U C IR™ contendo a imagem de . Suponha que t € I é
tal que ~ é diferencidvel em t e f é diferencidvel em (t) (isso acontece, por exemplo, se
e f forem diferenciaveis em todo seu dominio). A aplicagdo composta foy: I C IR — IR"
é uma curva em IR™ que é diferenciavel em t pela regra da cadeia; a diferencial de f o~ no
instante t é dada por:

d(f o y)(t) = df (7(t)) o dv(¢).

Recorde que o vetor tangente a uma curva é obtido aplicando sua diferencial ao vetor
1 € IR (vide inicio da aula nimero 3); aplicando os dois lados da igualdade acima a 1 € IR

obtemos:
(f o) (t) = df (v(1) - 7' (t).

Exemplo: Se T : IR™ — IR™ é uma transformacao linear (por exemplo, imagine o caso que
m =mn=3eT éuma rotacao) esey: I C IR — IR™ é uma curva diferencidvel no instante

t entao:
(Ton)'(t) =T (1)

16



(quando T' é uma rotacao a igualdade acima exprime o fato que “o vetor tangente de uma
rotagao de v é a rotagdo do vetor tangente de v”). Se T : IR™ — IR™ é uma translagao,
i.e., se T(xz) = z + v para algum v € IR"™ entdao dT(x) = Id para todo = € IR" e:

(Tor)(t) =7'(1),

ou seja, transladando uma curva nao alteramos seu vetor tangente (veja os exercicios da
aula nimero 3).

Exemplo: Seja B : IR™ x IR™ — IRP uma aplicacao bilinear e sejam v : I C IR — IR™,
I C IR — IR™ duas curvas diferenciaveis num instante ¢t € I. Temos entao que a curva
(v, p) : I — R™ x IR™ é diferencidvel em ¢ e (v, 1) (t) = (v'(t), 1/ (t)) (veja os exercicios da
aula numero 2). Segue da regra da cadeia que a curva B o (v, u) : I — IRP é diferencidvel
em t e que seu vetor tangente no instante ¢t é dado por:

S B0, 1) = AB( 1), 1(0)) - (1), (1)

usando a férmula deduzida na aula niimero 3 para a diferencial de aplicagoes bilineares

obtemos:
d

3 B0(®),u(1)) = B(y'(2), (1)) + B(v(8), (1))

Interprete a féormula acima quando substituimos B por cada uma das aplicacoes bilineares
discutidas nos exemplos da aula nimero 3 (veja também os exercicios).
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Exercicios.
(nao é para entregar, mas é bom dar uma olhada e quem tiver problemas me procura).

Diferenciagéo.
(1.) Rededuza a férmula para a diferenciacao de um produto de aplicagoes:
frg:UCR"™ — IR
usando a regra da cadeia como no ultimo exemplo da aula. Generalize o resultado

para obter a diferencial do produto interno U > x — (f(z),g(x)) € IR de aplicagdes
f,g:UCR™— IR".
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Complemento 4 Aula ntiimero 4 (15/03)

Faremos um exemplo adicional de aplicagao da regra da cadeia. Cons2idere 0 espago
vetorial real M,, ., (IR) de todas as matrizes reais n x n (que é isomorfo a IR™ ). O conjunto

GL(n, R) = {A € M,xn(IR): Aé inversivel}

formado por todas as matrizes inversiveis é aberto em M, (IR); isso segue do fato que
A € GL(n,R) < det(A) # 0 e do fato que a funcdo determinante det é continua (esse
argumento serd revisto na revisao de topologia).
Observagdo: A notagdo GL(n, IR) vem do fato que o conjunto das matrizes reais inversiveis
n x n é conhecido como o grupo linear geral de IR™.

A fungao inversao I : GL(n, IR) — M,,«,,(IR) definida por Z(A) = A™! ¢ diferencidvel.
De fato, cada entrada de A~! é uma funcdo racional das entradas de A de modo que cada
coordenada de Z é um quociente de uma soma de produtos das fungoes coordenadas de
M,,«n(IR). O nosso objetivo é calcular a diferencial de Z.

Seja C : Myxn(IR) X My xn(IR) = My xn(IR) a fungao multiplicagao de matrizes defi-
nida por C(A, B) = AB. Sabemos que C é bilinear e portanto diferencidvel. Temos:

para toda matriz A € GL(n, IR), onde I denota a matriz identidade n x n. Denote por
i : GL(n, R) — M,,x»(IR) a funcao inclusao (i.e., i(A) = A) e por

(1,7) : GL(n, R) — My xn(IR) X Myxn(IR)
a funcio A — (A, A~1). Obviamente i é diferencidvel e di(A) é a identidade para todo
A € GL(n,IR) (ja que i é a restricao da identidade de M,,x,(IR) a um aberto — veja os
exercicios). A igualdade C(A,Z(A)) = I nos diz que a fun¢ao composta Co (i, ) é constante

(e igual a I), donde:
d(Co (i,7))(A) =0, A€ GL(n,R).

Usando a regra da cadeia obtemos para todos A € GL(n, R), H € M,,x,,(IR):
dC(A, A7) - (H,dZ(A)- H) = 0;
como C é bilinear obtemos:
C(A,dZ(A)-H)+C(H,A™")=AdI(A)-H+HA ' =0

e portanto:
dZ(A)-H = —-A"'HA™ !
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Exercicios.
(nao é para entregar, mas é bom dar uma olhada e quem tiver problemas me procura).

Diferenciagéo.

1. Mostre que diferenciabilidade é uma propriedade local, ou seja, dados U,V C IR™
abertos e x € IR™ com x € V C U entao uma fungao f : U — IR™ é diferencidvel em
x se e somente se sua restricao f|y é diferencidvel em x; nesse caso as diferenciais sao
iguais, i.e., d(flyv)(z) = df(x).

2. Usando a férmula deduzida para a diferencial da funcao Z, mostre que se t — A(t) é
uma curva em M, ., (IR) diferencidvel em ¢ = ¢y e tal que A(t) é inversivel para todo
t entdo a curva t — A(t)~! é diferencidvel em t = ¢y e seu vetor tangente é dado por:

FAOT| = A A ) A"
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Aula ntmero 5 (20/03)

Definigao. Seja M um conjunto. Uma métrica em M é uma funcao d : M x M — IR
satisfazendo as seguintes propriedades:

(EM1) d(x,y) > 0 para todos x,y € M e d(x,y) = 0 se e somente se x = y;

(EM2) d(x,y) = d(y,x) para todos x,y € M (simetria);

(EM3) d(z,z) < d(z,y) + d(y, z) para todos z,y,z € M (desigualdade triangular).

Um espago métrico é um par (M, d) onde M é um conjunto e d é uma métrica em M.

1
Exemplo. A aplicagdo d : R™ x IR" — IR dada por d(z,y) = |[z—y| = (1, (zi — v:)?)? é
uma métrica em IR™. As propriedades (EM1) e (EM2) sao triviais; quanto a desigualdade
triangular (embora provavelmente vocés todos ja conhecam) serd demonstrada mais adiante
quando discutirmos produtos internos e normas. A métrica d é conhecida como a métrica

Fuclideana.

Exemplo. Se (M,d) é um espago métrico e S C M é um subconjunto de M entdo d|sxs
é uma métrica em S (verifique!) e portanto (S, d|5X5) é um espaco métrico; dizemos que
(S, d|g><5) é um subespago métrico de (M, d) ou que d|sxs é a métrica em S induzida por
d. Observe em particular que se S é um subconjunto de IR"™ e d é a métrica Euclideana
entao (S, d]SXS) é um espaco métrico.

Os dois exemplos acima sao essencialmente os 1inicos que interessam nesse curso; uma
pequena excegdo: as vezes precisaremos também considerar o IR™ (e, mais geralmente,
espagos vetoriais reais de dimensao finita) munidos de métricas induzidas por normas
diferentes da norma Euclideana (isso sera discutido mais adiante). Veremos, no entanto,
que todas as normas num espago vetorial real de dimensao finita sao equivalentes num
sentido que sera esclarecido depois, de modo que basicamente os dois exemplos acima sao
de fato os que interessam.

O espago IR™ é o produto de n cépias de IR. Mais geralmente, existe uma maneira mais
ou menos canodnica de tornar o produto de espacos métricos um espaco métrico. Decidimos
introduzir essa construcao mais geral abaixo:

Definigao. Sejam (M;,d;), i =1,...,n, espagos métricos. Definimos no produto cartesi-
ano M = M; x --- x M,, uma métrica d fazendo:

2

d((flll,...,xn),(yl,.,.,yn)) = (Zdi(%,yiF) )

para todos x;,y; € M;, i =1,...,n. A métrica d é chamada a métrica produto em M.

As propriedades (EM1) e (EM2) para d sdo imediatas. A desigualdade triangular
pode ser mostrada facilmente usando a desigualdade triangular para a métrica Euclideana
de IR™ (veja Exercicio 18). E possivel também definir métricas computacionalmente mais
simples no produto M = [[_; M;; tais métricas sao equivalentes num sentido que serd
esclarecido depois. No momento, usaremos a métrica produto introduzida acima, de modo
que a métrica Euclideana de IR™ é obtida fazendo o produto de n cépias de IR.
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Mesmo nao sendo importante para esse curso, vamos mostrar dois exemplos de espacos
métricos essencialmente diferentes de IR™, s6 para cultura geral.

Exemplo. Se M é um conjunto qualquer entao a aplicacao d : M x M — IR definida por
d(z,y) = 0 para z = y e d(z,y) = 1 para z # y é uma métrica em M (verifique!). A
métrica d é conhecida como a métrica zero-um.

Exemplo. Seja X um conjunto e seja M = B(X,IR) o conjunto de todas as fungoes

limitadas f : X — IR (uma funcao é limitada se existe k € IR com |f(z)| < k para todo
x € X). Definimos uma métrica d em M fazendo:

)

d(f,9) = sup | f(z) — g(x)

para todas f,g € M. A verificagdo das propriedades (EM1)-(EM3) nao ¢é dificil (para
quem sabe trabalhar com sup).

(1) Terminologia Bésica da Teoria dos Espagos Métricos.

Seja (M, d) um espago métrico (as vezes a gente cansa de dizer (M,d) e diz s6 M,
quando d esta subentendido; mas cuidado, num mesmo conjunto M podemos definir muitas
métricas). Vamos listar vérias defini¢oes.

Definicao. Dado x € M e r > 0 entao a bola aberta de centro x e raio r é definida por:
B(z;r)={y e M :d(z,y) <r}
e a bola fechada de centro x e raio r é definida por:

Blz;r] = {y €M :d(x,y) < r}.

Definicao. Sejam A C M um subconjunto e p € M um ponto. Dizemos que:
(i) p é um ponto interior de A se existe v > 0 com B(p;r) C A;

(ii) p é um ponto exterior de A se existe r > 0 com B(p;r) C A° = M \ A, i.e., se existe
r >0 com B(p;r)NA=10;

(iii) p é um ponto de fronteira de A se p nao é um ponto interior nem um ponto exterior
de A, i.e., se para todo r > 0 temos B(p;r) N A # 0 e B(p;r) N A° £ ();

(iv) p é um ponto de aderéncia de A se para todo r > 0 temos B(p;r) N A # (;

(v) p é um ponto de acumulagdo de A se para todo r > 0 a bola B(p;r) contém pontos
de A diferentes de p (p pode ou nao pertencer a A).

Definicao. Um subconjunto A C M é dito:
(i) aberto, se todos os pontos de A sao interiores;
(ii) fechado, se todo ponto de aderéncia de A estd em A;
(iii) denso, se todo ponto de M é um ponto de aderéncia de A;
(iv) limitado, se A estd contido em alguma bola de M.
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Definigcao. Associados a um subconjunto A C M estao os seguintes subconjuntos de M :
(i) o interior de A, denotado int(A) C M, é o conjunto dos pontos interiores de A;

(i) o fecho de A, denotado A C M, é o conjunto dos pontos de aderéncia de A;

(iii) o exterior de A, denotado ext(A) C M, é o conjunto dos pontos exteriores de A;

(iv) a fronteira de A, denotada OA C M, é o conjunto dos pontos de fronteira de A;

(v) o conjunto derivado de A, denotado A’, é o conjunto dos pontos de acumulagao de A.

E dificil se acostumar com a terminologia acima de uma hora para outra. Para se
familiarizar com isso tudo, o jeito é fazer algumas figuras com M = IR"™ (n = 1,2,3) e
fazer montes de exercicios para entender os inter-relacionamentos que existem entre todos
esses termos. Vdrias sugestoes legais (e faceis) de exercicios estao listadas no final desta
aula (vide Exercicios 1-13).

Teorema. Se xz € M é um ponto de acumulacao de A C M entao para todo r > 0 a bola
aberta B(x;r) contém infinitos pontos de A.

Demonstragao. Suponha por absurdo que B(z;r)N A é finito; daf existe s > 0 com s < r
e s < d(z,y) para todo y € B(z;7) N A, y # x. Segue que a intersecao B(x;s) N A néo
contém pontos diferentes de x, uma contradi¢ao. B

A seguinte terminologia costuma ser util também:

Definicao. Uma vizinhanga de um ponto x € M é um subconjunto V. C M que contém
um aberto que contém x; equivalentemente, V. C M é uma vizinhanca de x se x é um
ponto interior de V.

Observagdo: Uma vizinhanga de um ponto = pode nao ser aberta, embora alguns (poucos)
autores definam vizinhanca de x como sendo um aberto que contém z (eu detesto isso!);
Nno Nosso curso vizinhancas nao precisam ser abertas e quando eu quiser me referir a uma
vizinhanga que também ¢é aberta vou dizer explicitamente vizinhanca aberta.

Definicao. Seja (M, d) um espago métrico. A colecao T de todos os subconjuntos abertos
de M é chamada a topologia de M.

Definicao. Seja X um conjunto. Uma topologia no conjunto X é uma colecao T de
subconjuntos de X tal que as seguintes propriedades valem:

(TP1) eTeX €T;

(TP2) se (Us)icr é uma familia de elementos de T entao a uniao | J,.; U; estd em 7;

(TP3) se U,V € T entaoUNV € 7T.

Um espago topoldgico é um par (X, 7) onde X é um conjunto e T é uma topologia em X.
Os elementos de T sao chamados os abertos do espago topoldgico (X, 7).

A topologia associada a um espago métrico de fato satisfaz as propriedades (TP1),
(TP2) e (TP3) (veja o Exercicio 15). Nao temos interesse em estudar a teoria geral de
espagos topolégicos (na verdade, mesmo com respeito a espa¢os métricos so precisaremos de
subespagos de IR™ na pratica); mas é bom ter em mente a nogao geral de espago topolégico
de qualquer forma.

Um conceito definido para espagos métricos (M,d) é dito um conceito topoldgico
quando o mesmo pode ser redefinido usando apenas a topologia de (M, d). Por exemplo,

23



“conjunto aberto”, “conjunto fechado”, “conjunto denso” sao nocoes topoldgicas enquanto
que “conjunto limitado” nao é (isso serd demonstrado posteriormente). Quando o enun-
ciado de um teorema envolve apenas nogoes topoldgicas entao esse enunciado faz sentido
no contexto geral de espacos topoldgicos; isso nao significa que tal teorema continue ver-
dadeiro para espagos topoldgicos quaisquer (a maioria requer alguma hipé6tese adicional).
Esse assunto nao serd importante no nosso curso.

(2) Seqiiéncias.
No que segue (M, d) denota um espago métrico.

Definicao. Seja (z,),>1 uma seqiiéncia em M. Dizemos que (x,)p>1 converge para um
ponto x € M se dado ¢ > 0 existe ng € IN tal que d(x,,z) < € para todo n > ng;
escrevemos lim,, .., x,, = x ou, mais resumidamente, T, — x.

Nos exercicios pedimos para vocés mostrarem que o limite de uma seqiiéncia é tinico
(se existir).

Definicao. Dizemos que (x,),>1 € uma seqiiéncia de Cauchy em M se dado € > 0 existe
no € IN tal que d(x,,x,) < € para todos n,m > nyg.

Nos exercicios pedimos para vocés mostrarem que toda seqiiéncia convergente é de
Cauchy.

Terminologia. Dizemos que alguma propriedade é satisfeita para todo nimero natural
n suficientemente grande se existe ng € IN tal que a propriedade é satisfeita para todo
n > ng (i.e., se a propriedade deixa de ser satisfeita no maximo para um nimero finito de
n’s). Dizemos que a propriedade é satisfeita para todo nimero natural n arbitrariamente
grande se dado ng € IN entao existe n > ng que satisfaz a propriedade (i.e., se existem
infinitos n’s para os quais a propriedade é satisfeita).

Na terminologia acima, uma seqiiéncia (z,),>1 converge para x se e somente se dado
e > 0 entdo x, fica na bola B(x;¢) para todo n suficientemente grande.

Definicao. Um espaco métrico M é dito completo quando toda seqiiéncia de Cauchy em
M é convergente.

Teorema. Sejam (M;,d;), i = 1,...,n, espagos métricos e considere M = [[}_;, M; mu-
nido da métrica produto d. Seja (xy)r>1 uma seqiiéncia em M e escreva zp = (z},...,x})
para todo k > 1. Entao:

(a) zx — x € M se e somente se =i — x' em M; para todo i = 1,...,n (“uma

seqiiéncia converge se e somente se converge coordenada por coordenada”);

(b) (zk)k>1 é de Cauchy em M se e somente se (2% )r>1 é de Cauchy em M; para
todo i = 1,...,n (“uma seqiiéncia é de Cauchy se e somente se for de Cauchy
coordenada por coordenada”).

Demonstracgao. Segue facilmente observando que, para todo € > 0 e todos z,y € M:

=

n
Zdl(xz,yz)z :d(Q:?y) <8:>dl('rzvyz) <¢g, ’L:l,,?’l,,
i=1
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N=

=1

dz(xzayl) < %7 i = 17"';77’ — d(:v,y) = (Zdl(x17yz)2) <e B

Corolario. O produto de espagos métricos completos é completo. R

Usando o fato que IR é completo (vide qualquer livro de Anélise Real) obtemos
também:

Corolario. IR"™ é completo.

O fato que IR™ é completo seguird também quando mostrarmos mais adiante que todo
limitado e fechado em IR™ é compacto.

Os seguintes teoremas relacionam a topologia de M com a nocao de limite de seqiiéncia.

Teorema. Sejam A C M ex € A. O ponto x esta no interior de A se e somente se dada
uma seqiiéncia ($n)n21 convergente para x entao x, € A para todo n suficientemente
grande. Em particular, A é aberto se e somente se para toda seqiiéncia (x,)n>1 que
converge para um ponto de A temos x,, € A para todo n suficientemente grande.

Demonstragao. Se x € int(A) entdo existe € > 0 com B(z;¢) C A. Como x,, — x entdo
x, € B(zx;e) e portanto x,, € A para todo n suficientemente grande. Reciprocamente,
suponha que toda seqiiéncia que converge para z fica em A para n suficientemente grande.
Se x nao fosse um ponto interior de A entdo (negue a definigdo!) para todo n > 1, nao
pode ser B(x; %) C A e portanto existe z,, € B(m; %) com x, ¢ A. Dai z,, — x mas
T, € A para todo n > 1, uma contradicao.

Teorema. Sejam A C M e x € M. Entao x é um ponto de aderéncia de A se e somente
se x é o limite de uma seqiiéncia de pontos de A. Em particular, A é fechado se e somente
se dada uma seqiiéncia (r,)n>1 em A que converge para um ponto x € M entdo x € A.

Demonstragao. Se z é o limite de uma seqiiéncia (z,),>1 de pontos de A entao dado
r > 0 temos x,, € B(x;r) para n suficientemente grande e em particular para tais n temos
Ty, € B(z;7) N A, donde B(x;7r) N A # (). Reciprocamente, se x é um ponto de aderéncia
de A entao dado n > 1 temos B(x; %) N A # ), donde existe z,, € A com d(z,,x) < %
Daixz, >zrex, € Aparatodon>1. 1

Corolario. A é denso em M se e somente se todo ponto de M é limite de uma seqiiéncia
de pontos de A.

Teorema. Sejam A C M ex € M. Entao x é ponto de acumulacao de A se e somente se
x € o limite de uma seqiiéncia (z,),>1 de pontos de A, todos distintos de x.

Demonstracao. Se x é o limite de uma seqiiéncia (z,),>1 de pontos de A distintos
de z entdo dado r > 0 temos z, € B(x;r) para todo n suficientemente grande e em
particular existem pontos em B(z;7)N A distintos de z. Reciprocamente, se  é um ponto
de acumulacao de A entao dado n > 1 existe z,, € B(m; %) N A com z, # x. Dai z,, — x.
|
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(3) Limites de funcgoes e fungoes continuas.
No que segue, (M,d) e (N,d") denotam espagos métricos.

Definigao. Seja A um subconjunto de M e f: A C M — N uma funcao. Dado um ponto
de acumulagao xg € M de A entao dizemos que L € N é um limite de f(z) quando x
tende a xy se dado € > 0 existe 6 > 0 tal que d’(f(a:),L) < ¢ para todo x € A tal que
0 < d(x,z0) < J; escrevemos lim, ., f(x) = L.

Nos exercicios pedimos para voces mostrarem que o limite lim,_,,, f(z) é tnico
(quando existir).

Definicao. Seja f : M — N uma funcao e xo € M um ponto. Dizemos que f é continua
no ponto zy se dado £ > 0 existe 6 > 0 tal que d'(f(z), f(z0)) < & para todo x € M com
d(x,z9) < 0.

Para quem estiver usando um pouco de senso critico enquanto 1é essas notas, uma
pergunta imediatamente surge a cabeca: “por que sera que para definir limite ele considera
f definida num subconjunto de M e para definir continuidade ele considera f definida em
todo espaco M? E se eu precisasse falar de continuidade de uma funcao que esta definida
s6 num subconjunto de M?” Pois é, isso tudo tem uma explicagao. Se eu precisar falar
em continuidade de uma funcao f definida sé6 num subconjunto A de M entdo eu posso
simplesmente lembrar que A também é um espaco métrico com a métrica induzida de M:
dai recaimos outra vez no caso de uma funcao definida num espago métrico tomando valores
em outro espaco métrico!l No caso de limite ocorre um problema com esse raciocinio: ¢é
importante também definir limite de f(z) quando x tende a pontos fora do dominio de f;
para dar uma definicao de limite que cobre essa situacao precisamos pensar no dominio A
de f como um subconjunto de um espaco métrico M possivelmente maior.

Nos exercicios pedimos para vocés provarem a relacao familiar entre limite e continui-
dade.

Definicao. Uma funcao f : M — N é dita um homeomorfismo se f é bijetora e tanto f
como f~! sao continuas.

Teorema. Sejam f: AC M — N, g: N — P funcgoes e xg € M um ponto de acumulacao
de A; suponha que lim,_,,, f(z) = L € N e que g seja continua no ponto L. Entao:

Jim g(f(x)) = g(L).

Demonstragao. Dado € > 0, existe n > 0 tal que g(B(L;n)) C B(g(L);g), pela conti-
nuidade de g. A partir de n > 0 encontramos ¢ > 0 tal que f(z) € B(L;n), sempre que
z € B(wo;0)NA ez # xo. Dal g(f(z)) € B(g(L); ) sempre que z € B(zo;0) N A e z # .
|

Compare o teorema acima com o Exercicio 29.

Teorema. Se f: M — N é continua em xg € M e g: N — P é continua em f(x¢) € N
entao g o f é continua em x( (“a composta de fung¢ées continuas é continua”).

Demonstragao. Dado € > 0, existe n > 0 tal que g(B(f(:):o);n)) C B(g(f(xo));s), pela
continuidade de g. Pela continuidade de f, achamos § > 0 com f(B(zo;0)) C B(f(z0); 7).

Dai (g0 f)(B(z0:8)) C B(g(f(w0));<). W
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Teorema. Sejam (N;,d;), i =1,...,n, espagos métricos e considere N = [[''_; N; munido
da métrica produto d. Seja f : A C M — N uma funcao e seja xog € M. FEscreva
f=(*Y...,f") com cada f*: M — N;. Entao:

(a) se xg é um ponto de acumulagao de A temos lim,_,,, f(z) = L € N se e somente
selim, .., f'(x) = L' € N; para todoi = 1,...,n (“limites sao feitos coordenada
por coordenada”);

(b) se zg € A entdo f é continua em x se e somente se f* é continua em xo para
i=1,...,n (“continuidade é feita coordenada por coordenada”).

Demonstragao. Segue facilmente observando que, para todo € > 0 e todo x € A:

2

(Z di(fi(ac),Li)2> = d(f(a:),L) <e=di(f'(z),LY) <e, i=1,...,n,

NI

di(fi(x), L") < % i=1,...,n=d(f(2),L) = (Zdi(fi(x),Li)2> <en

Corolario. (propriedades operatdrias dos limites) Sejam f: AC M — IR",g: AC M —
IR" ec: AC M — IR fungoes. Temos:
(a) se zg € M é um ponto de acumulagao de A e f, g, ¢ admitem limite quando x — x

entao:
lim [f(2)+g(@)] = lm f(@)+ lim g(x), lim [e()f(@)] = lim cz) lim f(x)

(b) se f, g e c sao continuas num ponto xg € A entao f + g e cf sao continuas no ponto
-

Demonstragao. Segue dos teoremas anteriores, observando que as fungoes soma e pro-
duto:
R"x R"> (v,w)—v+weR", RxIR"> (c,v)— cvelR",

sdo continuas (voltaremos a esse assunto depois). B

Vamos agora relacionar limite e continuidade de funcoes com limites de seqiiéncias.

Teorema. Sejam f : A C M — N uma funcao e xro € M um ponto de acumulacao de
A. Temos lim,_,,, f(x) = L € N se e somente se vale a seguinte propriedade: para toda
seqiiéncia (x,)n>1 em A com x,, — g € x,, # xo para todo n temos f(x,) — L.

Demonstragao. Suponha que lim,_,,, f(z) = L e seja (z,,),>1 uma seqiiéncia em A com
Tp — To € T, # To para todo n. Dado € > 0, existe 6 > 0 tal que d’(f(x),L) < € para
todo x € A com 0 < d(x,x9) < §; a partir de 6 > 0 achamos ng € IN com d(x,,xq) < 0
para todo n > ng. Concluimos que d’(f(xn), L) < ¢ para todo n > ny.

Reciprocamente, se a propriedade envolvendo seqiiéncias que aparece no enunciado
é satisfeita, vamos mostrar que lim,_,,, f(z) = L. Se nao fosse, existiria um ¢ > 0 tal
que para todo n > 1, tomando § = %, existe , € A com 0 < d(z,,x9) < % mas
d’(f(acn), L) > ¢e. Dal (z,),>1 € uma seqliéncia em A com x,, — =, T, # xo para todo n,
mas f(x,) /A L. 1A
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Teorema. Seja f : M — N uma funcao e xy € M um ponto. Temos que f é continua no
ponto xy se e somente se vale a seguinte propriedade: dada uma seqiiéncia (x,),>1 em M
com x,, — xg entao f(x,) — f(zo).

Demonstracao. Suponha que f é continua no ponto zy e seja (z,),>1 uma seqiiéncia
em M com z, — zo. Dado € > 0, existe § > 0 tal que d(f(z), f(z0)) < € sempre que
d(x,z¢) < J; a partir de 6 > 0 encontramos ng € IN com d(x,,,xg) < § sempre que 1. > ng.
Dai d(f(zn), f(x0)) < € sempre que n > ng.

Reciprocamente, se a propriedade envolvendo seqiiéncias que aparece no enunciado
¢é satisfeita, vamos mostrar que f é continua no ponto xy. Se nao fosse, existiria ¢ > 0

tal que para todo n > 1, tomando § = %, existiria x,, € M com d(z,,z9) < % mas
d'(f(zn), f(xo)) > €. Daf (z)n>1 é uma seqiiéncia em M com z, — xg e f(x,) /4 f(zo).
|

Corolario. Se xp, — =, yp — y em IR" e se ¢, — ¢ em IR entao x +yr — * +y €
CrT) — CIT.

Demonstragao. Segue do fato que as fungoes soma IR"™ x IR" 3 (x,y) — x+y € IR" e
produto IR x IR" 5 (¢,x) — cx € IR™ sao continuas (isso serd revisto depois), do fato que
(k,yx) — (z,y) se e somente se r, — x e yr — y e do fato que (cx,zr) — (c,x) se e
somente se cp - cexp — x. 1

Teorema. As seguintes propriedades sao equivalentes sobre uma funcao f : M — N:
(a) f é continua;
(b) para todo U C N aberto, f~*(U) C M é aberto;
(c) para todo F C N fechado, f~1(F) C M é fechado.

Demonstragao. A equivaléncia entre (b) e (¢) é um exercicio usando o fato que U é
aberto se e somente se U¢ é fechado, juntamente com o fato que f~1(U¢) = f~1(U)c.

Provemos (a) = (b). Suponha que f é continua; dado U C N aberto, mostremos que
f~Y(U) € M é aberto. Seja x € f~1(U). Dai f(x) € U e como U é aberto, existe € > 0
com B(f(z);e) C U. Como f é continua, existe § > 0 com f(B(z;4)) C B(f(z);e) C U.
Daf B(x;6) C f~1(U).

Provemos (b) = (a). Suponha (b) e mostremos que f é continua num certo ponto
z € M. Dado € > 0, entdo U = B(f(z);¢) é aberto em N e portanto f~*(U) ¢ aberto em
M. Como z € U, existe § > 0 com B(z;6) C f~*(U). Dai f(B(z;6)) C B(f(z);¢). ®

Corolario. Uma funcao bijetora f : M — N é um homeomorfismo se e somente se valem
uma das seguintes propriedades equivalentes:

(i) para todo U C M, U é aberto em M < f(U) é aberto em N;

(ii) para todo F'C M, F é fechado em M < f(F) é fechado em N.H

Corolario. Sejam f,g: M — IR fungoes continuas. Os conjuntos:

[zeM:f(z)<g()}, {reM:fz)#qg()

sao abertos e os conjuntos:
{zeM: fx)<glx)}, {zeM:f(x)=g()}
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sao fechados.

Demonstragao. A fungao h = f — g: M — IR é continua. Os dois primeiros conjuntos
sao h™!((—00,0)) e (IR \ {0}) e os dois ultimos sdo h~*((—o0,0]) e h~1(0). W

Definicao. Uma funcao f : M — N é dita uniformemente continua quando dado € > 0,
existe § > 0 tal que, para todos x,y € M, se d(z,y) < & entdo d'(f(z), f(y)) <e.

Obviamente toda funcao uniformemente continua é continua.

Teorema. Se f : (M,d) — (N,d') e g : (N,d") — (P,d") sao uniformemente continuas
entao g o f é uniformemente continua.

Demonstragao. Dado ¢ > 0, existe n > 0 tal que d'(u,v) < n implica d”( (u),g(v)) <e;
a partir de n > 0 encontramos d > 0 tal que d(x,y) < § implica d’( fly) ) < n. Dai

d(x,y) < § implica d”((g 0 (@), (g0 F)(y)) <. M

Teorema. Funcgoes uniformemente continuas levam seqiiéncias de Cauchy em seqiiéncias
de Cauchy, i.e., se f : M — N é uniformemente continua e (z,),>1 € uma seqiiéncia de

Cauchy em M entao (f(xn))n>1 é uma seqiiéncia de Cauchy em N.

Demonstragao. Dado ¢ > 0, existe 6 > 0 tal que d(x,y) < § implica d’(f( ), f(y))
a partir de 0 > 0 encontramos ng € IN tal que n,m > ng implica d(x,, ;) < . Da1
d' (f(zn), f(yn)) < € sempre que n,m > ng. W

Definicao. Uma funcao f : M — N é dita Lipschitziana quando existe k > 0 tal que
d'(f(z), f(y)) < kd(z,y) para todos z,y € M; dizemos entdo que k é uma constante de
Lipschitz para f. Quando f é Lipschitziana com constante k = 1 dizemos que f é uma
contracao fraca e quando f for Lipschitziana com constante k < 1 dizemos que f é uma
contracao.

Teorema. Toda funcao Lipschitziana é uniformemente continua.

Demonstragao. Se k£ > 0 é uma constante de Lipschitz para f entao, dado ¢ > 0, tome
d = ¢ (complete!). ®

Exemplo. Uma fungao afim f: IR — IR, f(x) = ax + b é sempre uniformemente continua,
pois é Lipschitziana (com constante |a|). A funcdo f: IR — IR, f(z) = 22 é continua mas
nio é uniformemente continua; de fato, dado d > 0 entdo |f(x + ) — f(z)| = |26z + 62| e
essa quantidade torna-se arbitrariamente grande quando r — +o0.

Exemplo. As projecoes m; : H?Zl M; — M;, 5 = 1,...,n, de um produto cartesiano sao
contragoes fracas e portanto uniformemente continuas.

Teorema. Sejam (N;,d;),i=1,...,n, espagos métricos e considere N = H?:1 N,; munido
da métrica produto. Uma funcao f : M — N é uniformemente continua se e somente se
cada coordenada f*: M — N, é uniformemente continua, i = 1,...,n.

Demonstracao. E similar a demonstracao de que f é continua se e somente se cada f* é
continua. W
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Defini¢ao. Uma aplicagao f : (M,d) — (N,d’) tal que d'(f(z), f(y)) = d(z,y) para
todos x,y € M é chamada uma imersao isométrica; quando f é uma imersao isométrica
bijetora dizemos entao que f é uma isometria.

Observagdo. E facil ver que toda imersao isométrica € injetora, de modo que uma isometria
€ 0 mesmo que uma imersao isométrica sobrejetora.

Exemplo. Se f : (M,d) — (N,d') é uma isometria entdo f é um homeomorfismo; na
verdade, f e f~! sdo ambas uniformemente continuas. De fato, se f é uma isometria entao
também f~! é uma isometria e isometrias sdo Lipschitzianas.

Defini¢ao. Uma fun¢ao f : M — N é dita limitada quando sua imagem f(M) é um
subconjunto limitado de N, i.e., quando existe ¢ > 0 tal que d(f(:l;), f(y)) < ¢ para todos
x,y € M.

(4) Métricas equivalentes.

Definigao. Duas métricas dy e ds num conjunto M sao ditas equivalentes quando induzem
a mesma topologia em M, i.e., quando U é aberto em (M, d;) se e somente se U é aberto
e (M, dg) .

Teorema. Duas métricas di; e do em M sao equivalentes se e somente se a aplicacao
identidade 1d : (M,dy) — (M, ds) é um homeomorfismo.

Demonstragao. A afirmagao “a identidade Id : (M, d;) — (M, d2) é um homeomorfismo”
é equivalente a afirmacdo “U é aberto em (M, d;) se e somente se Id(U) = U é aberto em
(M,ds)”. &

Exemplo. Se h: (M,d) — (N,d') é um homeomorfismo entdao a métrica d em M definida
por d(z,y) = d'(h(z), h(y)) é equivalente a d. De fato, temos um diagrama comutativo:

(N, d')

)

(M, d) —= (M, d)

onde a flecha inclinada é um homeomorfismo e a flecha vertical é uma isometria (veja o
Exercicio 31); segue que a flecha horizontal é um homeomorfismo.

Observe que trocando uma métrica por outra equivalente nao prejudicamos nocoes
topoldgicas do espaco, i.e., nogoes que podem ser definidas usando apenas a topologia.
Temos entao o seguinte:

Teorema. Sejam di, dy métricas equivalentes em M. Entao, para todo A C M temos:
(i) A é aberto em (M,dy) se e somente se A é aberto em (M, ds);
(ii) A é fechado em (M,dy) se e somente se A é fechado em (M, ds);
(iii) os pontos interiores, de fronteira, de aderéncia e de acumulac¢ao de A no espago (M, d;)
coincidem respectivamente com os pontos interiores, de fronteira, de aderéncia e de
acumulagao de A no espago (M, ds);
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(iv) A é denso em (M,dy) se e somente se A é denso em (M,ds). B

Limites de fungoes, continuidade de funcoes e limites de seqiiéncia também sao nocoes

topolégicas: afirmagoes como lim, ., f(z) = L, x, — x e “f é continua no ponto xy”
continuam verdadeiras quando trocamos as métricas nos espacos envolvidos por métricas
equivalentes. Nocoes como completude, seqiiéncias de Cauchy, conjuntos limitados, conti-
nuidade uniforme nao sao preservadas quando trocamos uma métrica por outra equivalente
(vide exemplo a seguir).
Exemplo. A funcao arco—tangente arc tg : IR — (—%, g) ¢ um homeomorfismo. Segue
entdo que a métrica d em IR definida por d(z,y) = |arc tgx — arc tgy| é equivalente a
métrica Euclideana. Observe que IR ¢é limitado (com didmetro 7) com a métrica d, mas
nao é limitado com a métrica Euclideana. Além do mais, IR é completo com a métrica
Euclideana, mas nao é completo com a métrica d; de fato, se (x,)n>1 ¢ uma seqiiéncia em
IR tal que arc tgz,, — 3 entao (x,),>1 ¢ de Cauchy (pois (arc tg z,)n>1 ¢ de Cauchy em
(=Z,%)), mas (z,)n>1 ndo é convergente em IR.

A nocao de equivaléncia mais forte introduzida a seguir garante a invariancia de nocoes
como completude e seqiiéncias de Cauchy.

Definicao. Duas métricas dy e do sao ditas uniformemente equivalentes quando as aplica-
¢oes identidade 1d : (M, dy) — (M, d3) eld : (M,ds) — (M,d;) sao ambas uniformemente
continuas.

Observagdo. Uma condigao suficiente para que d; e dy sejam uniformemente equivalentes
é que as aplicacoes identidade Id : (M,d;) — (M,d3) e Id : (M,ds) — (M,d;) sejam
Lipschitzianas; isso equivale a existéncia de constantes «, 3 > 0 tais que:

Oédl(xay) S d2($7y) S 6d1(xay)a
para todos z,y € M.

Teorema. Sejam d; e do métricas uniformemente equivalentes em M. Entao:
(i) uma seqiiéncia (x,,)p>1 € de Cauchy em (M, d;) se e somente se (z,,)n,>1 for de Cauchy
em (M,ds);
(ii) (M,dy) é completo se e somente se (M, dsy) é completo.

Demonstragao. Segue do fato que fungoes uniformemente continuas levam seqiiéncias de
Cauchy em seqiiéncias de Cauchy. B

E fdcil também mostrar que uma funcao uniformemente continua mantém-se unifor-
memente continua quando trocamos as métricas do dominio ou do contra-dominio por
métricas uniformemente equivalentes (isso segue do fato que a composta de fungdes uni-
formemente continuas é uniformemente continua).

(5) Subespacgos e topologia induzida.

Como foi mencionado no inicio da aula, se (M, d) é um espago métrico e S C M é um
subconjunto entao (S, d\gxg) também é um espaco métrico; podemos entao de maneira
natural pensar num subconjunto de um espaco métrico como sendo também um espaco
métrico. O nosso objetivo agora é estabelecer algumas relagoes entre M e S (principalmente
de natureza topoldgica).
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Teorema. Se U C M é aberto em M entao U NS é aberto em S. Além do mais, dado
Z C S aberto em S entao existe U C M aberto em M com Z =U NS (“os abertos de S
sao os abertos de M interceptados com S”).

Antes de provar o teorema acima, fazemos uma convencgao: para x € S e r > 0
denotamos por B(z;r) e B[x; r] respectivamente a bola aberta e a bola fechada de centro
x e raio r no espago métrico (M, d); nesta segao, precisaremos também nos referir as bolas
aberta e fechada de centro x e raio » > 0 no espaco métrico (S, d| st) — as ultimas serao
denotadas por:

Bg(z;r) = {y €S:d(x,y) < 7“},
Bglx;r] = {y €S:d(zx,y) < r},.

A seguinte observacao é trivial:
Bs(x;r) = B(z;r) NS, Bg[z;r] = Blz;r] N S.

Demonstragao do Teorema. Se U C M ¢é aberto, mostremos que U NS é aberto. Seja
z € UnNS; como U é aberto em M, existe r > 0 com B(x;r) C U. Dai Bg(z;r) CUNS.
Reciprocamente, suponha que Z C S é aberto em S. Para cada x € Z existe entao r, > 0
tal que Bg(x;7,) = B(z;r,)NS C Z. DaiU =, ., B(z;7,) é abertoem M e Z =UNS.
|

rEZ

Corolario. Se S é aberto em M entao os abertos de S sao os abertos de M que estao
contidos em S. R

Teorema. Se F C M é fechado em M entao F'N S é fechado em S. Além do mais, dado
H C S fechado em S entao existe F' C M fechado em M com H = F'NS (“os fechados de
S sao os fechados de M interceptados com S”).

Demonstragao. Se F' C M é fechado em M entao F¢ é aberto em M e F°N S é aberto
em S pelo teorema anterior. Dai S\ (F°NS) = F NS é fechado em S. Reciprocamente,
suponha que H C S é fechado em S. Dai S\ H é aberto em S e portanto existe U C M
aberto em M com S\ H = U N S, pelo teorema anterior. Temos entdo que F' = U° é
fechadoem M e H=FNS. 1A

Corolario. Se S é fechado em M entao os fechados de S sao os fechados de M que estao
contidos em S. A
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Exercicios.

(nao é para entregar, mas é bom dar uma olhada e quem tiver problemas me procura).

Espagos métricos (terminologia basica).

1.

Seja (M,d) um espago métrico. Mostre que se r1,ro > 0 e x1,29 € M sao tais
que r1 + 19 < d(x1,x2) entdo as bolas fechadas B[z1;71] e B[zg;7s] sdo disjuntas.
Se r1 + 19 < d(z1,x2) entdo mostre que as bolas abertas B(xz1;7r1) e B(xa;ra) s@o
disjuntas.

Para um espago métrico arbitrario (M, d) e um subconjunto A C M mostre que:

(a) M =int(A) UOAUext(A) e essa unido é disjunta,

) i

(¢c) ANOA = A\ int(A);
(d) A= AU@A AUA’;
)

Mostre que as seguintes condices sao equivalentes sobre um subconjunto A de um
espaco métrico M:

(a) A é aberto;

(b) A =int(A);

(c) para todo z € A existe r > 0 com B(z;r) C A;

(d) para todo x € A existe r > 0 com Blx;r| C A.

Mostre que as seguintes condicoes sao equivalentes sobre um subconjunto A de um
espaco métrico M:

(a) Aé fechado;
(b) A

(c) para todo x € M, se x ¢ A entdo existe r > 0 com B(x;r) N A=

(d) para todo x € M, se z ¢ A entdo existe r > 0 com Blz;r] N A = (J;

(e) o complementar de A é aberto (logo “ser fechado” é uma nocao topoldgica);
(f) 0A C A;

() A" C 4;

5. Mostre que as seguintes condicoes sao equivalentes sobre um subconjunto A de um

espaco métrico M:

(a) A é denso;

(b) A= M;

(¢) todo aberto nao vazio de M intercepta A (logo “ser denso” é uma nogao to-
polégica);

(d) toda bola aberta de M intercepta A;

(e) toda bola fechada de M intercepta A;

(f) dado z € M e e > 0 existe y € A com d(z,y) < ¢

(g) int(A°) = 0.
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10.

11.

12.

13.

Sejam (M,d) um espago métrico e A C M um subconjunto. O diametro de A é
definido por:

diam(A) = sup d(z,y) € [0, +oc].
T, yeA

Mostre que A é limitado se e somente se diam(A4) < +oo.

Mostre que toda bola aberta é um conjunto aberto e que toda bola fechada é um
conjunto fechado (ninguém acha que apenas os nomes “bola aberta” e “bola fechada”
implicam automaticamente que esses conjuntos sejam abertos ou fechados, certo?).

Se A é um subconjunto de um espaco métrico M mostre que:

(a) int(A) e ext(A) sdao abertos;
(b) 0A e A sdo fechados;
(c) int(int(A)) = int(A) e A = 4.

Seja A um subconjunto de um espago métrico M. Mostre que int(A) é o maior aberto
contido em A, i.e., que int(A) é aberto e que se U C M ¢é um aberto contido em A
entao U C int(A).

Seja A um subconjunto de um espaco métrico M. Mostre que A é o menor fechado
que contém A, i.e., que A é fechado e que se F' C M é um fechado que contém A
entdao A C F.

Dados subconjuntos A e B de um espaco métrico M, mostre que A C B = A C B.

Dado um espago métrico M, um subconjunto A C M e um aberto U C M mostre que
UNA#( se e somente se UNA # ().

Sobre um espago métrico M, um subconjunto A C M e um ponto x € M mostre que:

(a) z é um ponto interior de A se e somente se x pertence a um aberto contido em
A (logo “ponto interior” é uma nogao topolégica);

(b) x é um ponto de aderéncia de A se e somente se todo aberto contendo x intercepta
A (logo “ponto de aderéncia é uma nocao topolégica”);

(c) = é um ponto de fronteira de A se e somente se todo aberto que contém z possui
pontos de A e pontos fora de A (logo “ponto de fronteira” é uma nogao topoldgica);

(d) x é um ponto de acumulagdo de A se e somente se todo aberto que contém z
intercepta A num ponto diferente de x (logo “ponto de acumulagao” é uma nogao
topoldgica).
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14.

15.

16.

17.

18.

Sobre um espaco métrico M, um subconjunto A C M e um ponto x € M

mostre que:

(a) = é um ponto interior de A se e somente se x possui uma vizinhanga
contida em A;

(b) x é um ponto de aderéncia de A se e somente se toda vizinhanca de
x intercepta A;

(c) x é um ponto de fronteira de A se e somente se toda vizinhaga de x
possui pontos de A e pontos fora de A;

(d) x é um ponto de acumulacao de A se e somente se toda vizinhanca de
x intercepta A num ponto diferente de z;

(e) A é aberto se e somente se todo ponto de A possui uma vizinhanga
contida em A;

(f) A é fechado se e somente se todo ponto fora de A possui uma vizi-
nhanca disjunta de A.

Sobre um espaco métrico M mostre que:

(a) O conjunto vazio e o préprio espago M sao abertos e fechados;
(b) A uniao de uma familia arbitraria de abertos é um aberto;

(c) A intersecao de dois (ou, mais geralmente, de uma familia finita) de abertos é
aberto;

(d) A intersecao de uma familia arbitraria (ndo vazia) de fechados é um fechado;
(e) A uniao de dois (ou, mais geralmente, de uma familia finita) de fechados é fechado.

Encontre em IR? uma familia enumeravel de abertos cuja intersecao nao é aberta e
uma familia enumeravel de fechados cuja uniao nao é fechada.

Sobre um espaco métrico M e subconjuntos A, B C M mostre que:

(a) AUB = AU B;

(b) AN B C AN B (dé um contra-exemplo para a igualdade com M = IR?);
(c¢) int(AN B) =int(A) Nint(B);

(d)

—

int(A) Uint(B) C int(A U B) (dé um contra-exemplo para a igualdade com M =
R?).

Sejam (M;,d;), i = 1,...,n, espagos métricos e seja M = []_, M;. Defina uma
aplicacao d : M x M — IR fazendo:

2

d(x,y) = (Zdi(%’,yi)2> )

para © = (x;)" 1, y = (y;)"~; € M. Mostre que d satisfaz a desigualdade triangular
(dica: parax,y € M denote por oy, € IR™ o vetor cuja i-ésima coordenada é d;(z;, y;);
observe que d(z,y) = ||cy||, onde || - || denota a norma Euclideana em IR™. Use a
desigualdade triangular para a norma Euclideana).
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19. Seja (M,d) um espago métrico. Um sistema fundamental de vizinhangas para um
ponto x € M é um conjunto V de vizinhancas de z tal que toda vizinhanca de x
contém uma vizinhanca de z pertencente a V. Quando todos os elementos de ) sao
abertos, dizemos que V é um sistema fundamental de vizinhancas abertas de x. Mostre

que:
(a) V = {B[z;r] : 7 > 0} é um sistema fundamental de vizinhangas de z e V =
{ (z;r) :r >0} é um sistema fundamental de vizinhangas abertas de z;
)V = { [z —} :n € N } ¢ um sistema fundamental de vizinhancas de z e V =

{B(a:, ﬁ) :n e N } é um sistema fundamental de vizinhancas abertas de z;

(c) paracadaz € M seja V, um sistema fundamental de vizinhangas de x. Reprove os
itens (a)—(f) do Exercicio 14 trocando o termo “vizinhanga de z” por “vizinhanga
de = pertencente a V,”.

20. Sejam (M;,d;), i = 1,...,n, espagos métricos e considere o produto M = H,?:l M;

munida da métrica produto d. Mostre que:

(a) se U; é aberto em M; para cada i = 1,...,n entdo [[I_, U; é aberto em M (“o
produto de abertos é aberto”);

(b) se F; é fechado em M, para cada i =1,...,n entdo [[,_, F; é fechado em M (“o
produto de fechados é fechado”);

(c) para z = (x;)!, € M, mostre que:

= {HB(IZ-;TZ-) Ty .., € (0, +OO)}
=1

é um sistema fundamental de vizinhancas para z em M:;
(d) o fecho do produto é o produto dos fechos, i.e.:

Al x - x A, =A; x---x A,

para quaisquer A; C M;,i=1,...,n

Espagos métricos (seqiiéncias).

21. Seja M um espago métrico. Mostre que se y; e yo sao ambos limites de uma seqiiéncia
(Xn)n>1 em M entdo y1 = yo.

22. Mostre que toda seqiiéncia convergente num espago métrico é uma seqiiéncia de Cau-
chy.

23. Seja (M,d) um espago métrico e (z,),>1 uma seqiiéncia em M. Mostre que z,
converge para um certo x € M se e somente se d(z,,x) — 0 em IR.

24. Se (zp)n>1 € uma seqiiéncia e ¢ : IN — IN é uma fungdo estritamente crescente
entao dizemos que (T4 )r>1 ¢ uma subsegiiéncia de (z,,),>1; tipicamente escrevemos
ng = ¢(k) e dizemos que (z,, )r>1 ¢ uma subseqiiéncia de (z,,),>1. Mostre que se uma
seqliéncia (z,),>1 converge para x num espago métrico M entdo toda subseqiiéncia
(%, )k>1 converge para x.
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25.

(o teorema do sanduiche) Mostre que se y,, — L e z, = Lem IR e se y, < z, < z,
para todo n € IN entao x,, — L em IR.

Espagos métricos (limite e continuidade).

26.

Seja f: A C M — N uma fungao, onde (M,d) e (IN,d") sdo espagos métricos. Dado
um ponto de acumulacao o € M de A, mostre que se L e L’ € N sao ambos limites
de f(x) quando z tende a zy entdo L = L.

Observagdo. Para quem gosta de pensar em coisas vaziamente satisfeitas: mostre que se
xo € M nao é um ponto de acumulacao de A entao seria verdade que todo L € N é um
limite de f(x) quando z tende a z.

27.

28.

29.

30.

31.

Sejam (M, d), (N,d") espagos métricos e f : M — N uma funcao. Dado xg € M
mostre que:

(a) se xg é um ponto de acumulacdo de M entdo f é continua no ponto z se e
somente se o limite lim,_,,, f(x) existe e é igual a f(xg).

(b) se xg ndo é um ponto de acumulagao de M (i.e., se xg é um ponto isolado de M)
entao f é sempre continua no ponto xg.

Sejam (M, d), (N,d’) espagos métricos e f : M — N uma funcao. Mostre que f é
continua num ponto x € M se e somente se dado ¢ > 0, existe § > 0 com:

f(B(z;6)) € B(f(z);¢).

Sejam (M,d), (N,d") e (P,d") espagos métricos, A C M, B C N subconjuntos,
g € M um ponto de acumulacao de Ae f: A - N, g : B — P fungdes com
f(A) € B. Suponha que lim,_,,, f(z) = L € N e que L nao pertence a imagem de
f. Mostre que:

(a) L é um ponto de acumulagao de B;
(b) se limy_,z, g(y) = K € P entao lim,_,, g(f(z)) = K;

(c) ache um contra-exemplo para os itens (a) e (b) quando removemos a hipé6tese que
L nao pertence a imagem de f.

(teorema do sanduiche para fungoes) Sejam f,g,h : A C M — IR fungdes, onde M
é um espaco métrico. Suponha que xy € M é um ponto de acumulacao de A, que
lim, ., f(x) = lim;—,, h(x) = L € R e que f(x) < g(x) < h(x) para todos = € A.
Mostre que lim,_,,, g(z) = L.

(métricas induzidas por fungées) Seja f : M — N uma funcao bijetora, onde M é
um conjunto e (N,d’) é um espago métrico. Mostre que d(z,y) = d'(f(z), f(y)) ¢
uma métrica em M ; mostre também que d é a tinica métrica em M que torna f uma
isometria.
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Espagos métricos (métricas equivalentes).

32. Para z € IR™ denote por ||z| a norma Euclideana de x e defina:

n

lzlls =) lwil, Nzl = max {Jaal,..., Jzal}.

=1

Mostre que:

[2lloe < llzll, 2l < VR llzloo: N2l < ll2ll, 2l < nll2flo,

e conclua que:
2l < vallzll, 2l < nllzl.

33. Sejam (M;,d;), i = 1,...,n, espacos métricos e considere o produto M = H?zl M,;.
Mostre que as férmulas:

dl('ruy) - Zdz(xzayz)u doo(m7y) = max {dl(ml7y1)7 ce 7dn(xn7yn)}7
=1

definem métricas em M, onde z = (x;)’1, v = (v:)i~, € M. Usando o Exercicio
anterior, mostre que as métricas d; e do, sao uniformemente equivalentes entre si e
também sao uniformemente equivalentes a métrica produto d.

34. Sejam d e d’ métricas em M de modo que as aplicacoes identidade:
Id: (M,d) — (M,d"), 1Id:(M,d)— (M,d)

sejam Lipschitzianas. Mostre que A C M é limitado em (M, d) se e somente se A é
limitado em (M, d’).

Espagos métricos (subespagos e topologia induzida).

35. Seja (M, d) um espago métrico e considere S C M munido da métrica induzida por d.
Mostre que:

(a) uma seqiiéncia (z,),>1 em S é de Cauchy em S se e somente se (z,,),>1 for de
Cauchy em M;

(b) uma seqiiéncia (x,),>1 em S converge para x € S no espago S se e somente se
(xn)n>1 converge para x € S no espaco M;

(c) para A C S, o fecho de A no espaco métrico S coincide com AN S;

(d) a fungao inclusdo i : S — M é uniformemente continua;

)
)

se (N,d’) é um outro espago métrico entao:
)

e) se uma funcdo f : M — N é (uniformemente) continua entdo sua restrigao
fls : S — N é (uniformemente) continua;

(f) se uma funcdo f : N — M tem imagem contida em S entdao f : N — M é
(uniformemente) continua se e somente se f : N — S é (uniformemente) continua.
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36.

37.

38.

39.

40.

Seja (M, d) um espaco métrico e considere S C M munido da métrica induzida por d.
Mostre que:

(a) se S é um espago métrico completo entao S é fechado em M,
(b) se M é um espago métrico completo entdo S é completo se e somente se S é
fechado em M.

Mostre que continuidade é uma propriedade local, i.e., que dada uma funcao f : M —
N entre espacos métricos, um ponto x € M e uma vizinhanga V' C M de x entao f é
continua no ponto x se e somente se a restri¢ao f|y é continua no ponto x.

Sejam (M, d), (N,d') espagos métricos e suponha que M = |J | F; com cada F;
fechado em M. Seja f: M — N uma funcao tal que f|g, : F; — N é continua para

todoi=1,...,n. Mostre que f é continua (dica: use que f é continua se e somente
se f~1(F) é fechado em M para todo F fechado em N).

Sejam (M, d) um espago métrico e S C M um subconjunto. Um ponto z € S é dito
isolado de S quando =z ¢ S’, i.e., quando existe r > 0 tal que B(z;r) NS = {z}.
Mostre que x € S é isolado de S se e somente se {z} é um aberto do espa¢o métrico
(S,d|sxs)-
Um espago métrico (M,d) é dito discreto quando todo subconjunto de M é aberto.
Mostre que:

(a) M é discreto se e somente se {x} é aberto em M para todo x € M;

(b) M é discreto se e somente se todo subconjunto de M é fechado em M:;

(c) um conjunto M munido da métrica zero-um é sempre um espaco métrico discreto;

(d) considerando S C M com a métrica induzida de M entao S é um espago discreto
se e somente se todo ponto de S é isolado;

(e) Z é discreto com a métrica induzida de IR.
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Aula ntmero 6 (22/03)

A aula nimero 6 cobriu o material das Segdes (3) e (4) originalmente destinado & aula
numero 5.

Aula ntmero 7 (27/03)

(1) Espacgos conexos.

Observagdo. Esta aula deve iniciar cobrindo a se¢ao (5) da aula nimero 5 (20/03) sobre o
tema “Subespacos e topologia induzida”; para compreensao dos resultados sobre espacos
conexos tal assunto é fundamental.

Seja (M, d) um espago métrico. Se A, B sao abertos disjuntos em M tais que M =
AU B entao dizemos que M = AUB é uma cisao de M; quando A =0, B= M ou A= M,
B = () entao dizemos que M = AU B é uma cisao trivial de M.

Definicao. Dizemos que o espago métrico M é conexo quando M sé admite a cisao trivial,
i.e., se dados abertos disjuntos A, B C M com M = AU B entao A= ou B = (.

Algumas maneiras equivalentes de definir espaco conexo estao listadas no Exercicio 6.
Particularmente importante é a observacao que M é conexo se e somente se 0s Unicos
subconjuntos de M que sao ao mesmo tempo abertos e fechados sao () e M.

Observagdo. Conexidade é uma nogao intrinseca, i.e., ndo depende de espaco ambiente (ao
contrario de nogdes como aberto, fechado e denso). Por exemplo, se (M,d) é um espago
métrico e S C M é um subconjunto entao afirmagoes como “S é aberto”, “S é fechado”, “S
¢é denso” sao relativas a M; se M for um subespaco métrico de um espago métrico maior N
entao é bem possivel que S seja aberto (ou fechado, ou denso) em M, mas ndo em N. Por
outro lado, a definicao de conexidade nao faz referéncia a um ambiente externo; dizemos
que um subconjunto S de um espaco métrico M é conexo quando o espago métrico S com
a métrica d|sxs induzida de M for conexo no sentido da defini¢ao anterior. Note que se
M é um subespaco métrico de N e S C M entao M e N induzem a mesma métrica em S
(isso é meio ébvio!) e portanto S é conexo visto como subconjunto de M se e somente se
S é conexo visto como subconjunto de N. Observamos que também as nocoes de espaco
limitado e espaco completo mencionadas anteriormente sao intrinsecas.

Observagdo. Conexidade é uma nogao topoldgica, i.e., pode ser definida apenas em termos
de abertos (sem referéncia direta & métrica). Segue que dois espagos homeomorfos sao
ambos conexos ou ambos desconexos.

Exemplo bobo. Se M = () ou se M tem s6 um ponto entdo M é conexo.
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Teorema. Sejam (M,d), (N,d’) espagos métricos e seja f : M — N uma func¢ao continua.
Se M é conexo entao a imagem de f é conexa (“a imagem de um conexo por uma fungao
continua é conexa”).

Demonstragao. Podemos substituir N por f(M) (isso nao afeta a continuidade de f) e
portanto podemos supor sem perda de generalidade que f seja sobrejetora. Seja A C N
aberto e fechado. Dai f~!(A) é aberto e fechado em M e portanto f~1(A) = 0 ou
f~Y(A) = M; no primeiro caso temos A = ) e no segundo A = N. H

Teorema. Seja (M,d) um espaco métrico e seja (C;);c; uma familia de subconjuntos

. ~ NS ) “ ~
conexos de M tal que existe p € (\,c; Cs. Entao a uniao C = J,c; C; é conexa (“a uniao
de conexos com ponto em comum é conexa”).

Demonstragao. Seja A C C' aberto e fechado em C'. Para cada i € I temos que ANC; é
aberto e fechado em C; e portanto AN C; = () ou AN C; = C;, pela conexidade de C;. Se
p € A entao deve ser ANC; = C; para todo ¢ € I e portanto A = C; se p ¢ A entao deve
ser ANC; = () para todo i € I e portanto A = (). &

Teorema. Sejam (M,d) um espago métrico e X C M um subconjunto conexo. Se C' é

tal que X C C C X entao C é conexo (em particular, o fecho de um conexo é conexo).

Demonstragao. Seja A C C aberto e fechado em C'. Temos que AN X é aberto e fechado
em X, donde ANX =0 ou ANX = X, jd que X é conexo. Como X é denso em C e A é
aberto em C temos que AN X = () implica A =0. Se for AN X = X (i.e., X C A) entdo
A = C pois A é fechado em C' e X é denso em C. R

Teorema. A reta IR (com a métrica FEuclideana, légico) é conexa.

Demonstragao. Suponha por absurdo que existam abertos disjuntos nao vazios A, B em
IR com IR = AU B. Escolhaa € Aeb e B; como A e B sao disjuntos temos a # b e
podemos por exemplo supor que a < b (sendo é s6 trocar A por B). Considere o conjunto
X = {x € A:x <b} C IR. Temos que X é limitado superiormente (por b) e nao vazio
(a € X), donde existe ¢ = sup X € IR; obviamente ¢ < b. Para todo € > 0, existem
elementos de X (e portanto de A) no intervalo (¢ — ¢, ¢/, donde ¢ é um ponto de aderéncia
de A. Como A é fechado, temos ¢ € A; como AN B = (), temos ¢ # b (e portanto ¢ < b).
Como A é aberto, existe € > 0 tal que (¢ —e,c+¢) C A e podemos supor também que
c+e <bydal [c,c+¢€) C X, contradizendo ¢ = sup X. B

Corolario. Todo intervalo de IR é conexo.

Demonstragao. Intervalos abertos sdo homeomorfos a IR (mostre!) e portanto conexos;
se o intervalo I contém alguma de suas extremidades entao existe um intervalo aberto J
com J C I C J, donde I é conexo. B

Teorema. Se I C IR é conexo entao ou I = (), ou I tem um 1tinico ponto ou I é um
intervalo.

Demonstragao. Sejam a,b € I com a < b. Afirmamos que [a,b] C I; de fato, se existisse
¢ € (a,b) com ¢ ¢ I entdo I = (I N (—00,c)) U (1N (c,400)) seria uma cisdo nao trivial
de I, contradizendo o fato que I é conexo. Suponha que I tem mais de um ponto; é facil
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ver entao que (inf I,supI) C I C [inf I,supI]|, donde I é um intervalo (é possivel que
inf/ = —coousupl =+o0). H

Coroldrio. (o teorema do valor intermediario) Se f : I C IR — IR é uma fungao continua
definida num intervalo I C IR e se f assume os valores x,y € IR entao f assume todos os
valores entre x e y.

Demonstragao. Observe que f(I) C IR é conexo e portanto ¢ um intervalo (ou um tnico
ponto). W

Teorema. O produto M = [[;_, M; de espagos métricos conexos (M;,d;) é conexo.

Demonstracao. B suficiente mostrar o caso n = 2, sendo que o caso geral segue por
indugao (observe que o produto cartesiano de espagos métricos é associativo). Vamos supor
M, e M5 nao vazios, caso contrario o resultado é trivial. Fixe x € My; para cada y € Mo,
os espagos {x} X My e My x {y} sdo conexos (pois sdo homeomorfos respectivamente & My
e & M7) e possuem o ponto (z,y) em comum. Segue que:

Cy = ({x} x My) U (My x {y})

é conexo para todo y € Ms. Observe agora que My x My = UyeM2 Cy, onde cada C ¢é
conexo e {z} x My C(,cp, Cy #0. W

Corolario. IR™ é conexo. ®

Defini¢ao. Um espago métrico (M,d) é dito conexo por caminhos (dizemos também co-
nexo por arcos) quando dados x,y € M existe uma aplica¢do continua (dizemos também
uma curva continua) v : [0,1] — M tal que y(0) = x e v(1) = y (dizemos que y é um
caminho ligando = a y).

Teorema. Se M é conexo por caminhos entao M é conexo.

Demonstragao. Escolha z € M (o caso M = () é trivial). Para cada y € M podemos
escolher uma curva continua v, : [0,1] = M com 7,4(0) = x e 7,(1) = y. Como v, é
continua e [0, 1] C IR é conexo temos que a imagem de 7, é conexa; dai M = |J, ¢, Im(vy)
e x € Im(v,) para todo y € M, i.e., M é unidao de conexos com ponto em comum. B

Exemplo. Dados x,y € IR" entao o segmento de reta ligando = a y é definido por:
[v,y] = {(L —t)z +ty : t € [0,1]};

um subconjunto S C IR™ é dito convexo quando dados z,y € S entdo [z,y] C S. Todo
subconjunto convexo S de IR™ é conexo por caminhos ([0,1] 5t +— (1 —t)x +ty € S é
um caminho ligando z,y € S) e portanto é conexo. Bolas abertas e bolas fechadas em
IR™ sdo convexas e portanto conexas por caminhos (e conexas); de fato, vamos verificar
por exemplo que a bola aberta B(a;r), a € IR™, r > 0 é convexa. Dados x,y € IR" com
|z —al| <7, |ly —al|| <r entao para todo t € [0, 1]:

H(l —t)m—i—ty—a” = H(l —t)x — (1 —t)a—l—ty—ta” <(A=t)z—a|l+t|y—al <r.
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Teorema. Seja M um espago métrico conexo e suponha que todo ponto de M possui uma
vizinhanca conexa por caminhos. Entao M é conexo por caminhos.

Demonstragao. Defina uma relacao de equivaléncia ~ em M fazendo:
r~Yy <= existe um caminho em M ligando z a y,

para todos x,y € M (veja o Exercicio 8). Seja C' uma classe de equivaléncia; vamos
mostrar que C' é aberta. Dado x € C entao z possui uma vizinhanca V em M que é
conexa por caminhos, donde y ~ x para todo y € V; dai V C C e x é um ponto interior de
C. Mostramos entao que C' é aberta; mas C' também é fechada, pois seu complementar € a
unido das outras classes de equivaléncia (que também sao abertas). Como C # () (classes
de equivaléncia nunca sao vazias, por defini¢ao; no caso trivial M = () nao temos nenhuma
classe de equivaléncia), temos C' = M e portanto M é conexo por caminhos. B

Corolario. Se um aberto U C IR™ é conexo entao ele é conexo por caminhos. R

Exemplo. Existem espagos conexos que nao sao conexos por caminhos. Um exemplo famoso
é a sendide dos topélogos definida da seguinte maneira: seja S C IR? o grafico da funcdo
1

(0,1] >t > sen ¢, ie.

S={(tsen):te(0,1]}.

Temos que S é conexo pois é a imagem do conexo (0, 1] pela funcdo continua ¢ — (t, sen %)
A sendide dos topdlogos é por definicao o fecho de S, ou seja:

S =S5u ({0} x [-1,1]). (verifique!)

Temos que g_é conexo pois é o fecho de um conexo. Ocorre que nao existe um caminho
continuo em S ligando um ponto de S a um ponto do segmento vertical {0} x [—1,1] (veja
o Exercicio 10).

(2) Espagos compactos.

Seja (M, d) um espago métrico. Uma cobertura de M é uma familia (U;);c; de sub-
conjuntos de M com M = J,c; Us; dizemos que (U;)ier é uma cobertura aberta de M se
cada U; for aberto em M. Uma subcobertura de (U;);c; é uma familia da forma (U;);cs
com J C I tal que M = J,.; U;.

Definicao. Um espaco métrico M é dito compacto quando toda cobertura aberta de M
admite uma subcobertura finita, i.e., se M = |J,.; U; com cada U; C M aberto entao
existem iy, ...,i, € I com M =J,_, U;,.

i€l

Observagdo. Assim como a nocao de espaco conexo, a nogao de espaco compacto é
intrinseca, i.e., nao faz referéncia a um ambiente onde o espaco estd imerso — um sub-
conjunto K de um espaco métrico M é dito compacto quando K é um espago métrico
compacto munido da métrica induzida de M. Assim, K C M é compacto significa que
toda cobertura aberta de K por abertos relativos a K admite uma subcobertura finita.
No entanto, a nogao intrinseca de compacto é equivalente a nogao extrinseca de compacto
dada no seguinte:
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Teorema. Seja M um espaco métrico e K C M um subconjunto. Entao K é um espaco
compacto (com a métrica induzida de M) se e somente se toda cobertura aberta de K por
abertos de M admite uma subcobertura finita, i.e., dada uma familia (U;);c; de abertos

de M com K C |J;c; U; entao existem iy, ...,i, € I com K C Ur—, Ui,

Demonstragao. Suponha que K é compacto (na métrica induzida) e seja K C |J,.; U;
uma cobertura de K por abertos de M. Dai K = (J,.;(U; N K) é uma cobertura aberta
de K (por abertos de K) e portanto existem iy,...,4, com K = (J;_,(U;, N K); daf
K c J;_, Ui,. Reciprocamente, suponha que toda cobertura aberta de K por abertos de
M admite uma subcobertura finita; seja K = |J;c; Z; uma cobertura de K por abertos
de K. Cada Z; é da forma U; N K com U; aberto em M; dai K C UieI U; é uma
cobertura de K por abertos de M e portanto existem iq,...,7, com K C UZ:1 U;,. Dal
K=;_,(U, NK)=U,_, Zi, e portanto K é compacto. B

Observagdo. Compacidade é uma nocao topologica.

Teorema. Sejam M, N espacos métricos. Se f : M — N é uma funcao continua e M é
compacto entao a imagem de f é compacta (“a imagem de um compacto por uma fun¢ao
continua é compacta”).

Demonstragao. Trocando N por f(M) (o que nao afeta a continuidade de f) podemos
supor sem perda de generalidade que f é sobrejetora. Seja N = |J,;.; U; uma cobertura
aberta de N; daif M = (J,¢; f~Y(U;) é uma cobertura aberta de M, da qual extraimos
uma subcobertura finita M = J,_, f~*(U;,). Dail N =J;_, U;,. |

Teorema. Se M é compacto entao M € limitado.

Demonstragao. Fixe € M (o caso M = () é trivial); temos que M = J,,c B(w;n) é

uma cobertura aberta de M e portanto existem nq,...,n; € IN com M = Ule B(z;n;).
Tomando n = max{ni,...,n;} entdo M = B(z;n). A

Corolario. Se f: M — N é continua e M é compacto entao f é limitada. &

Teorema. Se (M,d) é um espago métrico e K C M é compacto entao K é fechado em
M.

Demonstragao. Seja x € M com x ¢ K. Para cada y € K, como z # y, existem abertos
disjuntos Uy, V,, C M com y € U, e x € V,, (por exemplo, tome U, = B(y;r) e V,, = B(x;r)
com r = 2d(z,y) > 0). Dal K C Uyex Uy é uma cobertura aberta (por abertos de M!)
e portanto podemos extrair uma subcobertura finita K C (J;—_, Uy,. Seja V =/, Vi;
obviamente V' é uma vizinhanca aberta de z. Além do mais, V' é disjunto de K (na verdade
V é disjunto até de |J;_, Uy, D K). Daf z ndo é um ponto de aderéncia de K e K ¢ fechado
em M. 1

Corolario. Se M é compacto nao vazio e f : M — IR é continua entao f assume maximo
e minimo em M.

Demonstragao. Como f(M) C IR é fechado e limitado temos sup f(M) € f(M) e
inf f(M) € f(M). ®
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Teorema. Se (M,d) é compacto e K C M é fechado entao K é compacto.

Demonstragao. Seja K C |J;.; U; uma cobertura aberta de K por abertos de M; dai
M = (M\ K)UU,c; U; é uma cobertura aberta de M, ja que K ¢ fechado. Obtemos entao
uma subcobertura finita dessa ultima que pode ou nao envolver M \ K; de qualquer modo,
M \ K nao cobre nenhum ponto de K e portanto obtivemos na verdade uma cobertura
finita de K por alguns U;’s. &

Teorema. (Heine-Borel) Um subconjunto de IR é compacto se e somente se for fechado
e limitado.

Demonstracao. Em vista dos teoremas anteriores, basta provar que um intervalo fechado
[a, b] é compacto. Seja [a,b] C |J;c; U; uma cobertura de [a,b] por abertos de IR; suponha
por absurdo que ela nao possui uma subcobertura finita. Divida o intervalo fechado Iy =
[a, b] no meio; uma das duas metades nao pode ser coberta por um nimero finito de U;’s
(senao Iy poderia) — denote essa metade por I;. Agora divida I3 no meio e denote por
I, uma metade que nao pode ser coberta por um nimero finito de U;’s. Seguindo com
esse processo, obteremos uma seqiiéncia decrescente Iy D Iy D Is D I3 D --- de intervalos
fechados com diam([),) = grdiam(Ip), onde cada I}, ndo pode ser coberto por um nimero
finito de U;’s. Pelo principio dos intervalos encaixantes, existe ¢ € (.~ Ix; como ¢ € Iy,
existe U; com ¢ € U;. Como diam(l;) — 0, existe I com ¢ € I, C U;, contradizendo o
fato que I nao pode ser coberto por um nimero finito de U;’s. R

Coroldrio. (o teorema de Weierstrass) Uma funcao continua f : [a,b] — IR é limitada e
assume maximo e minimo. B

A demonstracao do teorema de Heine-Borel motiva a introducao da seguinte:

Definicao. Um espago métrico M é dito totalmente limitado quando dado € > 0 entao
M admite uma cobertura finita por subconjuntos de diametro menor que €, i.e., existem
My,...,M, C M com cada diam(M;) < ¢ e M = |J_, M;. Um subconjunto S de
um espac¢o métrico € dito totalmente limitado quando S for um espac¢o métrico totalmente
limitado munido da métrica induzida de M (“totalmente limitado” é uma noc¢ao intrinseca).

Exemplo. Todo subconjunto limitado de IR é totalmente limitado. De fato, todo subcon-
junto limitado de IR estd contido num intervalo [a, b] e para todo € > 0, o intervalo [a, b]
pode ser particionado em um numero finito de intervalos de comprimento menor que ¢.

Observagdo. Obviamente todo espaco totalmente limitado é limitado, de modo que espagos
nao limitados fornecem exemplos de espagos que nao sao totalmente limitados. Qual seria
um exemplo de um espaco limitado que nao é totalmente limitado? Bom, generalizando
o exemplo acima nao ¢ dificil ver que todo subconjunto limitado de IR™ é totalmente
limitado. Para encontrar um exemplo de espaco limitado que nao é totalmente limitado
precisamos entdo procurar fora de IR™ (o que na verdade foge um pouco do espirito do
curso) — o exemplo é o seguinte: considere um conjunto infinito M munido da métrica
zero-um (um outro exemplo seria uma bola de um espac¢o normado de dimensao infinita,
mas isso é outra histéria).
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Teorema. Seja M um espago métrico. As seguintes condi¢oes sao equivalentes:
(i) M é compacto;

(ii) toda seqiiéncia em M possui uma subseqiiéncia convergente (em M );

(iii) M é completo e totalmente limitado.

Demonstracao.

(i)=(ii). Seja (z,)n>1 uma seqiiéncia em M. Suponha por absurdo que (x,),>1 nao
possui subseqiiéncia convergente, i.e., que (z,),>1 ndo possui pontos aderentes (veja o
Exercicio 13). Dal, para todo y € M temos que y nao é um ponto aderente de (z,,)n>1 €
portanto (negue a definigao!) existe um aberto U, em M contendo y tal que z,, & U, para
todo n suficientemente grande (i.e., o conjunto {n € IN : x,, € U, } ¢ finito). A cobertura

aberta M = J, ¢, Uy admite uma subcobertura finita M = Ule Uy,; daf:

k
N:{neﬂV:xneM}:U{nEﬂV:anin}

=1

é finito, uma contradicao.

(ii)=(iii). E facil ver que se uma seqiiéncia de Cauchy possui uma subseqiiéncia conver-
gente entao ela mesmo é convergente; portanto M é completo. Seja agora € > 0 e vamos
mostrar que M pode ser coberto por um nimero finito de subconjuntos de didmetro menor
que . Suponha que nao. Dai M # () e podemos escolher x1 € M; a bola B(:cl; %) tem
diametro menor que € e portanto nao pode cobrir M — podemos entao encontrar xo € M
fora de B(xl; %) Analogamente, as bolas B(:r:l; %) e B(CL’Q; %) possuem diametro menor
que € e portanto nao podem cobrir M; podemos encontrar entao x3 € M fora dessas bo-
las. Prosseguindo a construcao indutivamente, supondo x1, ...,z construidos entao como
Ule B(.CEZ'; %) nao pode ser M, podemos encontrar xy4; fora da uniao dessas k bolas.
Obtemos assim uma seqiiéncia (z,),>1 em M com d(xy,r,) > § para todo n # m e tal
seqiiéncia nao pode ter subseqiiéncia convergente, uma contradicao.

(iii)=>(i). (essa parte imita a demonstracao do teorema de Heine-Borel) Seja M = J,.; U;
uma cobertura aberta de M. Suponha por absurdo que tal cobertura nao admite uma
subcobertura finita. Dado € = 1 entao M pode ser coberto por um ntumero finito de
subconjuntos de diametro menor que 1; podemos supor que tais subconjuntos sao fechados
(pois diam(S) = diam(S); veja o Exercicio 12). Se todos esses conjuntos pudessem ser
cobertos por um numero finito de U;’s entao também M poderia — logo algum desses
fechados, digamos F, ndo admite uma subcobertura finita (em particular Fy # ()). Temos
que também Fj é totalmente limitado, ja que F} é um subespaco de M; logo, dado € = %
podemos cobrir F} por um nimero finito de fechados de diametro menor que % Novamente,
um desses fechados, digamos F, C F}, nao pode ser coberto por um niimero finito de U;’s.
Seguindo o raciocicio indutivamente, construimos uma seqiiéncia decrescente de fechados
nao vazios Fy D Fy D F3 D --- onde diam(Fy) < % para todo £ > 1 e nenhum Fj, pode ser
coberto por um numero finito de U;’s. Como M é completo (veja o Exercicio 14) existe
T E ﬂkew Fy; tal = pertence a algum U; e como diam(Fy) — 0 devemos ter Fj, C U; para
algum k, contradizendo o fato que Fj nao pode ser coberto por um nimero finito de U;’s.
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Corolario. O produto M; X ---x M, de espagos métricos compactos (M;,d;) é compacto.

Demonstragao. Podemos supor que n = 2; o caso geral segue indutivamente (j& que o
produto cartesiano de espagos métricos é associativo). Suponha que M; e My sdo com-
pactos; vamos mostrar que toda seqiiéncia em M; x M> admite uma subseqiiéncia conver-
gente. Seja ((mm,ym))m>1 uma seqiiéncia com x,, € M; e y,, € Ms para todo m. Como
M, é compacto, podemos extrair uma subseqiiéncia convergente (T )e>1 de (Tm)m>1;
da seqliéncia (Y, )k>1 em My podemos também extrair uma subseqiiéncia convergente
(Ymy, i1, j& que Ma também é compacto. Logo, ((xmkiaymki>) é uma subseqiiéncia

em M1 XMQ..

i>1

convergente de ((zm, Ym)), o1

Corolario. Um subconjunto de IR"™ é compacto se e somente se é limitado e fechado.

Demonstragao. Basta ver que blocos retangulares fechados [];_,[a;, b;] sdo compactos;
isso segue do Corolédrio anterior e do teorema de Heine-Borel. B

Observagdo. Como ja haviamos prometido, a teoria desta secao produz uma demonstragao
que IR é completo. De fato, se (x,)n>1 é uma seqiiéncia de Cauchy em IR entdo (z,)n>1
fica em algum intervalo [a, b], o qual é completo (pois é compacto).

Observagdo. Para espacos métricos quaisquer, nem de longe é verdade que limitado +
fechado = compacto. Por exemplo, se M C IR" é limitado mas nao fechado entao M é
limitado e fechado em si préprio, mas nao é compacto (para os que conhecem um pouco
de Analise Funcional: num espaco de Banach de dimensao infinita, nenhuma bola fechada
é compacta, apesar do espaco ser completo).

Teorema. Sejam M, N espacos métricos e f : M — N uma funcao continua. Se M
é compacto entao f é uniformemente continua (“uma fung¢ao continua num compacto é
uniformemente continua”).

Demonstragao. Se nao fosse, existiria ¢ > 0 tal que para todo § = %, poderiamos
encontrar @,,y, € M com d(z,,y,) < + mas d(f(z,), f(yn)) > €. Como M é compacto,
a seqiiéncia (x,)p,>1 possui uma subseqiiéncia convergente (x,, )r>1, digamos z,, — .
Como d(xy,,Yn,) < —— — 0, temos também vy,, — x. Dai, pela continuidade de f,

ng

f(zn,) — f(x) e f(yn,) — f(x), contradizendo d(f(acnk),f(ynk)) > ¢ para todo k. R

Definigao. Sejam M um espago métrico e M = | J,.; U; uma cobertura de M (nao neces-
sariamente aberta). Um nimero positivo 6 > 0 é chamado um ntimero de Lebesgue para
a cobertura M = | J,.; U; se todo subconjunto S C M com diametro menor que 0 estd
contido em algum U;.

A importancia da definicao acima esta no seguinte:

Teorema. Se M é um espago métrico compacto entao toda cobertura aberta M = | J,; U;
(I # ()) admite um niimero de Lebesgue.

Demonstragao. Para cada x € M existe ¢« € I com x € U;; como U; é aberto podemos
encontrar 7, > 0 com B(xz;r,) C U;. Da cobertura aberta M = J, .y, B(:c; %) podemos
extrair uma subcobertura finita M = (J;_, B(zg; “5&); tome § = L min{r,,,...,r;, } > 0.
Vamos mostrar que § ¢ um ntimero de Lebesgue para M = |J;c; U;. Seja S C M com
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Tz

diam(S) < 0; escolha z € S (0 caso S = ) é trivial). Temos z € B(zy; =) para algum
k=1,...,neB(zk;ry,) CU; para algum i € I. Dai, para todo y € S temos:

d(zg,y) < d(zg,z)+d(z,y) < % +6 < rgp,
donde y € B(zg;7s,) CU;. Dai S C U;. B

(3) Base enumeravel e separabilidade.

Observagdo. Espero que todo mundo esteja familiarizado com o conceito de conjunto
enumeravel (um conjunto enumerdvel é um conjunto que é finito ou que admite uma
bije¢ao com IN) — espero também que todo mundo saiba coisas como “a unido enumeravel
de enumeraveis é enumeravel”, “o produto finito de enumerdveis é enumeravel”, “Q é
enumeravel” e “IR nao é enumeravel”.

Definicao. Seja M um espago métrico. Uma base de abertos para M é uma colecao ‘B de
abertos de M tal que todo aberto de M pode ser escrito como uma reuniao de abertos de
M pertencentes a colecao B. Quando M admite uma base de abertos enumeravel entao
diz-se que M é um espago com base enumeravel ou um espaco que satisfaz o segundo
axioma da enumerabilidade (em inglés é mais curto: diz-se second countable space).

No Exercicio 24 apresentamos uma maneira equivalente (e talvez mais simples) de
definir base de abertos.

Observagdo. Como vocés podem imaginar, o nome “segundo axioma da enumerabilidade”
vem do fato que existe um “primeiro axioma da enumerabilidade”; esse axioma s aparece
em cursos de topologia geral, ja que o mesmo é automaticamente satisfeito em todo espaco
métrico (para os curiosos: o primeiro axioma da enumerabilidade diz que todo ponto possui
um sistema fundamental de vizinhancas enumerével).

Exemplo. Os intervalos abertos (a,b) C IR com a e b racionais formam uma base de abertos
enumeravel para o espaco métrico IR (verifique!).

Teorema. Sejam M um espago métrico, S C M um subconjunto e 8 uma base de abertos
para M. Entao:

Bs={BNS:BecB}
é uma base de abertos para S. Em particular, se M admite uma base enumeravel entao
também S admite uma base enumeravel (diz-se que a propriedade de existéncia de base
enumeravel é hereditaria para subespacos).

Demonstracao. E claro que Bg é um conjunto de abertos relativos a S. Seja Z um aberto
relativo a S; temos Z = U NS com U aberto em M. Podemos escrever U = | J,_; B; com
cada B; € B;dai Z=UNS = J;c;(B;NS) e cada B; N S estd em Bs. W

Definicao. Um espaco métrico M é dito separavel quando o mesmo admite um subcon-
junto enumeravel denso (diz-se também que M satisfaz o terceiro axioma da enumerabili-
dade).

i€l

Observacgdo. Existéncia de base enumeravel e separabilidade sao propriedades intrinsecas
e topoldgicas.

Exemplo. IR é separdvel pois Q é um subconjunto enumeravel denso de IR. Também IR"
é separavel pois Q" é um subconjunto enumeravel denso de IR™.

48



Teorema. Um espaco métrico M admite base enumeravel de abertos se e somente se for
separavel.

Demonstragao. Suponha que M admite uma base enumeravel B de abertos, digamos
B = {B,}n>1 (para facilitar a notagdo vamos fazer de conta que B ¢ infinito, mas na
realidade B poderia ser finito, tanto faz). Podemos supor que todos os B,,’s sdo nao vazios
(se algum B,, for vazio, jogue ele fora); podemos entao escolher z,, € B,, para todo n. Dai
D = {z,},>1 é um subconjunto enumeravel denso de M; de fato, se U C M é um aberto
nao vazio entao existe n € IN com B, C U e dai z,, € DNU. Logo M é separavel.

Reciprocamente, suponha que M é separdvel. Seja D = {x,},>1 um subconjunto
enumeravel denso de M (de novo vamos fazer de conta que D é infinito para facilitar a
notagao, mas nao tem problema se D for finito). Defina:

%Z{B(ajn;%) :n,k‘EﬂV};

é claro que B é um conjunto enumeravel de abertos de M. Vamos mostrar que B é uma
base. Seja U C M aberto e seja z € U; devemos encontrar um elemento de 8 que contém
x e que esteja contido em U, i.e., devemos encontrar n,k € IN com x € B(xn; %) cU.
Como U é aberto, existe r > 0 com B(z;r) C U; seja k € IN com % < 5. Como D ¢ denso,
existe n € IN com ,, € B(x; 1); obviamente z € B(xz,; 1) (pois d(z,z,) < ). Além do

mais, B(xn; %) C B(x;r) C U, pois dado y € B(a:n; %), temos:

<

| =

d(y,r) < d(y, zn) + d(zy, ) <

donde y € B(z;r). ®

Coroldrio. IR" (e todos os seus subespacos) admitem base enumerdvel de abertos. B

Observacgdo. Na teoria geral dos espacgos topoldgicos, nao é verdade que separavel implica
existéncia de base enumerdavel; é por isso que os dois nomes diferentes existem. Como
mostramos, no contexto de espagos métricos (que é o que nos interessa), existéncia de base
enumeravel é o mesmo que separabilidade.

Teorema de Lindel6f. Seja M um espag¢o métrico separavel (ou que admita base enu-
meravel, tanto faz). Entao toda cobertura aberta M = |J,.; U; de M admite uma subco-
bertura enumeravel, i.e., existe J C I enumeravel com M = ied Uj.

Demonstracao. Seja B uma base enumerdvel de abertos, digamos B = {B,, },>1; seja
M = |J,c; Ui uma cobertura aberta de M. Para cada n € IN escolha, se existir, i, € I
com B, C U, ; se tal i, nao existir, nao escolha nada. Seja J C I o conjunto dos i,’s
que foram escolhidos nesse processo; obviamente J é enumeravel. Vamos mostrar que
M = UjeJUj' Seja x € M; sabemos que existe i € I com x € U;. Como B é uma base
de abertos e U; é aberto, existe n € IN com x € B,, C U;. Dal esse n é tal que B,, esta
contido em algum dos U;’s; portanto, na parte inicial onde fizemos as escolhas dos i,,s,
necessariamente escolhemos um i,, com B, C U; (pode ser que i, = i ou nao!). Em
qualquer caso, temos %, € J e x € B,, C U, ; em particular z € UjeJ U;. m
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Observagdo. De modo andlogo ao que foi discutido na secao sobre espacos compactos,
temos que para um subconjunto S de um espaco métrico M sao equivalentes:

(i) toda cobertura de S por abertos de S admite uma subcobertura enumeravel;

(ii) toda cobertura de S por abertos de M admite uma subcobertura enumeravel.

Corolario. Dada uma cobertura aberta de um subconjunto S C IR™ (por abertos relativos
a S ou por abertos de IR™) entao tal cobertura possui uma subcobertura enumerdvel. R

(4) Espagos normados e espagos com produto interno.

Nesta secao V' denota um espago vetorial real.

Definicao. Umanorma em V é uma aplicacao V> = — ||z|| € IR satisfazendo as seguintes
propriedades:

(N1) ||z|| > 0 para todo = € V e ||z|| = 0 se e somente se z = 0;

(N2) ||\z|| = |A|||z|| para todo = € V e todo X € IR;

(N3) ||z + yll < ||z|| + ||ly|| para todos x,y € V (desigualdade triangular).

E facil ver que se || - | é uma norma em V entéo a férmula:
d(x,y): ||l'—y||, x,yGV,

define uma métrica em V; dizemos que d é a métrica induzida pela norma | -||. Todo
espaco vetorial normado serd pensado sempre como um espaco métrico munido da métrica
acima.

¢ ~ / ~ . . z .
Definigao. Duas normas || || e || -||" sao ditas equivalentes quando as métricas corres-
pondentes sao equivalentes.

Teorema. Sejam V, W espacos normados e T : V. — W uma aplicacao linear. As
seguintes afirmacoes sao equivalentes:
(i) T é continua;
(ii) T é continua na origem;
(iii) T ¢ limitada na bola unitdria B[0;1] de V;
(iv) existe uma constante ¢ > 0 tal que ||T'(z)|| < ¢||z|| para todo x € V;
(v) T é Lipschitziana.

Demonstracgao.

(i)=(ii). E 6bvio.

(ii)=-(iii). Dado € = 1 existe § > 0 tal que ||z|| < § implica ||T'(z)|| < 1. Dai para todo
z € B[0;1] C V temos |3z < § e portanto ||T(32)| < 1; daf |T(z)|| < 2 para todo
x € B[0; 1].

(iii)=(iv). Tome ¢ = supy, < [|7(z)|| < +oo. Daf ||T(”£—”)H < ¢ para todo = # 0 e
portanto ||T(x)|| < ¢||z|| para todo x € V (o caso z = 0 é trivial).

(iv)=(). [T(z) =TI =T -yl < cllz -yl
(v)=(i). E 6bvio. ®
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Corolério. Duas normas || - || e || - ||' sdo equivalentes se e somente se existem constantes
a, B > 0 tais que:
allzl < ll=l” < Bl

para todo x € V. Em particular, as métricas associadas a duas normas equivalentes sao
também uniformemente equivalentes (até mesmo “Lipschitz equivalentes”).

Demonstragao. As aplicagoes identidade
d: (V1) — V-1, 1d: (A1) — (VG- 1D

sao lineares e portanto sao continuas se e somente se sao Lipschitzianas. B

Exemplo. A norma Euclideana |z|| = (31, xf)% é uma norma em IR"; a demonstracao
da desigualdade triangular sera feita logo adiante. As férmulas:
n
e =) lzils oo = max {Jaal,..., |zal},
i=1

definem normas em IR", ambas equivalentes a norma Euclideana (recorde Exercicio 32 da
aula nimero 5).

Teorema. Seja V um espaco vetorial normado. A norma de V' é uma contracao fraca de
(V)] - |I) em IR. Em particular a norma de V' é uniformemente continua.

Demonstragao. E f4cil ver que a desigualdade:
izl = llyll] < [l =yl = d(z,y), z,yeV,
segue da desigualdade triangular para || -||. ®
Teorema. Todas as normas num espaco vetorial V de dimensao finita sao equivalentes.

Demonstragao. Podemos supor sem perda de generalidade que V' = IR" (veja também

a observacdo a seguir). Seja || - ||” uma norma arbitraria em IR"; por transitividade, basta
mostrar que || - ||" é equivalente & norma || - ||; definida acima. Se (ey,...,e,) denota a base
canonica de IR™ entao:
/ n
lall' = | Ziymies|| <D lail lleall < lals,
i=1
para todo z € IR", onde k = max {||e1]|’,...,|lexn]|’}. Isso mostra que a aplica¢do identi-
dade
/
Id: (R™, || - [ly) — (=", [ - )
é continua; segue entdo também que a aplicacao (IR", || - ||1) 2 z — ||z||" € IR é continua
(pois é uma composta de fungdes continuas). Como a esfera unitéria {z € R" : ||z[j; = 1}
de (IR™,| - |l1) é compacta em (IR™,] - |l1), segue que = — |z|| assume um valor minimo

a>0em {z € R":|z|; = 1}. Dai, para todo z € IR™ ndo nulo temos:
!/

L
> 0= |zl < ~all’

|
[/l

donde Id : (V, || - ||') = (V| - |l1) é continua. m
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Corolario. Dados espacos normados V e W, se V tem dimensao finita, entao toda
aplicacao linear T': V' — W é continua.

Demonstragao. Trocando W por T'(V') (o que nao afeta a continuidade de T'), podemos
supor sem perda de generalidade que T' é sobrejetora; dai W também tem dimensao finita.
Pelo Teorema acima, podemos supor também que V = IR™, W = IR™ e que ambos possuem
a métrica Euclidena. Dai cada coordenada de T" é uma combinagao linear de projecoes de
IR™ e portanto T é continua. B

Observagdo. Vamos entender essa estoria de “supor sem perda de generalidade”. Quando
queremos provar um teorema do tipo h = t e dizemos que “é possivel supor sem perda
de generalidade que vale h'”, isso significa que podemos provar o teorema desejado h =t
a partir do teorema mais fraco h + h’ = t. Por exemplo, acima mostramos que duas
normas quaisquer em IR™ sao equivalentes; como podemos de fato concluir a partir dai que
duas normas num espaco vetorial de dimensao finita qualquer sao equivalentes? Fazemos

. . . . ~ . /
o seguinte: seja V um espaco vetorial de dimensdo n < 400 e sejam || - | e || - || normas
em V. Sabemos da algebra linear que existe um isomorfismo linear ¢ : IR — V; tal
. . !/
isomorfismo induz normas || - [|, e || - ||, em [R" fazendo:

lzlls = e, N=zlly = o), =€ R",

(veja o Exercicio 30). Temos entdo um diagrama comutativo:

Vall - 1) —— (v, || - )

/| £

(B Nl g) —= (=™ 1] - 1I7)

no diagrama acima as flechas verticais sao isometrias e a flecha horizontal de baixo é
. ! ~ . ~
um homeomorfismo, pois as normas |- [[, e || - ||, em IR" sdo equivalentes. Segue entao

. . s / ~
que a flecha horizontal de cima é um homeomorfismo e portanto || - || e || - || sdo de fato
equivalentes em V.

Exemplo. Se V, W sdo espagos vetoriais normados entao o conjunto Lin(V, W) de todas
as aplicagoes lineares continuas 7' : V. — W é um subespaco do espaco vetorial de todas
as aplicacoes lineares de V em W; observe que quando V tem dimensao finita entao
Lin(V, W) denota simplesmente o espago de todas as aplicagdes lineares de V' em W. Para
T € Lin(V, W) a quantidade:

T = sup [[T(z)]| = sup |T(z)]
eV zeV
llzl|=1 lz]| <1

é finita. E um exercicio simples de sup mostrar que 7" — ||T'|| é de fato uma norma
no espago vetorial Lin(V,W); tal norma é conhecida como a norma de operadores. As
seguintes desigualdades sao faceis de verificar:

[T < [T =ll, [T S| < TIN5,
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para todos x € V, T € Lin(V,W), S € Lin(Z,V) (onde Z é um outro espago normado
qualquer). Observe que em Lin(/R™, IR™) temos a norma de operadores e a norma Eucli-
deana bem definidas (podemos identificar Lin([R™, IR™) com IR™" da maneira ébvia) —
tais normas sao diferentes, mas sao equivalentes, pelo que ja mostramos.

Observagdo. Uma outra norma famosa em IR"™ é a norma p; para p € IR, p > 1 definimos:

n »
]l = (Z |33i|p) , weIR"
i=1

Quando p = 2 obtemos a norma Euclideana. A desigualdade triangular para | - ||, é
conhecida como a desigualdade de Minkowski e sua demonstragao ¢ um tanto chata. Nao
teremos nenhum uso para a norma p com p ¢ {1,2,00}.

Definicao. Um produto interno em V' é uma aplicacao bilinear
VxV>3(zy+— (z,y) € R

satisfazendo as seguintes propriedades:
(PI1) (x,y) = (y,z), para todos x,y € V (simetria);
(PI2) (x,z) > 0 para todo x € V nao nulo (positividade).

Se (-,-) é um produto interno num espago vetorial V' entao definimos:

1

]| = {z, 2)2;
a menos da desigualdade triangular, é ficil ver que || - || satisfaz todas as propriedades
requeridas para uma norma. Veremos logo adiante que || - || de fato satisfaz a desigualdade
triangular e portanto é uma norma em V; dizemos que || -| é a norma induzida pelo

produto interno (-,-). Todo espago vetorial com produto interno serd sempre pensado
como um espago vetorial normado através da norma induzida pelo produto interno.

Teorema. (desigualdade de Cauchy-Schwarz) Se V' é um espacgo vetorial com produto
interno (-, -) entao para todos x,y € V temos:

(@, 9)| < Nl Iyl
a igualdade vale se e somente se x e y sao linearmente dependentes.

Demonstragao. Seja f: IR — IR definida por f(t) = (x + ty,x + ty); temos:
F@) = Iyl + 2z, y)t + [|l=|1%,

donde f é um polinémio de grau 2 em ¢ (vamos excluir o caso y = 0 que é trivial). Como
f é nao negativa, temos que o discriminante A de f é menor ou igual a zero, ou seja:

A =4z, y)* — 4l|z]*ly[I* < 0;

a igualdade vale se e somente se existe t € IR com f(t) =0 e nesse caso x +ty =0e z, y
sao linearmente dependentes. B

53



Corolario. ||z| = (z,z)? satisfaz a desigualdade triangular e portanto realmente define
uma norma em V.

Demonstracao. Temos:
2
2+ ylI* = l=l* + 2(z, y) + 1] < [lz]1 + 2l [yl + lylI* = (] + ly])". =

Exemplo. Em IR", o produto interno canoénico (z,y) = > ., x;y; é de fato um produto
interno; a norma correspondente é a norma Fuclideana (e finalmente provamos a desigual-
dade triangular para essa norma!). Para quem sabe mais dlgebra linear: se A é uma matriz
real simétrica n X n que possui apenas autovalores positivos entao (z,y) = Z? =1 AijTiy;
é um produto interno em IR™ (e na verdade todo produto interno em IR™ é desse tipo).
Observacgdo. O conceito de métrica e topologia faz sentido em conjuntos quaisquer; normas
e produtos internos s6 fazem sentido em espagos vetoriais reais (e na verdade em complexos
também, mas nao nos interessamos por isso aqui). Num espago vetorial real V', existem
métricas que ndo vem de normas (como a métrica zero-um) e existem normas que nao vem
de produto interno (como a norma || - ||, com p # 2). Note que métricas que nao vem de
normas podem nao ser equivalentes a métricas que vem de norma, mesmo quando V' tem
dimensao finita (a métrica zero-um nao é equivalente a métrica Euclideana em IR™).

Observacgdo. Para cultura geral: um espaco normado completo chama-se um espaco de
Banach e um espaco com produto interno completo chama-se um espaco de Hilbert. Esses
sao os objetos basicos de estudo da andlise funcional abstrata. Nesse caso o interesse maior
¢é pelos espacos de dimensao infinita; para tais espagos nao é verdade que todas as normas
sao equivalentes.
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Exercicios.
(nao é para entregar, mas é bom dar uma olhada e quem tiver problemas me procura).

Adendo aos exercicios da aula ntumero 5.

-1. No Exercicio 2 da aula nimero 5 (20/03) acrescentar o seguinte item:
(g) ext(A) = int(A°).
0. No Exercicio 3 da aula nimero 5 (20/03) acrescentar o seguinte item:

(e) OANA=0.

Mais espagos métricos.

1. Mostre que todo subconjunto finito de um espago métrico é fechado.

2. Seja (M,d) um espago métrico. Dados z,y,a € M mostre que:

|d(x,a) — d(y, a)| < d(z,y).

(dica: mostre que d(z,a) —d(y,a) < d(x,y) e que d(y,a) —d(x,a) < d(x,y)). Conclua
que a fungao distancia até o ponto a definida por d, : M — IR, d,(x) = d(x,a), é uma
contragao fraca e portanto é uniformemente continua.

3. Seja (M, d) um espago métrico.

(a)

(e)

Mostre que para todos x, 2, y,y’ € M vale a desigualdade:
|d($7 y) - d(mla ?/)’ < d(:l?, .T/) + d(ya y/)'

(dica: d(z,y) —d(2',y") = d(z,y) —d(z’,y) + d(2',y) — d(2',y’); use o Exercicio
anterior).
Considere o produto cartesiano M x M munido da seguinte métrica D:

D((z,y), (2, y) = d(z,2") +d(y,y'), (2,9),(z',y') € M x M;

(recorde do Exercicio 33 da aula ntimero 5 que D é uniformemente equivalente a
métrica produto em M x M). Conclua do item (a) que a prépria métrica de M:

d:MxM—IR

é uma contragao fraca e portanto é uma funcao uniformemente continua.
Mostre que se f,g : N — M sao fungoes continuas (onde N é um outro espaco
métrico qualquer) entdo a fun¢do h : N — IR definida por h(z) = d(f(z),g(z)),
¢ continua (dica: use o item (b)).

Refaca o item (c) trocando “fung@o continua” por “funcao uniformemente con-
tinua” (i.e., suponha f, g uniformemente continuas e conclua que h também o
é).

Mostre que se f,g: N — M sao fungoes continuas entao o conjunto

{zeN: ()= g(x)}
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dos pontos aonde elas coincidem é fechado em N — cuidado pois h = f — g nao
faz sentido se M nao é um espago vetorial! (dica: mas h(z) = d(f(z), g(z)) faz
sentido).

(f) Mostre que se (Zp)n>1 € (Yn)n>1 sdo seqiiéncias de Cauchy em M entdo a

seqliéncia (d(zy, yn))n>1 é convergente em IR (dica: fung¢oes uniformemente con-

tinuas levam seqiiéncias de Cauchy em seqiiéncias de Cauchy).

4. (distancia de um ponto a um conjunto) Sejam (M, d) um espago métrico, z € M um

ponto e A C M um subconjunto. A distancia de x até A é definida por:

d(z,A) = ;22 d(z,a).

Mostre que:

(a) d(z,A) = 0 se e somente se x € A; conclua que se A é fechado e x ¢ A entdo
d(z, A) > 0.

(b) d(x, A) = d(z, A).

(c) (desigualdade triangular generalizada) para z,y € M:

d(z,A) < d(z,y) + d(y, A).

(dica: se ¢(a) < 1p(a) para todo a entao inf, ¢(a) < inf, ¢(a)).
(d) Para z,y € M:
|d(z, A) = d(y, A)| < d(z,y);

conclua que a fungao distancia até o conjunto A definida por dy : M — IR,
da(x) =d(x,A), é uma contracdo fraca e portanto é uniformemente continua.

(e) (o Lema de Urisohn para espagos métricos) Sejam F,G C M fechados disjuntos.
Mostre que a expressao:

d(z, F)

1@ = G P+ d@. 6

define uma fungao continua f : M — [0, 1] tal que flp =0e flg = 1.

(f) (a propriedade T4 dos espagos métricos) Conclua do item (d) que se F,G C M
sao fechados disjuntos entao existem abertos disjuntos U,V C M com F C U e
G C V (dica: considere f~!((—o00,3)) e f~((5,+00))).

ESP&QOS conexos.

5. Sejam M um espago métrico e A C M um subconjunto. Mostre que as seguintes
afirmacoes sao equivalentes:

(a) A é aberto e fechado em M,
) A e A€ sao abertos em M:;
(c) A e A° sao fechados em M;

) a fronteira de A é vazia.
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6. Seja M um espago métrico. Mostre que sao equivalentes:

(a)
(b)
()
(d)

M é conexo;

se M = AU B com A, B fechados disjuntos em M entao A = () ou B = ();
se A é aberto e fechado em M entdao A =0 ou A = M;

se A C M tem fronteira vazia entao A =) ou A = M.

7. (componentes conexas) Seja M um espago métrico. Defina uma relacgaio ~ em M
fazendo:

x~y <= existe C C M conexo com z,y € C,

para todos z,y € M.

(a)

(b)

Mostre que ~ é uma relagao de equivaléncia (dica: se C,C" C M sado conexos
tais que z,y € C e y,z € C’, olhe para C U C’). As classes de equivaléncia
correspondentes a ~ sdo chamadas as componentes conexas de M (mostre que
elas sao de fato conexas).

Mostre que se C C M é uma componente conexa, A C M é conexoe ANC #
entao A C C; conclua que a componente conexa C' de M que contém um certo
ponto x é o maior subconjunto conexo de M que contém x, i.e., se A C M ¢é
conexo e x € A entao A C C.

Mostre que se A C M ¢é aberto, fechado, conexo e nao vazio entao A é uma
componente conexa de M (dica: se C' C M é uma componente conexa entao
ANC é aberto e fechado em C).

Mostre que as componentes conexas de um espago métrico sdo fechadas (dica: o
fecho de um conjunto conexo é conexo).

Determine as componentes conexas de (Q e mostre que elas nao sao abertas em
Q.

Se U C IR™ é um aberto (munido da métrica induzida da métrica Euclideana de
IR™), mostre que as componentes conexas de U sao abertas em U — e portanto
abertas em IR™ (dica: uma bola aberta em IR™ é conexa).

Vamos generalizar o item (f). Um espago métrico M é dito localmente conexo
quando todo ponto de M possui um sistema fundamental de vizinhancgas conexas
(recorde Exercicio 19 da aula numero 5), i.e., se toda vizinhanca de um ponto
x € M contém uma vizinhanca conexa de z. Mostre que se M é localmente
conexo entao as componentes conexas de um aberto U de M sao abertas em U
— e portanto abertas em M.

8. (componentes conexas por arcos) Seja M um espago métrico. Dadas curvas continuas

v B

:[0,1] = M com ~(1) = u(0) entdo a concatenagao de v e u é a curva o =y - ,

o :[0,1] = M, definida por:

o= [0 teod)

(intuitivamente, o consiste de 7 percorrida com o dobro da velocidade na primeira
metade de [0, 1], seguida de p percorrida com o dobro da velocidade na segunda metade

de [0, 1]).
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(a) Mostre que 0 = v - é continua (dica: use o resultado do Exercicio 38, aula
nimero 5).
(b) Defina uma relagdo ~ em M fazendo:

x ~ y <= existe v : [0,1] — M continua com v(0) =z e y(1) = v,

para todos x,y € M. Mostre que ~ é uma relacao de equivaléncia; as classes
de equivaléncia correspondentes a ~ sao chamadas as componentes conexas por
arcos de M (mostre que elas s@o de fato conexas por arcos).

(c) Mostre que toda componente conexa de M é uma unido de componentes conexas
por arcos de M.

9. Um subconjunto S C IR™ é dito estrelado com respeito a x € S se para todo y € S
o segmento de reta [x,y] estd contido em S (observe que S é convexo se e somente
se S é estrelado com respeito a todos os seus pontos). Mostre que todo subconjunto
estrelado de IR™ é conexo por caminhos (e portanto conexo).

10. Seja S C IR? o grafico de (0,1] > ¢t — sen %, de modo que o fecho de S ¢é a sendide
dos topodlogos. Vamos mostrar neste exercicio que nao existe uma curva continua
v :[0,1] = S com v(0) € S e (1) € {0} x [0,1]. Suponha por absurdo que tal curva
existe e escreva y(t) = (z(t), y(t)); considere o conjunto:

A={te0,1]:z(t) > 0}.

(a) Mostre que A é limitado superiormente e nao vazio, de modo que existe ¢ = sup A.

(b) Mostre que x(c) = 0.

(c) Mostre que para todo € > 0 a funcao x : [0,1] — IR assume valores da forma %
e da forma ﬁ (k € IN) no intervalo [c — €, ¢] (dica: use o teorema do valor
intermediario).

(d) Conclua do item (c) que lim;_,.- y(¢) ndo existe, contradizendo o fato que y é
continua.

11. Mostre que um intervalo fechado [a,b] C IR nao pode ser homeomorfo ao circulo
St = {(x,y) €IR?: 22 + 42 = 1} (dica: é possivel tirar um ponto de [a,b] e torné-lo
desconexo, mas tirando um ponto qualquer de S* ele continua conexo).

Espagos compactos.

12. Seja M um espaco métrico. Mostre que:

(a) se M é totalmente limitado entdo todo subconjunto S C M é totalmente limitado;

(b) para S C M temos diam(S) = diam(S); conclua que S ¢ totalmente limitado se
e somente se S é totalmente limitado.

13. Seja M um espago métrico e seja (zn),>1 uma seqiiéncia em M. Dizemos que z € M
¢ um ponto aderente (ou um ponto de aderéncia) a seqiiéncia (x,)n>1 se dado € > 0
entao temos x,, € B(x;¢) para n arbitrariamente grande, i.e., se 0 conjunto

{neN:z, €B(z;¢)}
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¢ infinito. Mostre que as seguintes condicoes sao equivalentes:

(a) x é um ponto de aderéncia de (z,,)n>1;

(b) dado um aberto U C M contendo x entao x,, € U para n arbitrariamente grande
(“ponto aderente a uma seqiiéncia” é uma nogao topolégica);

(c) existe uma subseqiiéncia (x,, )k>1 de (T,)n>1 convergindo para x (recorde que
para que (z,,)r>1 seja chamada uma subseqiiéncia de (z,),>1 é necessario que
nyg <ng <ng<--);

(d) x ¢ um ponto de acumulacdo do conjunto {z, : n € IN} ou a seqiiéncia (2, )n>1
possui infinitos termos iguais a = (i.e., o conjunto {n elN:x, = :c} é infinito).

Observagdo. Nao confundir “z é aderente a seqiiéncia (x,),>1" com “x é aderente ao
conjunto {xn 'n € ﬂ\f}”. Por exemplo, % ¢ aderente ao conjunto {% 'n € ]N} para todo
1

n € IN mas nenhum nimero da forma % ¢ aderente a seqiiéncia (E)n>1'

Observagdo. “existem infinitos n’s com x,, € B(x;¢)” e “existem infinitos x,,’s em B(z;¢)”
sao afirmagoes diferentes! O conjunto {n € N : z, € B(x; 5)} possui cardinalidade maior
ou igual a do conjunto {xn 'n € ﬂV} N B(z;e). Por exemplo, se z,, = x para todo n € IN
entdo existe um tunico x,, em B(z;€) mas existem infinitos n’s com z,, € B(z;¢).

14. Seja M um espago métrico completo. Seja (F),),>1 uma seqiiéncia de subconjuntos
fechados nao vazios F,, C M com F} D Fy D F3 D --- e diam(F,,) — 0. Mostre que a
intersecao (,,~, F possui exatamente um ponto (dica: escolha x, € F;, para cada n
e mostre que (z,,)n,>1 é uma seqiiéncia de Cauchy).

Observagdo. Sem a hipétese diam(F,) — 0 no Exercicio 14 é possivel que a intersegao
M,,>1 Fn seja vazial Por exemplo, tome M = IR e F,, = [n,+00).

15. Seja M um espago métrico e seja (K,,),>1 uma seqiiéncia de compactos nao vazios
K, C M com K; D Ky D K3 D ---. Mostre que a intersecao (), K, é nao vazia
(dica: supondo por absurdo que (), ~, K, = 0, a familia (M \ K,),>1 seria uma
cobertura aberta de K7). B

16. Mostre que todo espaco métrico finito é compacto. Mostre também que a uniao finita
de subespacos compactos de um espaco métrico ainda é compacta.

17. (produto por um compacto) Seja K um espac¢o métrico compacto e M um espaco
métrico qualquer. Dado um ponto p € M e um aberto Z C K x M que contém
K x {p}, mostre que existe uma vizinhanga aberta V de p em M tal que K x V C Z
(“se um aberto contém uma linha compacta entao ele contém uma faixa em torno
dessa linha”) — dica: para todo = € K, existem abertos U, C K e V,, C M com
x €Uz, peVyeU, xV, CZ (veja o Exercicio 20(c) da aula nimero 5); adivinhe o
que fazer com a cobertura aberta K = J, ¢ x Us!

18. (mais uniformidades) Sejam K um espago métrico compacto e M, N espagos métricos
quaisquer. Seja f : K x M — N uma funcao continua; mostre que a continuidade de f
é uniforme com respeito a variavel em K, i.e., que dados yo € M e € > 0 entao existe
6 > 0 tal que para todo = € K e todo y € B(yo;0) C M temos d(f(z,y), f(z,y0)) <&
(6 > 0 nao depende de x € K) — dica: o conjunto

7 = {(w,y) e K x M : d(f(x,y),f(m,yo)) < 5}
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é aberto em K x M e contém a linha K X {yg}; use o Exercicio anterior.

19. (distancia entre conjuntos) Seja M um espago métrico. Dados subconjuntos A, B C M
definimos a distancia entre A e B por:

d(A,B) = ég}; d(a,b) = ;gg d(a,B) = blgg d(A,D).
€

Mostre que:

(a) se K C M é compacto e FF C M é fechado com K # () entao existe x € K
com d(z,F) = d(K, F) (dica: K 3 z — d(z,F) é uma fun¢ao continua num
compacto). Conclua que se K N F = () entao d(K, F) > 0.

(b) Se Ky, Ky C M sao compactos nao vazios entdo existem = € Kp, y € Ky com
d(z,y) = d(K;, Ks), i.e., a distancia entre compactos é efetivamente assumida
(dica: d|k,x K, ¢ uma fungado continua num compacto).

(c) Se K C IR™ é compacto e F' C IR"™ é fechado, com K e F nao vazios, entao
existem ¢ € K, y € F com d(z,y) = d(K, F), i.e., a distancia entre um compacto
e um fechado em IR" é efetivamente assumida (dica: escolha k > 0 grande tal que
Foy={y € F:d(y,K) < k} énao vazio; dai F, é compacto e d(K, F) = d(K, Fy)).

(d) Ache subconjuntos fechados disjuntos Fy, Fy C IR? tais que d(Fy, Fy) = 0.

Observagdo. O item (c) do Exercicio 19 nao vale se o espago métrico ambiente ndo é o
IR™; por exemplo, se M = IR\ {0}, K = {—1} e F' = (0, +00) entao F' é fechado em M, K
é compacto, mas a distancia entre K e F' nao é efetivamente assumida. E possivel também
obter contra-exemplos onde o espaco ambiente M é completo.

20. Mostre que se (z,,),>1 ¢ uma seqiiéncia convergente num espaco métrico M, digamos
Tn — x € M, entdo o conjunto {z, : n > 1} U{z} é compacto.

21. Sejam M um espago métrico e S C M um subconjunto. Dizemos que S é relativamente
compacto em M se o fecho de S em M é compacto (“relativamente compacto” nao é
uma noc¢ao intrinseca). Mostre que as seguintes condigdes s@o equivalentes:

(a) S é relativamente compacto em M
(b) toda seqiiéncia em S possui uma subseqiiéncia convergente em M.

22. Seja M um espaco métrico discreto (recorde Exercicio 40 da aula nimero 5). Mostre
que M é compacto se e somente se M ¢é finito.

23. Mostre que a esfera S? = {(a:,y,z) € IR?: 2?2 +4% + 22 = 1} nao é homeomorfa a
IR?, mas que a esfera S? menos um ponto é homeomorfa a IR? (lembram da projecao
estereografica?).

Base enumeravel e separabilidade.

24. Sejam M um espaco métrico e B uma colecao de abertos de M. Mostre que as
seguintes propriedades sao equivalentes:

(i) B é uma base de abertos para M;
(ii) dado U C M aberto e x € U entdo existe V€ B comzxz € V C U.
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25. (para acompanhar este exercicio, vocé deve recordar os Exercicios 19 e 20 da aula
nimero 5) Seja M um espago métrico. Mostre que:

(a) se B é uma base de abertos para M entao para todo x € M a colecao
VQC:{VG’B:IEV}

é um sistema fundamental de vizinhancas abertas para x € M.

(b) Se para cada x € M escolhemos um sistema fundamental de vizinhangas abertas
V: de x € M entao a colecao B = UIGM ), é uma base de abertos para M.

(c) Se (M;,d;),i=1,...,n, sdo espagos métricos entao:

B = {H?:lUi:Ui C M; aberto, izl,...,n}

é uma base de abertos para o produto [[;—; M;. Mais geralmente, se B; é uma
base de abertos para M; entao:

B={[IL Ui Ui € By, i =1,....n}

7 n
é uma base de abertos para [[,_; M;.

(d) Conclua do item (c) que o produto de espacos métricos com base enumerdvel
ainda é um espago métrico com base enumeravel.

26. Mostre que todo espago métrico totalmente limitado M é separavel (dica: para todo
n > 1 escolha S,, C M finito tal que M = J,cg B(z; 1) — defina D = J,,~, Sn).

Espacos normados e espagos com produto interno.

Vamos generalizar alguns resultados da secao para aplicagoes bilineares e multi-linea-
res:
27. Sejam V., W e Z espacos vetoriais normados. Sobre uma aplicacao bilinear B :

V x W — Z mostre que sao equivalentes:

(i) B é continua;

(ii) B é continua em (0,0);

(iii) existe ¢ > 0 com ||B(x,y)|| < ¢ para todos x € V, y € W com ||z| = ||y|| = 1;

(iv) existe ¢ > 0 com ||B(z,y)|| < c||z|| ||y|| para todo z € V, y € W.

Generalize o exercicio para aplicagoes multi-lineares.

Observagdo. Segue do Exercicio acima e da desigualdade de Cauchy-Schwarz que um
produto interno é continuo (com respeito a métrica definida por ele mesmo).

Observagdo. Aplicagdes bilineares em geral nao sao Lipschitzianas (e nem mesmo unifor-
memente continuas).

28. Sejam V', W e Z espagos vetoriais normados. Mostre que se V e W tem dimensao
finita entao toda aplicacao bilinear B : V x W — Z é continua (dica: troque Z por um
subespago de dimensao finita que contém a imagem de B; podemos supor entao que
B é uma aplicagao bilinear IR™ x IR"™ — IRP onde IR™, IR"™ e IRP possuem a norma
Euclideana). Generalize o resultado para aplicagbes multi-lineares.
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29.

30.

31.

32.

33.

Sejam V', W e Z espagos vetoriais normados. Denote por Bil(V, W; Z) o conjunto de
todas as aplicagoes bilineares continuas B : V x W — Z. Mostre que:

(a) Bil(V,W; Z) é um subespago do espago vetorial de todas as aplicagoes bilineares
VxW — Z;
(b) a férmula:

|Bl= sup ||B(z,y)|= sup [ B(z,y)l,
2V, ||z)|=1 zeV, ||z <1
yew, |lyll=1 yew, [lyl|<1

define uma norma em Bil(V, W; Z);

(c) generalize os itens (a) e (b) para o caso de aplicagoes multi-lineares.

(norma induzida por um isomorfismo) Sejam V', W espagos vetoriais, ¢ : V — W um
isomorfismo e || - || uma norma em W. Defina:

[zlle = lle()I],

para todo z € V. Mostre que | - [|, ¢ umanormaem Ve que ¢ : (V. || - || ,) = (W, - ||)
é uma isometria. Dizemos que || - ||, é a norma em V' induzida pelo isomorfismo ¢ e
pela norma de W.

(norma num subespago) Sejam V um espago vetorial e S C V um subespaco. Mostre

que se || || é uma norma em V entdo || - | restringe-se a uma norma || - |||s em S.
Mostre que a métrica induzida em S por | -||[s coincide com a restricao da métrica
induzida por || - || em V.

(produto interno induzido por uma aplica¢ao) Seja ¢ : V' — W um isomorfismo entre
espagos vetoriais V', W e seja (-,-) um produto interno em W. Mostre que:

<$,y>¢ = <¢($)7¢(y)>7 z,y €V,

define um produto interno em V'; dizemos que (-, )4 € o produto interno induzido por
¢ e por (-,-). Mostre que ¢ : (V,(-,-)g) = (W, (-,-)) é uma isometria.

(produto interno induzido num subespac¢o) Sejam V um espago vetorial e S C V um
subespaco. Seja (-,-) um produto interno em V. Mostre que (-,-) restringe-se a um
produto interno (-,-)|sxs em S. Mostre que a norma induzida em S por (-,-)|sxs
coincide com a restri¢do da norma induzida em V por (-, -).

Observagdo. E possivel unificar os exercicios 30 e 31 (assim como os exercicios 32 e 33)

trocando a hipodtese que ¢ seja um isomorfismo pela hipétese que ¢ seja linear injetora
(obviamente nesse caso vamos concluir apenas que ¢ é uma imersao isométrica em vez de
concluir que ¢ é uma isometria).
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34. (generalizando os Exercicios 18 e 33 da aula 5) Seja || - || uma norma em IR" satisfa-
zendo a seguinte propriedade:

se z,y € [0,400)" sao tais que r; < y;, i =1,...,n entao ||z| < |yl (%)

(observe que a norma Euclideana e as normas | - ||, satisfazem a propriedade (x)).

(a)

Sejam V;, i = 1,...,n espagos vetoriais; o produto V = [["_, V; também é um
espaco vetorial com as operacoes definidas coordenada por coordenada — tal
espago ¢ usualmente denotado por @), V; (ou Vi & --- & V,,) e é chamado a
soma direta ou a soma direta externa dos espacos V;. Se || - ||' ¢ uma norma em

V;, defina:

ol = [| (el el

para todo = (2;)™_, € V. Mostre que | - |***? é de fato uma norma em V; mos-

tre também que trocando || - || por uma outra norma || - || em IR" (satisfazendo

(%)) entdo obtemos uma norma equivalente a || - [|P*°¢ em V.
Sejam (M;,d;), i =1,...,n espagos métricos. Seja M = [["_, M; e defina:

dprod(x,y) — H (dl(xl,y1), .. .,dn(-ﬁn,yn))Ha

para todos * = (2;)", ¥ = (y;)", em M. Mostre que dP™? é de fato uma
métrica em M; mostre também que dP™°9 é uniformemente equivalente & métrica
produto usual em M (a equivaléncia é até mesmo “Lipschitz”).

Se d; é a métrica induzida pela norma || - || no espaco V;, mostre que dP*°d é a
métrica induzida pela norma || - [|P°% em V = @, V;.
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Aula ntmero 8 (29/03)

A aula nimero 8 cobriu o material das Secoes (2) e (4) originalmente destinado a aula
nimero 7 — os seguintes assuntos foram omitidos:
(i) a nogao de nimero de Lebesgue de uma cobertura;
(ii) a secao (3) sobre base enumeravel e separabilidade;
(iii) a nogao de normas equivalentes e os resultados relativos a continuidade de aplicac¢oes
lineares.

Aula nimero 9 (03/04)

A aula comeca cobrindo a parte que faltou da se¢ao (4) da aula nimero 7 (equivaléncia
de normas, continuidade de aplicagoes lineares cujo dominio tem dimensao finita e norma
de operadores).

(1) A prova da regra da cadeia.

Sejam U C IR™, V C IR"™ abertos e f: U — IR", g : V — IRP fungdes com f(U) C V.
Suponha que f é diferencidvel num ponto x € U e que g é diferencidvel no ponto f(z) € V.
No6s devemos mostrar que go f é diferenciavel no ponto x € U e que sua diferencial é dada
por:

d(go f)(z) =dg(f(z)) odf ().

Escrevemos:

fx+h) = f(z)+df(x) h+ p(h)|h],
g(f(x)+ k) =g(f(x)) +dg(f(x)) - k+o(k)|k],

com limy,_,o p(h) = 0 e limy_,¢ o(k) = 0. Aplicamos g dos dois lados da primeira identidade
acima e utilizamos a segunda com k = df(z) - h + p(h)||h||; obtemos:

(gofi@+h)=(gof)(x)+ [dg(f(z)) odf(z)] - h + [kl [dg(f(x)) - p(h)] + o (k)[K].

Como dg(f(x)) o df(z) ¢ linear, a conclusdo segue se mostrarmos que:

lim dg(f( )) p(h) +o(k )H ” =0.

h—0 IRl

Sabemos que lim,_,o p(h) = 0 e pela continuidade da transformacéo linear dg(f(z)) obte-
mos limy_,0 dg(f(z)) - p(h) = 0. Além do mais, temos:

&l < [Ildf @)l + [l IIR],

donde segue que limy,_.o k£ = 0 e que ” h|||| ¢ uma quantidade limitada para h numa vizinhanca

da origem. A conclusao segue do fato que limy_,go(k) = 0. ®
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(2) A igualdade e a desigualdade do valor médio.

Recordem do Célculo 1 o seguinte:

Teorema. (do valor médio) Se f : [a,b] — IR é uma fun¢ao continua, derivavel no intervalo
aberto (a,b), entao existe c € (a,b) tal que:

f(b) = f(a) = f(c)(b—a).

Demonstragao. Fazemos primeiro o caso f(a) = f(b) (conhecido como o Teorema de
Rolle). A fungao continua f assume um maximo e um minimo no compacto [a, b]; se ambos
fossem assumidos nas extremidades do intervalo entao f seria constante (pois f(a) = f(b))
—dai f’ =0. Se f assume um maximo ou um minimo num ponto ¢ € (a,b) entdo (como
todo mundo deve saber do Célculo I) temos f’(c) = 0.

O caso geral segue diretamente aplicando o Teorema de Rolle para a funcao g(t) =

ft) = (f(b) = f(a)) 3= — f(a).
E muito fAcil generalizar o teorema acima para o caso de funcgoes definidas em abertos

de IR™ tomando valores em IR; para isso, recorde que o segmento de reta ligando dois
pontos x,y € IR™ é definido por:

[,y = {1 —t)z+ty: t €[0,1]}.
Denotamos também por (x,y) o segmento de reta aberto definido por:

(z,y) ={(1—t)z+ty:t € (0,1)}.
(espero que nao ocorra confusdo com o par ordenado (x,y)).

Teorema. Sejam f: U C IR™ — IR uma fungao definida num abertoU C IR™ e [z,y] C U
um segmento de reta contido em U. Suponha que f é continua nos pontos de [z,y] e
diferenciavel nos pontos de (x,y); entao existe z € (x,y) tal que:

fly) = f(x) =df(2) - (y — 2).

Demonstragao. Seja ¢ : [0,1] — IR a aplicagao definida por ¢(t) = f((l — t)a:~|—ty); note
que f é bem definida pois [z,y] C U. Como f é continua em [z, y|, temos que ¢ é continua;
como f é diferenciavel em (x,y), segue da regra da cadeia que ¢ é diferencidvel em (0, 1)
e que sua derivada é dada por:

¢ty =df (1 —t)z+ty) - (y — ),

para todo t € (0,1). A conclus@o segue diretamente aplicando o teorema do valor médio
do Célculo I para ¢. B

Exemplo. O teorema do valor médio nao vale em geral para funcoes a valores vetoriais, i.e.,
para fungoes a valores em IR™ com n > 1. Por exemplo, a curva diferenciavel v : [0, 2] —
IR? definida por (t) = (cost,sent) satisfaz v(0) = «(27) mas nao existe t € [0,27] com
~'(t) = 0 (para refletir: por que a idéia 6bvia de aplicar o teorema do valor médio em cada
coordenada de v nao funciona?).

A generalizagao correta do teorema do valor médio para fungoes a valores vetoriais é
dada no seguinte:
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Teorema. (desigualdade do valor médio) Sejam f : U C IR™ — IR™ uma fungao definida
num aberto U C IR™ e [z,y] C U um segmento de reta contido em U. Suponha que f é
continua nos pontos de [z,y] e diferencidvel nos pontos de (z,y); vale a desigualdade:

1) — f(=@)]| < s ||df || Iy — =,

onde utilizamos normas arbitrarias em IR™ e IR™ e a norma usada em Lin(IR™, IR"™) (para
fazer Hd f(z H) é a norma de operadores correspondente.

A demonstragao da desigualdade do valor médio segue facilmente do teorema do valor
médio se utilizarmos o seguinte:

Lema. Seja V um espaco vetorial normado nao nulo. Dado v € V entao existe um
funcional linear A : V- — IR com ||| =1 e A(v) = ||v]|.
Dizemos que A é um funcional linear de norma 1 que reproduz a norma do vetor v € V.

Observacdo. Para quem nao sabe, um funcional linear num espaco vetorial real V é
simplesmente uma aplicacao linear A : V — IR definida em V tomando valores em IR. O
espaco Lin(V, IR) de todos os funcionais lineares em V' é chamado o espaco dual de V e é
denotado por V*. Mais adiante no curso precisaremos fazer uma revisao sobre a teoria do
espaco dual — isso serd importante para entender a teoria sobre integral de linha usando
1-formas.

Prova da desigualdade do valor médio. Pelo lema, existe um funcional linear A € IR™*
com ||A|| = 1 e que reproduz a norma do vetor f(y) — f(z) € R", i.e.:

Mf(y) = f@) =) = f(@)]:

Aplicando o teorema do valor médio para a funcao Ao f : U C IR™ — IR obtemos que
existe z € (z,y) com:

Af() = A(f(@) =dXo f)(2) - (y — 2);

usando a regra da cadeia e a linearidade de A obtemos:

Afy) = f(2) = A[df(z) - (y —2)].

Finalmente, como ||[A]| =1 e A reproduz a norma de f(y) — f(x) obtemos:

1£) = F@ = MF @) = f(2) = Adf(2) - (y = 2)] < [A[df(2) - (v — )]
<||df(z)- (=) < [|df )| lly =2l < sup [|df(2)]|lly — . m

z€(x,y

O lema sobre a existéncia de um funcional A € V* que reproduz a norma de um vetor
dado é bem facil de ser provado quando a norma de V provém de um produto interno
(-,-). Fazemos assim: tomamos v € V e consideramos o funcional A = <ﬁ, -) associado

ao vetor unitdrio pr; ¢ facil ver que [[A]| =1 e que A(v) = [Jo]| (veja o Exercicio 1). Essa

demonstragao nao funciona para v = 0, mas esse caso é trivial (basta escolher qualquer
AeV* com [N =1).
A demonstracao do lema para espacos normados quaisquer seguird do seguinte:
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Teorema de Hahn—-Banach. Sejam V um espaco vetorial normado, S C V um su-
bespaco e A : S — IR um funcional linear. Entao existe uma extensao linear p: V. — IR
de )\ (i.e., A = u|g) tal que ||u|]| = ||| (onde ||u|| e ||A|| denotam as normas de operadores
de p € V* e A € S* respectivamente).

Antes de provar o Teorema de Hahn—Banach, vamos mostrar como o lema sobre
funcionais que reproduzem a norma de vetores segue diretamente de tal teorema. Seja
V' um espago vetorial normado e seja v € V nao nulo (o caso v = 0 é trivial). Seja
S = IRv C V o subespago unidimensional gerado por v. Podemos definir A € S* fazendo
A(v) = ||v]| (pois v é uma base para S) e é facil ver que |A|| = 1 (a esfera unitaria de S
possui apenas os vetores iﬁ) Pelo Teorema de Hahn—Banach podemos estender \ a
um funcional linear em V' que ainda possui norma 1 (e que ainda reproduz a norma de v,
obviamente).

Prova do Teorema de Hahn—Banach. A parte central da demonstracao do Teorema

de Hahn—Banach é a seguinte: consideramos um vetor v € V fora de S e mostramos que

é possivel estender A\ para um funcional linear p no espago S @ IRv gerado por S e v, de

modo que [|u|| = [|A||. Uma vez que esse resultado tenha sido demonstrado, o teorema de

Hahn—Banach segue da seguinte maneira:

(i) se V tem dimensao finita (que é o caso que nos interessa) entao basta repetir o processo
descrito acima um nimero finito de vezes e eventualmente obteremos uma extensao
de A\ para V;

(ii) se V' é arbitrario, a conclus@o final segue facilmente do Lema de Zorn. O caso de
espacos de dimensao infinita é totalmente irrelevante para esse curso, de modo que
quem nao tem familiaridade com o Lema de Zorn pode simplesmente ignorar esse
caso.

Vamos entao demonstrar o passo central, i.e., que podemos estender A\ € S* para
p € (S @ Rv)* de modo que ||A]| = ||u||. A extens@o p de A fica totalmente definida
quando escolhemos o valor de 1 em v (veja o Exercicio 3); esse valor serd um nimero real
c € R. Dai:
u(x +tv) = A(z) + te,

para todos z € S e t € IR. Obviamente teremos ||u|| > |||l para qualquer escolha de
c € IR; o problema é mostrar que é possivel escolher ¢ € IR de modo que:

[A@) + te| < [IA]] [l + to]],

para todos x € S, t € IR. A condicao acima é trivialmente satisfeita para ¢t = 0; se t # 0,
podemos dividir os dois lados por |t|, obtendo a condicao equivalente:

AGE) + el < IS + o,

para todos x € S, t € IR\ {0}. Observe que ¥ é também um vetor em S e portanto nosso
trabalho ficard completo se mostrarmos que ¢ € IR pode ser escolhido de modo que:

(M) + ] < Ay + ol
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para todo y € S. A condigao acima é equivalente a:
=AY +vll < Aly) + ¢ < 1Ay + vll;

a ultima é por sua vez equivalente a:

—[AlHly + ol = Aly) < e <A {ly +vll = Ay),

para todo y € S. Para completar a demonstracao, escolheremos ¢ € IR tal que:
sup [~ [l ly +vll = Ay)] < ¢ < inf [y + o[l = A(»)];
yeS yeSs

para mostrar que isso é possivel, devemos mostrar antes que:

—A ly + ol = Aw)] < inf [IAl]lly + oll = A@))].
sup [= Ay + ol = A)] < b [INly + vl = M)

A condigao acima é equivalente a:
—[IAHly +oll = Aly) < Az + vll = A=),
para todos y, z € S. Temos agora:

=AY + ol = Aly) < [IA Iz + vll = AC2)
= Mz) = A@) < M {lly + vl + Iz + vl]
< Mz —y) < [M{lly +oll + |z + vll];

o Az =) < Az =) < Iz = ol = 1A ||+ ) — (5 + )

< [AI{llz + ol + lly + oI}

para todos y, z € S. Isso completa a demonstracao do Teorema de Hahn-Banach. B
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Exercicios.
(n&o é para entregar, mas é bom dar uma olhada e quem tiver problemas me procura).

Algebra Linear.

1. Seja V um espago vetorial real munido de um produto interno (-,-). A forma bilinear
(-,-) : V x V — IR corresponde a aplicagao linear:

¢:V3vr (v,-) € Lin(V,R) =V"*

onde (v, -) denota o funcional linear V' 3 w — (v, w) € IR.

(a) Mostre que ¢ ¢ injetor (dica: ¢ injetor < Ker(¢) = 0; quanto vale ¢(v)(v)?).
Conclua que se V' tem dimensao finita entao ¢ : V. — V* é um isomorfismo.

(b) Suponha que V tem dimensao finita e considere Lin(V,IR) = V* munido da
norma de operadores. Mostre que ¢ é uma isometria, i.e., que ||¢p(v)]| = [|v||
para todo v € V (dica: para mostrar que ||¢(v)| < ||v|| use a desigualdade de
Cauchy-Schwarz; para mostrar a igualdade avalie ¢(v) em HTUH)

2. (somas diretas) Sejam V um espago vetorial e S7, So C V subespagos. Denotamos por
S1 + S5 a soma dos subespacgos Sp e Ss, ou seja:

S1+ 8 ={vi+va:v1 € Vi, vy € Vol

S1 + 55 coincide com o subespaco gerado pela uniao S; U Sy, i.e., S1 + S é o menor
subespaco de V' que contém S; U Sy. Mostre que as seguintes condicoes sao equiva-
lentes:

(a) SlﬂSQZ{O} eV251+SQ;
(b) todo v € V se escreve de modo tinico na forma v = vy +vy com vy € S e vy € Ss.

Quando uma das condigoes acima é satisfeita dizemos que V' é a soma direta (ou a
soma direta interna) dos subespagos S7 e So e escrevemos V = S; @ Ss; dizemos também
que Sy é um subespago complementar a S; (nao confundir com o conjunto complementar
V\S: = {v ceV:vg Sl} que nao é sequer um subespaco). Defina aplicagoes Py : V — 5
e P, : V — S5 da seguinte forma: dado v € V escreva v = v1 4+ vy com v € Vp, v3 € V
(isso pode ser feito de modo tinico) e defina:

Pi(v) =v1, Py(v)=wy;

mostre que as aplicagoes P, e P sdo lineares (elas sdo chamadas as projegées relativas a
soma direta V = S; & S3).

3. Seja V um espaco vetorial e suponha que V' se escreve como soma direta V = V; & V5
de dois subespacos V; e V5. Dados um outro espaco vetorial W qualquer e aplicagoes
lineares 17 : Vi — W, Ty : Vo — W, mostre que existe uma tinica aplicacao linear
T:V — W tal que Ty, =T1 e T|y, = 15 (dica: defina T'=T; o P; + T5 o Py, onde
Py e P, denotam as projecoes relativas a soma direta V = V; @ V5).
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4. Sejam V um espaco vetorial e S1,S59 C V subespacgos de V. Mostre que:

(a) se V =51 @ S, entdo a concatenagao de uma base qualquer de S; com uma base
qualquer de Sy produz uma base de V;

(b) se a concatenacao de alguma base de S; com alguma base de Sy produz uma base
de V entao V =51 ¢ Ss.

Conclua que todo subespago de V' admite um subespago complementar (dica: todo
subconjunto linearmente independente estende-se a uma base).

5. (somas diretas externas) Se S e S s@o espagos vetoriais (ndo necessariamente sub-
espagos de um espago vetorial maior dado) entdo definimos no produto cartesiano
S1 x S as operacoes de soma e produto por escalar coordenada por coordenada:

(v1,v2) + (w1, w2) = (v1 + w1,v2 +w2), c(vy,v2) = (cvy,cva).

Mostre que S7 x So munido das operacoes acima torna-se um espaco vetorial; dizemos
que S X Sy é a soma direta (ou a soma direta externa) dos espagos vetoriais Sp e Ss.
Usualmente escrevemos S1 @ Sy em vez de S7 X Ss.

(a) Se S1 @ Sy denota a soma direta externa de S; e Sy, mostre que as aplicagoes:
519U1'—>(U1,0)€Sl@52, 529?)2'—>(0,U2)€Sl@52

sao lineares injetoras e que S; @ S5 é a soma direta interna de suas imagens. As
imagens das aplicacoes lineares injetoras acima sao usualmente identificadas com
0s espacgos Sp e Ss.

(b) Se um espago vetorial V' escreve-se como soma direta interna de subespacos S; e
S, mostre que a aplicagao:

51@52 9(1)1,1]2)'—)U1+’Z)2€ 51@52 =V
—_—— ——

soma direta soma direta
externa interna

é um isomorfismo.

6. (somas diretas arbitrarias) Tente generalizar os Exercicios 2-5 acima para o caso de
somas diretas de uma quantidade arbitréria (até infinita) de subespagos. Vamos dar
apenas algumas idéias centrais:

(i) se V é um espago vetorial e (S;);c; é uma familia de subespagos S; C V entao
denota-se por ) .., S; a soma dos subespagos S; que é o subespago gerado pela
unido (J;c; Si; na prética, ) . ;S; consiste de todos os elementos da forma
Ziel v;, onde cada v; € S; e v; # 0 no maximo para um numero finito de
i’s (nao se faz somas infinitas de vetores);

(ii) a condicao S1 NSy = {0} no item (a) do Exercicio 2 deve ser trocada por:

Siny_ S;={0},
Jjel
JF#i
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para todo i € I (ndo basta S; NS; = {0} para todos i,j € I);

(iii) o item (b) do Exercicio 2 deve ser trocado por “cada v € V se escreve de modo
Unico na forma v = Zz‘e 1 Vi, v; € V37, onde a soma Zz‘e ; Vi deve ser entendida
no sentido que v; # 0 no méximo para um numero finito de i’s (mais uma vez:
nao se faz somas infinitas de vetores);

(iv) a notagao padrao para uma soma direta de uma familia arbitraria (interna ou
externa) é @, Si;

(v) no Exercicio 5, quando define-se somas diretas externas, ndo se deve usar o pro-
duto cartesiano [ [, ; S;, mas sim o subconjunto de ], ; S; formado pelas familias
(v;)icr tais que o conjunto {i € I : v; # 0} é finito (uma tal familia é chamada
quase nula).

Diferenciagéo.

7. Mostre que a nocgao de aplicagao diferencidvel nao depende da escolha particular de
uma norma, i.e., mostre que se f : U C IR™ — IR™ é diferencidvel no ponto x € U
quando usamos as normas Euclideanas entao f continua diferencidvel em z € U (com
a mesma diferencial) se usarmos outras normas em IR™ e em IR" (observagao: a nogao
de limite é topoldgica e portanto nao se altera quando trocamos uma métrica por outra
equivalente; tome um cuidado porém: a norma do espaco aparece explicitamente na
defini¢ao de diferenciabilidade).
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Aula nimero 10 (05/04)

(1) Um critério para diferenciabilidade em termos de derivadas parciais.

Teorema. Seja f : U C IR™ — IR"™ uma funcao definida num aberto U C IR™. Se f

admite derivadas parciais ga;fif 1 = 1,...,m, em todo ponto de U e se essas derivadas

L. ~ , P ~ L . ..
parciais sao fungoes continuas gl : U — IR™ num ponto x € U entao f é diferenciavel no

ponto x e sua diferencial é dada por:

para todo h € IR™ (resumindo: “se uma fun¢ao admite derivadas parciais continuas num
aberto entao ela é diferencidvel”).

Demonstracao. Uma vez que fique provado que f é diferencidvel em x, a férmula acima
para df(z) seguird trivialmente do fato que df(z) é linear e do fato que 88 g (z) é obtida
aplicando df(z) no i-ésimo vetor da base canonica de IR™. Na verdade, como o lado
direito da férmula acima para df(z) define de fato uma aplicacao linear em h, podemos
usar tal férmula como “candidato” a df(z) quando provamos que f é diferenciavel em x;

escrevemos entao:

Flothy = f@)+ 3 @t rin),

e devemos mostrar que limy_,g % = 0. Temos:

flz+h)—f(z)= ZAi(x,h»

onde:
Ai(z,h) = f(zr +he,.. ;2 +hi, i1, ) — for+he, oo i+ hio1, 4,0 ),

para i =1,...,m. A idéia é estimar o valor de A;(x, h) usando o teorema do valor médio.
Seria possivel agora terminar a demonstracao usando a desigualdade do valor médio; por
outro lado, como “f é diferencidvel < cada f7 é diferencidvel”, podemos supor sem perda
de generalidade que n = 1 e dai podemos usar diretamente a igualdade do valor médio.
Como U C IR™ é aberto, podemos escolher € > 0 tal que:

Ihlloo e <= || <e,...,|hp| <e=z+heU;
a hipdtese que f admite a i-ésima derivada parcial em U, implica que a fungao:
[Z'Z' —&,%; -l-E] Str— f(l‘l 4+ hi,..., i1 +hi_1,t,$¢+1,...,l’m) € IR
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¢é derivavel e portanto o teorema do valor médio nos da:

0
Ai(z,h) = hza—xfz(lﬁ +hi, .o micr R, G T, T,

para algum c¢; = ¢;(x, h) entre x; e x; + h;, desde que ||h|| < €. Se ||hljc < € obtemos
entao:

r(h) = Zpi(z,h)hi,

onde:
0 0
pi(x7 h) = Ot (33'1 + h17 N hi—l) Ciy Ti41,5--- axTI’L) - 83{7’ (l'l, s 7xm)'
A continuidade de g ; em z implica que limy,_,o p;(z, h) = 0; além do mais:
r(h) < h; -
=1 =1

o que mostra que limy_,q % =0.1

(2) Diferenciacao de ordem superior.

Seja f : U C IR™ — IR™ uma funcao definida num aberto U C IR™. Se f é dife-
renciavel em todos os pontos de U entao podemos considerar a funcao:

df : U Cc R™ — Lin(IR™, R");

essa € novamente uma funcao definida num aberto de um espaco vetorial real de dimensao
finita e tomando valores num espaco vetorial real de dimensao finita. Se a mesma for
diferencidavel em todos os pontos de U podemos considerar a funcao:

d(df)=d*f: U Cc R™ — Lin(IR™, Lin(IR™, IR"));

iterando o raciocinio acima, vemos que se f pode ser diferenciada k — 1 vezes numa vizi-
nhanca de z € U e se essa (k — 1)-ésima diferencial pode ser diferenciada no ponto = entao
fica bem definida a diferencial de k-ésima ordem de f no ponto x, que é uma aplicacao
linear da forma:

d*f(z) : R™ — Lin(R™, Lin(R™,...,Lin(IR™, R")...)).

J/

k—lEin’ s
Quando f pode ser diferenciada k vezes em todos os pontos de U obtemos uma aplicagao:

d*f:U Cc R™ — Lin(IR™,Lin(R™,...,Lin(IR™, R")...)) .

J/

k Lin’s
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Definicao. Se f pode ser diferenciada k — 1 vezes numa vizinhanga de x e se sua (k — 1)-
ésima diferencial pode ser diferenciada no ponto x entao dizemos que f é k vezes dife-
rencidvel no ponto z; a aplicacdo linear d* f(z) é chamada a diferencial de k-ésima ordem
de f no ponto x. Quando f € k vezes diferenciavel em todos os pontos de U, dizemos que
f é k vezes diferencidvel em U. Se f é k vezes diferencidavel em U e se a aplicacao d* f é
continua em U entdo dizemos que f é uma funcao de classe C* em U. Quando f é k vezes
diferencidvel para todo k > 1 (e portanto de classe C* para todo k > 1) dizemos que f é
uma funcao de classe C*° em U.

Observacgdo. Uma funcao continua é as vezes chamada uma funcao de classe C°.
A coisa por enquanto parece feia mas nao é tanto assim. Como podemos pensar numa
aplicacao linear:
T € Lin(Vy,Lin(Va, ..., Lin(V, W) ...))

de maneira pratica? Aplicamos T num vetor vy € V; e obtemos uma aplicagao linear:
T(v1) € Lin(Vz, Lin(Vg, ..., Lin(Vy, W) ... )),

aplicamos agora T'(v1) sucessivamente num vetor vy € Vo, num vetor v € V5 e assim por
diante. Obtemos um vetor:
T(v1)(v2) ... (vx) € W.

Em vez de aplicar T sucessivamente nos vetores vy, vg, ..., vg, poderiamos pensar direta-
mente na regra que associa a k-upla (vy,...,vx) a um vetor de W. Definimos:

B:VixVox- - xVp,—W

fazendo B(vi,...,vg) = T(v1) ... (vg). Nao é dificil ver que a linearidade de T" é equivalente
a multi-linearidade de B. Na verdade, temos um isomorfismo:

Yy, : Lin(V4, Lin(Va, ... Lin(Vy, W) ...)) 3 T — B € Mult-ling (V3, Va, ..., Vis W)

definido como acima; denotamos por Mult-ling (V1, Va, ..., Vi; W) o espago das aplicagoes
k-lineares B : V] x --- x Vi — W. A demonstracao formal de que a aplicacao 1 é de fato
bem definida e é um isomorfismo de espacos vetoriais pode ser feita por inducao em k com
todos os detalhes — acreditamos que pouco se ganha com isso. Quem ja trabalhou com
o caso k = 2 e adquiriu alguma intuicao sobre o assunto deve se convencer facilmente de
que a mesma idéia funciona para k arbitrario.

Notag8o. Quando V; = Vo = -+ =V}, = V o espago Mult-ling(Vi,..., Vi; W) serd
denotado simplesmente por Mult-ling (V; W).

Observagdo. Usaremos o nome 1, para o isomorfismo descrito acima sejam 1a quais forem
os espacos Vi, ..., Vi, W envolvidos; em principio, isso introduz alguma ambigiiidade de
notacao, mas essa ambigiiidade dificilmente gerara confusao.

Utilizaremos agora o isomorfismo v, para identificar a diferencial de k-ésima ordem
d¥ f(z) com um objeto mais amigével. Definimos:

d® f(z) = ¢r (d* f(2));
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isso significa que d®) f(x) € Mult-ling (IR™; IR™) e que:
d® f(@) (v, ..., 0x) = d¥f(@)(v1) ... (0g),

para todos v1,...,vx € IR™. Na prética, é comum denotar os objetos d*f(z) e d*¥) f(x)
pelo mesmo simbolo (tipicamente d* f(x)) — o uso do isomorfismo v, deve ser automati-
zado! No inicio, porém, é mais saudavel utilizar uma notagao mais explicita (i.e., ndo omitir
Yr). Observamos que as notacdes d*f(z) e d*) f(x) ndo sdo usuais; estamos utilizando-
as apenas neste texto — muitos autores identificam os objetos d* f(x) e d*) f(x) desde
o principio, causando uma certa confusao para o leitor iniciante. No6s usaremos o nome
“diferencial de k-ésima ordem” tanto para d* f(z) como para d®) f(z) — esperamos que
apenas a distincao a nivel de notacao simbdlica seja suficiente para evitar a confusao.
Definigao. A aplicacio bilinear d? f(x) : IR™ x IR™ — IR"™ associada a diferencial se-
gunda de f no ponto x é conhecida como o Hessiano de f no ponto x e é denotada por
Hess(f)z-

Observagio. Uma aplicacdo f ¢ de classe C* se e somente se f for k vezes diferenciavel e
a aplicacao d(®) f for continua. De fato, o isomorfismo 1)y, é um homeomorfismo e portanto
d¥ f é continua se e somente se d*) f = 9, o d¥ f é continua.

Observacgdo. Segue diretamente da definicao da diferencial de k-ésima ordem que:
a7 (@) = d(d*f) ().
Diferenciando a igualdade d®) f = 15, 0 d* f e utilizando a regra da cadeia obtemos:
d(d® f)(z) = ¢p, o ¥ f(2) : R™ — Mult-ling, (IR™; R™);
isso significa que:
d(@M f) (@) (01)(va, - vp1) = AFTV (@) (01, o), (*)

para todos v1,...,vp41 € IR™.

Exemplo. Uma funcgao constante é de classe C°° pois todas as suas diferenciais sao nulas.
Uma aplicagao linear T : IR™ — IR™ também é de classe C'*° pois sua diferencial

dT : R™ —s Lin(R™, IR")

é constante; de fato, temos d7T'(z) = T para todo x € IR™. Uma aplicacao bilinear
B: IR™ x IR™ — IRP também ¢é de classe C*°. De fato, a diferencial de B:

dB: R™ x IR" — Lin(IR™ x IR", IRP)

¢é dada por:

nao ¢é dificil ver que dB ¢ linear, o que conclui a demonstracao do fato que B ¢é de classe
C*°. Segue também da linearidade de dB que a diferencial segunda de B (i.e., o Hessiano
de B) é dada por:

AP B(xz,y) - ((h1, k1), (ha, k2)) = dB(h1, k1) - (ha, ko) = B(h1, k2) + B(ha, k1).

E verdade também que aplicagoes multi-lineares quaisquer sdo de classe C*° (veja o
Exercicio 1).
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Teorema. Sejam f,g:U C IR™ — IR"™ funcgoes definidas num aberto U C IR™. Se f e g
sao k vezes diferenciaveis num ponto x € U entao f + g é k vezes diferenciavel no ponto x
e valem as identidades:

d*(f + g)(x) = d¥f(z) + d¥g(x), dP(f +g)(x) = dW f(z) + dPg(a);

em particular, se f e g sdo de classe C* entdo f + g também é de classe C*.

Demonstragao. Usamos inducao em k. O caso k = 1 ja é conhecido. Suponha o resultado
valido para um certo k > 1. Se f e g sao k+1 vezes diferencidveis em x entao f e g também
sao k vezes diferenciaveis em z; pela hipétese de inducao, f + g é k vezes diferencidvel em
r e vale a identidade d*(f + g) = d*f +d*g. Como d*f e d*g sdo diferencidveis no ponto
z, segue que d*(f + g) é diferencidvel no ponto x, donde f + g é k + 1 vezes diferencidvel
no ponto x. Calculamos agora:

A1+ g)(@) = d[d5(f + )] (@) = [d¥S + dg] () = A(d*£) (&) + d(d¥g) (o)
= a¥ () + A g o);

isso completa a demonstragao do passo de indugao. Observe agora que:

B (f + g)(x) = Y (" (f + 9)(2)) = vu(d* f(z) + d¥g(z)) = ¥u(d* f(2)) + vr(dg(2))
= d® f(z) + AP g(x).

Quando f e g sdao de classe C* entdao d*f e d*g sdo continuas, donde a soma d*(f + g) =
d*f +d¥g é continua e f 4 ¢g também ¢ de classe C*. B

Lema. Seja f : U C IR™ — IR"™ uma funcao definida num aberto U C IR™ e seja
T : IR — IRP uma aplicacao linear. Se f é k vezes diferenciavel num ponto x € U entao
T o f é k vezes diferenciavel no ponto x e vale a identidade:

d®(To f)(z) =T 0od® f(z): B™ x -+~ x R™ — IRY;

Vo
k vezes

em particular, se f é de classe C* entdo T o f é de classe C*.

Demonstragao. Usamos inducao em k. O caso k = 1 ja é conhecido. Suponha o resultado
valido para um certo k > 1 e seja f uma funcao k + 1 vezes diferenciavel no ponto x € U.
Em particular, f é k vezes diferencidavel no ponto x, donde pela hipdtese de indugao a fungao
T o f é k vezes diferenciavel no ponto z e vale a identidade d*)(T o f)(z) = T o d® f(x).
Considere a aplicacao linear:

7 : Mult-ling (IR™; IR") 5 B+ T o B € Mult-ling (IR™; IRP);

sabemos que:
d®(To f)=10d®F.
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Como d*¥(T o f) = 1/},;1 o d®) (T o f) e como d®) f =4y, o d¥f ¢é diferencidvel em x, segue
da identidade acima que d*(T o f) é diferencidvel no ponto z, donde T o f é k + 1 vezes
diferenciavel no ponto z. Diferenciando a identidade acima e utilizando a regra da cadeia
obtemos:

d(d(k)(T o f))@) — 70 d(d(k)f) () : R™ — Mult-ling (IR™; IR?);

aplicando os dois lados da igualdade acima em v; € IR™ e depois na k-upla (va, ..., vg+1)
obtemos:

d(d(k)(Tof))(x)(vl)(vg,...,ka) =T d(d(k)f)(x)(vl)} (Vg ..., Vgt1)
= Tod(d(k)f)(a:)(vl)](vg,...,vk+1)

= T[d(d(k)f) () (v1)(ve, . .. 7'Uk+1)i|.

Usando a relagio observada anteriormente (veja férmula (x)) entre d(d*)f) e dtk+1) ¢
obtemos finalmente:

d(k+1)(T o f)(x)(v1,...,0p41) = T[d(k+1)f($)(v1, e ;’Uk:+1)}>

o que completa a demonstracio do passo de inducao. Finalmente, se f é de classe C* entao
d®) f é continua e portanto d®) (T o fl=71o d®) f é continua, donde T o f é de classe C¥.
|

Corolario. Uma funcao f : U C IR™ — IR™ é k vezes diferenciavel num ponto x € U se
e somente se cada coordenada f': U — IR é k vezes diferencidvel no ponto x; além do
mais, a i-ésima coordenada de d®) f(z) € Mult-ling (IR™; IR") coincide com d®) fi(z) €
Mult-ling (IR™; IR). Analogamente, f é de classe C* se e somente se cada f* é de classe
C*.

Demonstracao. Seja m; : IR" — IR a i-ésima projecao. Temos f* = m; o f; como m; é
linear, o lema nos diz que se f é k vezes diferencidvel no ponto = € U entao cada f? é k
vezes diferencidvel em z e que a i-ésima coordenada de d*) f(x) coincide com d®) fi(z).
Reciprocamente, suponha que cada f* é k vezes diferencidvel no ponto z; se e; € IR"
denota o i-ésimo vetor da base candnica entao a aplicacao:

R>c+——ce; € IR"

é linear donde pelo lema a aplicacdo U > y — f*(y)e; é k vezes diferencidvel no ponto z.
Como f =Y, f'e;, concluimos que f é k vezes diferencidvel no ponto z. A demonstragao
de que f é de classe C* se e somente se cada f? é de classe C* é feita de maneira anéloga.
|
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Teorema. (“regra da cadeia” C*) Sejam f : U ¢ R™ — IR", g : V C IR® — IRP
fungées definidas em abertos U C IR™, V C IR"™, de modo que f(U) C V. Se f é k vezes
diferenciavel num ponto x € U e g é k vezes diferencidavel no ponto f(x) € V entao a
aplicacao composta g o f é k vezes diferencidavel no ponto x. Além do mais, se f e g sao
de classe C* entdo também g o f é de classe C*.

Demonstragao. Seja C : Lin(R", IRP) x Lin([R™, IR") — Lin(IR™, IRP) a aplica¢ao com-
posigao definida por C(S,T) = S oT. Sabemos que C é bilinear; da regra da cadeia segue
que:

d(go ) =Co(dgo f,df).

Mostraremos agora o resultado desejado por indugao em k. O caso kK = 1 é conhecido.
Supondo o resultado vélido para um certo £ > 1, suponha que f é k+ 1 vezes diferencidavel
em x e que g é k+ 1 vezes diferencidvel em f(x). Dai go f é diferencidvel numa vizinhanga
de z e vale a féormula acima para d(g o f). Sabemos que df é k vezes diferencidvel no
ponto x, que f é k vezes diferenciavel no ponto x, que dg é k vezes diferenciavel no ponto
f(z) e que C é k vezes diferencidvel em qualquer ponto (na verdade C é de classe C*°) —
segue da hipdtese de inducao que dg o f é k vezes diferencidvel no ponto x (e portanto
que (dg o f,df) é k vezes diferencidavel no ponto x) e que d(go f) = Co (dgo f,df) é k
vezes diferenciavel no ponto x. Dai go f é k + 1 vezes diferenciavel no ponto x. Supondo
agora que f e g sao de classe C**!  concluimos de modo andlogo usando a identidade
d(go f) =Co(dgo f,df) e a hipétese de inducao que d(go f) é de classe C*; dai go f é
de classe C**1, o que completa a demonstracio. B

Corolario. Se f,g : U C IR™ — IR sao k vezes diferenciaveis no ponto x € U entao o
produto fg : U — IR é k vezes diferenciavel em x. Além do mais, se f e g sao de classe
C* entao também fg é de classe C*.

Demonstragao. Observe que fg = Bo(f,g),onde B : IRx IR — IR denota a multiplicagao
de ntimeros reais.

Observagdo. Juntando todos os resultados mostrados até agora, ja podemos concluir que
se as coordenadas f? de uma funcao f : U C IR™ — IR™ sdo dadas por férmulas (i.e.,
funcoes elementares) que nao envolvem raizes de expressoes que podem se anular entdo f
¢é de classe C'™°.

Exemplo. Seja f: U C IR™ — IR"™ uma funcao diferenciavel em U. Podemos identificar
o espago vetorial Lin([R™, IR™) com o espaco das matrizes reais n X m, o qual pode ser
identificado com IR™" da maneira 6bvia. Temos que a funcao df : U — Lin(R™, IR")
¢é continua se e somente se é continua coordenada por coordenada quando identificamos
Lin(IR™, IR™) com IR™". Recordando que a matriz que representa a aplicacao linear d f(z)
na base canonica (i.e., a matriz Jacobiana de f no ponto x) possui como entradas as

K2

derivadas parciais 2L-(z), vemos que f é de classe C! se e somente se f é diferencidvel e
oxJd ’

possui derivadas parciais continuas — mas ja sabemos que uma funcao que possui derivadas

parciais continuas é diferenciavel. Mostramos entao que:

f é de classe C' <= f possui todas as derivadas parciais gif -~ continuas.

78



Obviamente uma funcao f é de classe C* se e somente se f for diferenciavel e sua diferencial
df for de classe C*~1; mas df é de classe C*~! se e somente se suas coordenadas % sao
de classe C*~1. Mostramos entdo (por inducao em k) que f é de classe C* se e somente

se f admite derivadas parciais de ordem k:

o d of

Ozt OxJz2 Oxik

k ri
(0) = st

 Qxddxdz ... Qxik

(),

para todos ji,...,jxk =1,...,m, 1= 1,...,n, todas continuas em U.

Teorema. Suponha que f : U C IR™ — IR"™ é k vezes diferenciavel num ponto x € U.
Entao dados vetores e, , ... ,e;, € IR™ da base canonica de IR™ temos:

ok f

Oxi10xIz ... 0xx

d(k)f(x)(ejw"'?ejk) = (z).

Demonstragao. Fazemos inducao em k. O caso k = 1 é a definigao de derivada parcial.
Suponha o resultado valido para um certo £ > 1 e suponha que f é k+1 vezes diferenciavel
no ponto x. Fixados j1,...,jk+1 € {1,...,m}, denote por A a aplicagao linear de avaliacao
na k-upla (ej,, ..., €5, ), i.e.:

A Mult-ling (IR™; IR™) > B +— B(ej,, ..., ¢ej,.,) € R".
Pela hipétese de inducao temos:

@B f)) = — 2,

© Qxd2QxIs .. QrIk

k
diferenciando a igualdade X o d®) f = W no ponto x e aplicando o resultado em
e;, obtemos:

k+1
d(d(k)f) (x) (ejl)(€j27 SR ejk+1) = 0 f (:C)

C OxIrdxIz ... Dadrn

Usando a férmula (%) que relaciona d(d(k) f ) (z) e A1) f(x) obtemos o resultado desejado.
|

Exemplo. (o caso m = 1) Se f : U C IR — IR" é uma curva k vezes diferencidvel no
instante ¢ € U entao pelo teorema acima temos:

_dy

d® f(4)(1,1,...,1) = k(s

k vezes
além do mais, da multi-linearidade de d®) f(¢) obtemos:

k) d*f
A0 F(t) (s P i) = (O

para todos hq, ho, ..., hi € IR.
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Exercicios.
(nao é para entregar, mas é bom dar uma olhada e quem tiver problemas me procura).

Diferenciagéo.
1. Seja B: IR™ x IR™ x --- x IR™ — IR™ uma aplicacao p-linear.

(a) Mostre que B é diferencidvel e que sua diferencial é dada por:

p
dB(.’L‘l,...,ZL’p) . (hl,...,hp) = ZB(xl,...,xi_l,hi,xi+1,...,$p),

=1

para todos x; € IR™, h; € R™,i=1,...,p.
(b) parai=1,...,p considere a aplicagao:

B;:R™ x--- x R™~' x R™*+ x -+« x R™ — Lin(IR™ x --- x IR™ IR")
definida por B;(x1,...,%Ti—1,Tit1,...,2p)(h) = B(x1,...,Ti—1, hi, Tix1, ..., Tp),
onde h = (hq,...,hy). Mostre que B; é uma aplicacao (p — 1)-linear.

(c) Sejap; : R™ x---x IR™ — IR™ x---x R™i~1 x [R™i+1 x---x [R™» a aplicacao
linear que esquece a i-ésima coordenada, i.e.:

pi(xl,...,:z:p) = (331,...,1'7;_1,1'1;_’_1,...,.(62,).
Mostre que:

=1

(d) Utilize inducao em p e o resultado do item (c¢) para concluir que toda aplicagao
p-linear é de classe C°°.
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Adendo a Aula numero 9

Af vai uma aplicacdo importante da desigualdade do valor médio que ficou faltando
na aula ntmero 9.

Teorema. Seja f : U C IR™ — IR" uma fungao diferencidvel com df(x) = 0 para todo
x € U, onde U é um aberto conexo de IR™. Entao f é constante.

Demonstracao. Se U é convexo entao para todos z,y € U podemos aplicar a desigual-
dade do valor médio para f no segmento [x,y] obtendo:

£ (y) — fz)]] < sup |df(2)||lly — =] =0,

donde f(z) = f(y) e f é constante em U. Vamos agora mostrar o caso geral, i.e., o caso
que U é um aberto conexo qualquer de IR™. Seja ¢ € IR"™ um elemento qualquer da imagem
de f (o caso U = () é meio ridiculo) — considere o conjunto:

A={zeU: f(z)=c} = f"(o).

Temos A # () pois ¢ € f(U); além do mais, A é fechado em U pois f é continua e {c}
é fechado em IR"™. Se mostrarmos que A é aberto (em U ou em IR™, d4 no mesmo),
poderemos concluir da conexidade de U que A = U, o que completara a demonstragao.
Observe entao que se x € A entdo temos uma bola B(z;r) C U contida em U e como a
bola é convexa, segue da primeira parte da demonstracao que f é constante em B(z;7) e
portanto B(z;r) C A. Isso completa a demonstragao. B
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Aula nimero 11 (17/04)

A aula ntimero 11 cobriu o “adendo a aula ntimero 9” e boa parte do material origi-
nalmente destinado a aula ntimero 10 sobre “diferenciacao de ordem superior”, faltando
apenas a relacao entre as diferenciais de ordem superior e as derivadas parciais de ordem
superior.

Aula niimero 12 (19/04)

A aula comeca cobrindo o material sobre a relacao entre as diferenciais de ordem
superior e as derivadas parciais de ordem superior, originalmente destinado a aula niimero
10.

(1) O teorema de Schwarz.
Teorema. (de Schwarz) Seja f : U C IR™ — IR™ uma funcao duas vezes diferencidvel
num ponto x € U, onde U C IR™ é um aberto. Entao:
o0 f 0 f
OxtdxI (z) = 0xJ Ox? (),

para todos i,j7 =1,...,m.

Demonstragao. O teorema pode obviamente ser demonstrado coordenada por coorde-
nada e portanto podemos supor sem perda de generalidade que n = 1. Na verdade,
podemos supor também que m = 2; o caso geral segue do caso m = 2 considerando a
funcao:

(f, 2%) — (o, 2, @ )
definida numa vizinhanga aberta do ponto (z;, ;) em IR?.

Seja entdo f : U — IR uma funcao definida num aberto U em IR?, duas vezes dife-
rencidvel num ponto (z,y) € IR? — vamos denotar a diferenciacdo parcial para funcoes
definidas em abertos de IR? usando os simbolos % e %. Devemos mostrar entao que:

Oxdy "’ Oyox 7

Considere a fungao:

ot)=flx+ty+t)— flx+t,y) - flz,y+1t)+ f(z,y),

definida para t numa vizinhanca aberta da origem em IR. A estratégia da demonstracao é

92 f 9% f ~ . . .. . p(t)
mostrar que tanto m(m,y} como ayw(x,y) sao iguais ao limite lim; o <55~
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Como U é aberto, podemos escolher € > 0 tal que |z’ —z| < e e |y —y| < e implicam
(',y") € U. Fixado t com |t| < &, podemos considerar a funcao:

ly—cy+elay — &) =fla+ty) - flx,y) e R

e observar que ¢(t) = {(y+t)—&(y). Aplicando o teorema do valor médio para £ concluimos
que existe 6 € (0, 1) tal que:

0 0
o(t) = E(y 1) — E(y) = 1€'(y + 01) = ¢ 8—5( +t,y+0t)—a—£(x,y+9t) ;

como df é diferencidvel em x, temos que g—gj é diferencidvel em x (veja o Exercicio 1) e
portanto podemos escrever:

0 0
3—£($+h,y+k) = a—z(x,y)Jr

0? 0?
s @b+ S @)k + plh )] (D)

com limp, x)—0 p(h, k) = 0. Usando a férmula acima com (h,k) = (t,0t) e com (h,k) =
(0,0t) obtemos:

ot) =t [g—z@ D+ St 37% )0t + p(t, 00)]| (1 9t>||]
¢ {g_;‘@,y) + g_yf@ y)0t + p(0,01)]] (0, Htﬂﬂ
2 1)+ 10,00 .00~ 000,00 0.0
e portanto
i % - 8a;§y (@9

(observe que 6 nao é uma constante quando fazemos ¢ — 0, mas sim uma fungao de t;
no entanto, o valor de 6 fica no intervalo (0,1) para todo t). Observe agora que, fixado
t € [—e,¢], temos p(t) = n(x +t) — n(z), onde n é a fungao definida por:

[z —e,x+el 22 — @)= fla',y+t)— f(a,y).

Repetimos agora o que foi feito acima usando n no lugar de ¢ e usando a diferenciabilidade
de %; concluiremos que:

. pt)  Pf

o que completa a demonstracao. B

Uma aplicagao bilinear B : V x V' — W é dita simétrica quando B(vy,ve) = B(va,v1)
para todos v1,vy € V. Mais geralmente, uma aplicagdo multi-linear B € Mult-ling (V; W)
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é dita simétrica quando para todos vy,...,vx € V, o valor de B(vy,...,v;) é invariante
(i.e., ndo se altera) por permutagoes dos vetores v;, i.e., quando:

B(Ul, ce ,’Uk) = B(UU(1)7 ce 7Ua(k))7

para toda bijecao o : {1,...,k} — {1,...,k}.
Observagdo. Na verdade, para que B € Mult-ling(V; W) seja simétrica é suficiente que

para todos vy,...,vr € V, o valor de B(vy,...,v;) seja invariante por trocas de vetores
consecutivos v;, viy1, 1.€., que:

B(vl,...,vi,vi+1,...,vk) = B(’Ul,...,'Ui_|_1,’UZ',...,’Uk),

para todo i = 1,...,k — 1. Isso segue do fato extremamente intuitivo de que toda per-
mutacao de k elementos pode ser realizada através de trocas de elementos consecutivos; a
formalizacao correta desse fato occore quando se estuda em algebra a estrutura do grupo de
permutacoes Sy, (para quem ja estudou um pouco de teoria dos grupos, veja os Exercicios 6,
7e8).

Corolario. Se f : U C IR™ — IR™ é duas vezes diferenciavel num ponto x do aberto U
entao o Hessiano de f no ponto x é uma aplicacao bilinear simétrica.

Demonstragao. Segue do Teorema de Schwarz e do Exercicio 2.

Corolario. Se f: U C IR™ — IR" é k vezes diferenciavel num ponto x do aberto U entao
a diferencial de k-ésima ordem d*) f(z) é uma aplicacdo k-linear simétrica.

Demonstragao. Se f é k vezes diferencidavel em x entao as derivadas parciais de f de
ordem [ com | < k — 2 sdo duas vezes diferencidaveis em x (veja o Exercicio 1) e portanto
aplicando o Teorema de Schwarz indutivamente concluimos que o valor de uma derivada
parcial de ordem k de f no ponto x nao depende da ordem em que as k derivadas parciais
sao feitas. A conclusao segue do Exercicio 3. B

(2) Aplicagoes multi-lineares em coordenadas.

O objetivo desta secao ¢é o de fazer uma preparagao para o estudo da férmula de Taylor
para funcoes de varias varidveis.

Seja B € Mult-ling ([R™; IR™) uma aplicacdo k-linear. Vamos recordar um pouco o
que foi deixado como exercicio na aula nimero 3 (13/03) — dissemos 14 que uma aplicagao
multi-linear fica univocamente determinada por seus valores em vetores de uma base.
Vamos explorar isso mais a fundo: seja (e;)/”; a base canoénica de IR™. A aplicagdo B
deve ser calculada numa k-upla de vetores de IR™; vamos entao calcular B em k vetores
da base canodnica, digamos e;, ..., €;,, onde os indices i1,...,4; variam em {1,...,m}.
Escrevemos entao:

B(eil,eiz, . ,eik) = bi1i2.‘.ik € IR".

Esse processo produz m* vetores de IR™. O fato importante para se ter em mente é que
os vetores b i, i, U1,-..,% = 1,...,m, descrevem a aplicacao k-linear B completamente.
Vamos fazer algumas contas. Digamos que os vetores b;, . ;, € IR" sejam dados e digamos
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que queremos calcular o valor de B numa k-upla arbitraria (vi,...,v;) de vetores de

IR™, sendo que sabemos que B(e;,,...,€;, ) = b . ;.. Procedemos da seguinte forma:
escrevemos cada v,, a = 1,...,k, como combinagao linear dos vetores da base canonica,
i.e.:
m
Vo = Z veee,, a=1...k;
ia=1

denotamos por i, o indice usado na a-ésima somatoéria — em principio, na férmula acima,
nao é importante usar nomes diferentes para os indices das k somatorias, porém essa
distingao serd necesséria a seguir. Calculamos:

m il m i2 m 'Lk
B(vl,...,vk):B<E ] eil,g . vzei2,...,§ . vkeik>,
11:1 io=1 ’Lk:1

e pela multi-linearidade de B obtemos:

m m m
_ 11 .12 Tk
B(vy,...,v;) = E E E vty 0 By €igs e s €y )
i1=lia=1  ip=1

11,12 770 N
vl vz oo '/Uk bZ]_ZQ...Zk'

'MS I

Il
—

I
I
NE

@
oy
I
-
.
N
Il
—
-

k

Observacgdo. Para quem acha a quantidade de somatorias e indices acima uma coisa

incompreensivel, tente escrever sozinho(a) os casos k = 1 (que é bem facil) e k = 2,
ao menos — note que, quando k é pequeno, nao surge a necessidade de usar indices i,
a=1,..., k. Por exemplo, se k = 2 vocé pode usar i e j em vez de iy € is.

O que foi mostrado acima pode ser resumido na seguinte afirmacao: a aplicacao
Mult-ling (R™; R") 5 B +— (Blei,,...e,)),, _, € (R")™)

é um isomorfismo.

Observagdo. A expansao em coordenadas de B feita acima pode ser levada ainda um nivel
adiante: podemos descrever os vetores b;, . ;, € IR™ em termos de suas coordenadas na base
canonica de IR"™, obtendo niimeros reais bglmik ceR,t1,....0.=1,....m,j=1,...,n. Po-
demos entao pensar da seguinte maneira: uma aplicagao k-linear B € Mult-lin, (IR™; IR™)
pode ser descrita por uma hiper-matriz real n x m x --- x m com k + 1 indices, i.e., por
k vezes

uma colecao de nm"” nimeros reais. Em particular, quando k£ = 1 obtemos novamente
o fato familiar que aplicacgoes lineares 1" : IR™ — IR™ podem ser descritas por matrizes
reais n X m; quando k = 2 e n = 1 obtemos o fato (familiar?) que formas bilineares
B:IR™ x IR™ — IR podem ser descritas por matrizes reais m x m.

k

Exemplo. Se f: U C IR™ — IR" é k vezes diferencidvel no ponto = € U entao a aplicagao
k-linear d®) f () € Mult-ling, (IR™; IR™) é descrita pelos vetores:

ok f

...81‘“6(95)6]}% )

d(k‘)f(x)(eil, ces€i) = D7
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Exercicios.
(nao é para entregar, mas é bom dar uma olhada e quem tiver problemas me procura).

Diferenciagao.

1. Seja f: U C R™ — IR"™ uma funcao definida num aberto U C IR™. Mostre que se
f é k vezes diferencidvel num ponto x € U (k > 1) entao as derivadas parciais 88 g
de f sdo k — 1 vezes diferencidveis em x. Mostre também que se f é de classe C*
(k > 1) entao as derivadas parciais ggfi sao de classe C*~1 (dica: g—i = Aodf, onde
A: T +— T(e;) é a aplicacao de avaliacao no i-ésimo vetor da base canoénica de IR™).

Algebra linear.

2. Seja B : V xV — W uma aplicagao bilinear e seja (e;)"; uma base de V. Mostre que
se B(e;,e;) = B(ej,e;) para todos i,j = 1,...,m entdo B é simétrica (dica: defina
uma aplicagao bilinear B:VxV — W fazendo E(L y) = B(y, z) para todos z,y € V.
Recorde dos Exercicios da Aula nimero 3 (13/03) que duas aplicagoes bilineares que
coincidem sobre vetores de uma base sdo iguais).

3. Generalize o Exercicio 2 para o caso de aplicacoes multi-lineares, i.e., dada uma
aplicacdo k-linear B € Mult-ling(V; W) e uma base (e;)", de V, se a quantidade
B(eiy, €y, - - -, €;,) ¢ invariante por permutagoes dos indices i1, ..., ix, para todos
i1,...,0 = 1,...,m entdo B é simétrica (dica: se o : {1,...,k} — {1,...,k} é uma
bijecao, defina uma aplicagao k-linear B, € Mult-ling(V; W) fazendo:

Bo(v1,...,0) = B(Vo(1), -+, Vo(k))s Y V1,...,0% €V

observe que B, e B coincidem sobre vetores da base e conclua que B, = B).

Mais espagos métricos.

4. Sejam M, N espacos métricos. Uma aplicagao f : M — N é dita fechada quando
f leva fechados em fechados, i.e., quando dado um fechado G em M entao f(G) é
fechado em N. Mostre que:

(a) se M é compacto entao toda aplicagao continua f : M — N é fechada;

(b) se f: M — N é uma bijegao continua entdo f é fechada se e somente se f é um
homeomorfismo;

(c) se f: M — N é uma bijecao continua e M é compacto entdo f é um homeomor-
fismo.

5. (o teorema de alfandega) Sejam M um espago métrico, C' C M um subconjunto conexo
e S C M um subconjunto qualquer. Mostre que se C' possui pontos de S e pontos do
complementar de S entao C' possui pontos da fronteira de 5, i.e.:

CNS#0, C¢gS= CnNIS #0.
(dica: se CNOS =0 entdao C = (CNint(S)) U (C Next(S)) é uma cisdo de C).
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Algebra (s6 para quem conhece um pouco de teoria dos grupos!).

6. Seja Sk o grupo formado por todas as bijegoes o : {1,...,k} — {1,...,k} munido da
operacao de composicao; o grupo Si é conhecido como o grupo das permutacoes de

k elementos. Dados i,j € {1,...,k} com i # j entdo a permutacdo o = (i j) € Sk
tal que o(i) = j, 0(j) =i e o(x) = x para x & {i,j}, é chamada a transposicao dos
elementos i e j. Mostre que as transposigoes (i i+ 1) com ¢ = 1,...,k — 1 geram o

grupo Sy, (dica: use indugao em k).

7. Seja G um grupo e suponha que seja dada uma acao de G num conjunto X. Dada
uma funcao f : X — Y, um ponto z € X e um conjunto de geradores S C G, suponha
que f(g-z) = f(x) para todo g € S e todo x € X. Mostre que f(g-z) = f(x) para
todo g € G e todo x € X (dica: o conjunto H ={g € G: f(g-z) = f(z), Yz € X} é
um subgrupo de G).

8. Seja B € Mult-ling (V; W) uma aplicagdo multi-linear. Seja X o conjunto das fungoes
v:{1,...,k} =V, ie., o conjunto V¥ das k-uplas (v1,...,vx) de vetores de V. Para
o0 €Sy, definac-t=1007t ie., 0 (v1,...,0,) = (Vo-1(1)5 - -+ Vo—1(k))- Mostre que
(0,1) — o -1 define uma acdo do grupo Sy no conjunto V*. Conclua dos Exercicios 6 e
7 que B é simétrica se e somente se para todos vy, ...,vr € V o valor de B(vy, ..., vk)
é invariante por trocas de vetores consecutivos v;, v;+1, ¢ = 1,...,k — 1 (observacao:
multi-linearidade nao tem nada a ver com este exercicio).
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Aula nimero 13 (24/04)

(1) Polinémios de vérias varidveis.

Um monoémio em IR™ é uma funcao da forma:

m A1 A A
R" >x = (x1,...,2m) —> x725? -2, € IR,
onde A1, Ao, ..., \;, sao inteiros nao negativos — por simplicidade de terminologia, é con-

veniente convencionar que 0° = 1. O inteiro A; + - -- + \,, é chamado o grau do monémio
acima. Uma funcao polinomial em IR™ tomando valores em IR"™ é uma “combinacao linear”
de monomios em IR™ com coeficientes em IR"; de outro modo, uma fungao polinomial em
IR™ tomando valores em IR" é uma funcao da forma:

+oo
R™ >z +— p(x) = g ax, a2yt -z € IR,
)\17-~~,)\7n:0

onde os coeficientes ay, .., pertencem a IR™ e no maximo um niumero finito deles sao nao
nulos, i.e., a soma acima ¢é finita. O grau de uma func¢ao polinomial p é o maior grau de um
monomio aparecendo em p com coeficiente nao nulo, i.e., o maior dos ntimeros Ay +- - -+ A\,
tal que ay, .., #0.

Observagdo. Uma fungao polinomial p : IR™ — IR™ de grau 1 é o mesmo que uma fungao
afim nao constante, i.e., p é da forma p(z) = T'(z) + conde T : IR"™ — IR™ é uma aplicagao
linear nao nula e ¢ € IR™ é um vetor. Uma funcao polinomial de grau zero é o mesmo que
uma funcao constante nao nula. Quanto a funcao nula, pode-se convencionar que a mesma
nao possui grau definido, ou possui grau —1 ou que possui grau —oo, tanto faz.

Para trabalhar com polinomios de varias variaveis de maneira satisfatéria é conveni-
ente utilizar a notacao de multi-indice. Isso significa o seguinte: denotamos uma m-upla
(A, oy Ap) de in’;eiros nao negativos pelo simbolo A, o coeficiente ay, ., é denotado por
ay, o monomio z7"! x;\nm é denotado por z* e o grau A\; + --- + A, desse monoémio é
denotado por |A|. Uma funcao polinomial p : IR™ — IR™ de grau menor ou igual a k serd

denotada entao por:

onde cada ay € IR". Uma m-upla A\ = (A1,...,\,,) de inteiros ndo negativos é normal-
mente chamada um multi-indice de dimensao m e o nimero |A| é chamado o grau do
multi-indice A.

Definicao. Uma funcao polinomial homogénea de grau k é uma fungao polinomial que
pode ser escrita usando apenas monomios de grau k, i.e., uma funcao polinomial p da
forma:

R™ >z +— p(x) = Z axz™ € R",
IAl=F
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com cada ay € IR".

Observagdo. O leitor com senso critico pode se sentir incomodado pelas defini¢oes acima,
pelo seguinte motivo: em principio é possivel que uma fungao polinomial admita mais de
uma representacao como combinacao linear de monomios, i.e., seria possivel que:

5 ayz = g a\a?,

A<k A<k

para todo x € IR™, porém com ay # a), para algum \. Isso tornaria muitas das definigdes
acima ambiguas, pois o grau de uma fungao polinomial poderia em principio depender
da representagao utilizada — além do mais, uma funcao polinomial homogénea poderia
admitir também representacoes nao homogéneas. Na verdade, nao ha problema nenhum!
A representacao de uma funcao polinomial como combinacao de monomios € de fato tinica.
Para os que tem uma boa base de algebra, esse fato deve ser conhecido na seguinte forma:

“Se D é um dominio de integridade infinito (por exemplo, D = IR) entao o anel de
polinémios D[X7, ..., X,,]| é canonicamente isomorfo ao anel de fun¢ées polinomiais de m
variaveis em D.”

Para os que nao tem familiaridade com o fato algébrico acima, podemos usar um outro
argumento: se p: IR™ — IR™ é dada por:

p(x) = Z axz* € R", z € R™,

A<k
entao:
ay=——(0
Al Oz (0),
8 p o p . ~
onde A = A IA!--- Al e S = T ~— . Isso mostra que os coeficientes a) sao
T am118m22~~-amm?n

univocamente determinados pela funcao polinomial p.

Observagdo. Uma maneira agradavel de lembrar os fatos acima usando a linguagem da
algebra linear é o seguinte: considere o espago vetorial F(IR™, IR"™) de todas as fungoes
f: IR™ — IR™ — as operacoes de espago vetorial em F(IR™, IR™) sao definidas da maneira
6bvia. As fungbes polinomiais homogéneas de grau k formam um subespago de F(IR™; IR™)
que serd denotado por Pr(R™,IR™). A soma dos subespagcos Py (IR™, IR"™) de F(IR™, IR")
é direta, i.e., se para i = 0,...,k, p; : IR™ — IR"™ é uma funcao polinomial homogénea
de grau ¢ entao py + p1 + - -+ + pr = 0 implica p; = 0 para todo ¢ = 0, ..., k; denotando
por P(IR™,IR"™) o subespago de F(IR™,IR") formado por todas as fungdes polinomiais
obtemos entao:

+oo
P(R™, R") = P Pi(IR™, R").
k=0

A soma direta:

P<i(R™, R") = P P:(IR™, R")



é igual ao subespago P<j(R™, R"™) de P(IR™, IR") formado pelas funcoes polinomiais de
grau menor ou igual a k. Enquanto P(IR™, IR™) possui dimensao infinita (para m,n # 0),
os espagos Pr(IR™,IR") e P<i(IR™, IR"™) possuem dimensao finita (qual seria uma base
para tais espacos? veja o Exercicio 1!).

(2) Relacao entre aplicagoes multi-lineares e poliné6mios.

Se B € Mult-ling (IR™; IR™) é uma aplicacdo multi-linear entao escrevemos:

B(z)® = B(z,z,...,z), =€ R™.
————

k vezes

Considere a aplicacao ¢ : IR™ — IR" definida por:

o(z) = B(z)®, zeR™.

m
=1

Escrevendo x = ), ; x;e; obtemos:

m

(ZS(m) = Z Lij1 Ljgy * " xikbiliz...ik7

i1,..ip=1

onde b;, ;. = B(ei,...,e;,) € IR". Vocés agora podem se convencer que a expressao
acima define uma funcao polinomial homogénea de grau k. De fato, dentre os indices
i1,...,0k € {1,...,m}, temos uma certa quantidade deles, digamos A1 > 0, que sdo iguais
a 1; alguns outros, digamos Ay > 0, sao iguais a 2. Em geral, podemos denotar por A;
o numero de indices iy,...,7; que é igual a j (com j = 1,...,m). Obtemos entdao um
multi-indice A = (A1,..., Ap) com |A| = k; vamos denoté-lo por:
A= Fiy .. 0.
Observe que:
Tiy LTy * " Ti), = xi‘lx;Q coeghm = z.

em notacao de
multi-indice

Concluimos entao que:

o) = Y ara?,

IA|=k
onde a) é dado por:
m
n
ay = E bi,..q, € IR".
i1,eeyip=1

Um exercicio simples de combinatéria mostra que a somatoria acima tem exatamente ’;\—:
termos (verifique!).

Vamos mostrar agora que toda funcao polinomial homogénea de grau k é da forma
z + B(z)® para alguma aplicacdo k-linear B € Mult-ling, (IR™; IR™); na verdade, tal
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aplicacao B pode ser escolhida de muitas formas. Por exemplo, dada uma funcao poli-
nomial homogénea p(z) = 3, _; axz® de grau k entdo podemos definir uma aplicacdo
multi-linear B € Mult-ling (IR™; IR™) fazendo:

ax
B(eil, P ,elk) f— blllk g FA!,

para todos i1,...,1x = 1,...,m com #1i1 ...1; = A. Obtemos entao uma aplicacao k-linear
simétrica B € Mult-ling (IR™; IR™) com p(z) = B(x)*) para todo = € IR™.

Exemplo. Suponha que B : IR x IR™ — IR™ é uma aplicagdo bilinear e escreva B(e;, e;) =
bij, para i,j = 1,...,m. Temos:

B(l‘,x) = Z bijwimj,

1,7=1

para todo x € IR™. Podemos escrever também:

=1 3,7=1
1<J

Observe que se B : IR™ x IR™ — IR™ é uma outra aplicagao bilinear com:

B(ei,ej) + Blej, e;) = Blei,e;) + Blej, e),

para todos 7,5 = 1,...,m entao B e B definem a mesma fungao polinomial, i.e., B(z,z) =
E(x, x) para todo x € IR™. Em geral entao é possivel que uma infinidade de aplicagoes
multi-lineares definam a mesma funcao polinomial homogénea! Veremos adiante, no en-
tanto, que tém-se a unicidade da aplicacao multi-linear associada a uma funcao polinomial

homogénea quando restringe-se as aplicacoes multi-lineares simétricas!

Observagdo. Uma aplicacao polinomial homogénea de grau 2 é também chamada uma
forma quadratica. Recorde que se ¢ é uma forma quadratica em IR? entdo o conjunto
solucao de ¢(z) = 1 é chamado uma cénica e que se ¢ é uma forma quadritica em IR3
entdao o conjunto soluc¢ao de ¢(x) = 1 é chamado uma quddrica.

Teorema. Seja B € Mult-ling (IR™; IR™) uma aplicacao k-linear simétrica. A aplicacao
#(x) = B(x)*) é de classe C* e sua r-ésima diferencial é dada por:

d"e(x) - (h1,...,he) =k(k—1)---(k—r+1)B(z,...,z,h1,...,h),
N——

k—r vezes
parar <k e d¢(xz) =0 parar > k. Em particular:
d® p(2) = k!B,
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para todo x € IR™.

Demonstragao. Usamos indugao em r. O caso r = 1 segue observando que ¢ = Bo A,
onde A : R™ — (IR™)* é a aplicacao diagonal dada por A(x) = (z,...,7). Como A é
——

k vezes
linear e B é multi-linear, a regra da cadeia nos da:

d¢(x)-h = B(h,z,...,z)+ B(x,h,z,...,x)+ -+ B(z,x,...,z,h) = kB(x,...,z,h),

pois B é simétrica. Suponha agora o resultado verdadeiro para um certo r > 1. Considere
a aplicacao (k — r)-linear simétrica:

B:R™ x - x R™ — Mult-lin, (R™; R")

g

k—r vezes

definida por:
By, ..., x5—y) - (h1,... hy) = B(x1, ..., Thrs h1, -, hy).
A hipétese de inducao nos diz que:
AN ¢(x) = k(k — 1)+ (k —r + 1)B(z)*");
diferenciando a igualdade acima dos dois lados obtemos:
A" é(x) - (ha, .oy hegr) = A(dD ) () - (ha)(h2y ..oy hrgr)

—k(k—=1)---(k—r+1)(k—7r)B(z,...,z,h) - (hay. .., hry1)

=kk—1)---(k—r+1)(k—7)B(z,...,z,h1,...,hry1),
o que completa a demonstracao. B
Corolério. Se Mult-linj™ (IR™; IR™) denota o espaco das aplicagées k-lineares simétricas
B:IR™ x---x IR™ — IR" entao temos um isomorfismo:

Mult-lin}™ (IR™; IR") > B — ¢p € Pi(IR™; IR")
onde ¢p(z) = B(x)*) para todo x € IR™.
Demonstragao. A sobrejetividade ja foi estabelecidada quando observamos que toda
funcio polinomial homogénea de grau k é da forma z +— B(x)®*) para alguma aplicacao
k-linear simétrica B € Mult-ling (IR™; IR"). A linearidade de B + ¢p ¢é muito simples.
Resta mostrar a injetividade. Suponha entao que B € Mult-liny™ (IR™; IR™) é tal que
¢p = 0. Obtemos entao:
d®¢p(x) = k!B =0,
e portanto B =0. 1
(3) O polinémio de Taylor.
Segue do que foi visto na secao anterior que toda aplicacao polinomial p : IR™ — IR™

de grau menor ou igual a k£ pode ser escrita na forma:

k
p() =3 Bi@)®, weR™,
i=0
onde cada B; € Mult-lin; ([R™; IR"™) é uma aplicacdo multi-linear simétrica (com excecao

de By, que denota simplesmente um vetor fixado em /R™). Além do mais, as aplica¢oes B;
sao univocamente determinadas por p.
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Teorema. Seja f : U C IR™ — IR"™ uma funcao definida num aberto U C IR™, k vezes
diferenciavel num ponto x € U. Entao:

k
ph) =3 5 dVf () (WO, he BT,
i=0

é a tinica funcao polinomial de grau menor ou igual a k tal que p(0) = f(x) e dp(0) =
d® f(z) parai=1,... k.

Demonstragao. Se p(h) = Zf:o B;(h)® é uma aplicacdo polinomial de grau menor ou
igual a k, onde cada B; é uma aplicacao i-linear simétrica B; € Mult-lin; ([R™; IR™) entao
é facil ver que p(0) = By e que dWp(0) = i!B; parai=1,...,k A conclusdo segue. B

Seja f: U C IR™ — IR"™ uma fungao k vezes diferenciavel num ponto z € U, onde
U C IR™ é um aberto. A funcdo polinomial p(h) = Zf:o Ld® f(x) - (h)® é conhecida
como o k-ésimo polinémio de Taylor de f em torno do ponto xz. Podemos escrever:

Floh) = F@)+ df (@) hot o d® ) (1) ot d® fa) - () 4 (h),

onde r é uma funcdo k vezes diferencidvel no ponto 0 tal que r(0) = 0 e d®7(0) = 0 para
1 =1,...,k. Dizemos que r é o resto do k-ésimo polinomio de Taylor de f em torno de x.

Observagdo. Se r é o resto do k-ésimo polinomio de Taylor de f em torno do ponto x e se
f é 1 vezes diferenciavel em x para um certo [ > k entao r também é [ vezes diferencidvel
no ponto z e dr(x) = d® f(x) para todoi =k +1,...,1.

O fato que r se anula no ponto 0 juntamente com suas k primeiras diferenciais implica
em certo sentido que o resto r é “bem pequeno” em torno de 0. Essa idéia intuitiva de “bem
pequeno” pode ser expressa precisamente em termos de trés resultados que apresentamos
agora.

Teorema. (Taylor infinitesimal) Se f é k vezes diferencidvel no ponto x (k > 1) e ser é
o resto do seu k-ésimo polinomio de Taylor em torno de x entao:

lim r(h)

R TA T

Demonstracao. Vamos mostrar por inducao em k que se r é uma funcao que se anula
juntamente com suas k primeiras diferenciais no ponto 0 entao limy_,g % = 0. O caso
k = 1 segue trivialmente da defini¢ao de funcao diferencidvel (quando se escreve a definigao
de funcgao diferencidvel para a fungao r no ponto 0 vé-se que r é o préprio resto). Supondo
o resultado valido para um certo k, suponha que r se anula juntamente com suas k + 1
primeiras diferenciais no ponto 0. Pela desigualdade do valor médio temos:

lr(R)]l < sup ||dr(R)]| [|Al],
0€(0,1)
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para h suficientemente pequeno. Como dr se anula juntamente com suas k primeiras
diferenciais em 0, segue da hipétese de indugao que:

._dr(h)
% TalF ~

assim, dado ¢ > 0, podemos encontrar 6 > 0 tal que ||h|| < J, implica Hdr(h)” < ¢l||h||*.
Daf ||h|| < ¢ implica:

[r(m)]| < sup |dr(@n)||||B] < sup ell6n]* (]l < e[n]**.
0€(0,1) 0€(0,1)

Concluimos entao que:
r(h)
S N/
no AR

o que completa a demonstracao. B
Antes de provar nosso préximo teorema, precisamos do seguinte:
Lema. (desigualdade do valor médio generalizada) Sejam ¢ : [a,b] — IR™, 1) : [a,b] — IR

fungdes continuas, diferencidveis no intervalo aberto (a,b), tais que ||¢/(t)|| < v¢'(t) para
todo t € (a,b), onde usamos uma norma arbitréria || - || em IR™. Entao:

[6(6) — ¢(a)|| < ¥(b) —¥(a).

Demonstragao. Seja A : IR™ — IR um funcional linear unitério (i.e., ||A|| = 1) que
reproduz a norma do vetor ¢(b) — ¢(a), ie., tal que A(¢(b) — ¢(a)) = H¢(b) - aS(a)H
(recorde Aula nimero 9 — 03/04). Aplicando o teorema do valor médio para a fungao
Y — Ao ¢: [a,b] — IR obtemos que existe ¢ € (a,b) com:

(b—a)[¢'(c) = A(¢'(c)] = ¥(b) — ¥(a) = A((b) — ¢(a)) = ¥ (b) — ¥(a) — [|6(b) — ¢(a)|;

observe agora que:

A(¢(e) < M) < ¢/ < v'(0),
donde 9'(c) — A(¢'(c)) > 0. A conclusdo segue. B

Teorema. (Taylor com resto de Lagrange) Suponha que o segmento de reta [x,x + h]
esteja contido no dominio U de f, que f seja de classe C¥ em U (k > 0) e k + 1 vezes
diferencidvel nos pontos do segmento aberto (x,x + h). Se r denota o resto do k-ésimo
polinémio de Taylor de f em torno de x entao:

lr(h)|| < ) G(Suerh) Hd(k+1)f(z)H h||F+1,
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onde Hd(kH)f )|| denota a norma da aplicagdo multi-linear d**V f(z) (veja o Exercicio
29 da aula nimero 7 — 27/03).

Demonstragao. Considere a curva ¢ : [0,1] — U C IR™ definida por:

o(t) = f(x+th)+ (1 —t)df(x +th)-h+ %d@)f(awrth) (h)@ + ...

- “;_'t)k A® o+ th) - ()P,

para todo t € [0, 1]. Temos que ¢ é continua em [0, 1], derivdvel em (0, 1) e usando inducao

em k ¢ facil mostrar que (veja o Exercicio 4):

() = LD 4000 oy oy - )0+,

para todo t € (0,1). Considere também a funcdo v : [0,1] — IR definida por:

o) = =TT % ) |l
(k+1)' z€(x,x+h)
temos:
_ \k
o)) < & kf) sup A"V £ [0 = w'(1), € (0,1).

z€(z,x+h)

Como (1) — ¢(0) = 7(h) e ¥(1) = ¥(0) = Gy SUPze(emin) |[dFTVF )| IR[IFH, a

conclusao segue do lema anterior. B

Teorema. (Taylor com resto integral) Se f é de classe C¥*1 em U (k > 0) e se o segmento
[z, x + h] estd contido em U entao o resto r do k-ésimo polinémio de Taylor de f em torno
de x é dado por:

1 1
E / (1= 8%+ f( + th) - (h)*+D d,
0

r(h) = 1

Demonstragao. Defina ¢ como na demonstracao da férmula de Taylor com resto de
Lagrange. Observe que ¢ é de classe C! em [0,1] e aplique o teorema fundamental do
calculo para ¢, i.e., observe que:

r(h) = B(1) — $(0) = / &/(t) dt

Observagdo. Uma boa maneira de lembrar os enunciados precisos das formulas de Taylor
é o seguinte: a férmula de Taylor com resto infinitesimal é uma generalizacao da definicao
de fungao diferencidvel (recaimos na definigao de fungao diferencidvel quando k£ = 1). A

A conclusao segue. B
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formula de Taylor com resto de Lagrange é uma generalizacao da desigualdade do valor
médio (reobtemos a desigualdade do valor médio com k£ = 0). Finalmente, a férmula
de Taylor com resto integral é uma generalizagao do Teorema Fundamental do Calculo
(recaimos no Teorema Fundamental do Célculo para k = 0).

Observagdo. O lema que foi chamado acima de “desigualdade do valor médio generali-
zada”, leva esse nome pois tal lema nos da novamente a desigualdade do valor médio para
a fungdo ¢ : [a,b] — IR™ se tomarmos (t) = tsup,e(, ) |/ (s)]|, t € [a,b].

Exemplo. Se f : U C IR™ — IR"™ é k vezes diferencidvel num ponto x € U entao nao é
dificil mostrar que (em notacao de multi-indice):

k! Ok
A0 (@) ()® = 3 LTL

[Al=F

para todo h € IR™. Segue que o polinomio de Taylor de ordem k de f em torno de x pode
ser escrito de maneira explicita em termos de derivadas parciais na forma:
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Exercicios.
(n&o é para entregar, mas é bom dar uma olhada e quem tiver problemas me procura).

Funcdes polinomiais.

1. Denote por (e;)!_; a base canonica de IR". Para todo multi-indice A = (A1,..., \y,) de
dimensao m, denote por pj : IR™ — IR™ a funca@o polinomial dada por pi (z) = e,
para todo x € IR™. Mostre que:

(a) as fungdes p com i = 1,...,n, |A\| = k formam uma base do espago Py (IR™, IR")
de todas as funcoes polinomiais homogéneas p : IR™ — IR™ de grau k; conclua
que P (IR™,R™) tem dimensao n(me_l);

(b) as fungdes p§ comi = 1,...,n, |A| < k formam uma base do espago P<j(IR™, IR")
de todas as funcgoes polinomiais p : IR"™ — IR™ de grau menor ou igual a k; conclua

que P<i(IR™,IR") tem dimensao n(m,jk)

2. Sejam V', W espagos vetoriais e seja B € Mult-ling (V; W) uma aplicacao multi-linear.
O simetrizador de B é definido por:

] 1
Sim(B)(vy,...,v;) = 7l Z B(Vs(1)s s Vo(k))

o€Sy

para todos v1,...,vr € V, onde S denota o conjunto das bijegdes o : {1,...,k} —
{1,...,k}. Mostre que:

(a ) Sim(B) € Mult-ling (V; W), i.e., que o simetrizador de B é k-linear;

(b) Sim(B) é simétrica;

(c) B ¢ simétrica se e somente se Sim(B) = B;

(d) B(z)®) = Sim(B)(x)*) para todo = € V, ie., B e Sim(B) definem a mesma

funcao polinomial homogénea de grau k;

(e) Mult-ling(V; W) € B — Sim(B) € Mult-ling(V; W) é um operador de projecao
(i.e., um operador linear cujo quadrado é igual a si préprio) e sua imagem é
Mult lin}™ (V; W).

3. Seja B € Mult-linj™ (V; W) um aplicacio multi-linear simétrica tal que B(z)®*) =0
para todo z € V. O objetivo deste exercicio é mostrar que B = 0 sem usar derivadas!

a) dados x,y € V, mostre a formula do binémio:
Yy

k

k 7 —1

B(z+y)H =>" (Z-)B(x)( M(y)*,
1=0

onde B(z)" (y)*~ = B(z,...,z,y,...,y);

i vezes k—i vezes
(b) dados z,y € V, t € IR, use o fato que B(z +ty)*) = 0 juntamente com a férmula
do binémio para concluir que B(z)® (y)*~") = 0 para todos z,y € V (dica: vocés
lembram do determinante de Vandermond?)
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(¢) defina uma aplicacdo (k — 1)-linear simétrica B € Mult-ling_1 (V; Lin(V, W))

fazendo B(z1,...,x5-1)(y) = B(x1,...,25_1,y). Use o item (b) para concluir
que B(x)*~1Y = 0 para todo x € V e obtenha a concluséo final usando inducio
em k.

Diferenciagéo.

4. Sejam f: U C IR™ — IR™ uma funcao (com U C IR™ aberto), [z, x + h] um segmento

contido em U e t € (0,1). Se f é k + 1 vezes diferencidavel no ponto x + th, mostre
que:

d
ad(k)f(a: +th) - (R)®) = A+ £z 4 th) - (h)FHY,
dica: considere a composta Aod® fo., onde ¢ : (

e A : Mult-ling (IR™; IR"™) — IR™ é definida por A
(%) da Aula nimero 10 (05/04).

) — IR™ é definida por «(t) = z+th

0,1
(B) = B(h)®). Use também a equagio
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Aula nimero 14 (26/04)

A aula comeca cobrindo o material sobre as estimativas para o resto do polinémio de
Taylor, originalmente destinado a aula nimero 13.

(1) A reciproca da férmula de Taylor.

O objetivo desta secao é provar o seguinte:

Teorema. Seja f : U C IR™ — IR"™ uma funcao k vezes diferenciavel num ponto x do
aberto U C IR™ (k > 1) e suponha que p € P<;(IR™, IR™) é um polinémio de grau menor
ou igual a k tal que, definindo r pela formula:

f(z 4+ h) =p(h) +r(h),

entao limy,_,g Téﬁ?c = 0. Entao p é o polinémio de Taylor de ordem k de f em torno de x.

O teorema acima nos diz que o polinémio de Taylor é o tinico polinomio de grau menor
ou igual a k que faz a “estimativa infinitesimal” do resto funcionar.
Observagdo. A “estimativa infinitesimal” para o resto r do polinomio de Taylor de ordem
k é a mais fraca das estimativas que consideramos, no sentido que tanto a “estimativa de
Lagrange” para r como a férmula integral para r implicam a “estimativa infinitesimal”,
i.e., que limy_.o % = 0 (supondo f de classe C**1 ao menos). Segue entdo do teorema
acima que, se p é um polindomio de grau menor ou igual a k£ para o qual o resto r satisfaz

a “estimativa de Lagrange” ou a férmula integral entao p é necessariamente o polinémio
de Taylor de f de ordem k.

Antes de mostrar o teorema, mostraremos o seguinte:
Lema. Seja p € P<i(R™,IR"™) um polinémio de grau menor ou igual a k e suponha que
limp_s0 % = 0. Entdo p = 0.

Demonstragao. Fixado v € IR™, v # 0, fazemos h = tv e t — 0 obtendo:

t t
i 2@V pY)
=0 [t[F[ol[F T =0 tF

Escreva p = Ef:o pi, onde cada p; € P;(IR™, IR™) é um polinomio homogéneo de grau i (e
po € IR™ é um vetor fixado). Obtemos entao:

lim Po + p1 (’U)t + pz(’U)tQ + -+ P (U)tk

=0.
t—0 tk

Um exercicio simples de Célculo I mostra que a igualdade acima s6 é possivel se p;(v) =0
parai=0,..., k. Como v € IR™ \ {0} é arbitrario (e obviamente p;(0) = 0), temos p; =0
para todo ¢ e portanto p = 0. &

Vamos agora mostrar o resultado principal da se¢ao. Suponha que f : U C R™ — IR"
(U C IR™ aberto) é k vezes diferenciavel no ponto z € U (k > 1), que p € P<y(IR™,IR")
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é um polindémio de grau menor ou igual a k e que o resto r(h) = f(x + h) — p(h) satisfaz
limy, 0 % = 0. Devemos mostrar que p é o polinomio de Taylor de ordem k de f em
torno de x. Como f é k vezes diferencidvel em x e p é de classe C°°, temos que 7 é k
vezes diferenciavel em 0 e aplicando a férmula de Taylor infinitesimal para r em torno de
0 obtemos:

r(h) = q(h) +7(h),

onde g(h) = r(0) +dr(0) - h+ - + £d®r(0) - (h)*) é o polinémio de Taylor de ordem k
de r em torno de 0 e 7 satisfaz: )
A5 Tl
como também limy,_,q % = 0, obtemos limy,_,g % = 0 e segue do lema acima que ¢ = 0.
Concluimos entao que r = r e portanto r se anula em 0 juntamente com suas k primeiras
diferenciais (recorde que o resto de um polinémio de Taylor de ordem k sempre se anula
juntamente com suas k primeiras diferenciais no ponto 0 — e r = 7). Dai f(z) = p(0)
e d@ f(x) = d®p(0) para i = 1,...,k, donde segue do primeiro Teorema da Secao 3 da
Aula ntimero 13 (24/04) que p é o polinémio de Taylor de ordem k de f em torno de z.

Isso completa o argumento.
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Aula nimero 15 (03/05)

(1) Aplicagao da férmula de Taylor: maximos e minimos locais.

Vocés provavelmente jé sabem que se f : U — IR (U C IR™ aberto) é diferenciavel num
ponto z € U e possui um maximo ou minimo local em z entdo df(z) = 0 (uma maneira
de ver isso é a seguinte: para todo v € IR™, a fungdo de uma varidvel t — f(x + tv)
possui um maximo local em ¢ = 0 e portanto sabemos do Calculo I que sua derivada
% (x +tv)‘t:0 em t = 0 se anula; isso significa que df(z)-v = 0 e como v € IR™ é
arbitrario temos df(z) = 0). Esse fato simples serd redemonstrado nesta se¢do como
conseqiiéncia da féormula de Taylor, e muito mais: obteremos uma série de critérios que
relacionam os minimos e maximos locais de f com suas diferenciais de ordem superior.

Definigao. Sejam U C IR™ um aberto e f : U — IR uma funcao. Dizemos que x € U é
um ponto de méximo (global) para f se f(y) < f(x) para todo y € U; dizemos que x € U
é um ponto de maximo estrito (global) para f se f(y) < f(z) para todoy € U com y # .
Dizemos que x € U é um ponto de maximo local quando x possui uma vizinhanca V em U
(ou uma vizinhanga V em IR™ contida em U, tanto faz) tal que x é um ponto de maximo
de f|y; dizemos que x é um ponto de maximo local estrito se x possui uma vizinhanga V/
em U tal que xz é um ponto de maximo estrito de f|y .

Analogamente, define-se as nogoes de ponto de minimo (global), ponto de minimo
estrito (global), ponto de minimo local e de ponto de minimo local estrito; é sé trocar
f(y) < f(a) por f(y) = f(z) e f(y) < f(z) por f(y) > f(x) na defini¢ao acima.
Observagdo. Obviamente nocoes envolvendo maximos e minimos sé podem ser definidas
para funcgoes a valores em IR.

Seja f : U C IR™ — IR uma funcao k vezes diferenciavel num ponto xz € U, onde
U C IR™ é um aberto. Suponha que as k — 1 primeiras diferenciais de f em x sejam nulas,
mas que a k-ésima nao seja, i.e., d? f(z) =0 parai=1,...,k —1 mas d® f(z) #0. A
formula de Taylor infinitesimal nos da entao:

fa+h) = f@) + —

AV @) - (W)E (),

. r(h
com limy,_,q # = 0.

Observacgdo. Tipicamente, o que ocorre é o seguinte: temos uma funcao f: U C IR™ — IR
de classe C'*° num aberto U C IR™ e escolhemos um ponto x € U. Dai sempre podemos
escolher o menor inteiro k& > 1 tal que d®) f(z) # 0 e portanto d®) f(x) = 0 para i =
1,...,k — 1; o tnico caso em que nossa técnica falha é se todas as diferenciais de f no
ponto z se anulam. Infelizmente, é de fato possivel que todas as diferenciais de f se anulem
em x € U, sem que f seja constante numa vizinhanca de x (veremos exemplos neste curso).
De qualquer modo, a técnica explicada nesta secao ainda se aplica numa enorme classe de
funcgoes.

Voltando a situagao acima, escrevemos:

ot ) = 1) + Il (ga® s () + 7). (%
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para todo h € IR™ suficientemente pequeno com h # 0. Nossa estratégia agora é a
r(h)

seguinte: como ThTE é muito pequeno para h proximo da origem, vamos usar a equacao

(k)
(¥) para concluir que o sinal de f(x + h) — f(x) é o mesmo de d® f(z) - (ﬁ) para h

suficientemente préximo de 0, desde que d® f(z) - <H_ZH> # 0. Note que, ao contrario

—

r(h
de [y

(k)
o valor de d® f(z) - <ﬁ) nao diminui quando h — 0!

Passamos as consideragoes formais. Suponha que existam hy, ho € IR™ com:
d® f(z) - (h)™ >0 e d¥ f(z)- (he)® <0;
por exemplo, isso sempre ocorre se k é impar, pois nesse caso:
A0 f(z) - (=)0 = =d®) f(z) - (),

para todo h € IR™.
Fazendo h = thy com t > 0 na equacao (x) obtemos:

Fla+thy) = f(z) +t*||h Hk( AW f () - <|Zl||>(k)+

[thi]
como limy_,q |T]§ﬁ) 0 temos lim;_,q+ ”t(h?ﬁ) = 0 e portanto:
(thl) (k) hl (k)
| < d @) ()

>0
para todo t > 0 suficientemente pequeno. Concluimos entao que:

f(x+thy) > f(x),

para todo t > 0 suficientemente pequeno e portanto x nao é um ponto de maximo local.
Repetindo o raciocinio acima com hy no lugar de h; concluiremos que:

f(x+ths) < f(x),

para todo t > 0 suficientemente pequeno e portanto x também nao é um ponto de minimo
local.

Mostramos acima que se f é k vezes diferencidvel em z € U e d¥ f () = 0 para
i=1,...,k — 1 entdo o valor de f cresce (estritamente) quando andamos a partir de x
numa dire¢io h € IR™ com d®) f(z) - (h)*) > 0 e o valor de f decresce (estritamente)
quando andamos a partir de x numa direcao h € IR™ com d® f(z) - (h)*) < 0.
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Defini¢do. Seja B € Mult-linj™(V; R) uma aplicacdo k-linear simétrica definida num

espaco vetorial real V. Dizemos que:

(8) B é definida positiva quando B(v)®*) > 0 para todo v € V, v # 0;

(8) B é semi-definida positiva quando B(v)¥) > 0 para todo v € V;

(8) B é definida negativa quando B(v)®) < 0 para todov € V, v # 0;

(e) B é semi-definida negativa quando B(v)*) < 0 para todo v € V;

(8) B é indefinida quando existem v,w € V com B(v)*) >0 e B(w)®* < 0.

Observe que se k é impar entao uma aplicagao k-linear simétrica B é sempre indefinida,
a menos que B = 0 (isso segue da igualdade B(—v)®) = —B(v)(®), como ja haviamos
comentado).

Suponha agora que f : U — IR é k vezes diferencidvel num ponto z € U (U C IR™
aberto), d® f(x) = 0 para i = 1,...,k — 1 e que d® f(z) seja definida positiva. Pelo
que mostramos acima, o valor de f cresce quando caminhamos a partir de x em qualquer
direcao. Déa para desconfiar entao que x seja um minimo local de f, mas ainda falta um
argumento para que possamos concluir isso. De fato, sabemos que para todo h € IR™,
|h]| = 1, existe § > 0 tal que f(z+th) > f(x) para 0 < ¢ < § — o problema é que § pode
em principio depender de h. Nosso objetivo agora é mostrar que de fato é possivel escolher
0 > 0 independente de h.

Como aplicagoes multi-lineares sao continuas e a esfera unitaria de IR™ é compacta,
temos:

) 1
inf —

it g d @) -1 =e>0,

pois uma funcao continua num compacto assume seu valor maximo e seu valor minimo.
. h
Como limy,_.q % = 0, podemos encontrar § > 0 tal que:

1 (k)
AW f@)- () -

<e<

0< ] <6 = H}(Lﬁi

A partir da equagao () obtemos entao:

0 <[[al] <6 = f(z+h)> f(z),

e portanto x é de fato um minimo local estrito de f. Obviamente, um argumento andlogo
mostra que se d*®) f(z) é definida negativa entdo = é um ponto de méximo local estrito de
f.

Podemos resumir todas as informagoes obtidas nesta secao no seguinte:

Teorema. Sejam U C IR™ um aberto, x € U e f : U — IR uma funcao k vezes dife-

rencidvel no ponto x (k > 1). Suponha que d®)f(z) = 0 parai = 1,...,k — 1 e que

d® f(z) # 0. Temos que:

(a) se k é impar entao x nao é nem um ponto de maximo local nem um ponto de minimo
local para f;

(b) se k é par e d¥) f(2) é indefinida entdo x nao é nem um ponto de maximo local nem
um ponto de minimo local para f;
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(c) se k é par e d®) f(z) é definida positiva entdo x é um ponto de minimo local estrito

para f;
(d) se k é par e d®) f(x) é definida negativa entdo = é um ponto de maximo local estrito

para f;

(e) se x é um ponto de mdximo local para f entdao k é par e d¥) f(x) é semi-definida
negativa;

(f) se x é um ponto de minimo local para f entao k é par e d® f(z) é semi-definida
positiva. B

Corolario. Seja f : U — IR uma funcao diferenciavel num ponto x do aberto U C IR™.
Se x é um ponto de mdximo ou minimo local para f entao df(z) = 0.

Demonstragao. Aplique o teorema acima com k= 1. R
(2) Seqiiéncias de fungoes.

Definicao. Sejam X um conjunto, (M, d) um espago métrico e (f,)n>1 uma seqiiéncia
de fungées f, : X — M. Dizemos que (f,)n>1 converge pontualmente (ou simplesmente)
para uma funcao f : X — M se para cada x € X a seqiiéncia ( fn(x))n>1 converge para

f(z) no espago métrico M. Dito de outro modo, (f,)n>1 converge pontualmente para
f: X — M quando dados ©x € X e e > 0, existe ng € IN tal que d(fn(x),f(x)) < € para
todo n > ng. Dizemos que (f,)n>1 converge uniformemente para f : X — M quando
dado & > 0, existe ng € IN tal que d(f,(z), f(z)) < € para todo n > ng e todo z € X.

Usamos a seguinte notacao:

fn& f significa “(f,)n>1 converge pontualmente para f”,

fo——f significa “(f,)n>1 converge uniformemente para f”.

A diferenga entre convergéncia uniforme e pontual é apenas uma diferenca no posici-
onamento de quantificadores; de fato, observe que:

fn&f — V€>O,Vx€X,ElnoelN,VneﬂV,n2n0:>d(fn(:z:),f(:1:))<€,
fa——f = Ve>0,3nge N, Vze X, VnelN, n>ng=d(fu(z), (7)) <e.

No primeiro caso, ng pode depender de x, e no segundo deve ser possivel encontrar um
tinico ng para todo r € X. Essa “pequena” diferenca faz uma diferenca enorme, como
veremos adiante. Observe que obviamente convergéncia uniforme implica convergéncia
pontual, i.e., f, — f implica fan.

Exemplo. Para cada n € IN, seja f, : IR — IR a funcao dada por f,(z) = %, para
todo x € IR. Obviamente f,(x) — 0 para todo = € IR, donde fn& 0. Por outro lado,
fixado n € IN entao lim, .o ‘fn (x)‘ = +oo — isso implica que (f,)n>1 nao converge
uniformemente para a funcao nula. Por outro lado, se X C IR é um conjunto limitado
entdo f,|x——f|x; de fato, se M > 0 é tal que X C [~M, M] entdo | fu(z)| < € para
todo x € X e todo n > ng, desde que ng € IN seja escolhido de modo que nMO < e.
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O exemplo acima poderia dar ao leitor uma falsa impressao de que convergéncia pon-
tual implica convergéncia uniforme num espaco compacto (ja que compactos normalmente
estao associados a “uniformidades” — por exemplo, fungoes continuas em compactos sao
uniformemente continuas). Veremos no exemplo a seguir que uma seqiiéncia pontualmente
convergente num compacto pode nao ser uniformemente convergente, mesmo que todas as
fungoes envolvidas sejam continuas.

Exemplo. Para cada n € IN, seja f, : [0,1] — IR a tunica fungao continua que se anula

fora de [n—H’ H ¢ afim em cada metade de [n+1, l} e vale 1 no ponto médio de [%ﬂ, %},
explicitamente:
0, re(0,1], = Q[HH,H]
1 2n+1
fu(z) =4 2n(n+1)(z - n_—H)’ +1 ST s 2n(nn+1)7
2n(n + 1)(% — m), 23(”;;11) <z< -

Fixado = € [0, 1], temos que f,(x) = 0 para todo n suficientemente grande e portanto

fnL 0. Por outro lado, toda funcao f, assume o valor 1 e portanto nao pode ser
frn——0.

O préximo teorema é uma das principais motivacoes para a introducao do conceito de
convergéncia uniforme.

Teorema. Sejam M, N espacos métricos e (fn)n>1 uma seqiiéncia de fungées f, : M —
N. Suponha que (f,)n>1 converge uniformemente para uma funcao f : M — N e que
todas as funcoes f,, sao continuas num certo ponto x € M. Entao f também é continua
em x. Em particular, se cada f, é continua em M entao f é continua em M (“o limite
uniforme de fungées continuas é continuo”).

Demonstracao. Seja dado ¢ > 0. Como (f,),>1 converge uniformemente para f, existe
n € IN tal que d(fn(y), f(y)) < £ para todo y € M. Como f, é continua no ponto z,
existe § > 0 tal que d(fn(y),fn(x)) < g, para todo y € M com d(y,z) < 0. Dai, para
todo y € M:

IA
oolm S

3

d(y,z) <6 = d(f(y),f(l’)) (fw), f

+o+

(y )) +d(fn( ), fu(@)) + d(fu(2), f(2))

Wl M
C»OI(T)

Logo f é continua no ponto z. H

Exemplo. Para cada n € IN, seja f,, : [0,1] — IR a fungdo definida por f,(z) = =™, para
todo z € [0,1]. Temos que fn&f, onde f(x) = 0 para z € [0,1) e f(1) = 1. Observe
que cada f, é continua, mas f nao é (em particular, pelo teorema acima, nao pode ser
fa—1).

O seguinte conceito é 1til para reconhecer seqiiéncias uniformemente convergentes sem
achar o limite explicitamente:
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Definicao. Sejam X um conjunto, (M,d) um espago métrico e (f,)n>1 uma seqiiéncia
de fungoes f, : X — M. Dizemos que (f,)n>1 € uniformemente de Cauchy quando dado
e > 0, existe ng € IN tal que d(fn(x), fm(z)) < & para todo x € X e todos n,m > ng (ng
pode depender de €, mas nao de x).

Teorema. Sejam X um conjunto, M um espago métrico completo e ( f,,)n>1 uma seqiién-
cia uniformemente de Cauchy de fungées f, : X — M. Entao existe uma (inica) fungao
f:X — M tal que f,——f.

Demonstragao. Obviamente ( fn(ac))n>1 ¢ uma seqiiéncia de Cauchy em M para todo
x € M e portanto converge para um ponto de M; podemos definir entao f : X — M
fazendo f(z) = limy,— 4o fn(z). Obviamente fn& f; devemos mostrar que f,—f.
Seja dado ¢ > 0; como (fy),>1 ¢ uniformemente de Cauchy, existe ny € IN tal que
d(fn(z), fm(x)) < € para todo z € X e todos n,m > ng. Fixado n > ng e z € X temos:

d(fa(2), f(2)) = lim d(fu(@), fm(z)) <e,

m—+o0

onde a primeira igualdade acima é justificada pela continuidade da funcao d : M x M — IR
(recorde Exercicio 3 da Aula nimero 7 — 27/03) e pelo fato que lim,, oo fin(2) = f(2).
Concluimos entao que d(fn (z), f(a:)) < ¢ para todo n > ng e todo = € X (observe que ng

foi escolhido antes de z!). Logo fp,——f. W

Nosso interesse sobre convergéncia de funcoes estd em suas relacoes com a diferen-
ciacao. Seria razodavel esperar resultados do tipo “f, — f implica df, — df” sob as
hipoteses certas. No exemplo a seguir, veremos que a possibilidade mais ébvia nao funci-

ona.

Exemplo. Para cada n € IN, seja f, : IR — IR a fungdo definida por f,(z) = %sen(nx),

para todo x € IR. Como ‘fn(a:)‘ < % para todo = € IR, é claro que f,—— 0. Por outro
lado, f] (x) = cos(nz) e obviamente (f},),>1 néo converge para zero (nem pontualmente).

O que funciona é o seguinte:

Teorema. Sejam U C IR™ um aberto convexo limitado e (fy)r>1 uma seqiiéncia de
fungoes diferencidveis fi, : U — IR", de modo que (dfy)r>1 converge uniformemente para
uma fungao g : U — Lin(IR™, IR™). Suponha que existe algum ponto xg € U para o qual
a seqiiencia ( fk(xo))k>1 converge em IR"™. Entao (fi)r>1 converge uniformemente para
alguma funcao f : U — IR™, f é diferencidvel e df = g.

Demonstragao. Sejam x € U, k,l € IN; como U é convexo, podemos aplicar a desigual-
dade do valor médio para a fungao fi, — f; no segmento [z, x| obtendo:

[(fiu(@) = fiz)) = (fu(zo) = filwo))[| < sup ||dfu(2) — dfi(2)] Iz — @o]l-

zE€(xo,x

Como U é limitado, existe M > 0 com |z — xg|]| < M para todo z € U. Como
(dfx)r>1 é uniformemente convergente, temos que (dfx)r>1 ¢ uniformemente de Cau-
chy (veja Exercicio 5) e portanto, dado € > 0, podemos encontrar kg € IN tal que
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dek(z) — dfl(z)H < 537 para todo z € U e todos k,l > k. Além do mais, a seqiiéncia
( fk(sco)) > € convergente em IR™ e portanto de Cauchy; podemos entao aumentar ko € IN

de modo (iue ||fk (xo) — fl(:z;g)H < § para todos k,[ > ky. Obtemos entao:

[ fr(2) = fi@)|| < |(fr(@) = fi(2) = (fu(z0) = fi(z0)) || +]| fe(zo) = fil=o) || < WM+§ =

para todo x € U e todos k,l > ko (note que kg nao depende de z!). Mostramos entao que
(f&)k>1 é uniformemente de Cauchy e portanto existe uma funcao f : U — IR" tal que
(fr)k>1 € uniformemente convergente para f. Falta mostrar que f ¢é diferencidvel e que
df = g. Fixe entao z € U e vamos mostrar que f é diferenciavel em z com df(z) = g(z);
para isso escrevemos:

fl@+h)=fz)+g(z) h+rh),

. h  qe .z
e tentamos mostrar que limy,_,q % = 0. Como fy, é diferencidvel em x, podemos escrever:

fr(x+h) = fi(z) + dfe(x) - h+ri(h),

com limy_,¢ ||f(L||) =0 para todo k € IN. Como fr,——f e df,——g temos:

lim 7, (h) =7(h),

k——+o0

para todo h € IR™ com = + h € U (note que nessa passagem s6 usamos que fk&f e
dfr ﬂ>g). Fixados k,l € IN, considere a funcao ¢ : U — IR™ definida por:

¢(z) = fr(2) — filz) —dfe(z) -2 +dfi(z) -z, z€UCIR™;

para todo h € IR™ com x + h € U temos ¢(z + h) — ¢(x) = ri(h) — ri(h) e aplicando a
desigualdade do valor médio para ¢ no segmento [z, + h] C U obtemos:

) =] < s [ldo(:)] 11

= sup H(dfk’(z) — dfl(Z)) — (dfk( ) —dfi(z H Al

z€(x,x+h)

para todo h € IR™ com z + h € U. Dado ¢ > 0, como (dfk k>1 é uniformemente de
Cauchy, podemos encontrar kg € IN tal que dek —dfi(z H 7 para todo z € U e
todos k,l > kqy. Dai:

|(dfe(z) — dfi(z)) — (dfx(z) — dfi(x)]| < ||dfe(z) — dfi(2)]| + ||dfr(z) — dfi(2)|| < %
para todo z € U e portanto:

Ire(h) = ru(m)] < 51l
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para todo h € IR™ com x + h € U e todos k,l > ko. Fixando h € IR™, k > kg e fazendo
[ — 400 obtemos (ja que r;(h) — r(h)):

[OEROlES )

para todo k > kg e todo h € IR™ com x+h € U. Fixe agora k = kg; como limy,_,q T"“,(fﬁ) =0,

vemos que existe § > 0 tal que ||h|| < ¢ implica ||rx(h)|| < §||h[]. Daf:
Il < 6 = [[r()]| < [Ir(r) = ru()]| + ()| < S0l + S 1Al = <Al

Isso mostra que limy,_,q % = 0 e completa a demonstracao. &

A hipétese que U seja convexo e limitado no teorema acima é bastante desagradavel;
na verdade, ela sé é necessaria se quisermos concluir que (f;)r>1 converge uniformemente
para f. Se admitirmos um tipo de convergéncia mais fraco como conclusao, sera possivel
supor apenas que U é aberto! Esse é nosso objetivo agora:

Definicao. Sejam M, N espagos métricos e (f)n>1 uma seqiiéncia de funcées f, : M —

N. Dada uma funcao f : M — N entao dizemos que:

() (fn)n>1 converge local-uniformemente para f se todo ponto de M possui uma vizi-
nhanca onde f, converge uniformemente para f, i.e., se dado * € M entao existe
V C M aberto com x €V e fulv——flv;

() (fn)n>1 converge uniformemente sobre compactos para f se para todo subespago
compacto K C M temos f,|x— f|x.

E 6bvio que tanto convergéncia local uniforme como convergéncia uniforme sobre
compactos implicam convergéncia pontual. E 6bvio também que convergéncia uniforme
implica tanto convergéncia local-uniforme como convergéncia uniforme sobre compactos.
Para seqiiéncias de funcoes definidas em abertos de IR™ é facil ver que convergéncia local-
uniforme é equivalente a convergéncia uniforme sobre compactos! (veja os Exercicios 9,
10(a—d) e 11).

Teorema. Sejam U C IR™ um aberto, (fi)r>1 uma seqiiéncia de fungées diferencidveis
fr : U — IR™ que converge pontualmente para uma funcao f : U — IR"™. Suponha que
(dfk)k>1 converge local-uniformemente (ou uniformemente sobre compactos, tanto faz)
para uma funcao g : U — Lin(JR™, IR™). Entao (f;)r>1 converge local-uniformemente (ou
uniformemente sobre compactos) para f, f é diferenciavel e df = g.

Demonstragao. Dado zg € U, seja V = B(zp;r) uma bola aberta contida em U e
tal que (dfg)r>1 converge uniformemente para g em V. Aplicando o teorema anterior
para as funcées fi|y e para gly, concluimos que fir|y ——f|v, f|v é diferencidvel e que
d(f|v) = gly. Como zy € U é arbitrario, a conclusao segue. ®

108



(3) Fungoes real-analiticas.

Este assunto nao sera explorado a fundo no curso. Faremos apenas uma rapida ex-
posicao para cultura geral. Vamos comecar recordando alguns fatos simples sobre séries.

Definicao. Seja (zj)r>1 uma seqiiéncia em IR™. Dizemos que a série Z,j;"; T} converge
para um vetor x € IR" se a seqtiéncia (s,),>1 em IR™ definida por s, = Y., _, o), converge
para x (dizemos que (s,),>1 é a seqiiéncia das somas parciais da série 3, °5 x,). Dizemos
ue a série 31 xj, é normalmente convergente quando a série 3> ||z || de niimeros reais
q k=1 Lk verg q k=1 Itk
é convergente (no cason = 1 é mais usual o termo absolutamente convergente em vez de
normalmente convergente). Dizemos que a série Z;:;’i x) € comutativamente convergente
em IR" se essa série converge para o mesmo vetor x € IR" “independentemente da ordem em
que os termos sao somados”, i.e., se para toda bijecao ¢ : IN — IN temos que ZZ;K{ Ty(k) =
x.

Definicao. Sejam X um conjunto e (fx)r>1 uma seqiiéncia de fungées fr, : X — IR™.

Dizemos que a série de funcoes Z;ﬁi fr converge pontualmente para uma funcao f :

X — IR"™ se a seqiiéncia (s,),>1 formada pelas fungées s, : X — IR™ definidas por

Sy = Y.p_y fx converge pontualmente para a funcao f. Dizemos que a série Z—,::l) fr

converge uniformemente para f se a seqiiéncia (s,),>1 converge uniformemente para f (a
o A . , SN . - .« . s . —+ o0

seqiiéncia (s,)r>1 € chamada a seqiiéncia das somas parciais da série ), ~ fi).

Para séries de funcoes S 7 L (cada fr : X — IR™) é comum também usar os
k=1
termos “normalmente convergente” e “comutativamente convergente” significando respec-
. ’ . o0 7
tivamente que para todo z € X a série de vetores +_ ©(x) € normalmente convergente
k=1
ou comutativamente convergente.

Seja f : U C IR™ — IR™ uma funcao de classe C*°, onde U C IR™ é um aberto. A
série de Taylor de f em torno de um ponto x € U é a série (na varidavel h € R™):

X1 o f

Al Oz
IA|=0

()R

o indice A usado na somatoria acima percorre todos os multi-indices m-dimensionais, i.e.,
todas as m-uplas (A1,...,A;,) de inteiros nao negativos. A soma acima nao é uma série
no sentido estrito do termo, pois seus termos nao estao indexados nos niimeros naturais;
observe porém, que o conjunto de todos os multi-indices \ é enumeravel e escolhendo uma
enumeragao especifica para os A’s (i.e., uma bijegao entre IN e o conjunto dos multi-indices
m-dimensionais) obtemos uma série no sentido estrito. Quando dissermos que a série de
Taylor converge, estaremos significando que ela “converge comutativamente”, i.e., que o
resultado da soma nao depende de como os \’s foram enumerados. Essa nao é uma hipétese
dura, pois sabe-se que séries normalmente convergentes sao de fato comutativamente con-
vergentes (veja o Exercicio 18 — veja também o Exercicio 26).

Observe que o polinomio de Taylor de ordem k de f em torno de x é exatamente a
por¢ao da série de Taylor correspondente a |A| < k. Embora o resto do k-ésimo poliné6mio
de Taylor seja “pequeno” em varios sentidos, nao é verdade em geral que a série de Taylor
de uma fungao C'*° seja convergente! E possivel também que a série de Taylor de f seja
convergente, mas nao para f! Exemplos desse fendomeno serao vistos mais adiante no curso.
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Definicao. Uma funcao f : U C IR™ — IR™ (U C IR™ aberto) é chamada real-analitica
quando for de classe C*° e para todo x € U tivermos:

+oo
1 8|A|f
fla+h)=>" N B (z)h,
=0

para todo h em alguma vizinhanga da origem em IR™ (a série acima deve convergir comu-
tativamente). De outro modo, f é real-analitica quando for igual a soma de sua série de
Taylor em torno de cada ponto (numa vizinhanga suficientemente pequena desse ponto).

Observacio. E fécil ver que funcgoes polinomiais sao real-analiticas, j4 que suas respectivas
séries de Taylor sao finitas (i.e., possuem apenas um numero finito de termos nao nulos).
Para algumas fungoes elementares (como seno, cosseno, exponencial) é possivel mostrar
“manualmente” a condigao de real-analiticidade, fazendo estimativas sobre o resto do po-
linomio de Taylor. Na verdade, é possivel mostrar que muitas fungoes sao real-analiticas,
no seguinte sentido: a soma, produto e a composicao de fungoes real-analiticas ainda é
real-analitica. Em particular, toda “férmula” que nao envolva o calculo de raizes n-ésimas
em torno de zero é real-analitica (na verdade, vale muito mais: as solu¢oes de muitos ti-
pos importantes de equagoes diferenciais sao real-analiticas, se os coeficientes da equacao
original o forem). A demonstracao “manual” desses resultados (usando séries) é bastante
dolorosa: a maneira inteligente de trabalhar com funcoes real-analiticas é observar a relagao
que existe entre as mesmas e as funcgoes analiticas complexas. Nao entraremos em detalhes
neste curso.

O seguinte teorema da uma idéia de que na verdade existem “poucas” funcoes real-
analiticas:

Teorema. Seja U C IR™ um aberto conexo e sejam f, g : U — IR™ funcgoes real-analiticas.
Se f e g coincidem em algum subconjunto aberto nao vazio de U entao f = g.

Demonstragao. Seja A C U o conjunto dos pontos onde f e g coincidem juntamente
com todas as suas diferenciais, i.e.:

A={zcU: f(z)=gx), dPf(x)=dWg(z), k=1,2,...}.

Como o conjunto dos pontos onde duas fungoes continuas sao iguais é fechado e como a
intersecao de conjuntos fechados é fechada, segue que A é fechado em U. Além do mais, se
x € A entao as séries de Taylor de f e g em torno de x sao iguais termo a termo e portanto
a condi¢ao de real-analiticidade implica que f(z 4+ h) = g(x + h) para ||h|| < r e algum
r > 0 suficientemente pequeno. Dai a bola B(x;r) estd contida em A, o que mostra que A
é aberto em IR™ (e em U). Como f e g sdo iguais em algum aberto ndo vazio, segue que
A é nao vazio e, como U é conexo, A=U.1
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Exercicios.
(nao é para entregar, mas é bom dar uma olhada e quem tiver problemas me procura).

Seqiiéncias de fungdes.

1. Sejam X um conjunto, M um espago métrico, S C X um subconjunto e (fy),>1 uma
seqiiéncia de fungoes f, : X — M. Dada uma funcao f : X — M, mostre que:

(a) se fnﬂn" entao fn|sﬂ>f|5;
(b) se fn——f entéo fn]5L>f]5.

2. Sejam X um conjunto, M um espaco métrico e (f,)n>1 uma seqiiéncia de fungoes.
Dada uma funcao f : X — M, mostre que:

(a) dada uma familia (X;);c; de subconjuntos de X com X = J, ., X;, se para todo

(S Ia fn|Xzﬂ)f‘Xz entao fn&fa

(b) dada uma familia finita (X;)!, de subconjuntos de X com X = [J;_, X;, se
fnlx,——f|x, paratodo i =1,...,n entdo f,——f;

(c) dé um contra-exemplo para o item (b) no caso que a familia de subconjuntos X;
de X nao é finita.

i€l

3. Sejam X um conjunto, (M, d) um espaco métrico e (f,)n>1 uma seqiiéncia de funcoes
fn i X = M. Dada uma funcao f : X — M, mostre que as seguintes afirmagoes sao
equivalentes:

d fnL>f;
® 5, =SUp,cxd ( fu(x), f (:1:)) é finito para n suficientemente grande e a seqiiéncia
(Sn)n>1 converge para zero em IR.

4. Sejam X um conjunto, (M, d) um espago métrico e (fy,),>1 uma seqiiéncia de fungdes
fn : X — M que converge uniformemente para uma funcao f : X — M. Mostre que
se f ¢é limitada entao f,, é limitada para todo n suficientemente grande. Mostre que
essa limitacao é uniforme para n grande, i.e., existem ng € IN e K > 0 de modo que
d(fn(z), fo(y)) < K para todos z,y € X e todo n > ny.

5. Sejam X um conjunto, M um espaco métrico e (f,)n>1 uma seqiiéncia de funcoes
fn : X — M que converge uniformemente para uma funcao f : X — M. Mostre que
(fn)n>1 é uniformemente de Cauchy.

6. Sejam X um conjunto, (M, d) um espaco métrico e (f,),>1 uma seqiiéncia de funcoes
fn: X — M. Dada uma funcao f : X — M, mostre que:

(a) se Ffatsf e se (fn)n>1 € uniformemente limitada, i.e., se existe K > 0 tal que
d(fn(z), fu(y)) < K para todos z,y € X e todo n € IN, entdo f é limitada;
na verdade, vale que d(f(z), f(y)) < K para todos z,y € X (dica: a funcdo
d: M x M — IR é continua — veja o Exercicio 3 da Aula nimero 7 — 27/03);

(b) se (fn)n>1 é uniformemente de Cauchy e cada f, ¢é limitada entdao (fy)n>1 ¢
uniformemente limitada.

(c) se (fn)n>1 converge uniformemente para uma funcdo f : X — M e se cada f, é
limitada entao f é limitada.
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7.

8.

10.

Sejam X um conjunto, M, N espacgos métricos, ¢ : M — N uma fun¢ao uniforme-
mente continua e (fy),>1 uma seqiiéncia de funcoes f,, : X — M. Mostre que:

(a) se (fn)n>1 € uniformemente de Cauchy entdo (¢ o f,,)p>1 €é uniformemente de
Cauchy;

(b) se (fn)n>1 converge uniformemente para alguma fungao f : X — M entdo a
seqiiéncia (¢ o fy,),>1 converge uniformemente para ¢ o f;

(¢) conclua do item (a) que se d e d’ sdo métricas uniformemente equivalentes em M
entao uma seqiiéncia de fungoes f, : X — M ¢ uniformemente de Cauchy com
respeito a d se e somente se o for com respeito a d’;

(d) conclua do item (b) que se d e d’ sdo métricas uniformemente equivalentes em
M entao uma seqiiéncia de fungoes f,, : X — M converge uniformemente para
f X — M com respeito a d se e somente (f,)n>1 converge uniformemente para
f com respeito a d’.

Sejam X um conjunto e (M;,d;), i = 1,...,n espagos métricos. Considere o conjunto
M = T[;_, M; munido da métrica d(z,y) = Y., di(xi,y;) (ou de qualquer outra
métrica usual para o produto que seja uniformemente equivalente a d — recorde os
Exercicios 18 e 33 da aula nimero 5 (20/03) e o Exercicio 34 da aula nimero 7 (27/03)).
Dada uma seqiiéncia de fungoes (fx)k>1, fr : X — M, escreva fi, = (fL,..., fI) com
fi: X — M;. Mostre que:

(a) (fx)k>1 é uniformemente de Cauchy se e somente se (f})r>1 é uniformemente de
Cauchy para todo i =1,...,n;

(b) (fx)k>1 converge uniformemente para uma fungao f = (f!,...,f"): X — M se
e somente se (f}),>1 converge uniformemente para f* para todoi=1,...,n.

Sejam M, N espacos métricos e (fp)n>1 uma seqiiéncia de funcoes f,, : M — N.
Mostre que se (fn)n>1 converge local uniformemente para uma funcao f : M — N
entdo (f,)n>1 converge para f uniformemente sobre compactos (dica: use o item (b)
do Exercicio 2 acima).

Um espaco métrico M ¢ dito localmente compacto quando todo ponto de M possui
uma vizinhanca compacta. Mostre que:

(a) M é localmente compacto se e somente se todo ponto de M pertence a um aberto
cujo fecho é compacto;
(b) se M é localmente compacto entao todo aberto U C M é localmente compacto;

c) se M é localmente compacto entao todo fechado F' C M é localmente compacto;

se M é localmente compacto, U C M é aberto e F' C M é fechado entao FFNU é
localmente compacto (dica: use os itens (b) e (c));

(f) se S € M é um subespaco denso e localmente compacto entdo S é aberto em M
(dica: dado = € S, use o item (a) para concluir que existe uma vizinhanga aberta
U de x em M tal que U NSNS é compacto — mostre que U C S);

(g) se S C M é um subespago localmente compacto entdao S ¢ a intersegao de um
aberto U de M com um fechado F' de M (dica: F' = S; use o item (f)).

)
(c)
(d) IR™ é localmente compacto;
(e)
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11.

Se M é um espaco métrico localmente compacto, N é um espago métrico qualquer e
(frn)n>1 é uma seqiiéncia de fungodes f,, : M — N, mostre que (f,),>1 converge local
uniformemente para f : M — N se e somente se (f,),>1 converge uniformemente
sobre compactos para f.

Séries.

Muitos dos exercicios de séries que aparecem aqui nao sao faceis! Na verdade, eles sao

apenas um incentivo para aqueles que querem recordar a teoria das séries (um livro legal
para o assunto é o Curso de Anélise vol. I do Elon).

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Mostre que se ZZ: xp ¢ uma série convergente em IR"™ entdo a seqiiéncia (x)g>1
converge para zero (dica: se s, = 271;:1 x denota a r-ésima soma parcial da série
entdo Ty = Sk — Sk—1)-

Mostre que se ZZ; xp € uma série convergente em IR" entao para todo r > 1 a
s —+ o0 , N .
série >, °  x) é convergente e, denotando sua soma por S,, temos que a seqiiéncia
(Sr)r>1 converge para zero (dica: S, é a diferenga entre a (r — 1)-ésima soma parcial
—+o00 s . —+o0
de > ;| x1 e a soma total da série ) /] xy).

Mostre que toda série normalmente convergente Z,j;"; x em IR™ é convergente (dica:
se s, = Y p_, Tk denota a r-ésima soma parcial da série, mostre que [|s, — s,|| <
T s . 7 TN .
> k—ut1 1Tk Para u < r e conclua usando o Exercicio 13 que (s;),>1 é uma seqiiéncia

de Cauchy).

Mostre que a afirmacao “a série Zz:i xr € normalmente convergente em IR"™” nao
depende da norma usada em IR".

(desigualdade triangular para séries) Mostre que se Zz:’l x) ¢ uma série normalmente
convergente em IR"™ entao vale a desigualdade:

+oo “+o0
> wn) <D Il
k=1 k=1

Considere uma série Zzg zy, em IR" e denote por z! a i-ésima coordenada do vetor
xp € IR". Mostre que:

(a) S/ 21, converge em R™ se e somente se Y, o converge em IR para todo

1=1,...,n;
+oo z n [e'e) i 7
(b) > ,Z] x) é normalmente convergente em IR" se e somente se y ., x}, é absolu-
tamente convergente em IR para todo?=1,...,n.

Mostre que se uma série Z;ﬁ? xi € normalmente convergente em IR™ entao essa série

também é comutativamente convergente (dica: se ¢ : IN — IN é uma bijecao entao,
. . r

dado u € IN, temos que para r € IV suficientemente grande a soma parcial ) 5, _; T4

inclui ao menos os u primeiros termos de Z:ﬁi x, — agora use o Exercicio 13 para

concluir que ZLOZH |xk|| tende a zero quando u — +00).

Observacgdo. Na verdade, vale a reciproca do resultado enunciado no Exercicio 18, i.e.,
toda série comutativamente convergente em /R" também é normalmente convergente. Esse
fato é mostrado da seguinte maneira: primeiro reduz-se ao caso n = 1 com um argumento
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do tipo “coordenada por coordenada”. Para n = 1 é possivel provar o seguinte fato mais
geral: se uma série é convergente em IR mas nao é absolutamente convergente (diz-se
entdo que a série é condicionalmente convergente) entao é possivel reordenar os termos
dessa série de modo a obter qualquer nimero real como resultado da soma da série. A
idéia béasica da prova desse fato é usar a parte positiva e a parte negativa da série de
maneira balanceada, de modo a fazer com que as somas parciais oscilem em torno do
resultado desejado. Uma prova completa desse fato interessante pode ser encontrada por
exemplo no Curso de Analise, vol. I de Elon Lages Lima, pg. 120.

19.

20.

21.

22.

23.

,o. oo , . ~ . ,
Mostre que uma série .7°5 x5 de niimeros reais ndo negativos é convergente se e
e n . r .. , 9. .
somente se a seqiiéncia s, = Y, _; x5 de suas somas parciais é limitada — em caso

afirmativo, mostre que 3> = sup,~ 5.

Sejam 3725wk, Y0755y duas séries convergentes de ntimeros reais nao negativos.

Mostre que a “série” Z—,:?il Yy, converge para o produto (Z::i xk> (Zf;olo yl>,
onde para somar os produtos zxy; podemos escolher qualquer enumeracao dos pares
(k,1) € IN x IN (dica: é s6 mostrar que toda soma parcial de Z;:‘l)il Zgy; € menor ou
igual a algum produto da forma (3", _, zx) (3°;_; ¥i) € que, reciprocamente, qualquer
produto dessa forma é menor ou igual a alguma soma parcial de ZZE’L TEYL)-

Generalize o Exercicio 20 para o caso de séries absolutamente convergentes, i.e., obte-
nha a conclusio do Exercicio 20 supondo apenas que 3725 2 e 3125 vk, sejam séries
absolutamente convergentes de nimeros reais (dica: usando o Exercicio 20, vocé ja
o0 , .
sabe que Zk 1—1 Ty € absolutamente convergente e portanto comutativamente con-
=
vergente; para obter a conclusao faca » — 400 na identidade:

T r T
2 mm= (D we | (w
k=1 =1

k=1

Note que é possivel ordenar os termos de ZZ?; xry; de modo que o lado esquerdo

da igualdade acima seja uma soma parcial de Z:?; TEYL)-

(a série geométrica) Mostre que se = € IR, |x| < 1 entdo 3,20 % = — (dica: quanto

vale 35 _, #F 7). Mostre que a série 3725 2% é absolutamente convergente.

(a série geométrica em varias varidveis) Dado x = (z1,...,z,) € IR"™ com |z;| < 1
para ¢ =1,...,n, mostre que:
400
: >
= €T N
(L=l —a2) - (1— )
IA|=0
onde na série do lado direito A percorre os multi-indices de dimensao n — a série

|+,\C\io 2 é absolutamente convergente (dica: use os Exercicios 21 e 22).
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24.

25.

o teste e Welerstrass) Seja X um conjunto e seja » , uma série de fungoes
(o teste M de Weierstrass) Seja X junto e seja 312 fi srie de fungd
fi : X — IR"™. Suponha que existem numeros reais nao negativos M) tais que
| fr(z)|| < My, para todo x € X e todo k € IN; suponha também que S;°5 M,
converge em IR. Mostre que Z;iol fr € uniformemente convergente para uma funcao
f: X — IR" (dica: se s, = 3 p_, fx denota a r-ésima soma parcial de "7 fi,
mostre que ||sy(z) — su(@)|| < > _,.1 Mk para u < r e todo z € X; conclua usando
o Exercicio 13 que (s,),>1 ¢ uma seqiiéncia uniformemente de Cauchy).

Sejam X um conjunto e Z;:;“l’ fr uma série uniformemente convergente de fungoes
fr : X — IR™. Mostre que fy——0 (dica: se s, = > ,_, fr denota a r-ésima soma
parcial da série entdo por definicdo existe s : X — IR" com s,——s; observe que
Sk = Sk — sk—1)-

Fungdes real-analiticas.

Como ja foi mencionado, nao nos aprofundaremos na teoria de funcoes real-analiticas

neste curso. Os exercicios a seguir sao apenas uma curiosidade.

26.

27.

Seja dado m € IN. Para cada multi-indice m-dimensional A, seja a) € IR"™ um
vetor fixado. Para cada k£ > 0, denote por p; : IR™ — IR™ a funcao polinomial
homogénea pi(z) = szk axz® e por B € Mult-lin(IR™; IR") a tnica aplicacio
k-linear simétrica com By (x)*) = py(x) para todo z € IR™. Suponha que existe uma
vizinhanca U C IR™ da origem tal que a série de poténcias Zﬁio a)x converge para
todo x € U em alguma ordem. Mostre que:
(a) existem M > 0, R > 0 de modo que [ja)|| < % para todo multi-indice \ (dica:
tome R > 0 tal que o vetor x = (R,..., R) pertence a U; observe que a familia
——

m vezes
axz* = ayR* em IR™ é limitada).
(b) se R ¢ definido como no item (a) e 0 < R’ < R, mostre que a série ZKTZO ayz
converge normalmente e uniformemente no bloco retangular

R, R|™={z € R™: ||z < R'}

(dica: use a majoragao para ||ay| obtida no item (a), o teste M de Weierstrass e
o Exercicio 23).

(unicidade da série de Taylor) Seja f : U C IR™ — IR™ uma funcao definida num
aberto U C IR™ e seja x € U fixado. Suponha que f(z+ h) = Z\t\ﬁo axh? para todo
h € IR™ numa vizinhanca da origem, para alguma familia de vetores a) € IR", onde

A percorre o conjunto dos multi-indices de dimensao m. Mostre que f é de classe C'*

.. [ .
numa vizinhanga aberta de x em U e que ay = %%(w) para todo A\ (dica: use o

Exercicio 26 para justificar o fato que uma série de poténcias pode ser diferenciada

Al . . /o Al
termo a termo — calcule 8890 £ (x) diferenciando a série de poténcias Z\JC\TiO axh* com

respeito a h no ponto h = 0 da maneira adequada).
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Aula nimero 16 (08/05)

A aula comega cobrindo os tépicos: “seqiiéncias de fung¢oes uniformemente de Cauchy”,
“diferenciacao termo a termo” e “funcgoes real-analiticas”, originalmente destinados a aula
nimero 15.

(1) Uma fungao de classe C* que nao é real-analitica.

Vamos nesta secao estudar um exemplo muito interessante: uma funcao € : IR — IR
de classe C*° que se anula em (—o0, 0] e que nédo é identicamente nula. Em particular, esta
funcao néo pode ser real-analitica (pois duas fungoes real-analiticas num aberto conexo
que coincidem num aberto nao vazio sao iguais). A existéncia dessa fungdo nao é apenas
uma curiosidade: ela serd muito importante quando estudarmos o conceito de particao da
unidade.

Para mostrar que a funcao £ que definiremos adiante é mesmo de classe C'°°, precisa-
remos de um teorema que apresentamos a seguir. Esse teorema ¢é na verdade interessante
em si mesmo, independentemente do seu uso nesta secao — também a técnica usada na
sua demonstracao é curiosa.

Teorema. Sejam U C IR™ um aberto, x € U um ponto, f : U — IR"™ uma funcao
continua, diferencidavel no aberto U \ {z}. Se o limite lim,_,, df(y) existe (igual a T €
Lin(IR™, IR™), digamos) entao f é diferencidvel no ponto x e df(z) =T.

Demonstragao. Para h € IR™ suficientemente préximo da origem, temos que o segmento
[z,x + h] estd contido em U e portanto podemos aplicar a desigualdade do valor médio
para a funcao f — T em tal segmento obtendo:

|f(z+h) = f(z) =TMh)|| < sup ||df(y) =T lIAl;
y€(z,x+h)

o uso da desigualdade do valor médio é justificado pelo fato que f—T é continua em [z, z+h]
e diferenciavel em (z,x + h) (ndo sabemos ainda que f — 7T é diferencidvel em x, mas isso
nao é um problema). Definindo entao r pela igualdade f(x+h) = f(z)+T(h)+r(h) entdo,
como lim,_,, df(y) = T, dado € > 0, podemos encontrar § > 0 tal que 0 < ||y — z|| <
implica ||df(y) — T|| < € e portanto:

<e¢

— Y

r(h)
7] H

sempre que ||h|] < §. Logo limy,_,q % = 0, o que completa a demonstracao. B

Observagdo. Duas coisas sao curiosas na demonstragao acima: em primeiro lugar, usamos
a desigualdade do valor médio com toda a sua forca, i.e., levamos em conta o fato que
a hipotese da desigualdade do valor médio exige diferenciabilidade da funcao apenas no
segmento aberto. E interessante também a técnica de aplicar a desigualdade do valor médio
para f —T. Em geral, quando f é uma funcao diferencidvel numa vizinhan¢a de um ponto
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x, pode ser tutil aplicar a desigualdade do valor médio para a fungao y — f(y) — df(z) -y
obtendo a estimativa:

[f(x+h) = f(z) —df(z)-nl| < sup |df(y) —df()]| 7],

y€E(z,x+h)
que é mais poderosa que a estimativa limy_,q % = 0, dada pela definicao de funcao

diferenciavel.

Observagdo. Apesar de termos demonstrado o teorema acima para funcoes de varias
variaveis, s6 usaremo-lo para fungoes de uma variavel.

Definimos agora nossa fungao £ : IR — IR fazendo:

5(I):{e , x>0,

0, z <0.

|
Sy

Obviamente & é de classe C*° no aberto IR\ {0}; o problema é mostrar que & é infinitamente

diferencidvel no ponto 0. Em primeiro lugar, observe que lim,_,q+ e~z = 0, de modo que
¢ é continua em 0. Além do mais, &'(x) = 0 para z < 0 e:

8[|~

1
5/(:17) = ﬁ e ’

para todo z > 0. Dai lim, o0& () = 0 e pelo teorema provado acima, temos que & é
diferencidvel em z = 0 e &'(0) = 0. Como & é continua e diferencidvel em IR\ {0},
podemos agora proceder de modo andlogo para mostrar que £ é duas vezes diferenciavel
em z = 0 e que £’(0) = 0. Para provar que £ é de classe C*°, usamos indugao. Suponha
que £ é de classe C* para algum k > 1 e que a k-ésima derivada %) de ¢ seja da forma:

ple) o~
5("’>(:c>:{q<m>6 Ii

onde p,q : IR — IR sao polinémios. Dai ¢() é uma funcdo continua, diferencigvel em
R\ {0}, €%+ (2) = 0 para z < 0 e:

§(k+1)(m):p/(1')Q($)—p(fE)q/(x) IR G I U (€ )

onde p e ¢ sao polinomios. Por um argumento elementar de Calculo I, segue que:

lim €51 () = 0;

x—0

pelo teorema acima, & é k+ 1 vezes diferencidvel em IR e £*T1(0) = 0 (e logo £ é de classe
C*+1). Por inducao em k, concluimos que £ é de classe C°.

Observagdo. Note que todos os coeficientes da série de Taylor de & em torno de 0 sao
nulos, enquanto £ nao é nula em nenhuma vizinhanca de 0, i.e., a série de Taylor de £ em
torno de 0 converge, mas nao para o valor de &.
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Curvas

Antes de continuar nosso estudo de célculo diferencial, vamos estudar um pouco de
curvas em IR™. Na secao 2 a seguir faremos uma exposicao da nogao de comprimento
de arco. Em seguida, relacionaremos o comprimento de arco com a integral da norma
do vetor tangente, no caso de curvas de classe C!. Para isso, precisaremos fazer uma
rapida recordacao da definicao de integral de Riemann na secdo 3 — nao faremos um
desenvolvimento completo da teoria de integracao aqui, ja que o mesmo pertence a outra
parte do curso. Vamos apelar para o fato que estudantes neste estdgio ja devem ter um
conhecimento bésico de integral de Riemann (em uma varidvel, ao menos).

O proximo passo do curso serd o estudo da nocao de integral de linha. Primeiro,
usaremos o approach classico usando a linguagem de campos vetoriais. Depois passaremos
ao approach moderno, usando a linguagem de formas diferenciais. Terminamos o estudo de
curvas com a teoria dos campos conservativos (usando a linguagem de formas diferenciais,
onde a expressao “campo conservativo” serd trocada por “l-forma diferencial exata”).

(2) Curvas em R™ — o comprimento de arco.

Por uma curva em IR™ significaremos uma aplicagdo arbitraria + : [a,b] — IR™ defi-
nida num intervalo fechado [a,b] (apesar do fato que na maior parte do tempo estaremos
interessados em curvas que sdo ao menos continuas). Por uma particao do intervalo [a, b|
significamos um subconjunto finito P C [a, b] que contém os extremos a e b. Tipicamente
escreveremos P = {tg,...,t;}, deixando subentendido que k > 1 e que:

a=1tyg<t1 < - <tp_1 <tp=0b.

A variacao de uma curva 7 : [a,b] — IR"™ com respeito a particao P = {tg,...,tx} é o
nimero real nao negativo V(v; P) definido por:

k—1
V(y; P) = Z [v(tisa) = ().

Definicao. O comprimento de arco (ou variacao total) de uma curva v : [a,b] — IR™ é
definido por:

V(y) = sup V(v; P) € [0, +o0],

onde P percorre o conjunto de todas as possiveis partigées de [a,b]. Quando V(vy) < 400
(i.e., quando existe M > 0 tal que V(v; P) < M para toda particao P de |a,b]) entao
dizemos que a curva 7y é retificdvel (ou de variacao limitada).

Observagdo. O nome “variagao total” (no lugar de comprimento de arco) e “de variagao
limitada” (no lugar de retificavel) é mais usado quando n = 1; isso provavelmente se deve
ao fato que no caso n = 1 a imagem intuitiva que temos de uma “curva”’ nao se encaixa
bem.
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Observacio. E mais usual definir o comprimento de uma curva 7 : [a,b] — IR™ apenas
usando a norma Fuclideana || - ||, apesar do fato que para o desenvolvimento da teoria que
faremos, || - | pode em principio denotar qualquer norma. E ficil mostrar que a condicio
de retificabilidade nao depende da norma escolhida, apesar do fato que o comprimento de
arco depende, obviamente (veja os Exercicios 3 e 4).

Se uma partigdo P’ do intervalo [a, b] contém uma particdo P de [a, b] entdo dizemos

que P’ refina (ou que é um refinamento) de P. E f4cil ver usando a desigualdade triangular
que para toda curva v : [a,b] — IR™ temos:

V(y; P") > V(y; P);

de fato, é suficiente mostrar a desigualdade acima quando P’ tem sé um ponto a mais
que P (o caso geral segue facilmente por indugao). Se P = {to,...,tx} e P’ = P U {t}
com t; < t < t;11 entdo a parcela ||y(tiy+1) — v(t;)|| em V(v; P) é substituida pela soma
Hy(tiﬂ) — ”y(t)H + ny(t) — y(tz)H em V(v; P’) e obviamente tal soma é maior ou igual &
parcela original ny(tiﬂ) — 'y(tz)H

A observacao acima mostra que para verificar a retificabilidade de v e para calcular o
seu comprimento é suficiente considerar particoes suficientemente finas, i.e., se Py é uma
particao fixada de [a, b] entdo:

V(y) = sup V(v;: P).
PDPQ

Observagdo. A reta é o caminho mais curto entre dois pontos, i.e., se vy : [a,b] — IR"
é uma curva entdo ||y(b) — v(a)|| < V(7). Isso segue trivialmente da observagio que
[7(b) = ~(a)|| = V(y; P), onde P = {a,b}.

Vamos provar algumas propriedades faceis do comprimento de arco.

Teorema. Se~ : [a,b] — IR" é retificdvel e se [c,d] C [a,b] é um subintervalo entao 7| 4
também é retificavel e V(7li..a)) < V(7).

Demonstragao. Se P ¢é uma particao de [c,d] entdo P’ = P U {a,b} é uma particao de
[a, b] e obviamente:

Ve, P) < |[7(e) = v(@)|| + V(¥je.a1 P) + [|7(0) — v(@)|| = V(v P') < V(7);

a conclusao segue tomando o supremo com respeito a P na desigualdade V(7|[C,d]; P) <
V(y). =

Teorema. (aditividade por concatenagao do comprimento de arco) Seja vy : [a,b] — IR"
uma curva e c € (a,b) um ponto qualquer. Se 7y|[4,¢] €Y|[c,5) 530 retificiveis entao v também
é retificavel e:

V() = V(Yla,q) + V(v

Demonstragao. Para calcular o comprimento de v é suficiente usar particoes que contém
c, ou seja:

[c,b])'

V() = sup V(v; P);
ceP
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mas toda particdo P de [a,b] contendo ¢ é da forma P = P’ U P”, onde P’ e P” sao
respectivamente partigoes de [a,c| e de [¢,b]. Reciprocamente, se P’ é uma particao de
[a,c] e P" é uma partigao de [c,b] entao P’ U P” é uma partigao de [a, b] contendo c e:

V(v; PPUP") =V(Vaa: P) + VY ewp; P);

tomando supremos em P’ e P” na igualdade acima obtemos a conclusao desejada. H

Recordamos que uma aplicagao o : [¢,d] — IR é dita mondtona quando for crescente
ou decrescente (crescente, aqui, significa apenas r < y = o(z) < o(y), i.e., crescente nao
significa estritamente crescente; comentario analogo vale para o termo decrescente).

Teorema. (invariancia do comprimento de arco por reparametrizagao) Seja v : [a,b] —
R™ uma curva e o : [¢,d] — [a,b] uma aplicagdo mondtona e sobrejetora. Entao -y é
retificavel se e somente se vy o o o for e vale a igualdade:

V(y) =V(yoo).

Demonstragao. Vamos supor para fixar as idéias que o seja crescente; o caso em que
o é decrescente é andlogo. Como o é crescente e sobrejetora, obviamente vale o(c) = a
e o(d) = b. Dai, se P é uma particao de [c,d| entdo o(P) é uma particao de [a,b] e
reciprocamente (como o é sobrejetora), toda partigao P’ de [a,b] é da forma o(P) para
alguma partigdo P de [c,d]. Além do mais, é facil ver que se P é uma particao de [c, d]
e P = o(P) entdao V(yoo;P) = V(y; P'); de fato, escrevendo P = {tg,...,tx} com
c=ty <<ty =dentao P' = {o(tg),...,o(tg)} coma=o0(ty) <---<o(ty) =be
portanto:

V(yoo;P) = levoa tiv1) = (yo0)( H—Zlh tiv1)) =y (e(t:))|| = V(: P);

a ultima igualdade na férmula acima é de fato correta apesar de termos possivelmente
o(t;) = o(t;+1) para alguns i’s (i.e., na somatodria antes da tltima igualdade acima temos
alguns termos nulos a mais que na definicao padrao de V(v; P’)). A conclusao segue entao
tomando o supremo em P na igualdade V(yoo;P) = V(y;0(P)). ®

Observag8o. Se o : [¢,d] — [a,b] é mondtona, continua e se o({c,d}) = {a,b} entdo o
é sobrejetora, pelo teorema do valor intermediario, de modo que as hipoteses do teorema
acima sao satisfeitas. Na verdade, se o : [¢,d] — [a,b] é mondtona e sobrejetora entao o
é automaticamente continua (veja Curso de Anélise, vol. I, Elon Lages Lima, pg. 182), de
modo que nao perdemos nada em supor o continua desde o comego no teorema acima.

Exemplo. Considere a fungao f : [0,1] — IR dada por:

Temos que f é continua. Vamos mostrar que f nao é de variacao limitada. De fato, dado
um inteiro 7 > 1, considere a particdo P de [0, 1] definida por:

r

1 1
P={0,1} U —_— .
{01} kL:Jl{ler’Qk?T—F%}
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Temos: . .
1 1 1
V<f;P>2§\f(%) ‘f(m)\%%

Como a série 3,25 5= 6 divergente, segue que V(f) = supp V(f; P) = +o0 e portanto f

nao ¢ de variagao limitada.

Defini¢ao. Uma curva v : [a,b] — IR™ é dita parametrizada por comprimento de arco
quando for retificdvel e para todo t € (a,b] tivermos V(7v|jq,q) =t — a.

Usando a aditividade por concatenacao do comprimento de arco, é facil ver que uma
curva v : [a,b] — IR™ é parametrizada por comprimento de arco se e somente se for
retificivel e para todos t1,t2 € [a,b] com t; < ta tivermos V(7|y, +,)) = t2 — t1. Observe
também que se v : [a,b] — IR" é parametrizada por comprimento de arco entdo vale a
desigualdade:

HV(tl) - ’Y(tQ)H SVt ,t0)) = t2 — 1,

para todos t1,ts € [a,b] com t; < ty. Segue em particular que 7 é Lipschitziana e portanto
continua.

(3) O comprimento de arco para curvas de classe C! usando integrais.

Vamos comecar com uma rapida recordacao da definicao de integral de Riemann. Nao
faremos um desenvolvimento completo da teoria de integracao basica nessa parte do curso.

Seja P = {tg,...,tx} uma particdo do intervalo [a,b] (como sempre, convenciona-
mos a = tp < --- < t = b). Uma pontilhagdo para a particho P é um conjunto
T ={70,...,Tk—1}, onde t; < 7; < t;4q parai = 0,...,k — 1. O par (P,7) serd cha-
mado uma particao pontilhada de [a,b]. Se f : [a,b] — IR é uma fungdo entdo a soma de
Riemann de f com respeito a (P, 7) é definida por:

e
I
—_

S(fsPyr) =) f(m)(tivs —ta).

i

I
o

A norma ||P|| da particdo P é o maior dos comprimentos dos intervalos [t;,t;+1], i.e.,
||| = maxt = (tis1 — t,).

Definicao. Seja f : [a,b] — IR uma fun¢ao limitada. Dizemos que f é Riemann integrével
quando existe o “limite” limyp|_o S(f; P,T), i.e., quando existe um nimero real I € IR
tal que para todo ¢ > 0, existe d > 0, de modo que ‘S(f; P,T)— I‘ < g, para toda particao
P de [a,b] com ||P|| < ¢ e toda pontilha¢ao T de P. O numero I (que, como é fdcil ver, é
tinico, quando existe) é chamado a integral de Riemann de f e é denotado por:

[:/abf:/abf(x)d:c.

Observagdo. Apesar de termos considerado apenas fungoes a valores reais na defini¢ao
acima, nao haveria mal nenhum em considerar f : [a,b] — IR"™ (na verdade, quando
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estudamos o resto integral da Formula de Taylor, usamos a integral de uma funcao a valores
em IR™). Definindo f: f para f: [a,b] — IR™ de modo idéntico ao feito acima, é facil ver
que f = (f1,..., f*) é Riemann integrével se e somente se cada f*,i = 1,...,n, é Riemann
integrével; nesse caso, a i-ésima coordenada de ff feR"é ff fiparai=1,...,n.

Observagdo. A integral de Riemann s6 é definida da maneira acima para fungoes limitadas.
A integral de Riemann para fungoes ilimitadas (chamada integral imprépria de Riemann)
deve ser definida separadamente, como um limite de integrais préprias. Nao teremos
nenhum uso aqui para integrais impréprias de Riemann (uma das muitas vantagens da
integral de Lebesgue, é a nao necessidade de distinguir integrais préprias de impréprias).

Agora vamos ao resultado central desta secao.

Teorema. Seja 7 : [a,b] — IR" uma curva de classe C'. Entao v é retificavel e seu
comprimento é dado por:

Ve = [ v at

Demonstragao. Como ~' : [a,b] — IR™ é continua no compacto [a,b], existe M > 0 tal
que Hv’(t)H < M para todo t € [a,b]. Dai, se P = {to,...,tx} é uma parti¢do de [a, b], a
desigualdade do valor médio nos da:

k—1 k—1
V(v P) = Z [7(tis1) = ()] < ZM(tH-l —t;) =M(b—a).

Dai v é retificavel e V(y) < M(b— a). Falta mostrar agora que f; |7/ (t)[] dt = V(7). Seja
dado entdao £ > 0. Como = é retificivel, existe uma particdo Py = {to,...,tx} de [a,b] tal
que:

V(v) — % < V(v Py) < V().

Lembrando que uma fung¢ao continua num compacto é uniformemente continua, podemos
escolher § > 0 satisfazendo as trés seguintes condigoes:

e /< minfz_ol(tiﬂ —t;);

e para todos t,s € [a,b], [t — s| <0 = H'y(t) - ’y(s)H < o5

e para todos t,s € [a,b], [t — s| <0 = H'y’(t) - ’y’(s)” < 30—y
Seja agora P = {sq,..., s} uma particao de [a,b] com ||P| < ¢ e seja 7 = {70,...,71-1}
uma pontilhacao para P. Para completar a demonstracao, vamos mostrar que:

|S(f; P,m) = V(v)| <e,

onde f : [a,b] — IR é definida por f(t) = ||7/(¢)||. Dividimos o restante da demonstragao
em trés partes.
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D) [S(fsPor) = V(1 P)| < §;
fixado ¢ € {0,...,1 — 1}, aplicamos a desigualdade do valor médio para a fungao
t — y(t) — (1)t no intervalo [s;, s;1+1] obtendo:

[7(si1) = v(s0) = (T3) (801 — 83) || < tE(SUP | 17 () =~ (70)]| (si41 — 5i)
S§i38i4+1
< L(Si—l—l — 5),
3(b—a)

ja que |t — 7;| < 0 para todo t € (s;, $;+1). Concluimos entao que:

V(7: P) = S(f; P,7)| Z]nvszﬂ (s = 1/ @) | si1 = 50)

= Z |7 (siv1) = v(s:) = (1) (561 — s0)|| < ﬁ (841 — 8i) = g.

7

I\
=

Isso completa a demonstragao da parte (i).
(ii) [V(; P) = V(1; PUR)| < &;

como ||P|| < § < min}~, 1(ti+1 —t;), segue que cada intervalo da particdo P contém no
maximo um ponto da particao Py em seu interior. Definimos entao:

II{iG{O,...,l—l}Z(Si,SH_l)ﬂPo:@},

P={ie {0, 1=1}: (siy500) N Py £ 0},

e para cada i € I’ denotamos por t,;) (p(7) € {1,...,k—1}) o tinico ponto da particao Py
que pertence ao intervalo aberto (s;, s;+1). Note que I’ tem no méximo k — 1 elementos.
Temos:

V ’V’P U PO Z H’V SH-l (82)” + Z H’Y(Si-i-l) - V(tp(i))H + H’V(tp(i)) - 'Y(Si)H7
el iel’

- Z ||”Y(Sz'+1) - ’Y(Sz‘)H + Z ||’Y(Sz'+1) — (83|l

iel iel’

e portanto:

’W%PUHﬁ—VWJﬂ:2:M@Hﬁ—V@MMMﬂh@mﬂ—WQM%ﬂh@HH—V@N-

Como [sj11 —tyi)| <0, |tp(Z — 8| < delsit1 — si| <0, 0 termo geral da somatdria acima
tem médulo menor que z; como a somatdria tem no mdximo k termos, concluimos que:
€
V(3 P) SV PUR) < V(3 P) + 3,
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o que completa a demonstracao da parte (ii).
(iii) |V(v; PUP) = V(y)| < §;
Basta observar que:

V() = 5 < V(3 R) £ V(3 PUR) < V().

Isso completa a demonstragao da parte (iii) e a demonstracao do teorema. B

Defini¢ao. Uma curva ~ : [a,b] — IR™ é dita de classe CP por partes (1 < p < c0) quando
existe uma particao P = {to,...,1} do intervalo [a, b] tal que 7|, +,.,] € de classe C? para
todoi=0,...,k—1.

Observe que se v é de classe CP por partes entao v é continua em [a, b] e (como p > 1)
admite derivadas laterais em cada ponto t; da partigao. Nos pontos t € [a, b] que nao estao
em P (e nas extremidades t = a e t = b) a curva v é diferencidvel.

Coroldrio. Se v : [a,b] — IR™ é de classe C' por partes entao ~y é retificdvel e seu
comprimento é dado por:

b
Viy) = / Iy )] at.

O integrando acima nao é bem definido num nimero finito de pontos, mas isso nao
é um problema: sabe-se que a integral de uma funcao nao se altera quando alteramos a
funcao num numero finito de pontos e portanto podemos atribuir um valor arbitrario ao
integrando em questao quando o mesmo nao estiver bem definido.

Demonstragao. Seja P = {tg,...,t;} uma particao de [a, b] tal que ¥|, ¢, ,] ¢ de classe
C' parai=0,...,k—1. Pelo teorema anterior e pela aditividade do comprimento de arco
(e usando uma propriedade elementar da integral de Riemann):

k—1 k—1 tit1 b
VO) = V0l =2 [ @] de= [ ] m
i=0 i—=0 Jti a

Coroldrio. Se~ : [a,b] — IR" é uma curva de classe C! por partes entao y é parametrizada
por comprimento de arco se e somente se Hy’(t)H = 1 para todo t € [a,b] tal que v é
diferenciavel em t.

Demonstracgao. Segue do Teorema Fundamental do Célculo e da igualdade:

t
VOl = [ G ds

para todo t € (a,b]. W

Observagdo. Para cultura geral: a férmula V(v) = f: |7/ (t)[| dt vale numa classe de
curvas maior do que aquela das curvas C'! por partes. Essa é a classe das curvas chamadas
absolutamente continuas (veja o dltimo capitulo do livro de Teoria da Medida do Pedro
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Jesus Fernandez, se tiver curiosidade); nesse contexto, a integral ff H’y’ (t)H dt deve ser
entendida no sentido de Lebesgue. A classe de curvas absolutamente continuas inclui até
mesmo a classe das curvas Lipschitzianas. Mostra-se entao que uma curva absolutamente
continua 7 : [a,b] — IR™ é parametrizada por comprimento de arco se e somente se a
igualdade H’y’ (t)H = 1 vale para quase todo t € [a, ], i.e., quando tal igualdade é falsa no
méximo num subconjunto de [a, b] que tem medida de Lebesgue zero.
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Exercicios.

(n&o é para entregar, mas é bom dar uma olhada e quem tiver problemas me procura).

Comprimento de arco.

1. Seja 7 : [a,b] — IR™ uma curva. Mostre que V() > 0 e que V(7) = 0 se e somente se
~ é constante.

2. Seja f : [a,b] — IR uma fungdo monétona. Mostre que f é de variagao limitada e que
V(f) = |f() - f(a)].

3. Mostre que a condi¢do “y : [a,b] — IR™ é retificdvel” nao depende da norma usada
em IR".

4. Seja || - ||, a norma em IR" definida por ||z||; = Y_;_, |«;|. Dada uma curva v : [a, b] —
IR"™ e uma partigao P de [a,b], denote por Vi(v; P) a variagao de 7 com respeito a P
definida usando a norma || - ||; e por Vi(v) = supp Vi(v; P) o comprimento de arco
de « definido usando a norma || - ||;. Mostre que:

(a) se v = (v%,...,¥") com cada 7 : [a,b] — IR entao Vi(y; P) = > Vi(v; P)
(onde a norma usada em IR é o médulo usual);

(b) conclua do item (a) que 7y é retificavel (com respeito a || - ||; ou a qualquer outra
norma — vide Exercicio 3) se e somente se cada 7', i = 1,...,n, é de variagao
limitada;

(c) se v é retificdvel mostre que Vi(y) = > 1, Vi(7*) (dica: vocé deve precisar do
seguinte fato: se Pi, ..., P, sdo parti¢des de [a,b] entdao P = |J;_; P; é uma
particao de [a, b] que refina todas as P;’s simultaneamente);

(d) se V() denota o comprimento de arco de v com respeito a norma Euclideana, dé
um exemplo para mostrar que V(7) nao pode ser calculado a partir dos niimeros
V(+Y),i=1,...,n,i.e., procure curvas retificaveis v, u : [a, b] — IR™ com V(v*) =
V(u') para todo i = 1,...,n, mas com V(y) # V(u) (dica: é facil achar um
exemplo com n = 2 e com as aplicacoes ¢, u', i = 1,2 todas mondtonas).

5. Seja v : [a,b] — IR™ uma curva retificdvel que é continua no instante t = a. O objetivo
deste exercicio ¢ mostrar que lim;_.q V(7|[4,4) = 0.

(a) Seja ¢ = infic(q,4) V(V][a,¢)) = 0 € suponha por absurdo que ¢ > 0. Dado & > 0
arbitrério, escolha t € (a, b] com V(v|(,4) < c+¢. Mostre que para todo s € (a,t)
temos V(7v(s,4) < €.

(b) Escolha agora t € (a,b] com V(y|4,q) < ¢+ ¢ e tal que |[v(s) — v(a)|| <  para
todo s € [a,t]. Mostre que para toda particao P de [a,t] temos V(v|(,4; P) < 2¢
(dica: trate separadamente o primeiro termo de V(7|(q,¢; P)).

(c) Conclua do item (b) que V(7|(44) < 2¢ e obtenha uma contradicao (de modo que
c=0).

(d) Qbservando que a aplicagao (a,b] > t = V(7|jq,q) € IR é crescente, conclua que
limg 4 V(’Y|[a,t]) =0.
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6. Seja v : [a,b] — IR™ uma curva retificivel e defina V : [a,b] — IR fazendo V (t) =
V(V|ja,q) Para t € (a,b] e V(a) = 0. Mostre que os pontos de continuidade de ~y
coincidem com os pontos de continuidade de V (dica: se V' é continua em ¢ € [a, b],
use a desigualdade H’y(tl) — ’y(tz)H < ’V(tl) - V(tz)} para mostrar que 7y também
¢ continua em t. Se v é continua em ¢, aplique o resultado do Exercicio 5 para a
curva 7| para concluir que V' é continua a direita em ¢; repita o raciocinio para
a reparametrizacao reversa [—b,—a] 3 s — y(—s) € IR™ de ~y para concluir que V é
continua a esquerda em t).

7. (toda curva continua é reparametrizacao de uma curva parametrizada por compri-
mento de arco) Seja 7 : [a,b] — IR™ uma curva continua e retificivel. Mostre que
existe um unico par (o,7), onde o : [a,b] — [0,L] e 7 : [0,L] — IR™ sao aplicagdes
satisfazendo as seguintes condigoes:

o(a)=0eao(b)=1L;

e o ¢ continua e monotona;

e Yy =7vyo0;

e 7 é parametrizada por comprimento de arco.

(dica: para mostrar a unicidade de o, considere as igualdades:

a(t) = V(Fo,c)) = VA2 0llag) = Vag);
que mostram que o deve coincidir com a funcao V definida no Exercicio 6. Para a
existéncia, defina ¢ = V' e mostre que:
(i) o :la,b] — [0, L] é sobrejetora, onde L = V(7);
(ii) para s,t € [a,b], o(s) = o(t) = vy(s) = y(¢).
Conclua que existe uma tnica aplicagao 7 : [0, L] — IR™ tal que oo = 7, i.e., 4 deve
preencher o lugar da flecha pontilhada no diagrama comutativo:

[a, b] R

ol
A

[0, L]

Use novamente a invariancia do comprimento de arco por reparametrizacoes para concluir
que 7 é de fato parametrizada por comprimento de arco).
8. Dadas curvas retificaveis v, u : [a,b] — IR™, mostre que:
(a) asoma y+pu éretificavel e V(y+pu) < V(v)+V(u) (dica: mostre que V(y+u; P) <
V(~; P) + V(u; P) para toda particao P de [a,b]);
(b) se ¢ € IR entao a curva ¢y (definida por (c¢y)(t) = cy(t)) é retificavel e V(cy) =
lc|V(7) (dica: mostre que V(cy; P) = |c¢|V(7; P) para toda particdo P de [a, b]);
(¢) o conjunto Ret([a, b], IR™) formado por todas as curvas retificaveis v : [a,b] — IR"
¢ um subespaco do espago vetorial real de todas as curvas 7y : [a,b] — IR" e a
aplicagdo v — ||v(a)|| + V(7) define uma norma em Ret([a, b], IR");
(d) se o : [a,b] — [a,b] é crescente e sobrejetora entao a aplicagao

Ret([a,b], R") > v+ v oo € Ret([a, b], R"™)

é uma isometria linear.
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Aula nimero 17 (10/05)

A aula comega cobrindo as segoes 2 e 3 da aula nimero 16 (08/05), sobre comprimento
de arco e sua relacdo com a integral da norma do vetor tangente (para curvas de classe C*
por partes).

(1) Integral de um campo vetorial ao longo de uma curva.

Definicao. Um campo vetorial em IR" (definido num subconjunto S C IR™) é uma fung¢ao
X:5—=R" SeX:S— IR" éum campo vetorial continuo (i.e., a aplicacao X : S — IR"
é continua) e se 7y : [a,b] — IR™ é uma curva de classe C' por partes cuja imagem estd
contida em S entao definimos a integral de X ao longo de v através da integral:

AX:AWXmmmw»%

onde (-,-) denota o produto interno canénico de IR™.

Se X = (XY ..., X" ey=(y',...,9") com cada X*: S — IR e cada " : [a,b] — IR
entao a integral de X ao longo de v pode ser escrita mais explicitamente na forma:

no b
[yX: Zl/ X (P (1), ..o (1) () (1) .

Observacgdo. Como v é apenas de classe C'! por partes, o integrando <X('y(t)),'y’(t)> nao
estd bem definido num nimero finito de instantes t € [a, b] — isso ndo é um problema, pois
a integral de uma func¢ao nao se altera quando alteramos o valor da funcao num nimero
finito de pontos. Podemos entao atribuir qualquer valor ao integrando em questao nos
pontos t onde v nao é diferenciavel.

Vamos comecar mostrando a invariancia da integral de linha por reparametrizacoes.

Teorema. Sejam X : S C IR" — IR™ um campo vetorial continuo e 7 : [a,b] — IR"™ uma
curva de classe C'* por partes com «([a,b]) C S. Dada uma funcao injetora o : [c,d] — [a, b]
de classe C! por partes, entao:

/W,X:/YX’ seo(c) =aeo(d)=b,
AMX:_AX’%“QZMawzw

Demonstragao. Seja P = {to,...,{;} uma particao de [a,b] tal que 7|y, ., € de classe
Cl parai=0,...,k—1esejaQ = {sg,...,s} uma particio de [c,d] tal que Oliss,5044] €
de classe C! parai=0,...,l — 1. Temos que Q U o~ (P) = {ug, ..., un} é uma partigao

de [a,b] (usamos aqui que o ¢ injetoral) e é ficil ver que (v o o) ] € de classe C!

Uiy Uit 1

128



parai=0,...,m — 1; dai v o o também é de classe C'! por partes e faz realmente sentido
considerar fvoa X. Temos:

d
/ X = / (X(v(o (1)), (v o o) (1)) dt:

exceto para um numero finitos de instantes t € [c,d] (mais precisamente, exceto para
t € {ug,...,um}) temos (yoo)'(t) =+'(c(t))o’(t) e portanto:

d m—1
| x= [ xaeo) o) md=3Y [ (X0ew).y o) o

Fazendo a mudanga de varidvel o(t) = x nas integrais acima obtemos:

o(d)

m—1 o(uitr)
[ ox=3 [ T xe@)@)de= [ (X)) da
Yoo i=0 YO

(us) o(c)

e a ultima integral vale 4+ f7 X, dependendo do valor de ¢ nas extremidades c e d. R

Observagdo. A hipétese que o : [¢,d] — [a, b] é injetora no teorema acima é usada sé para
concluir que o~ !(P) é finito. Poderfamos alternativamente supor apenas que para todo
t € [a,b] no qual ¥ ndo é diferencidvel temos que o conjunto o ~1(t) C [c,d] é finito. Observe
que sem a hipétese de injetividade para o, é bem possivel que ¢ nao seja mondtona; isso
corresponde a idéia intuitiva que a reparametrizacao v o o de vy pode fazer “um pouco
de zigue-zague” que a curva 7 original nao fazia. Desde que o(c) = a e o(d) = b, i.e.,
desde que 7y oo “percorra todo o percurso de y(a) a y(b)”, a integral de linha f,y X nao se
altera; na pratica, o que ocorre é que trechos de v percorridos a primeira vez num certo
sentido e uma segunda vez em outro sentido se cancelam. Note bem que esse fenémeno
nao ocorre no caso do comprimento de arco! No caso do comprimento de arco os “zigue-
zagues” aumentam o comprimento total, de modo que a hipdtese de monotonicidade de o
¢é essencial.

Observagdo. Muitos livros elementares de Célculo e de Fisica—Matematica usam notagoes
como f7 X -d7 em vez de f7 X. A motivagao para essa notagao ¢ a seguinte: pensa-se
em 7 como o “vetor posicao da particula que viaja ao longo de 4”7 e dai d7 é uma espécie
de “vetor infinitesimal de variacao de posigao”. Escreve-se entao X - d7 para denotar o
produto escalar (i.e., o produto interno) do campo X pela “variagao infinitesimal” d 7.

¢

Observagdo. A interpretagao fisica para a integral de linha definida acima (quando n < 3)
é a seguinte: pensamos em X como um campo de forgas, i.e., em cada ponto r € IR"
temos um “vetor for¢ca” X (z). A curva v corresponde a trajetéria de uma particula (o
parametro ¢ de v é o tempo). A integral de linha [ X corresponde entdo ao trabalho da
forga X sobre a particula que descreve a trajetoria . O trabalho de uma forca constante
F € IR? sobre uma particula que descreve um movimento retilinio do ponto p € IR? ao
ponto ¢q € IR? é dada por (ﬁ ,q — p) (pois a componente da for¢a F normal ao movimento
nao realiza trabalho). A integral de linha corresponde a uma passagem ao limite dessa
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idéia: escolhemos uma partigao P = {to,...,tx} do intervalo [a,b] com norma pequena e
instantes 7; € [t;,ti41], 2 =0,...,k—1. Num “intervalo pequeno” [t;, ;1] aproximamos o
movimento da particula por um segmento de reta e a for¢a dada pelo campo X por uma
forca constante; o trabalho realizado por X do instante ¢; ao instante t;4; é aproximado
entdo pelo produto (X (y(7;)), ¥(tit1) —(t:)). Agora aproximamos o vetor y(t;41) —7(t;)
por v/ (7;)(tix1 — t;) e somamos em ¢ = 0,...,k — 1. Fazendo o limite quando ||P| — 0,
obtemos a integral de linha f7 X (veja a observagao a seguir).

Observagio. E muito comum definir a integral de linha va usando limites de somas

da forma Zf;ol (X (v(7:)),7(tix1) — 7(t;)) quando a norma da particio P = {to,...,ts}
de [a, b] tende a zero e {7g,...,Tk—1} é uma pontilhacdo de P. Mostra-se entdo que esse
limite de somas coincide com a integral de Riemann ff (X (v(?)),7'(t)) dt no caso que X
é continuo e v é de classe C! por partes. Essa definicao da integral de linha usando limites
de somas ¢ similar a definicao da integral de Riemann—Stieltjes que nao abordaremos nesse
Curso.

[para quem conhece a definigdo de integral de Riemann—Stieltjes, observamos que se X =
(X1 X" ey = (y',...,7") entdo a integral de linha [ X coincide com a soma

Yot f X’( t)) dy'(t), onde f X (( )) dv*(t) denota a integral de Riemann—Stieltjes
de f = X' o :[a,b] — IR com respeito & fungdo a = ¥ : [a,b] — IR. Os curiosos podem
consultar o Curso de Analise vol. II do Elon Lages Lima, pgs. 193—204.]

Nos decidimos usar um caminho mais curto para simplificar a exposicao: definir va

apenas quando X é continuo e 7 é de classe C'' por partes, usando diretamente a integral
de Riemann. Na prética, raramente se usa a integral fv X em condigoes mais gerais do que
a que consideramos. Nos Exercicios 10-15 apresentamos um roteiro para os interessados
na definicao de fw X como limite de somas.

Observagdo. Como mostramos acima, a integral de linha fw X é invariante por reparame-
trizacoes, mas apenas por reparametrizacoes que “preservam o sentido de percurso de v” —
se a reparametrizacao “inverte o sentido do percurso”, o valor de f7 X troca de sinal. Por
esse motivo diz-se as vezes que f,y X é uma integral orientada. Observe que, por outro lado,
o comprimento de arco V(v) é invariante tanto por reparametrizagoes crescentes como por
reparametrizacgoes decrescentes (ndo ha mudanca de sinal). O comprimento de arco é mui-
tas vezes denotado em textos elementares de Calculo e em textos de Fisica—Matematica por
f ds ou por f ||d r|| essa notacao ¢ motivada pela idéia que ds (ou ||d7||) denotam o com-
prlmento de uma “porc¢ao infinitesimal” de . Considera-se também “integrais” da forma
fa f ds (denotadas também por fa f1ld7||), onde f : [a,b] — IR é uma funcao escalar. Tais
integrais podem ser definidas como limites de somas da forma Zi:ol (75 ||’y it1) H
quando a norma da particdo P = {to,...,tx} de [a,b] tende a zero e {7, ..., Tp— 1} é uma
pontilhacao de P. Mostra-se entao que, se f é continua e vy é de classe C’l por partes,
entao f fds coincide com a integral de Riemann f f(t Hv H dt (ou, para simplificar

a exposicao, alguns autores definem f f ds apenas quando f é continua e v é de classe

C'! por partes, usando diretamente a integral de Riemann f f@@) H7 H )|| dt). Essa integral
fv f ds corresponde fisicamente, por exemplo, a massa do “fio” v cuja densidade linear de
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massa é expressa pela funcao f (o comprimento de arco é reobtido quando f = 1). A
integral fv fds, como o comprimento de arco, é invariante tanto por reparametrizacoes
crescentes como por reparametrizacoes decrescentes, nao havendo mudanca de sinal; diz-se
entdo que tais integrais sdo nao-orientadas. Alguns autores usam também a terminologia
integral de linha de primeiro tipo para integrais da forma f7 f ds e integral de linha de

segundo tipo para integrais da forma fv X.

Para finalizar, vamos enunciar algumas propriedades elementares da integral de linha
cuja demonstracao é imediata a partir de propriedades correspondentes da integral de
Riemann.

Teorema. Sejam X,Y : S C IR™ — IR"™ campos vetoriais continuos e vy : [a,b] — IR™ uma
curva de classe C'' por partes. Entao:

() [[X+Y=[ X+[Y;
(b) fv EX = kf7 X, para toda constante k € IR;
(c) f7 X = fvl[a,c] X + fv\[c,b] X, para todo ¢ no intervalo aberto (a,b);

(d) ‘fyX‘ < supsefan [|[ X (7)) ]| V().

Observe que a demonstracao do item (d) do teorema acima segue trivialmente usando

a desigualdade de Cauchy—Schwarz e a férmula V(v) = ff H'y’ (t)H dt para o comprimento
de arco V(7).
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Exercicios.
(nao é para entregar, mas é bom dar uma olhada e quem tiver problemas me procura).

Fungdes de variagdo limitada

0. Seja f : [a,b] — IR uma funcao de variacao limitada. Defina V : [a,b] — IR fazendo
V(t) = V(fljay) para t € (a,b] e V(a) = 0. Mostre que V e V — f sao funcoes
crescentes (dica: | f(z)— f(y)| < |V(z) =V (y)|). Conclua que uma fungao g : [a,b] —
IR é de variacao limitada se e somente se pode ser escrita como diferenca de duas
fungoes crescentes (dica: use os Exercicios 2 e 8(a) da Aula nimero 16 — 08/05).

Recordacdo das propriedades elementares da integral de Riemann.

Os exercicios que aparecem aqui sao para aqueles que querem apreender a demonstrar
algumas propriedades basicas da integral de Riemann definida em termos de limites de
somas de Riemann. Alguns exercicios nao sao tao faceis, mas todos esses resultados podem
ser encontrados no Curso de Anadlise, vol. I, do Elon Lages Lima (capitulo sobre integracao).
Avisamos no entanto que o Elon utiliza uma defini¢ao diferente de integral de Riemann
(em termos de integrais inferiores e superiores), mas depois ele mostra que essa definicao
diferente é de fato equivalente aquela adotada aqui.

1. Sejam f, g : [a,b] — IR fungoes limitadas, k € IR um nimero real e (P, 7) uma parti¢ao
pontilhada de [a,b]. Mostre que:

S(f+g,P,m)=S(f; P,T)+S(g; P,7), S(kf;P,7)=kS(f;P,7),

e que se f(t) < g(t) para todo t € [a,b] entao S(f; P,7) < S(g; P,7). Conclua que se
f,g :[a,b] = IR sao Riemann integraveis entao f + g e kf também o sao e:

/abf+g=/abf+/abg, /abkrfzk/abf;

além do mais, se f(t) < g(t) para todo t € [a, b], mostre que f: f< f; g. Conclua que
se |f| também é Riemann integrdvel entao ‘f;f‘ < f; |f] (dica: —|f| < f<|f])-

Observagdo. Na verdade, se f é integravel entao |f| é automaticamente integravel (veja
observagao mais adiante sobre a condicao necessaria e suficiente para a Riemann integra-
bilidade em termos do conjunto dos pontos de descontinuidade da fungao).

2. (critério de Cauchy para integrabilidade) Mostre que uma funcao limitada f : [a,b] —
IR é Riemann integravel se e somente se vale a seguinte propriedade: dado € > 0,
existe 6 > 0 tal que dadas parti¢oes pontilhadas arbitrarias (P,7) e (P’,7’) de [a, ]
com ||[P|| < 6 e ||[P'|| < & entao |S(f;P,7) — S(f; P',7')| < e (dica: para mostrar
que f é Riemann integravel, escolha uma seqiiéncia arbitréria (P,,7,) de partigoes
pontilhadas com || P, || — 0 e mostre que a seqiiéncia S(f; P,,7,) ¢ de Cauchy em IR;
mostre que o limite I € IR dessa seqiiéncia ¢é igual a integral f; f).
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. Se f :[a,b] — IR é Riemann integrével e [c,d] C [a,b] é um subintervalo, mostre que
[lic,a) ¢ Riemann integravel (dica: se (P, 7) é uma particao pontilhada de [c, d] entao
P = PU{a,b} e 7 = 7 U {a,b} definem uma particdo pontilhada (P,7) de [a,b];
além do mais, se (P,7) e (P’,7) sdo particdes pontilhadas de [c,d], P = P U {a, b},

P’ =P U{a,b}, 7=7U{a,b} e T =7 U{a,b} entao:
S(f,ﬁ,;)—S(f,ﬁ/,?/) :S(f|[c,d];P77->_S(f|[c,d];Pl7T,)‘

Use o critério de Cauchy explicado no Exercicio 2).

. Sejam f : [a,b] — IR uma fungao e ¢ um ponto do intervalo aberto (a, b), de modo que
flia,e € flic,p) sejam Riemann integraveis. Mostre que f também ¢ Riemann integravel

e que: ) i
/afz/:fnt/c 2

[dica: se (P,T) é uma particao pontilhada de [a,b] com ¢ € P entdao podemos de ma-
neira ébvia definir partigdes pontilhadas (P, 1) e (P2, 72) de [a, c] e de [¢, b] respectiva-
mente (com P; = PN[a,c] e P, = PNlc, b]) de modo que S(f; P,7) = S(flia,q; P1,71)+
S(flic,p); P2, 72). Se P é uma particao de [a,b] que nao contém c e se ||P|| < § entdo
PU{c} é uma particao de [a, b] que contém c e ‘S(f;P, T) —S(f;PU{C},T/)‘ < 2M§,
onde M = supcq ) | f(t)] e 7/ é uma pontilhacdo adequada (definida de maneira
ébvia) de P U {c}|.

. Mostre que se f : [a,b] — IR é nula fora de um subconjunto finito de [a, b] entao f é

Riemann integrivel e f; f = 0 (dica: se o conjunto dos pontos de [a,b] onde f nao

é nula possui k elementos e (P, 7) é uma particao pontilhada de [a,b] com ||P| < ¢

entdo |S(f; P,7)| < 2kM, onde M = SUP;¢a,b] | f(t)]). Conclua que se f : [a,b] — IR

é Riemann integravel e g : [a,b] — IR difere de f sé num conjunto finito entéo g
A . ) b b

também é Riemann integravel e [ g = [ f.

. Mostre que toda fungao continua f : [a,b] — IR é Riemann integravel (dica: use o
Critério de Cauchy da seguinte forma: se P e P’ sao partigoes de [a,b] entao P U P’
¢ uma particao que refina P e P’ simultaneamente. E suficiente entdo para aplicar o
critério de Cauchy estimar o valor de !S(f;P, T) — S(f;P/,T/)‘ com ||P|| < §, onde
(P,7), (P',7") sado parti¢oes pontilhadas de [a,b] e P’ refina P, i.e., P’ D P. Use o
fato que f é uniformemente continua e limitada para escolher > 0).

. (0 Teorema Fundamental do Célculo) Mostre que se f : [a,b] — IR é uma funcao
Riemann integrével e se F' : [a,b] — IR é definida por F(t) = f(f f (com F(a) = 0)
entao F' é continua e, para todo t € [a, b] onde f é continua, temos que F' é derivdvel em
t e F'(t) = f(t). Conclua que se f é continua entao existe uma funcao G : [a,b] — IR

de classe C'! com G’ = f e, dada uma tal fungao, temos f: f=G(b) —G(a).

. Mostre que se F : [a,b] — IR é uma funcao de classe C'' por partes entdo f: F' =
F(b) — F(a), onde atribuimos um valor arbitrario ao integrando no nimero finito de
instantes onde F' nao é derivavel (dica: use os Exercicios 4, 5 e 7). Usando a convengao
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f;f =0e f;f = —fqpf para p > ¢, mostre que quF’ = F(q) — F(p) para todos
p,q € la,b].

9. (mudanca de varidveis na integral de Riemann) Se f : [a,b] — IR é uma funcao
continua e g : [c,d] — IR é uma funcao de classe C! por partes cuja imagem esta
contida em [a, b] entao:

g(d) d
/ f(tydt = / f(9(2))d (z) de,
g(c) c

onde, como sempre, substituimos ¢’(z) por um valor arbitrdrio no nimero finito de
pontos x € [¢,d] onde g nao é derivavel (dica: seja F : [a,b] — IR uma funcdo tal
que F' = f e aplique o teorema fundamental do cédlculo para a funcao composta
Fog:le,d — R).
Observagdo. Sabe-se que uma funcao limitada f : [a,b] — IR é Riemann integrédvel se e
somente se o conjunto dos pontos onde f é descontinua possui medida de Lebesgue zero.
Para os interessados em mais detalhes, consultem o Curso de Analise, vol. I do Elon Lages
Lima (capitulo sobre integragao).

A integral de linha como limite de somas.

Esta série de Exercicios é para aqueles que desejam estudar a nocao de integral de
linha num contexto mais geral (i.e., para curvas que podem nao ser de classe C! por
partes e campos que podem nao ser continuos). Mais detalhes podem ser encontrados no
Curso de Analise, vol. IT do Elon Lages Lima (capitulo sobre integrais curvilineas). Antes
de comecar a série de Exercicios, apresentamos a definicao geral de integrais de linha da

forma fv X.

Sejam X : S C IR™ — IR™ um campo vetorial arbitrdrio e v : [a,b] — IR"™ uma
curva arbitraria cuja imagem estd contida em S. Se P = {{g,...,tx} é uma partigdo de
la,b] e T = {70,...,Tk—1} é uma pontilhacdo para P entdo definimos a soma de Riemann

S(X,~; P, ) fazendo:

k
S(X,v; Pyr) =Y (X (v(m)),v(tigr) —v(t:))-

i

|
-

I
=

A integral de X ao longo de  é definida como sendo o nimero real I € IR (se existir) tal
que dado € > 0, existe § > 0 tal que !S(X, ~v; P, T) — I| < g, para toda particao pontilhada

(P,7) de [a,b] com || P| < 6. E facil ver que I é tinico se existir; escrevemos I = fv X.

10. Mostre que se X,Y : S C IR" — IR" sado campos vetoriais, 7 : [a,b] — IR"™ é uma
curva com imagem contida em S e se k € IR é um numero real entao, se as integrais
fv X e [ Y existem entdo também as integrais f7 X+Ye fv kX existem e valem as

identidages:
/X+Y:/X+/Y, /kX:k:/X.
¥ v ¥ ¥ ¥

(dica: a solugao é quase igual a do Exercicio 1).
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11.

12.

13.

(critério de Cauchy para integral de linha) Sejam X : S C IR" — IR™ um campo
vetorial e 7y : [a,b] — IR™ uma curva cuja imagem estd contida em S. Mostre que a
integral f7 X existe se e somente se vale a seguinte propriedade: dado € > 0, existe
d > 0 tal que dadas parti¢oes pontilhadas (P,7), (P’,7’) arbitririas de [a,b] com
|P|| <6, ||P'|| <& entdo |S(X,v; P,7) — S(X,; P/,T/)| < € (dica: a solugao é quase
igual a do Exercicio 2).

Se X : § C R" — IR™ é um campo vetorial e v : [a,b] — IR™ é uma curva cuja

imagem estd contida em S entao, se a integral f,y X existe entao a integral f’YH . X

também existe para todo subintervalo [c,d] C [a,b] (dica: a solugao é quase igual a
do Exercicio 3). Mostre também que se ¢ é um ponto do intervalo aberto (a,b) entao

vale a identidade:
/ X = / X+ / X,
0 Yia,el Yie,b]

(dica: a solucao é quase igual a do Exercicio 4, mas como ji estamos supondo que
fA/X existe, é suficiente considerar partigoes P de [a,b] que contém c. Observamos

a,c

que em geral nao é possivel concluir que fv X existe a partir da existéncia de f’YH ] X
ede [

Wl[c,b]
2.3 para um contra-exemplo no contexto da integral de Riemann-Stieltjes).

X; veja o Curso de Analise vol. II do Elon Lages Lima, pg. 236, Exercicio

(invariancia por reparametrizagao) Sejam X : S C IR™ — IR™ um campo vetorial e
v : [a,b] = IR™ uma curva arbitraria com imagem contida em S. Mostre que se a
integral fv X existe e 0 : [¢,d] — [a,b] é uma fungdo mondtona e sobrejetora entao a

integral fvoa X também existe e vale a igualdade:

/ X = / X, se o é crescente,
yoo ¥

/ X = —/X, se o é decrescente.
yoo 2l

[dica: use o fato que uma fungdo monétona num intervalo é continua se sua imagem
também for um intervalo (veja Curso de Andlise, vol. I, Elon Lages Lima, pg. 182).
Dai o é continua e portanto uniformemente continua. Mostre que se (P,7) é uma
particao pontilhada de [¢,d] entdao P’ = o(P) é uma partigao de [a,b] e podemos
escolher uma pontilhagdo 7/ de P’ (de maneira 6bvia) de modo que S(X,voo; P, T) =
+S5(X,v; P',7"), sendo que o sinal + aparece para o crescente e o sinal — aparece
para o decrescente (o argumento é similar ao usado na demonstragao da invariancia
do comprimento de arco por reparametrizacoes, mas aqui aparece um sinal de — no
caso decrescente). Para concluir, use a continuidade uniforme de o para mostrar que
|P|| — 0 implica ||P’|| = 0, i.e., que dado ¢’ > 0, existe § > 0 de modo que ||P|| < §
implica ||o(P)|| < ¢'].
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14.

15.

Mostre que se X : S C IR" — IR™ é um campo vetorial continuo e v : [a,b] — IR"™
¢ uma curva continua e retificivel com imagem contida em S entao a integral f“y X
existe e vale a desigualdade:

[x]< s X GO)VE)

(dica: a idéia da prova é similar a do Exercicio 6).

Mostre que se X : S C IR" — IR™ é um campo vetorial continuo e 7 : [a,b] — IR"™ é
uma curva de classe C'! por partes cuja imagem estd contida em S entdo:

AX: /ab (X (v(1), 7/ () dt.

[dica: primeiro reduza o caso geral ao caso que v é de classe C'. Lembre que vocé
ja sabe que as integrais f,yX e f; (X (7(t)),7(t)) dt existem, de modo que vocé
nao precisa se preocupar em usar particoes pontilhadas arbitrarias para mostrar a
existéncia das integrais. Se P = {ty, ..., tx} é uma partigao de [a, b] de norma pequena
ese T ={7,...,7k—1} é uma pontilhacdo de P, use (para cada i =0,...,k—1) a
desigualdade do valor médio para a funcao t — ~(t) —+'(7;)t no intervalo [t;, t;+1] para
obter uma estimativa para o erro ao aproximar y(t;4+1) —(t;) por v'(7;)(t;i+1—1;). Use
o fato que X o~ : [a,b] — IR™ é limitado e o fato que 7' : [a,b] — IR™ é uniformemente
continua para concluir a demonstragao.
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Aula nimero 18 (15/05)

A aula comega cobrindo parte da demonstracdo da férmula “V(v) = f; |7/ (£)]] dt”
(para 7 de classe C! por partes) e todo o material originalmente planejado para a aula
nimero 17 (10/05).

(1) Mais algebra linear: o espago dual.

Definigao. SejaV um espago vetorial real. O espago dual de V' é o espago V* = Lin(V, IR)
formado por todos os funcionais lineares em V', i.e., por todas as aplicacoes lineares T :
V = IR.

Os elementos de V* sao as vezes chamados também de co-vetores.

A teoria do espaco dual é extremamente simplificada quando V' tem dimensao finita.
Suporemos entao a partir de agora que todos os espacgos vetoriais considerados sao reais e
tém dimensao finita.

Se B = (b;)"_; é uma base para V entdo para cada i = 1,...,n, denotamos por
by : V — IR a aplicacao que associa a cada vetor v € V' a sua i-ésima coordenada na base

B, ou seja:
v=Y b (v)b;,
i=1

para todo v € V. E f4cil ver que b} ¢é linear e portanto define um elemento do espago dual
V*. Além do mais, temos:
¥ 0, i#7,
b (b;) = {

L i=7,

para todos 7,5 = 1,...,n. Temos o seguinte:

Teorema. Se B = (b;)!_, é uma base de V' entao a familia B* = (b})?'_, é uma base de

V.

Demonstragao. Se Y ., k;bf = 0 com cada k; € IR entao, avaliando os dois lados dessa
igualdade em b; obtemos k; = 0 e portanto 8* ¢ linearmente independente. Dado agora

o € V* temos: . .
a(v) = o (Z bf(v)bi> = (Za(bi)b;‘) (v),

=1

para todo v € V e portanto v = Y, a(b;)b}. A conclusao segue. W

Definicao. A base 6* de V* definida acima é chamada a base dual correspondente a 5.

Observagdo. A demonstracao acima nos da uma informacao adicional importante: a i-
ésima coordenada de um funcional oo € V* na base dual B* é exatamente o valor de a no
1-6ésimo vetor da base original 8.

Passamos agora a estudar o espaco bidual de V', i.e., o dual do dual de V; vamos
denota-lo por V**. A cada v € V, podemos associar canonicamente um funcional linear
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em V* que é a aplicacao de avaliacao em v; vamos denoté-lo temporariamente por 0.
Temos:

(@) = a(v),

para todo a € V'*. E facil ver que ¥ é realmente linear e portanto define um elemento de
V**. Além do mais, a aplicacao:

Vav— e V*

[N

linear. Vamos mostrar que tal aplicacao é um isomorfismo. Em primeiro lugar, se

0 = 0 entdo 0(a) = a(v) = 0 para todo a € V* e portanto v = 0 (se v # 0, sempre
podemos encontrar a € V* com a(v) # 0 — por exemplo, bf(v) # 0 para algum i =
1,...,n). Mostramos entao que v — v é injetora. Como dim(V**) = dim(V*) = dim(V),

demonstramos o seguinte:

Teorema. A aplicacao V > v — 0 € V** é um isomorfismo. R

E muito comum usar o isomorfismo v — 9 para identificar V com seu bidual V**,
i.e., denota-se o funcional de avaliagao em v com o proprio simbolo v, em vez de v. Essa
identificacao corresponde intuitivamente a seguinte idéia: se v € V e o € V* entao “nao
distinguimos entre aplicar & em v ou aplicar v em «”, i.e., escrevemos a(v) = v(«); o vetor
v identifica-se com a operagao ¢ que leva a em a(v).

Observagdo. A existéncia de um isomorfismo canonico V' 2 V** num certo sentido explica
a terminologia “espaco dual”. Em geral, diz-se que “dois tipos de objetos sao duais” quando
“obtem-se um escalar ao juntar os dois”. A idéia de identificar V' com V** corresponde
em pensar na operacao de juntar v e @ como uma operagao na qual v e o tem um papel
de carater similar, i.e., nao se distingue o vetor da funcao.

Observagdo. Se B = (b;)I"; é uma base de V entao, como ja observamos, as coordenadas
de um funcional @ € V* na base dual B* = (b})}_; sdo exatamente as avaliagdes de o
nos vetores b; de B. Uma releitura desse fato nos diz o seguinte: a base bidual associada
a B, i.e., a base B** = (bJ*)"_; dual de B* coincide com a base original B de V, se
identificarmos V' com V** da maneira descrita acima.

Assim como o espaco bidual V**, é claro que o espaco dual V* também é isomorfo a
V, ja que dim(V') = dim(V™*); por exemplo, se B = (b;)""_; é uma base de V entao podemos
definir um isomorfismo de V' sobre V* que leva b; em b para todo i =1,...,n. Ocorre no
entanto uma diferenga importante entre as afirmacoes “V é isomorfo a V*” e “V é isomorfo
a V**7: o isomorfismo que construimos entre V' e V* nao é canénico, i.e., depende da base
B escolhida para defini-lo, enquanto que a definicao do isomorfismo V' = V** nao depende
de escolha alguma.

Observagdo. A nocgao de isomorfismo canénico pode ser formalizada dentro do contexto da
teoria das categorias; na terminologia técnica de tal teoria diria-se que V +— V e V — V**
sao funtores naturalmente isomorfos. O diagrama comutativo que aparece no Exercicio 7
fornece justamente a definicao técnica de naturalidade de transformacoes entre funtores na
teoria das categorias!
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Para finalizar, observamos que a escolha de um produto interno em V determina
um isomorfismo de V sobre V*. Em geral, se B : V x V — IR é uma forma bilinear,
sabemos que a aplicacdo T' : V' — Lin(V,R) = V* definida por T'(v)(w) = B(v,w) é
linear. Denotaremos o funcional linear T'(v) por B(v,-). Temos o seguinte:

Teorema. Se (-,-) é um produto interno em V entao a aplica¢ao linear:
Vovrs (v,-) e V*

correspondente a forma bilinear (-,-) é um isomorfismo.

Demonstragao. Como dim(V) = dim(V*), basta mostrar que a aplicagdo linear em
questao é injetora. Se v € V é tal que o funcional linear (v,-) é nulo entdo em particular
(v,v) = 0 e portanto v = 0 (ja que (-,-) é definida positiva). Isso mostra que v — (v, ")
tem nucleo zero e completa a demonstracao. ®

Recorde que uma base (b;)I"; de V é dita ortonormal com respeito a um produto
interno (-,-) quando (b;,b;) = 0 para i # j e (b;,b;) = 1 para todos 4,j = 1,...,n. O
seguinte teorema nos permite identificar o isomorfismo v — (v, -) mais concretamente em
termos de bases ortonormais de V.

Teorema. Seja (-,-) um produto interno em V e 8 = (b;)_, uma base ortonormal. Entao
o isomorfismo V. — V* determinado por (-,-) é o uinico isomorfismo que leva b; sobre b}
parai=1,...,n. Em particular, as coordenadas de um vetor v € V' com respeito a base
B coincidem com as coordenadas de a = (v,-) € V* com respeito a base dual B*.

Demonstragao. Devemos mostrar que (b;, ) = b} para todo i = 1,...,n; basta mostrar
entao que esses funcionais coincidem sobre uma base de B, i.e., basta ver que (b;,b;) =
by (b;) para j = 1,...,n. Isso segue diretamente da definicao de base ortonormal e da

defini¢ao de base dual. Quanto a tutlima afirmacao, se o isomorfismo v — (v, -) leva a base
B sobre a base B* entao as coordenadas de v na base B coincidem com as coordenadas
de (v,-) na base B*. ®

Exemplo. Considerando o IR™ munido de seu produto interno canonico entao a base
canonica é ortonormal e portanto o isomorfismo IR"™ > v — (v,:) € IR™ induzido pelo

produto interno canénico leva o vetor v = (vy,...,v,) € IR™ no funcional linear « € IR™"
que possue coordenadas (vy,...,v,) na base dual da base candnica. Esse funcional é dado
por:
T
a(r) = g viz; = (vy vy - vy) | .|,
i=1 :
Tn
para todo x € IR™ e portanto ele é representado pela matriz linha (v1 Vg + - Un). Observe

que o i-ésimo vetor da base dual da base canonica de IR™ é simplesmente a i-ésimo aplicacao
de projecao (x1,...,&n) — Z;.
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(2) 1-formas em R™.

Definicao. Uma 1-forma em IR" (definida num subconjunto S C IR"™) é uma aplicagao
w: S — IR™™ que a cada ponto x € S associa um funcional linear w(z) : IR™ — IR.

Vocés devem manter em mente a analogia entre a definicao acima e a definicao de
campo vetorial: um campo vetorial associa a cada ponto de S C IR™ um vetor, i.e., um
elemento de IR™; uma 1-forma associa a cada ponto de S C IR™ um co-vetor, i.e., um
elemento de IR"*. Vamos agora entender a definicao acima de maneira mais concreta.

Denotaremos, como sempre, por (e;)" ; a base canénica de IR". De acordo com a
notacao da segao anterior, deveriamos denotar a base dual da base candnica de IR™ por
(ef)I_,; como observamos no ultimo exemplo daquela segao, e : IR™ — IR é simplesmente
a i-ésima aplicacao de projecao IR" > x — z; € IR. No contexto do cédlculo com 1-formas,
no entanto, notagoes como (ef)"_; para a base dual da base candnica nao sao usuais; em
vez, o 1-ésimo vetor da base dual da base canonica de IR™ é usualmente denotado por dz;.
Embora em principio nao seja necessario justificar a introducao de uma notacao, existe
uma “explicagdo” padrao para o uso da notagdo (dx;)j, para a base dual de (e;)r.
A explicagao é a seguinte: se denotamos por z = (x1,...,2,) um vetor de IR", entao
é perfeitamente natural denotar a i-ésima aplicacao de projecao x +— x; (i.e., o i-ésimo
vetor da base dual da base canonica) simplesmente pelo simbolo z;. Como tal aplicagao
de projecao é linear, sua diferencial em qualquer ponto é igual a ela prépria; é razoavel
entdo denotar também por dx; a prépria aplicagdo de projegdo x — x; (embora dz;(z)
seria possivelmente uma notac¢ao mais correta).

Se w: S C IR™ — IR™™ é uma 1-forma entao para cada x € S o co-vetor w(z) € IR™"
pode ser escrito de modo tinico como combinacao linear dos vetores da base dual da base
canonica de IR™. Temos entao que a 1-forma w pode ser escrita de modo tinico sob a forma:

n

w(zx) = Z a;(x)dz;,

=1

ondea; : S — IR,71=1,...,n, sao funcoes a valores reais.

Exemplo. Se f: U C IR™ — IR é uma funcao diferencidvel num aberto U C IR™ entao o
diferencial de f é uma 1-forma df : U — IR™". A i-ésima coordenada de df(x) na base
(dz), édf(z)-e; = %(m); temos entao:

para todo x € U.

Como ja observamos na se¢ao anterior, o produto interno canénico (-,-) de IR"™ induz
um isomorfismo v +— (v,-) de IR™ sobre IR™*. Como a base candnica de IR™ é ortonor-
mal, sabemos que esse isomorfismo leva o vetor v = (vy,...,v,) € IR™ sobre o co-vetor
S vidz;. Esse isomorfismo entre IR™ e IR™™ fornece uma correspondéncia biunivoca
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entre campos vetoriais X : S C IR™ — IR" e 1-formas w : S C IR™ — IR™" de modo que
x) = <X(x), > para todo x € S. Em termos das bases canonicas temos:

= iXi(x)ei, ZX )da;,
i=1

para todo x € S.

Exemplo. Se f : U C IR" — IR é uma funcao diferenciavel no aberto U C IR™ entao o
campo vetorial associado & 1-forma df : U — IR™™ é conhecido como o gradiente de f e é
denotado por V f. Temos:

para todo x € U. Além do mais, obtemos também a familiar formula:

of

81)() df(z)-v=(Vf(z),v), ze€U velR",

para as derivadas direcionais 2 > ( ) de f. Se Vf(x) # 0, uma aplicacao direta da desigual-

Vi)

dade de Cauchy—Schwarz mostra que a direcao v = NG

i maximiza o valor da derivada
. . 9

direcional 8—5(9&) para [[v| = 1.

(3) Integracao de 1-formas.

Definigao. Seja w : S C IR™ — IR™™ uma 1-forma continua definida num subconjunto

S CIR™. Se~:|a,b] — IR™ é uma curva de classe C! por partes cuja imagem estd contida
em S entao a integral de w ao longo de v é definida por:

/Ww = /abw(y(t)) -/ (t) dt.

Obviamente, se w(z) = > a;(z)dz; e X(z) = > a;(z)e; é o campo vetorial
X : S — IR™ associado a w pelo isomorfismo canonico de IR™ sobre IR™™ entao:

/w—z:/aZ N (t)dt = AX

Na verdade, nao existe diferenca nenhuma entre a teoria de integracao de campos
vetoriais sobre curvas em IR" e a teoria de integragao de 1-formas sobre curvas em IR"
— é s6 uma questao de trocar Y . ; a;(z)dxz; por Y ., a;(z)e;. Em particular, todos os
resultados que mostramos sobre integracao de campos vetoriais em curvas (invariancia por
reparametrizacao, aditividade por concatenacao, etc) admitem versoes analogas na teoria
de integragao de 1-formas em curvas.

Observagdo. Em vista do comentario acima, surge uma pergunta: “para que estudar
integral de linha na linguagem de 1-formas?” — em primeiro lugar, observe que a definicao
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da integral [ w é “mais natural” que a definicdo da integral [ X pois a integragao de 1-
formas nao faz referéncia ao produto interno de IR™. Na verdade, a grande diferenca sé é
sentida quando se estuda integral de linha para curvas em variedades diferenciaveis: 14 o
produto interno em geral nao esta disponivel e apenas a integracao de 1-formas faz sentido!

Observagdo. Muitos livros elementares de Célculo usam notacoes como f7 Pdzx + Qdy
significando apenas a integral do campo vetorial (P, Q) ao longo da curva 7. Nesse caso
a notacao Pdzr 4+ @QQdy é usada sem a introducgao formal da nogao de forma diferencial.
E interessante observar que com a escolha da notacao dx; para os vetores da base dual
da base canodnica, a notacao cldssica f7 Pdx + Qdy dos livros de Caélculo elementares é
recuperada agora com um significado matematico formal.

Observagdo. Assim como a integral de campos vetoriais, a integracao de 1-formas também
pode ser definida em termos de limites de somas, caso seja desejavel generalizar o significado
de fvw para 1-formas w que nao sdo continuas e curvas v que nao sao de classe C! por

partes (veja os Exercicios 9-12).

Observagdo. Para quem estd curioso com o nome “l-forma”, mencionamos agora (mas
s6 estudaremos em detalhes depois) que uma k-forma em IR™ é uma funcao que a cada
ponto de um subconjunto S C IR™ associa uma aplicacao k-linear anti-simétrica em IR"
(note que no caso k = 1 a anti-simetria é redundante). A teoria de k-formas aparecera
naturalmente quando estudarmos integral de superficie.

(4) Formas fechadas e exatas.

Definicao. Uma 1-forma continua w : U — IR"™ definida num aberto U C IR™ é dita exata
quando existe uma funcao f : U — IR de classe C' tal que df = w.

Observagdo. Se X : U — IR™ é o campo vetorial associado a uma 1-forma w : U — IR"™"
entdo uma funcdo f : U — IR de classe C' com df = w é chamada um potencial para X
(observe que Vf = X). Na terminologia dos cursos elementares de Calculo, um campo

vetorial que admite um potencial (i.e., um campo vetorial que corresponde a uma 1-forma
exata) é chamado um campo conservativo.

Teorema. Seja f : U — IR uma funcao de classe C* definida num aberto U C IR" e seja
7 : la,b] — IR™ uma curva de classe C por partes cuja imagem esta contida em U. Entao:

[ af=160) - 16@).
v
Demonstracao. E s6 calcular:

b b
/ af = / af (() -/ (t) dt = / (f o) (t) dt:

a conclusao segue do Teorema Fundamental do Calculo. B
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Corolario. Se w : U — IR™" é uma 1-forma exata entao a integral fvw nao depende

da curva v, mas somente de suas extremidades; mais precisamente, se v : [a,b] — IR",
w:la’,b'] — IR™ sao curvas de classe C! por partes com imagem em U tais que y(a) = u(a’)

e y(b) = u(b') entao:
e

Vamos agora estudar o problema classico da dependéncia do caminho nas integrais de
linha, i.e., o problema de determinar se uma integral da forma fv w depende da curva -y
ou s6 de suas extremidades y(a) e y(b). Para comegar, temos o seguinte resultado muito
simples:

Teorema. Seja w : U — IR™ uma 1-forma continua definida num aberto U C IR"™. As
seguinte condigoes sao equivalentes:
(a) dadas curvas arbitrdrias v : [a,b] — IR™, ju : [a’,b'] — IR™ de classe C* por partes
(1 < k < o) com imagens contidas em U e y(a) = p(a’), v(b) = p(b') entao
Jyw =i
Y 1
(b) dada uma curva v : [a,b] — IR" de classe C* por partes com imagem contida em
U entao, se v é fechada (i.e., se y(a) = (b)), entao fww =0.

Demonstragao. Suponha (a). Se 7 : [a,b] — IR™ é uma curva fechada de classe C* por
partes com imagem contida em U entao temos f,yw = fu w, onde p : [a,b] — IR" é a
curva constante e igual a y(a) (observe que v e pu tem as mesmas extremidades). Como
obviamente fuw =0, (b) segue. Suponha agora (b). Se v: [a,b] = R" e p: [a’, 0] - IR"
sao curvas de classe C* por partes com imagens contidas em U e as mesmas extremidades,

entdo podemos definir uma curva de classe C* por partes p : [0,1] — IR™ tal que p| [0 1} é
'3

uma reparametrizagao crescente de 7y e p|[ 1} ¢ uma reparametrizacao decrescente de .

1
2
Como p é uma curva fechada, temos:

o)

isso prova (a) e completa a demonstracao. B

Ja estabelecemos que para 1-formas exatas w a integral de linha f,y w nao depende da
curva v, mas sO de suas extremidades. Mostramos agora a reciproca:

Teorema. Seja w : U — IR™ uma 1-forma continua definida num aberto U C IR".
Suponha que para quaisquer curvas 7 : [a,b] — IR", u : [a’,b'] — IR™ de classe C*° por
partes, com imagens contidas em U e y(a) = p(a’), v(b) = p(V') temos [ w = [ w. Entao
w é exata.

Demonstragao. Nao ha perda de generalidade em supor que U é conexo. De fato, se
U nao é conexo entao escrevemos U = | J,.; U; como unido de suas componentes conexas
(recorde Exercicio 7, Aula nimero 7 — 27/03). Dai cada U; é um aberto conexo e a uniao
U = U;c; Ui é disjunta. Se pudermos para cada i € I definir uma fungao f; : Uy — IR
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de classe C! com df; = w|y, entdao a conclusao serd obtida definindo f : U — IR fazendo
flu, = fi para todo i € I.

Suponha entdo que U é um aberto conexo e vamos construir f : U — IR de classe C!
com df = w. Fixe arbitrariamente xg € U e defina:

onde v : [a,b] — IR™ é uma curva arbitraria de classe C>° por partes com imagem em U
e y(a) = zg, v(b) = x. Observe que por hipdtese a integral f7 w de fato nao depende da
escolha de 7. Obviamente devemos nos preocupar com a existéncia de ao menos uma tal
curva v, mas tal existéncia é demonstrada com um argumento rotineiro de conexidade (veja
Exercicio 8). Escreva w(z) = Y 1 a;(z)dz;; fixado x € U e i = 1,...,n, vamos mostrar
que a derivada parcial g—ai (z) existe e é igual a w(z)-e; = a;(x). Isso basta para concluir que
f é de classe C! e que df = w (pois concluiremos que f tem derivadas parciais continuas!).
Escolha ¢ > 0 tal que x + te; € U para todo t € (—¢,¢). Fixe uma curva qualquer ~
de classe C* por partes ligando xg a = e considere a curva p : [0,1] — IR™ definida por
p(s) = x + ste; para todo s € [0, 1]. Podemos escolher uma curva p : [0,1] — IR™ de classe
C* por partes que é obtida concatenando reparametrizacoes crescentes de v e u, i.e., p é
tal que p| [07%] ¢ uma reparametrizagao crescente de 7y e p [ %71] é uma reparametrizacao
crescente de p. Dai p é uma curva de classe C'*° por partes com imagem contida em U tal
que p(0) = xg, p(1) = = + te;; logo:

f(a:+te¢):/wz/w-l—/w:/uJ-i-/Olw(x-i—stei)-(tei)ds

P 2l I 2l
1
= [ w+ / a;(x + ste;)tds,
¥ 0
para todo t € (—¢,¢). Fazendo a mudanga de varidvel st = u na ultima integral obtemos:

f(m—l—tei):/w—i-/tai(x—I—uei)du,
¥ 0

para todo t € (—e,¢). Derivando a igualdade acima em ¢ = 0 e usando o Teorema
Fundamental do Calculo (note que o termo fv w nao depende de t!) obtemos:

ggi (z) = % (T + te;)

= a;(x),
t=0

o que completa a demonstracao. B

Resumimos os resultados mostrados até agora omitindo os detalhes técnicos do enun-
ciado para uma visualizacao melhor dos fatos. Temos que as seguintes afirmacoes sao
equivalentes sobre uma 1-forma continua w num aberto de IR™:
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(i) w € exata;
(ii) a integral w sobre curvas nao depende do caminho;
(iii) a integral de w sobre curvas fechadas é zero.
Precisamos agora de métodos mais diretos para determinar se uma 1-forma é ou nao
exata. Observe que se uma 1-forma w(z) = >, a;(z)dz; de classe C* for exata entao
existe uma funcao f de classe C? tal que %(x) = a;(z) para todo x. Aplicando o Teorema

de Schwarz obtemos:
Oa; 0% f 0% f da;

para todo x. Isso motiva a seguinte:
Definicao. Uma 1-forma w : U — IR™* de classe C' num aberto U C IR™ é dita fechada

se:
8ai . oa 7

5o (8) = @)

para todo x € U, e todos i,j = 1,...,n, onde w(z) = > ., a;(z)dz;.

Do Teorema de Schwarz segue trivialmente o seguinte:

Teorema. Toda 1-forma exata de classe C1 é fechada. B

A reciproca do teorema acima é falsa, mas nao totalmente. Isso fica pra proxima. ..
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Exercicios.
(nao é para entregar, mas é bom dar uma olhada e quem tiver problemas me procura).

Espaco dual.

Nessa série de exercicios, todos 0s espacos vetoriais sao reais e de dimensao finita.

1. Sejam V, W espacos vetoriais. Se T': V — W é uma aplicacao linear entao a sua
aplicacao transposta T™ : W* — V* é definida por T*(«) = awo T para todo o € W*.
Mostre que:

(a) T* é bem definida e linear;

(b) se B é uma base de V, € é uma base de W e B*, €* sdo as bases duaisa B e a €
respectivamente entao a matriz [T]se que representa T' com respeito as bases B
e € é a transposta da matriz [T*]g«p+ que representa T com respeito as bases
duais €* e B*;

(c) (ThoTy)* =Ty 0Ty, seTy: V — W, Ty : U — V séo aplicagoes lineares;

(d) se Id denota a identidade de V entao Id* é a identidade de V*;

(e) se T :V — W é um isomorfismo entdao T* também o é e (7)1 = (T~1)*.

2. Se S é um subespaco do espaco vetorial V' entao o anulador de S em V é definido por:
S°={aeV*:alg=0}.

Mostre que:

(a) a aplicacao restrigao definida por V* 3 a — alg € S* é linear, sobrejetora e seu
nucleo é S° (em particular, S° é um subespaco de V*);

(b) conclua do item (a) que dim(S) + dim(S°) = dim(V);

(c) se A é um subconjunto arbitrério de V, entdo o conjunto {a € V* : a|s = 0}
coincide com o anulador do subespaco S gerado por A em V' (e portanto é também
um subespago de V*).

3. Se V é um espaco vetorial e Z é um subespaco do dual V* entao o espaco anulado
por Z é definido por:

Zo={v €V :a(v) =0 para todo @ € Z}.

Mostre que:

(a) Z, é um subespaco de V;

(b) se S é um subespaco de V entdo (S°), = 9, i.e., o espago anulado pelo anulador
de S é S (dica: sev eV, v &S, construa a € V* com a|s =0 e a(v) =1);

(c¢) conclua doitem (b) que se Sy, S C V sdo subespacos com S{ = S9 entao S1 = Sa;

(d) se Z° C V** denota o anulador de Z entao, identificando V' com V** da maneira
usual, Z° identifica-se com Z,;

(e) se S é um subespago de V entdo, identificando V e V** da maneira usual, temos
que o espago anulado por S C V** (que é um subespago de V*) é precisamente o
anulador de S;
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(f) conclua dos itens (b), (d) e (e) que (Z,)° = Z (dica: interprete a igualdade
(Z2°)0 = 2);

(g) conclua do item (f) que dim(Z) + dim(Z,) = dim(V');

(h) conclua do item (f) que se Z1,Zy C V* sao subespacos com (Z1), = (Z2), entao
Zy = Zy;

(i) se B é um subconjunto arbitrario de V* entdo o conjunto:

{veV:alv) =0, para todo a € B}

coincide com o espago anulado pelo subespago Z gerado por B em V* (e portanto
é também um subespaco de V).

4. Se aq,...,a € V* sao funcionais lineares e se S = ﬂle Ker(a;) entao todo a € V*
pertencente ao anulador de S é uma combinagao linear dos «;’s (dica: se Z C V* é o
subespaco gerado pelos a;’s entdo S = Z,; use o item (f) do Exercicio 3).

5. Se V', W sao espacos vetoriais e T': V — W é uma aplicacao linear, mostre que:
(a) Ker(T*) = [Im(T)]";
(b) Im(T™) = [Ker(T)}o (dica: se a € [Ker(T)]o, defina 8 : Im(T) — IR por pas-
sagem ao quociente, i.e., de modo a completar a flecha pontilhada no diagrama
comutativo:

escolha uma extensao linear arbitraria B : W — IR de 8 e mostre que T (B) = a);
conclua do item (a) que T' é sobrejetora se e somente se T* é injetora,;

conclua do item (b) que T é injetora se e somente se T™* é sobrejetora;

conclua do item (b) que dim(Im(7)) = dim (Im(T™*));

conclua do item (e) acima e do item (b) do Exercicio 1 que o “posto coluna” de
uma matriz (i.e., a dimensao do subespago gerado por suas colunas) e o “posto
linha” dessa matriz (i.e., a dimensao do subespago gerado por suas linhas) coinci-
dem (dica: a dimensao do subespago gerado pelas colunas de uma matriz coincide
com a dimensao da imagem da aplicagao linear associada a essa matriz).

—
¢

—h
—_ —

P

6. Sejam V um espago vetorial e 7" : V — IR™ uma aplicacao linear. Escreva T =
(Th,...,T,) com cada T; : V. — IR (cada T; é linear, obviamente). Mostre que T' é
sobrejetora se e somente se os funcionais 77, ..., T;, sao linearmente independentes em
V* (dica: se (ef)_; denota a base dual da base canénica de IR™ entao T; = T*(e});
use o item (c) do Exercicio 5). Use o item (b) do Exercicio 5 para obter uma outra
demonstragao (além daquela dada no Exercicio 4) para a igualdade:

o

= subespago gerado por {T4,...,T,} C V™.

ﬁ Ker(T;)
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7.

Se V, W sao espagos vetoriais, ¢y : V. — V** ¢y : W — W** denotam os isomorfis-
mos canonicos e T : V — W é uma aplicacao linear, mostre que o diagrama:

V— W

¢vl§ El(]ﬁw

V** T**:(T*)* W**

comuta (isso significa que, fazendo as identificacoes usuais V' = V** W = W** entao
a aplicacao bi-transposta T** = (T*)* de T identifica-se com T'). Conclua do item (e)
do Exercicio 1 que T' é um isomorfismo se e somente se T o for.

Abertos conexos de IR™.

8.

Seja U C IR™ um aberto conexo. Mostre que dados x,y € U existe uma curva
v : [0,1] — IR™ de classe C* por partes com imagem contida em U e v(0) = =,
v(1) = y (dica: defina uma relacdo ~ em U fazendo x ~ y se e somente se existe uma
curva de classe C'*° por partes em U ligando x a y; mostre que ~ é uma relacao de
equivaléncia em U e que as classes de equivaléncia sao abertas).

A integral de linha como limite de somas.

10.

Os Exercicios 9, 10 e 11 abaixo sao preparacoes para o Exercicio 12.

Sejam U C IR™ um aberto e v : [a,b] — IR™ uma curva continua com imagem contida
em U. Mostre que existe 6 > 0 tal que para todos t, s € [a, b] com |t —s| < ¢ temos que
o segmento de reta [y(t),v(s)] estd contido em U (dica: use a continuidade uniforme
de v e o fato que existe ¢ > 0 tal que a bola B(v(t); 5) esta contida em U para todo
t € la,b]).

Sejam 7 : [a,b] — IR™ uma curva continua e U C IR™ um aberto que contém a imagem
de . Suponha que § > 0 é tal que o segmento [’y(t),’y(s)} estd contido em U para
todos t,s € [a,b] com |t — s| < §. Mostre que existe um compacto K C U tal que
[7(t),7(s)] C K para todos ¢,s € [a,b] com [t — s| < § (dica: tome K = ¢(A) onde A
é definido por:

A={(t,s,u) €la,b] x [a,b] x [0,1] : [t — s] < b},

e ¢ é definida por ¢(t,s,u) = (1 —u)y(t) + uy(s) € U C IR").

Nos exercicios a seguir, vocé deve considerar a integral de linha definida em termos

de limites de somas (como nos Exercicios 10-15 da aula nimero 17 — 10/05). No caso
de integrais de 1-formas f7 w (em vez de integrais de campos vetoriais f7 X) a integral é

definida como limite de somas de Riemann da forma Zf:_ol w(y(r)) - [y(tig1) — ()]
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11.

12.

Sejam U C IR™ um aberto, w : U — IR™" uma l-forma continua e v : [a,b] — IR"
uma curva continua e retificivel com imagem contida em U. Mostre que dado ¢ > 0,
existe uma curva p : [a,b] — IR™ de classe C* por partes tal que a imagem de p estd
contida em U, p(a) = v(a), u(b) = v(b) e vaw — fv,uH < ¢ (dica: tome § > 0 como
no Exercicio 9 e K como no Exercicio 10. Vocé ja sabe que a integral fww existe e
portanto é possivel escolher uma partigao P = {to,...,tx} de [a,b] com ||P|| < § e tal
que:

onde &’ > 0 é escolhido a partir de € de maneira adequada. Defina p : [a,b] — IR"™

k—1

/w — Zw(y(ti)) (i) — ()]

1=

/

<eg,

fazendo:
_ =ty Giv) + (i — (%)
pu(t) = ,
lit1 — 1
para todo t € [t;,t;11] e todo i =0,...,k — 1. Compare o termo:

w(y(t:)) - [Y(tiv1) —(t:)] = /t - w(y(t:)) - /() de

i

com a integral fu w. Use a continuidade uniforme de w em K e a continuidade

‘[tiyti+1]
uniforme de 7 para refinar P de maneira adequada).

Suponha que f : U — IR é uma funcao de classe C! definida num aberto U C IR" e
7 : [a,b] = IR™ é uma curva continua e retificivel com imagem contida em U. Mostre
que:

L af = £(2(b)) - £(+(a)).

(dica: use o Exercicio 11).
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Aula nimero 19 (17/05)

A aula comega cobrindo o material das se¢oes 2, 3 e 4 da aula nimero 18 (15/05)
sobre 1-formas, integragao de 1-formas e sobre formas fechadas e exatas.

(1) Uma 1-forma fechada que nao é exata.
Para (z,y) € IR?, (x,y) # 0 definimos:

Y T
- dz + ———d
PR B R

w(z,y) =

onde dz e dy denotam os vetores da base canénica de IR?". Temos que w é uma 1-forma
de classe C* no aberto IR? \ {0} em IR?. Um calculo direto mostra que:

O( vy \_ y-= _0( x
8y x2+y2 _(:1:2—}—y2)2_8x 332_|_y2 ’

e portanto w é fechada.

Considere a curva fechada v : [0,27] — IR? de classe C*° definida por v(t) =
cost,sent). serve que 7y é simplesmente uma parametrizacao para o circulo unitério

t,sent). Ob ~ é simpl t trizaca frculo unitari
22 4+ y2 = 1 no sentido anti-hordrio. Temos:

2m
/w:/ sen®t + cos® tdt = 2 # 0,
0 0

e portanto w nao pode ser exata.

Vamos agora analisar a 1-forma w de uma maneira mais geométrica. Comecamos com
a seguinte:

Definicao. Se (z,y) € IR? é um ponto diferente da origem entao um angulo para (x,y) é
um escalar 6 € IR tal que:
x=rcosf, y=rsenb,

onde r = \/x? + y? denota a norma Euclideana de (z,y).

Observe que um angulo para (x,y) é simplesmente um valor qualquer que pode ser
atribuido & coordenada polar 6 do ponto (z,y). Observe também que se 6 é um angulo
para (z,y) entdo {0 + 2k7 : k € Z} é o conjunto de todos os outros possiveis angulos para
(2, 9)-

Dado 6y € IR, denote por Ay, o subconjunto do plano obtido removendo a semi-reta
fechada que contém os pontos com angulo p; explicitamente:

Ag, = IR*\ {(tcosby,tsenby) : t > 0}.

Temos que Ag, é um aberto de IR? e que para todo (z,y) € Ay, existe um tnico § € IR
pertencente ao intervalo aberto (6g,60p + 27) que seja um angulo para (x,y); obtemos
entdo uma funcdo 6 : Ag, — IR que a cada ponto (x,y) € Ay, associa seu unico angulo
no intervalo (g, 0y + 2m). Nao é dificil ver que 6§ é uma fungao de classe C™ (veja o
Exercicio 2).
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Definicao. Se U C IR? é um aberto que nao contém a origem entao uma funcao angulo
em U é uma fungao continua 6 : U — IR tal que, para todo (x,y) € U, 6(x,y) € IR é um
angulo para o ponto (z,y).

Nao é dificil mostrar que toda funcao angulo num aberto U C IR?\ {0} é automati-
camente de classe C* (veja o Exercicio 3). N6s mostramos acima que para todo 0y € IR,
existe uma fungao angulo no aberto Ag,. Veremos adiante que nao pode existir uma fungao
angulo definida em IR*\ {0}.

Seja agora U C IR?\{0} um aberto onde esteja definida uma fun¢io angulo § : U — IR.
Vamos calcular o diferencial de §. Considere as funcoes f : U — IR? e g : IR?> — IR? de
classe C*° definidas por:

flx,y) = <\/£L‘2 + y2,9(a:,y)>, g(r,v) = (rcosd, rsent),

para todos (z,y) € U, (r,9) € IR?. O fato que 6 é uma funcdo angulo em U nos diz
que g(f(x,y)) = (z,y) para todos (z,y) € U, i.e., que go f = Id|y. Diferenciando essa
igualdade num ponto (z,y) € U e usando a regra da cadeia obtemos:

dg(f(z,)) 0 df(z,y) = 1d = df(z,y) = dg(f(z,))

a matriz Jacobiana de g no ponto f(z,y) = (r,?) é dada por:

Jg(r,9) = (cosﬁ —rsenﬁ),

sen?d  7rcosv

e portanto:

Jf(x,y) = [J9<T7 19)]_ = ; —sent? cos

11 (rcosz? rsent?)

para todos (z,y) € U, sendo r = /22 + y? e ¥ = 0(x,y). Como z = rcost e y = rsend,
obtemos:

r oy
r r

Wey={ , 4|
22

para todo (z,y) € U. Mas as derivadas parciais de € aparecem na segunda linha de
Jf(z,y); isso significa que:

00 00
0o,y = 5 (e.)de + 5 oy =~

ox oy dz +

m dy = w(z,y),

ie., dd =w em U!

Os célculos acima mostraram que a 1-forma w, apesar de nio ser exata em IR?\ {0},
torna-se exata quando restrita a um aberto U C IR? \ {0} onde é possivel definir uma
funcao angulo! O fato que w nao é exata em IR? \ {0} implica em particular o seguinte:
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Teorema. Nao existe uma fungao angulo em IR\ {0}. ®

Observagdo. Apesar do fato que o teorema acima apereceu como um corolario elegante
da nossa teoria, nao seria dificil demonstra-lo diretamente.

Observagdo. Em funcao da igualdade df = w, a 1-forma w é as vezes chamada de forma
elemento de angulo no plano.

(2) Uma condicao suficiente para que uma 1-forma fechada seja exata.

Como vimos na secao anterior, é possivel que uma 1-forma fechada nao seja exata.
No entanto, no exemplo estudado, foi possivel tornar exata a 1-forma fechada em questao
por uma simples restricao do dominio. Essa é na verdade a situacao geral. Vamos agora
estudar condigoes suficientes para o dominio de uma 1-forma de modo que a implicacao
“fechada = exata” seja verdadeira.

Definicao. Um subconjunto S C IR™ é dito estrelado em torno de um ponto xy € S se
para todo x € S o segmento de reta [xg, x| estd contido em S.

Observe que um subconjunto S C IR™ é convexo se e somente se for estrelado em
torno de qualquer um de seus pontos.

Teorema. Seja U C IR™ um subconjunto aberto, estrelado em torno de algum xog € U.
Entao toda 1-forma fechada em U (de classe C1) é exata.

Demonstragao. Seja w : U — IR™" uma 1-forma fechada de classe C* e escreva w(z) =
aaz 8a3

S ai(z)dz;, de modo que cada a; : U — IR é uma funcio de classe C' e Sor = Bz, Dara

todos 7,7 = 1,...,n. Defina uma funcao f : U — IR pela férmula:
1 nooe1
f(l‘) = / w(l‘o + t(l‘ - .IO)) . (IL’ — 1'0) dt = Z/ a; (1’0 + t(l‘ - l’o)) (IZ - (1‘0)2) dt,
0 = /o

para todo = € U. Observe que a férmula acima sé faz sentido pois zo + t(z — xg) € U para
todo ¢ € [0, 1]!

Dado agora j = 1,...,n, calculamos a derivada parcial ngj(a:) usando a regra usual
para derivacao sob o sinal de integral (veja Exercicio 5):

S_xfj( ):/o ag(ib‘o—l—t(a:—xo dt+Z/ 81;3 (a:—xo))( —(lﬁo)i)dt

_ /0 a; (o + t(z — o)) dt + ;/0 / 82 (%o + t(z — 20)) (zi — (20);) dt.

Um célculo direto mostra agora que:

gjj o /01 %[ta]‘ (zo + t(z — acg))} dt;

aplicando o Teorema Fundamental do Célculo obtemos entao %(:c) = a;(x), para todo
J

j=1,...,neportantodf =w. M

Observacgdo. Sera necessario cobrir agora o material sobre o niimero de Lebesgue

de uma cobertura, originalmente destinado & Aula nimero 7 (27/03), segao 2.
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Exercicios.
(n&o é para entregar, mas é bom dar uma olhada e quem tiver problemas me procura).

Funcdes &ngulo.

0. Seja M um espago métrico conexo e N um espago métrico discreto (recorde que um
espago métrico é dito discreto quando todos os seus pontos sao abertos). Mostre que
toda funcao continua f : M — N é constante (dica: se y € N entdao f~(y) C M é
aberto e fechado).

1. Seja U C IR? um aberto conexo que nao contém a origem. Mostre que se 61,05 : U —
IR sao fungoes angulo em U entao existe k‘ € Z com 0 (z) = 02(z) + 2km para todo
z € U (dica: a funcdo continua U 3 z +— 5=(6; — 62)(x) € IR toma valores em Z; use
o Exercicio 0).

2. Seja 0y € IR e defina 6 : Ag, — IR de modo que é(z,y) é o tnico angulo para o ponto
(x,y) que pertence ao intervalo aberto (6y,6y + 2m). Mostre que 6 é de classe C*
(dica: use o fato que as fungoes trigonométricas inversas arc cos : (—1,1) — (0,7) e
arc sen : (—1,1) — (—g, %) sao de classe C*°; faca uma andlise exaustiva de casos
para mostrar que Ag, pode ser coberto por setores abertos onde 6(x,y) é da forma

2k7rﬂ:arccos<\/m§Ty2> ou kﬁiarcsen(\/ﬁ?),kEZ).

3. Seja U C IR? um aberto que ndo contém a origem. Mostre que toda funcdo angulo
0 :U — IR é de classe C*° (dica: dado x € U, escolha 6y € IR com x € Ay, e seja V
uma vizinhanga aberta e conexa de = contida em U N Ay, ; considere a tnica funcao

angulo 0 : Ap, — IR que toma valores em (6, 0y + 27) e estude a diferenga 6 — f em
V, tendo em mente os Exercicios 1 e 2).

Propriedades béasicas da integral de Riemann.

4. Sejam M um espago métrico e f : [a,b] x M — IR uma fungdo continua. Defina
F : M — IR pela integral:

Plz) = / " Fi ) dr.

Mostre que F é continua (dica: estime |F(t,z) — F(t, )| usando o fato que a con-
tinuidade de f é uniforme com respeito a variavel t, i.e., use o Exercicio 18 da Aula
nimero 7 — 27/03).

5. (derivagao sob o sinal de integral) Sejam I C IR um intervalo e
l[a,b] x I > (t,s) — f(t,s) € R
uma fungao derivavel com respeito a variavel s € I e tal que a derivada parcial

8—£ : [a,b] x I — IR seja continua. Suponha que para todo s € I a funcao t — f(¢,s)
seja Riemann integravel em [a, b] e defina F': I — IR pela integral:

:/abf(t,s)dt



Mostre que F' ¢ de classe C! e que F'(s) = f; %(t, s)dt (dica: estime o valor de:

F(s+h) — F(s) bof

h — a(t, S) dt

Y
a

usando o teorema do valor médio para concluir que:

ft,s+h)— f(t,s) = h% (t,s +6(t)h),

com 0 < 6(t) < 1. Como no Exercicio 4 acima, use o fato que a continuidade de % é
uniforme com respeito a variavel ¢ € [a, b]).
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Aula nimero 20 (22/05)

A aula comega cobrindo todo o material originalmente destinado a aula ntimero 19
(17/05).

Observagdo. Antes de mais nada, vamos fazer uma comparacao entre a teoria de campos
vetoriais e a teoria de 1-formas em abertos de IR™. Sejam entao U C IR™ um aberto,
w(z) = Y i", ai(r)dz; uma 1-forma continua e X(z) = Y I, a;(z)e; o campo vetorial
(continuo) correspondente. Como j& observamos, w é exata se e somente se 0 campo X
é conservativo — uma funcao f : U — IR de classe C! satisfaz df = w se e somente se
Vf = X, ie., se e somente se f é um potencial para X. Suponha agora w (e portanto
X) de classe C*. A qual condicio para X corresponde a condicio “w é fechada”? No
caso n = 3 (ou n = 2), define-se nos cursos elementares de Célculo o rotacional de um
campo vetorial — é imediato entao verificar que w é fechada se e somente se X possui
rotacional zero. Para quem estudou a teoria de campos conservativos em IR, o teorema
“w exata = w fechada” é mais familiar sob a forma “X conservativo = rot X = 07. A
reciproca dessa tultima implicagdo nao vale (como vimos na aula nimero 19); a obstrucao
para a validade dessa reciproca é enunciada informalmente as vezes como a “presenca
de buracos” no dominio do campo (ou, equivalentemente, da 1-forma associada). Nosso
objetivo na secao que segue é estudar a condicao de “auséncia de buracos” de maneira
matematica formal — isso é feito através do conceito de homotopia. Mostraremos que
para “dominios sem buracos” (chamados de simplesmente conexos) a reciproca “w fechada
= w exata” é verdadeira. A demonstracao dessa reciproca ja foi feita anteriormente para
abertos convexos (e, mais geralmente, para abertos estrelados); tal resultado foi apenas
uma preparacao para o que serd feito a seguir, que é muito mais geral. Para terminar
esta (longa) observagao, mencionamos que o conceito de rotacional para campos vetoriais
é tipico de IR? e nao faz sentido em IR™, para m > 3; em tal caso, a condicdo “w é

. : . da; . :
fechada” significa simplesmente ng = 8;:67, nada mais. Adiante, quando estudarmos k-
J K3

formas diferenciais, definiremos a nocao de diferencial exterior de uma forma diferencial.
Esse conceito generalizara os operadores rotacional, gradiente e divergente, estudados em
cursos de Calculo Vetorial; dai uma forma fechada sera definida como uma forma com
diferencial exterior zero.

(1) A nogao de homotopia.

A partir de agora todas as curvas consideradas serao assumidas continuas; mais
explicitamente, uma curva num espaco métrico M significard uma aplicacao continua
v : [a,b] = M definida em algum intervalo fechado [a, b].

Definigao. Sejam M um espa¢o métrico e, i : [a,b] — M curvas em M. Uma homotopia
de v para p é uma aplicagao continua H : [a,b] x [0,1] — M tal que:

H(t,0) =~(t) e H(t1) = pud),
para todo t € [a,b]. Quando vale também a condigao:

H(a,s) = H(a,0) e H(b,s)= H(b,0),
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para todo s € [0, 1] entao dizemos que H é uma homotopia com extremos fixos de vy para
. Se existe uma homotopia de v para pu, dizemos que «y e u sao homotopicas; quando
existe uma homotopia com extremos fixos de y para i, dizemos que v e | sao homotoépicas
com extremos fixos.

Observagdo. A defini¢ao acima, assim como toda a teoria de homotopia que apresentare-
mos, normalmente é estudada no contexto de espacos topolégicos — a presenca de uma
métrica é totalmente irrelevante. Neste curso, nds nos restringimos ao caso de espacos
métricos para facilitar a vida daqueles que nao tem familiaridade com topologia.

Se H : [a,b] x [0,1] — M é uma aplicacao continua entao, dado s € [0, 1], é comum
denotar por Hy : [a,b] — M a aplicacao H(-,s), i.e., Hs(t) = H(t,s) para todo t € [a,b].
Se H é uma homotopia de 7 para p entao, para cada s € [0,1], Hs é uma curva em M,
Hy = v e Hy = p. Pensa-se entao no parametro s como sendo o “tempo”; em cada instante
s € [0,1] temos uma curva Hy em M que “varia continuamente” quando s cresce de 0 a
1. No instante inicial s = 0, temos a curva -; no instante final s = 1, temos a curva
i. Uma homotopia de ~ para p significa entao uma “deformagao continua” de v até pu
dentro do espaco M. Quando dizemos que a homotopia tem extremos fixos, queremos
dizer justamente isso: durante a deformacao as extremidades da curva sendo deformada
permanecem fixas. Obviamente, para que v e p possam ser homotdpicas com extremos
fixos, o pré-requisito bésico é que «y e u tenham os mesmos extremos, i.e., que y(a) = u(a)

e y(b) = u(b)-

A seguinte variacao da nocao de homotopia também é importante.

Definicao. Um lago no espago métrico M é uma curva fechada em M, i.e., uma curva
v i [a,b] = M com v(a) = v(b). Se ~v,u : [a,b] - M sao lagos entao uma homotopia
H :la,b] x [0,1] — M de v para p é chamada uma homotopia de lagos se a curva Hy é
um lago em M para todo s € [0,1], i.e., se H(a,s) = H(b,s) para todo s € [0, 1]. Quando
existe uma homotopia de lagos de v para p dizemos que 7y e p sao homotdpicas como lagos.

Obviamente para que curvas v e p sejam homotoépicas como lacos, o pré-requisito
béasico é que as mesmas sejam lagos. Observe que uma homotopia com extremos fixos
entre dois lacos é uma homotopia de lacos, mas uma homotopia de lagos nao é em geral
uma homotopia com extremos fixos (os Exercicios 7 e 8 relacionam as duas nogoes de
homotopia para lagos).

Exemplo. Seja M um subconjunto convexo de IR" (munido da métrica induzida de IR™).
Se v, i : [a,b] — M séo curvas entdo a expressao:

H(t,s) = (1 —s)y(t) +su(t), tela,b], sel0,1],

define uma homotopia H : [a,b] x [0,1] — M de v para u. Se 7 e p tém os mesmos
extremos entao H é uma homotopia com extremos fixos; se v e u sao lagos entao H é uma
homotopia de lagos. Observe que a homotopia H deforma v para p de modo que o ponto
v(t) é levado para o ponto u(t) ao longo do segmento de reta [y(t), u(t)] C M.
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Definicao. Um espaco métrico M é dito simplesmente conexo quando qualquer laco
v :la,b] = M é homotépico como lago a uma aplicagdo constante, i.e., se existe uma
aplicacao continua H : [a,b] x [0,1] — M com H(t,0) = ~(t), H(a,s) = H(b,s) e
H(t,1) = H(a, 1) para todos t € [a,b], s € [0,1].

Exemplo. O exemplo acima mostrou que todo subconjunto convexo de IR™ é simplesmente
conexo. Se M C IR™ é estrelado em torno de algum ponto zg € M entao M é simplesmente
conexo também: de fato, se v : [a,b] — M é um lago entao H(t,s) = (1 — s)v(t) + sxo,
s € [0,1], t € [a,b], define uma homotopia de lagos de v até o lago constante e igual a xg.

Exemplo. E facil ver que todo espaco métrico homeomorfo a um espago métrico simples-
mente conexo é ainda simplesmente conexo (veja Exercicio 6). Em particular, se um espago
métrico M é homeomorfo a um subconjunto estrelado de IR™ entao M é simplesmente co-
nexo.

Exemplo. Se M = IR?\ {0} é o “plano furado” entdo M nao é simplesmente conexo: o
lago [0,27] 5 t — 7(t) = (cost,sent) € M nao é homotépico como lago a uma aplicagao
constante. Intuitivamente, isso ocorre porque qualquer tentativa de deformar v até uma
constante (sem “arrebentar” o lago) deve necessariamente passar pelo “buraco” que é a
origem. Apesar do apelo intuitivo desse argumento, a demonstragao formal do fato que ~
nao é homotodpica como lago a uma constante nao é tao simples; tal resultado sera obtido
como um corolario do teorema central da préxima secao.

Observagdo. A nocao de homotopia (sem restrigoes adicionais como “extremos fixos” ou
“homotopia de lagos”) no contexto de curvas 7 : [a,b] — M é muito pouco interessante:
de fato, [a,b] x [0,1] 3 (t,s) = v((1 — s)t + sa) € M define uma homotopia de v até uma
aplicagao constante, seja 1a qual for a curva v ou o espago métrico M. Em geral, a nogao
de homotopia é definida para aplicacoes entre espacos topologicos quaisquer, e dai a nogao
de homotopia (sem restrigoes) passa a ser interessante.

(2) Integracao de formas fechadas e homotopia de curvas.

O objetivo desta segao é provar o seguinte:

Teorema. Sejam U C IR"™ um aberto e w : U — IR™ uma 1-forma fechada (de classe
C'). Dadas curvas v, u : [a,b] — IR™ de classe C' por partes, ambas com imagem contida
em U, suponha que vale ao menos uma das duas seguintes condigoes:

(i) existe uma homotopia com extremos fixos H : [a,b] x [0,1] — U de v : [a,b] — U
para p : [a,b] — U (neste caso estamos supondo em particular que 7y e p tém os
mesmos extremos, obviamente);

(ii) existe uma homotopia de lagcos H : [a,b] x [0,1] — U de v : [a,b] — U para
i [a,b] — U (neste caso estamos supondo em particular que v e p sao lagos,
obviamente).

Entao fvw = fuw.

O teorema acima implica facilmente o seguinte:

Corolério. SeU C IR™ é um aberto simplesmente conexo entao toda 1-forma fechada (de
classe C') em U é exata.

157



Demonstragao. Se v : [a,b] — IR" é uma curva fechada (i.e., um lago) de classe C! por
partes com imagem contida em U entao v é homotdpica como lago em U a uma curva
constante p. Como w é fechada, temos fv W= fu w = 0 e portanto a integral de w ao longo

de qualquer curva fechada em U de classe C' por partes é nula. Segue que w é exata.

Corolario. Se w : U — IR™ é uma 1-forma fechada (de classe C') num aberto U C IR™
entao, se um lago 7y : [a,b] — U de classe C! por partes é homotdpico como lago em U a
uma aplicacao constante entao fv w=0.1

Corolério. O lago~ : [0,27] — IR?\{0} definido por ~y(t) = (cost,sent) nao é homotépico
como lago a uma aplicacao constante. Em particular, o “plano furado” IR?\ {0} nao é
simplesmente conexo.

Demonstragao. A 1-forma w(x,y) = wz;ﬂﬁ(—yda: + xdy) em U é fechada mas f7 w # 0.
|

Para provar o teorema principal sera 1til o seguinte:

Lema. Sejam K um espago métrico compacto e M um espaco métrico qualquer. Dada
uma funcao continua f : K — M e uma cobertura aberta M = |J,.; Vi de M entao existe
0 > 0 com a seguinte propriedade: dado um subconjunto S C K de diametro menor que ¢
entao f(S) C V; para algum i € I.

Demonstragdo. Se U; = f~1(V;) entdo K = |J,;c; U; é uma cobertura aberta do espago
métrico compacto K e portanto a mesma possui um nimero de Lebesgue 6 > 0. Dali, se
S C K tem diametro menor que § entdo existe i € I com S C U; = f~1(V;); daf f(S) C V;.
|

Antes de demonstrar o teorema, vamos a uma:

Explicag8o informal da prova do teorema. Seja H : [a,b]x[0,1] — U uma homotopia
de 7 para p (com extremos fixos ou uma homotopia de lagos). Particione o retangulo
[a, b] x [0, 1] em retangulos menores que sao mapeados por H em bolas abertas contidas em
U; obtemos entao uma “grade” em [a, b] x [0, 1] formada por retangulos pequenos. A cada
segmento vertical v da grade fazemos corresponder uma curva em IR"™ que parametriza
o segmento cujas extremidades sao as imagens por H das extremidades de v. Para cada
segmento horizontal h da grade contido no lado [a, b]x{0} ou no lado [a, b] x {1} do retangulo
[a, b] [0, 1], fazemos corresponder a curva dada pela restricao de H a b. Se h é um segmento
horizontal da grade que nao esté contido nem no lado [a, b] x {0} nem no lado [a, b] x {1} do
retangulo [a, b] X [0, 1] entdo fazemos corresponder a h uma curva em IR"™ que parametriza o
segmento cujas extremidades sao as imagens por H das extremidades de h. Fizemos entao
corresponder & grade de linhas retas em [a, b] x [0, 1] uma “grade” de linhas poligonais em
U — exceto pelos lados [a,b] x {0} e [a,b] x {1} de [a,b] x [0, 1], que correspondem as
curvas originais v e u. Vamos denotar por p e p as linhas poligonais que correspondem
respectivamente aos lados {a} x [0,1] e {b} x [0, 1] do retangulo [a,b] x [0,1]. A integral
de w ao longo do lago correspondente a fronteira do retangulo [a,b] x [0, 1] percorrida no
sentido anti-horario é igual a soma das integrais de w sobre os lacos correspondentes aos
retangulos menores da grade percorridos no sentido anti-horario, pois “lados comuns a dois
retangulos da grade sao percorridos em sentidos opostos” e portanto cancelam. Por outro
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lado, como os lagos correspondentes a tais retangulos pequenos estao contidos em bolas
contidas em U (nas quais w é exata), entdao a integral de w nos lagos correspondentes a
tais retangulos pequenos é nula. Obtemos entao:

forfo [ foe

se H é uma homotopia com extremos fixos entao p e p sao constantes. Se H é uma
homotopia de lagos entao p = p. Em qualquer caso, a conclusao desejada é obtida. B

Para escrever a demonstracao do teorema de maneira matematicamente mais precisa,
vamos introduzir um pouco de notacgao.

Definigao. Sejam M um espago métrico e v : [a,b] — M uma curva. A curva ¥ : [0,1] —
M definida por:

() =y((1 = t)a+tb), te(0,1],
é chamada a reparametrizacao afim crescente de «y (definida no intervalo [0, 1]).

Como integrais de linha sao invariantes por reparametrizacoes crescentes, em vista
da definicao acima, nao ha perda de generalidade em estudar apenas curvas definidas no
intervalo [0, 1] (veja também o Exercicio 2).

Definigao. Sejam M um espago métrico e v : [0,1] — M uma curva. A reparametrizagao
reversa de vy é a curva v~ ! : [0,1] — M definida por:

) = (1 —t), telo,1].

Se p :[0,1] — M é uma outra curva com (1) = p(0) entao a concatenagao de vy e y € a
curva (v - u) : [0,1] — M definida por:

Obviamente a continuidade de 7 implica na continuidade de v~!; é facil ver também

que a continuidade de 7 e de p implicam na continuidade de v - u (recorde item (a),
Exercicio 8, Aula nimero 7 — 27/03).

A concatenagao de curvas nao é uma operacao associativa: a curva (- p) - A corres-
ponde a “y e u percorridas com a velocidade quadruplicada seguidas de A percorrida com
a velocidade dobrada”; por outro lado, a curva 7 - (i - A) corresponde a “vy percorrida com
a velocidade dobrada seguida de p e A percorridas com a velocidade quadruplicada”. E
verdade, no entanto, que a diferenca entre (y-p)-Aey-(u-A) é apenas uma questao de pa-
rametrizagao (veja o Exercicio 5 (a)). Para facilitar a notagao (economizando parénteses),
vamos convencionar que 7y - ys - - - p, significa (- (91 - y2) -+ *) * Yn)-
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Prova do Teorema. Sejam U C IR™ um aberto, w : U — IR™™ uma 1-forma fechada (de
classe C1) e v, i : [a,b] — IR"™ curvas de classe C'' por partes com imagens contidas em U.
Suponha que exista uma homotopia H : [a,b] x [0,1] — U de v para u que seja ou uma
homotopia com extremos fixos ou uma homotopia de lagos.

Como w ¢é fechada, sabemos que a restricao de w a qualquer bola aberta contida
em U é exata, pois bolas sao convexas. Como U pode ser escrito como uma uniao de
bolas abertas, o lema acima implica que existe § > 0 tal que para todo subconjunto
S C [a,b] x [0,1] com diametro menor que § temos que H(S) C U estd contido em alguma

bola aberta contida em U. Escolha agora particoes a = tg < t1 < -+ < tp = b e
0=1350< 81 <--- < s =1 dos intervalos [a, b] e [0, 1] respectivamente, de modo que cada
retangulo [t;,t;41] X [sj,8;41], i =0,...,k—1,j=0,...,l—1, tenha diametro menor que

0; em particular, H([ti, tiv1] x [sj, sj+1]) esté contido em alguma bola aberta contida em
U.

Para cada i = 0,...,k —1ecada j = 1,...,l — 1, denote por b;; : [0,1] — R" a
curva b;;(u) = (1 —uw)H(t;, sj) + uH (ti+1,s5), u € [0,1], i.e., h;; é uma parametrizagdo
afim do segmento ligando H(t;,s;) a H(ti+1,s;). Parai=0,...,k—1, j = 0, definimos
bij : [0,1] = IR™ como sendo a reparametrizacao afim crescente de |y, +,,,1; similarmente,
para i = 0,...,k — 1, j = [, definimos b;; : [0,1] — IR™ como sendo a reparametrizacao
afim crescente de pl, +,.,]- Parai=0,...,k, j=0,...,] — 1, definimos v;; : [0,1] — IR"
como sendo uma parametrizacao afim do segmento ligando H(t;,s;) a H(t;,sj+1), i.e.,
v;j(u) = (1 —u)H(t;,s5) + uH(ti,sj41), v € [0,1]. Defina curvas p,p : [0,1] — R"
fazendo:

P =000 Vo1 You—1), P =Vko Vg1 Vpi—1)-

Paracadai=0,...,k—1,j=0,...,l—1, considere a curva R;; : [0, 1] — IR" definida
por:
—1 —1
Rij =1ij - 0a11); - (hig+1)) ™ - (055)
Temos que R;; é uma curva fechada de classe C' por partes cuja imagem estd contida
numa bola aberta contida em U; como w é exata nessa bola, temos que f R w = 0 para
ij

todost=0,...,k—1,7=0,...,] — 1. Além do mais:

k—11-1

k—1 -1 k—1 -1
0= [ o=y [ wrX [ w-X [ w3 [ w
Ry i=0 7 Dio j=0""Ykj =0 v Vil Jj=0

i=0 j=0 Poj
:/w+/w—/w—/w.
vy p M p

Se H é uma homotopia com extremos fixos entao p e p sao curvas constantes; se H é uma
homotopia de lagos entao p = p. Em qualquer caso, temos fﬁw — fpw = 0 e portanto

f,yw:fuw.l
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Exercicios.
(n&o é para entregar, mas é bom dar uma olhada e quem tiver problemas me procura).

Curvas e homotopia.

1. Dado um espago métrico M, mostre que as relagoes “y é homotdpica a p com extremos
fixos” e “y é homotdpica a u como laco” definem relagoes de equivaléncia respectiva-
mente no conjunto de todas as curvas v : [a,b] — M e no conjunto de todos os lagos
v : [a,b] = M [dica: a parte menos facil é a transitividade. Para demonstra-la, ob-
serve que se H, H : [a,b] x [0,1] — M sao aplicagoes continuas com H(t,1) = f[(t, 0)
para todo t € [a,b] entdao a férmula:

Kl e — H(t,2s), s [0,3],
(t,5) = H(t,25 — 1), se [5,1],

t € [a,b], define uma aplicagao continua K : [a,b] x [0,1] — M. Use o Exercicio 38 da
aula nimero 5 (20/03) para mostrar que K é de fato continua).
2. Sejam M um espago métrico e 7, p : [a,b] — M curvas. Sejam 7, : [0,1] — M as
reparametrizagoes afins crescentes de v e u respectivamente. Mostre que:
(a) v é homotdpica a u com extremos fixos se e somente se 4 é homotopica a fi com
extremos fixos;
(b) ~ é homotopica a p como lago se e somente se 4 é homotdpica a fi como lago.

3. Sejam M um espago métrico e 7y, p : [0, 1] — M curvas com (1) = p(0). Mostre que:

(a) se 7 :[0,1] — M é homotdpica a 7 com extremos fixos entao a concatenacao 7 - i
¢ homotopica a v - com extremos fixos;

(b) se i :[0,1] — M é homotdpica a p com extremos fixos entao a concatenagao - fi
é homotopica a v - u com extremos fixos;

(c) se 4 :[0,1] — M é homotdpica a v com extremos fixos entao 4~
a vy~ com extremos fixos.

(dica: é facil construir as homotopias; a tinica coisa nao trivial é verificar sua continuidade.
Para isso, use o Exercicio 38 da aula nimero 5 — 20/03).

1 é homotépica

4. Sejam M um espago métrico, v : [0,1] — M uma curva e o : [0,1] — [0,1] uma
aplicacao continua. Mostre que:
(a) se 0(0) =0 e o(l) =1 entdo v o o é homotdpica a vy com extremos fixos;
(b) sec(0) = o(1) entdo yoo é homotdpica com extremos fixos a uma curva constante.
(dica: olhe para ((1 — s)t + so(t)) no item (a) e para y((1 — s)o(t) + so(0)) no item (b)).
5. Sejam M um espago métrico e v, u, A : [0,1] — M curvas com (1) = p(0) e u(l) =
A(0).
(a) Determine uma aplicacéo continua o : [0,1] — [0, 1] tal que [(v-p)-A] oo = ~-(p-N)
e 0(0) =0, (1) =1 (dica: é possivel escolher o afim por partes).
(b) Conclua do item (a) e do Exercicio 4 que (v - p) - A é homotdpica com extremos
fixos a - (u-N).

161



(c) Para x € M denote por o, : [0,1] — M a curva constante e igual a z, i.e.,
0,(t) = x para todo t € [0,1]. Determine fungoes continuas o, : [0,1] — [0, 1]
COmM 7y - 0 (1) =Y 00, 040y Y =700,0(0)=5(0)=0ec(l) =5(1) =1 (dica:
novamente é possivel escolher o e & afins por partes).

(d) Conclua do item (c) e do Exercicio 4 que v - 0.(1) € 0oy - 7 sao homotépicas a v
com extremos fixos.

(e) Determine fungoes continuas o, : [0,1] — [0, 1] tais que yoo =7 -v"', yod =
v~ t.q,0(0) =0(1) =0e d(0) =5(1) =1 (dica: novamente é possivel escolher
o e G afins por partes).

(f) Conclua do item (e) e do Exercicio 4 que -y~
extremos fixos a curvas constantes.

1

e v~1. 4 s@ao homotépicas com

6. Sejam M, N espacos métricos e f : M — N uma funcao continua. Mostre que
se v, : [a,b] — M sdo homotdpicas com extremos fixos entdo f o~y e f o pu sao
homotdpicas com extremos fixos. Similarmente, mostre que se v e . sao homotdpicas
como lacos entao fovy e fou sao homotdpicas como lacos. Conclua que se dois espacos
métricos M e N sao homeomorfos entao M é simplesmente conexo se e somente se N
o for.

7. Sejam M um espago métrico e 7, 1 : [0, 1] — M lagos. Suponha que H : [0,1] x[0,1] —
M é uma homotopia de lagos de v para p e defina A : [0,1] — M fazendo A(s) =
H(0,s) = H(1,s), s € [0,1]. Mostre que os lacos pr e A1 -y - X sdo homotépicos com
extremos fixos (dica: defina curvas [, ¢, t,b: [0,1] — [0, 1] x [0, 1] fazendo I(u) = (0, u),
t(u) = (1,u), (u) = (u,1), b(u) = (u,0); como o retangulo [0, 1] x [0, 1] é convexo, as
curvas [71 - b -t e t sdo homotdpicas com extremos fixos. Aplique o Exercicio 6 com
f=H).

8. Sejam M um espago métrico, v : [0,1] - M um lago e A : [0,1] — M uma curva
com \(0) = 7(0). Mostre que os lagos A™! -y - X e v sdo homotdpicos como lagos
[dica: para s € [0, 1], seja Ag : [0,1] — M a curva definida por As(u) = A(us). Defina
uma homotopia H fazendo Hy = A\;! -~ - \; e mostre a continuidade de H usando
o Exercicio 38 da aula nimero 5 (20/03). Observe que A\g é uma curva constante
e complete a demonstracao usando o Exercicio 5 para concluir que A, Loy é
homotépica a v com extremos fixos|.

9. Dado um espago métrico M e um lago 7 : [a,b] — M, mostre que v é homot6pico
como laco a uma aplicacao constante se e somente se v é homotépico com extremos
fixos a uma aplicacdo constante (dica: use os Exercicios 7 e 5).

10. Dado um espaco métrico M, mostre que as seguintes condicoes sao equivalentes:

(i) M ¢é simplesmente conexo;
(ii) todo lago em M é homotdpico com extremos fixos a um lago constante;
(iii) dadas curvas v, : [a,b] — M com os mesmos extremos entdo v e u sdo ho-
motoépicas com extremos fixos.

Se M é conexo por caminhos, mostre que (i), (ii) e (iii) s@o também equivalentes a
qualquer uma das seguinte condicoes:

(iv) existe zo € M tal que todo lago v : [a,b] — M com y(a) = v(b) = xo é homotbpico
com extremos fixos a um laco constante;
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(v) existe xg € M tal que todo lago 7y : [a,b] — M com y(a) = v(b) = xo é homotdpico

como lago a uma aplicacao constante.

(dica: para (i)<(ii) e (iv)<(v), use o Exercicio 9. Para (ii)=-(iii) use o Exercicio 5,
levando em conta que, sob (ii), o lago v - =1 é homotépico com extremos fixos a uma
constante. (iii)=-(i) e (i)=-(iv) s@o ébvios. Se M é conexo por caminhos, para mostrar
(iv)=(i) considere um lago 7 : [0, 1] — M com y(0) = v(1) = 21 euma curva X : [0,1] - M
com \(0) = zg e A(1) = x1. Use o Exercicio 5 e o fato que, sob (iv), A-y-A~! é homotépico
com extremos fixos a um lago constante).

O significado dos Exercicios acima.

O Exercicio 2 diz que no estudo da teoria de homotopia de curvas e lagos pode-se
assumir sempre sem perda de generalidade que o intervalo onde as curvas estao definidas é
[0,1]. O Exercicio 1 diz que homotopia com extremos fixos e homotopia de lagos definem
relagoes de equivaléncia. Vamos denotar por [y] a classe de equivaléncia formada por
todas as curvas homotopicas a v com extremos fixos. O Exercicio 3 diz que as operacoes
de composicao e inversao de curvas sao bem-definidas no espaco quociente formado pelas
classes de homotopia [y], i.e., faz sentido definir [y] - [u] = [y-p] e 77t = [v7] (se
v(1) = 1(0)). O item (a) do Exercicio 4 diz que classes de homotopia sdo invariantes por
reparametrizagao. O Exercicio 5 diz que concatenagao de curvas é uma operacao associativa
a nivel de classes de homotopia (mas nao a nivel de curvas!); as curvas constantes funcionam
como elementos neutros para concatenacdao e a curva vy~ ! funciona como um elemento
inverso de . O Exercicio 6 diz que aplicagoes continuas entre espacos induzem funcoes
nos correspondentes espacos de classes de homotopias de curvas. Os Exercicios 7, 8 e
9 relacionam homotopia de lagos com homotopia com extremos fixos: basicamente, dois
lacos sao homotdpicos como lacos se e somente se um é homotopico com extremos fixos a
um conjugado do outro.

As classes de homotopia com extremos fixos de curvas em M formam uma estrutura
algébrica chamada um grupdide; este é chamado o grupdide fundamental do espago M.
Fixado xg € M e considerando apenas classes de homotopia (com extremos fixos) de lagos
v :[0,1] — M com v(0) = (1) = xg, obtemos um grupo; este é chamado o grupo
fundamental do espago M com ponto base xy e é normalmente denotado por w1 (M, xg).
Uma curva continua A : [0,1] — M com A(0) = zo, A(1) = z; induz um isomorfismo
entre os grupos fundamentais 71 (M, zo) e m(M,z1) dado por [y] — [A7 -~ - A]. Para
espagos conexos por caminhos entdo o grupo fundamental é (a menos de isomorfismos)
independente do ponto base. Um espacgo é simplesmente conexo justamente quando seu
grupo fundamental é trivial.

Em geral, é possivel definir a no¢gao de homotopia nao apenas para curvas, mas também
para aplicacoes quaisquer entre espacos topoldgicos. O grupo fundamental de M pode
entao também ser definido em termos de classes de homotopia de aplicacoes do circulo
em M. A partir dai, pode-se também estudar classes de homotopia de aplicacoes da
esfera n-dimensional em M ; obtém-se entao o chamado n-ésimo grupo de homotopia de
M, denotado por 7, (M,xg). A teoria de homotopia é um campo importante dentro da
topologia algébrica e nés aqui mal esbarramos no assunto.
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Aula nimero 21 (24/05)

A aula nimero 21 cobriu o material sobre nimero de Lebesgue de coberturas (aula
nimero 7 — 27/03, secao 2) e o material sobre a relagdo entre homotopia de curvas e
integrais de linha (aula numero 20 — 22/05, segao 2).

Aula nimero 22 (29/05)

(1) O teorema da funcao inversa.

O teorema da funcao inversa é um exemplo tipico da idéia basica do Calculo Diferen-
cial: aproximar funcoes nao lineares por funcoes lineares. O objetivo principal do teorema
da funcgao inversa é relacionar a bijetividade da aproximacao linear de uma funcgao (i.e.,
sua diferencial) com a bijetividade da fungao original numa regidao pequena. Comegamos
primeiro com a implicagao facil do teorema.

Teorema. Sejam U, V C IR"™ abertos e f : U — V uma funcao bijetora. Suponha que
f : U — IR™ seja diferencidvel num ponto v € U e que f~!:V — IR"™ seja diferencidvel
no ponto f(xz). Entao df(xz) : IR™ — IR™ é um isomorfismo e df ' (f(z)) = df(z)~! (“a

diferencial da inversa é a inversa da diferencial”).

Demonstragao. Temos f~lo f = Id|y e fo f~! = Id|y; aplicando a regra da cadeia
obtemos:

df 7N (f(z)) odf(zx) =1d, df(z)odf ' (f(x)) =1d,
e a conclusao segue. ®

Observacdo. Na verdade, poderiamos ter dado um enunciado um pouco melhor para o
teorema acima: poderiamos ter assumido que U é um aberto de IR™ e que V é um aberto
de IR™ (i.e., ndo assumimos a principio que seja m = n). A condigdo m = n apareceria
entao na tese do teorema. Para demonstrar esse enunciado mais geral observamos que,
sob as hip6teses do teorema, df(x) é um isomorfismo de IR™ para IR™, o que implica (da
Algebra Linear!) que m = n.

O teorema acima nos diz duas coisas: em primeiro lugar, nao ha chance alguma de uma
funcao diferencidvel admitir uma inversa diferencidvel se a sua diferencial em cada ponto
nao for um isomorfismo. Em segundo lugar, o teorema nos diz como calcular a diferencial
da funcgao inversa, mas é necessario saber a priori que a funcao inversa é diferenciavel.
Nosso objetivo agora é estabelecer condigoes suficientes para que a funcao inversa seja
diferenciavel (obviamente, devemos supor que df(x) seja um isomorfismo, antes de mais
nada — mas serd que isso basta?). Depois, nosso problema serd achar condigoes para que
a inversibilidade de df(x) implique na inversibilidade de f numa vizinhanca de z.

Antes de provar o teorema seguinte, vamos motivar um pouco seu enunciado fazendo
um estudo informal do caso de funcoes de uma varidavel. Seja entao f : I — IR uma
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funcao diferenciavel e injetora definida num intervalo I C IR. Suponha que f'(x) # 0
para algum x € I (isso corresponde a hipétese que df(x) seja um isomorfismo; veja o
Exercicio 1). Escrevendo Ay = f(x+ Ax) — f(z) ent@o a derivada f/(z) é dada pelo limite
limagz_s0 ﬁ—g; a derivada de f~! no ponto y = f(x) é dada pelo hmlte limay—0 ﬁ Como

ﬁ—g tende a f/(x) # 0 quando Az — 0, temos que —z tende a f,(x), mas quando Ax — 0
(e ndo, a principio, quando Ay — 0). Para concluir que f~! é diferencidvel no ponto
y = f(z), precisamos saber entdao que Ay — 0 implica Ax — 0; essa hipétese corresponde
a continuidade de f~! no ponto y. Temos entdo o seguinte:

Teorema. (“teoreminha” da funcao inversa) Sejam U, V' C IR"™ abertose f : U — V
uma funcao bijetora; suponha que f : U — IR™ é diferenciavel num ponto x € U, que
df(z) : R™ — IR™ é um isomorfismo e que f~!:V — IR™ é continua no ponto f(x) € V.
Entao f~! é diferencidvel no ponto f(z) e df~'(f(z)) = df(z)™*

Demonstragao. Como f é diferenciavel no ponto x, podemos escrever:

f@+h)=f(z)+df(z)-h+p(h)|hl, (1)
com limy,_,q p(h) = 0. Tome agora y = f(x) e escreva:
FHy+k) = fHy) +df (@)~ k+o(k)|k]; (2)

a demonstragao ficard completa se mostrarmos que limy_,o (k) = 0.

Para cada k € IR"™ com y + k € V associamos o vetor h = f~1(y + ) f~Yy) e R
(mais precisamente, definimos uma funcao k — ¢(k) = f~1(y + k:) — f71(y) e escrevemos
h em vez de ¢(k)). Resolvendo a igualdade h = f~(y + k) — f~*(y) para k, obtemos que
(x 4+ h pertence a U e que) k = f(x + h) — f(x). De (2) vem entao

h=df@) " [fo+h) - 1@)] + 0Bk
Usando (1) obtemos f(z + h) — f(z) =df(z) - h+ p(h)||h| e dai:

= [l dF(e) ™ p(h) + o] = o{k) = =i d @) ().

A continuidade de f~! no ponto y = f(x) implica que h — 0 quando k — 0, i.e., que
limy, 0 f~Y(y + k) — f~(y) = 0. Como limj,_o p(h) = 0 e como df(x)~! é continua (pois
é linear), segue que também limy_,o df(x)~!- p(h) = 0. Para completar a demonstragao, é
suficiente entao mostrar que o quociente:

12l _ |17l
Ikl [[f(z +h) = f(2)]

¢ limitado para k numa vizinhanga da origem, ou seja, que W fica longe de zero

para k numa vizinhanga da origem. Como a aplicacdo linear df(z) é continua e nao se
anula na esfera unitaria de IR™ (que é compacta), temos:

c= inf de uH = min de uH > 0;
[Jull=1 fJull=1
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como limy,_,o p(h) = 0, temos que Hp(h)H < 5 para h em alguma vizinhanga Z da origem
em JR™. Dai, usando (1), temos que para h € Z:

[f(@+h)=f ()| = |[df (@)-h+p)IR]l]| = [|df (@)-h]|—[[p(r)|[ 1]l = CHhH—thH = g\lhll-

Como limy_ g h = limy_o f " (y + k) — f~1(y) = 0, temos que h € Z para k em alguma
vizinhanga da origem em IR™; nessa vizinhanca, % < %, i.e., a quantidade % ¢ limitada.
Isso completa a demonstracao. ®

Observagdo. Se I C IR é um intervalo e f : I — IR é uma funcao continua e injetora
entdo sabe-se que f(I) é um intervalo (pelo Teorema do Valor Intermedidrio) e que a
funcao inversa f~! : f(I) — IR também é continua (isso segue dos seguintes resultados
da Analise Real: (i) toda funcao continua e injetora num intervalo é mondtona; (ii) toda
funcao monétona cuja imagem é um intervalo é continua; veja Curso de Analise, vol. I, Elon
Lages Lima, pg. 186). Dali, a continuidade da inversa no “teoreminha da fungao inversa” é
uma hipdtese redundante se n = 1, U é um intervalo e f é continua em U. Na verdade, se
U C IR" é um aberto e f: U — IR"™ é uma funcao continua e injetora entao f(U) é aberto
em IR" e f:U — f(U) é um homeomorfismo, i.e., f~1: f(U) — IR"™ é continua. Isso segue
do famoso Teorema da Invariancia do Dominio — tal teorema é bem mais sofisticado que
o resultado de Analise Real mencionado acima. Sua demonstracao é normalmente feita
utilizando recursos da Topologia Algébrica (mais precisamente, utiliza-se recursos da teoria
de Homologia Singular de um espago topoldgico). Na demonstracao do teorema da fungao
inversa adiante, mostraremos a continuidade da funcao inversa através de recursos muito
mais elementares: usaremos no entanto a hipétese mais forte que a funcao f seja de classe
C' e que sua diferencial em cada ponto seja um isomorfismo.

Ndo-Exemplo. A funcdo f : IR — IR dada por f(x) = x® é um homeomorfismo de classe
C> mas f/(0) = 0, i.e., df(0) ndao é um isomorfismo. Obviamente entdo f~! nao é
diferenciavel na origem.

A seguinte definicao facilita o enunciado do teorema da funcao inversa:

Definicao. Sejam U,V C IR"™ abertos e f : U — V uma funcao. Dizemos que f é
um difeomorfismo quando f é bijetora e tanto f : U — IR™ como f~! : V — IR™ sao
diferenciaveis.

Na pratica estaremos mais interessados em bijecdes de classe C* com inversas de classe
C*. Temos o seguinte:

Teorema. Sejam U, V C IR™ abertos e f : U — V um difeomorfismo. Se f : U — IR™ é
de classe C* (0 < k < o0) entdo também f~1 : V — IR™ é de classe C*.

Demonstragao. Seja GL(n, IR) o conjunto das aplicagoes lineares inversiveis de IR" em
IR™ (esse é chamado o grupo linear geral de IR™; recorde o complemento a Aula nimero 4
— 15/03). Temos que GL(n, IR) é um aberto no espago Lin(IR™, IR™) de todos as aplicagoes
lineares de IR™ em IR", pois T' € GL(n, IR) se e somente se det(T') # 0 e o determinante
é uma fungao continua em Lin(/R", R™) (pois é um polindmio nas entradas da matriz
que representa 7). Além do mais, a func¢ao inversao Z : GL(n, IR) — Lin(/R"™, IR™) dada
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por Z(T) = T—! é de classe C°, pois as entradas da matriz que representa T~! sdo
dadas por quocientes de polindémios nas entradas da matriz que representa T (recorde
que a inversa de uma matriz quadrada A é dada pela transposta da matriz dos cofatores
de A, dividida por det(A4)). Se f : U — V é um difeomorfismo entdo sabemos que
df_l(f(m)) =df(z)"! = I(df(m)) para todo z € U, ou seja, df ~1(y) = I[df(f_l(y))}
para todo y € V. Temos entao:

df ' =TZodfof L

Usando inducao em k, a igualdade acima e o fato que Z é de classe C*° segue agora
facilmente que se f é um difeomorfismo de classe C*¥ entdo também f~1 é de classe C*. B

O teorema da funcao inversa afirma, entre outras coisas, que uma funcao satisfazendo
certas hipoteses possue como imagem um aberto em IR". Na verdade, essa é a parte mais
dificil de demonstrar. De fato, mostrar que a imagem de uma funcao f é um conjunto
aberto envolve um problema de existéncia de solucoes de equacoes: deve-se mostrar que
para y perto de f(a) a equacdo f(z) = y admite solu¢do. Essa parte do argumento fard
parte da demonstracao do Lema da Perturbacao da Identidade que serda mostrado logo
adiante. Antes de mais nada, no entanto, precisamos de algum principio de existéncia de
solucoes de equacgoes. Esse é 0 nosso préximo passo.

Definicao. Sejam M um conjunto e ¢ : M — M uma funcao. Dizemos que x € M é um
ponto fixo de ¢ se ¢(z) = x.

Tipicamente equagoes da forma f(z) = y (com x € IR™, y € IR™) podem ser trans-
formadas em problemas de ponto fixo: basta escrever f(z) = y sob a forma equivalente
f(z) +x —y = x. Dai resolver f(x) = y corresponde a determinar um ponto fixo para
¢(x) = f(z) + x — y. Essa observagao indica a importancia do seguinte:

Teorema. (do ponto fixo de Banach) Sejam (M,d) um espago métrico completo (nao
vazio) e ¢ : M — M uma contracao. Entao ¢ tem um tnico ponto fixo. Além do mais,
para todo xy € M, se definirmos uma seqiiéncia (x,)n>0 em M recursivamente fazendo
Ty = ¢(n_1), n > 1, entao (z,),>0 converge para o iinico ponto fixo de ¢.

Demonstragao. Em primeiro lugar, é 6bvio que ¢ pode ter no maximo um ponto fixo,
ja que ¢ contrai distancias: se x,y € M sao pontos fixos de ¢ e A < 1 é uma constante de
Lipschitz para ¢ entao:

d($,y) = d(¢($), ¢(y)) < )\d($7y) —0< (1 - )\)d(l‘,y) <0= d(x7y) =0,

e portanto x = y.

Para completar a demonstracao, seja xg € M um ponto qualquer e defina (x,)n>0
recursivamente como no enunciado do teorema. S6 precisamos mostrar que (2, ),>1 € uma
seqiiéncia de Cauchy; de fato, nesse caso deve existir x = lim,,_, y o T, pois M é completo
e além do mais, como ¢ é continua:

lim =z = lim = =x = lim
n—1>—|—oo Tn v n—l)—|—oo \_(xn_/) ¢($) T n—l>+oo Tntty
Tn41
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i.e., x ¢ um ponto fixo de ¢.
Para mostrar que (z,),>0 ¢ uma seqiiéncia de Cauchy, devemos estimar a distancia
d(Zp, Tm); comegamos estimando d(x,, x,41). Temos:

d(x'rwxn—l—l) < >\d<xn—17$n) < )\2d(£l3n_2,$n_1) <. < )\nd(xmxl);
dai, para n < m:

d(Tn, Tm) < d(Tn, Tpt1) + d(@Tnt1; Tng2) + -+ d(@m—1, Tr)
< ()\n + )\n-i-l 4+ Am_l)d(xo,.%'l)

+o0 A"
( I; )\k> d(.??o,ﬂ?l) = 1\ d(ﬂ?o,ﬂ?l);

IN

como lim,, , 4 o, d(zo, ml)f\—_)\ =0, a conclusao segue. B

Observagdo. O teorema acima é um dos grandes “principios de existéncia” da matematica.
Quando aplicado para operadores integrais em espacos de fungoes ele produz o famoso
teorema de existéncia e unicidade para solugoes de equacgoes diferenciais. O teorema acima
também é a base matematica para diversos métodos de Calculo Numérico, como o Método
de Newton para obtencao de raizes de funcoes f : IR — IR.

A idéia principal da demonstragao do teorema da funcao inversa é a seguinte: se f é
diferencidvel e df(z) é um isomorfismo entao, numa vizinhanga do ponto z, a fungao f é
uma “perturbagao pequena” do isomorfismo df(z). Queremos entdo estudar o comporta-
mento de uma perturbacao pequena de um isomorfismo 7" : IR™ — IR™; comegamos com o
caso em que T ¢é igual a identidade no seguinte:

Lema. (da perturbagao da identidade) Se U C IR™ é um aberto e g : U — IR™ é uma
contracao entao a aplicagao f : U — IR™ definida por f(z) = x + g(x), x € U, é um
homeomorfismo sobre sua imagem f(U); além do mais, f(U) é um aberto em IR™.

Demonstragao. Se A < 1 é uma constante de Lipschitz para g entao, para todos x,y € U:

|f(@) = fW)]| = ||z — v+ g(z) = 9W)|| = llz = yll = ||g(z) — 9(¥)]]
> lz =yl = Az =yl = (1= A)|lz =y

Como 1 — A > 0, as desigualdades acima implicam que f é injetora e que sua inversa
f~Y: f(U) — U é Lipschitziana com constante ﬁ; em particular, f~! é continua.

Na verdade, a parte nao trivial da demonstracao é mostrar que f(U) é aberto em IR™.
Para isso, considere um ponto arbitrario de f(U), digamos f(a) com a € U. Devemos
mostrar que se Hy — f (a)H é suficientemente pequeno entdao a equagao f(z) = y admite
uma solucao x € U. Fixe entao y € IR" e vamos tentar determinar condigoes suficientes
sobre y para que f(z) =y tenha solu¢do. Temos:

fla)=y+= —fz)=—y<=ov—-fla)=z-y<=o—fx)+y=1z,
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e., transformamos a equagdao f(r) = y num problema de ponto fixo! Explicitamente,
definindo h : U — IR™ por h(z) = = — f(z) +y = y — g(x) entdo f(x) = y equivale
a h(x) = z. Do fato que g é uma contragao, segue trivialmente que h também o é —
mas cuidado, isso ainda nao resolveu o problema! O teorema do ponto fixo de Banach sé
se aplica para contracoes definidas num espaco métrico completo e tomando valores nele
mesmo. Devemos determinar entao um subconjunto fechado M C IR™ contido em U e tal
que h(M) C M (recorde que, como IR™ é completo, um subespago M C IR™ é completo se
e somente se for um subconjunto fechado). Como no final das contas deveremos escolher
y perto de f(a), espera-se que a solugao x de f(x) = y esteja perto de a e portanto um
candidato natural para M é uma bola fechada centrada em a (contida em U). Vamos
entao seguir esta estratégia.

Escolha ¢ > 0 tal que Bla;rg] C U. Queremos determinar condigoes suficientes sobre
y que tornem possivel a escolha de r > 0, r < 1, com a seguinte propriedade: se ||[z—al| < r
entao ||h(z) —al| < 7.
Calculamos entao:
[h(z) —a| = [ly — 9(z) — a|| = Hy - f(a) +9(a) — g(z)||
< lly = 1@l + llg(a) - g(@)|
<|ly = f@)| + Az~ aH

Para concluir que Hh(x) — aH < r (sob ||z — a|| <), precisamos entao da desigualdade:

ly = f@)]| < (1= N)r;

a desigualdade acima serd satisfeita se escolhermos r > ﬁ Hy — f(a) H A restricao r < rg
nos obriga entao a supor:

ly = (@] <

Agora tudo se encaixa: se comecamos com y € IR™ satisfazendo a desigualdade acima
entdo, definindo r = r¢, obteremos que ||z — a|| < r implica Hh(w) — a|| < r, ie., que
h(B[a;r]) C Bla;r]. Aplicando entéo o teorema do ponto fixo de Banach para a contracao
h no espago métrico completo Bla;r], obtemos x € Bla;r] C U com h(x) = z, i.e., com
f(z) = y. Juntando tudo vem:

B[f(a); (1 = Mro] C f(U),
e portanto f(a) é um ponto interior de f(U). B

Coroldrio. (perturbacao de um isomorfismo) Sejam T : IR" — IR™ um isomorfismo linear,
U C IR™ um aberto e g : U — IR"™ uma funcao Lipschitziana com constante de Lipschitz

menor que HT_1||_1 (onde || - || denota a norma de operadores). Entao, definindo uma
aplicacao f : U — IR"™ por f(z) = T(z) + g(x), x € U, temos que f : U — f(U) é um
homeomorfismo e que f(U) é aberto em IR™.

Demonstragao. Temos f(z) =T (z + (I'"' o g)(z)), para todo z € U, ou seja:
f=To (Id|U + 71 og).
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Como T é um homeomorfismo de IR™ sobre IR", a conclusao seguira do lema de perturbagao
da identidade se mostrarmos que 7! og é uma contracio. Mas isso é muito simples; temos:

|77 (g(z)) =T~ (9(w)) || < k|77 |l — yll,

para todos z,y € U, onde k < HT‘l H_l ¢ uma constante de Lipschitz para g. B

Lema. Seja f : U — IR™ uma funcao de classe C! definida num aberto U C IR™. Entao

o conjunto dos pontos x € U para os quais df(z) : IR" — IR™ é um isomorfismo é aberto
em IR".

Demonstragao. O conjunto mencionado no enunciado é nada mais que a imagem inversa
do aberto GL(n, IR) em Lin(IR", IR™) pela fungao continua df : U — Lin(/R", IR™). Segue
que esse conjunto é aberto em U e portanto aberto em IR". R

Finalmente, estamos em condicao de demonstrar o:

Teorema. (da funcdo inversa) Seja f : U — IR™ uma funcao de classe C* (1 < k < 00)
definida num aberto U C IR™. Se para um certo zo € U temos que df(xg) : IR" — IR"™ é
um isomorfismo entao existe uma vizinhanca aberta V' de xy em IR™ contida em U tal que
flv é injetora, f(V') é aberto em IR™ e f|y : V — f(V) é um difeomorfismo; em particular,
a funcao inversa (f|yv)~!: f(V) — IR™ também é de classe C*.

Demonstracao. E suficiente achar uma vizinhanga aberta W de xg em U tal que f(W) é
aberto em IR™ e flw : W — f(W) é um homeomorfismo. De fato, uma vez encontrada W,
definimos V = {# € W : df(z) é um isomorfismo} e daf V C IR™ é aberto, f(V) C IR" é
aberto e f|y : V — f(V) é um homeomorfismo; segue do “teoreminha” da funcao inversa
que (fly)~t: f(V) — IR™ é diferencidvel e portanto de classe C* (j& que f|y é de classe
C*). Para encontrar W, vamos usar o principio da perturbacio de um isomorfismo por
funcoes com constante de Lipschitz pequenas. Defina g : U — IR" satisfazendo a igualdade:

f(@) = df(wo) -z + g(=),

para todo x € U; temos entao:

dg(z) = df(z) — df(zo).

Como df é continua, em alguma vizinhanca aberta W de xy em U teremos:

Jag(@)]| < glldr o)t

e dai (escolhendo W convexa), podemos aplicar a desigualdade do valor médio para concluir

que g|w ¢ Lipschitziana com constante de Lipschitz menor que Hd fxo)™t H ~!. A conclusio
segue. l

Definicao. Uma aplicacao f : M — N entre espacos métricos M, N é dita aberta quando
f leva abertos de M em abertos de N, i.e., se para todo U C M aberto em M temos que
f(U) é aberto em N. Similarmente, dizemos que f é fechada quando f leva fechados de
M em fechados de N.
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Definicao. SejaU C IR™ um aberto. Uma aplicacao f : U — IR™ é dita um difeomorfismo
local quando todo x € U admite uma vizinhanca aberta V C IR"™ contida em U tal que
f(V) é um aberto de IR™ e fly : V — f(V) é um difeomorfismo.

E facil ver que todo difeomorfismo local f : U — IR™ é uma aplicacao aberta. Além
do mais, se f : U — IR™ é um difeomorfismo local injetor entdo f(U) é aberto em IR"™ e
f:U — f(U) é um difeomorfismo (veja também o Exercicio 2).

Coroldrio. Seja f : U — IR™ uma aplicacio de classe C* (1 < k < oo) definida num
aberto U C IR". Se df(x) é um isomorfismo para todo x € U entao f é um difeomorfismo
local. Em particular, f é uma aplicacao aberta e f(U) é um aberto em IR™. Se f for
injetora entao f : U — f(U) é um difeomorfismo (com inverso f~1 : f(U) — IR™ de classe
CF).m

Exemplo. O exemplo padrao de um difeomorfismo local nao injetor é a “mudanca das
coordenadas polares para as cartesianas”, i.e., a aplicacao f : (0, +00) x IR — IR? definida
por f(r,9) = (rcosd,rsen). Temos que f é de classe C* e que a matriz Jacobiana de f
no ponto (r,d) tem determinante igual a r # 0 para todo (r,9) € (0,+00) x IR. Segue do
teorema da funcao inversa que f é de fato um difeomorfismo local; obviamente f nao pode
ser injetora pois f(r,¥) = f(r,¥ + 2m) para todos r, ¥. Por outro lado, dado 6y € IR a
restrigao de f a faixa aberta (0, +00) X (6o, g +27) é um difeomorfismo de classe C'*° sobre
o aberto Ap, obtido de IR? removendo a semi-reta fechada {(t cosfy,tsenfy) : t > O}.

(2) Derivadas parciais “gordas”.

Definigao. Sejam U C IR™ um aberto, f : U — IR"™ uma funcao, x € U um ponto e
S C IR™ um subespaco vetorial. Dizemos que f é diferenciavel no ponto x na diregao de
S quando existe uma aplicacao linear T' : S — IR™ tal que, definindo uma aplicacao r pela
formula:

fle+h)=f(x)+T(h)+r(h), heS z+hel,

entao limy,_, H(h\l) = 0 (observe que r é definida numa vizinhanga aberta da origem em S!).

E f4cil ver que a aplicagao linear T': S — IR™ considerada na definicao acima é tinica
quando existe (pois, para todo v € S, T'(v) coincide com a derivada direcional %(m)) A
aplicagao linear T': S — IR™ é chamada entao a derivada direcional de f no ponto x na

diregao do subespago S e é denotada por %(m) ou simplesmente por ds f(x).

Observagdo. Sejam f : U — IR" uma aplicagao definida num aberto U C R™, v € U
um ponto e S C IR™ um subespago. Defina um subconjunto U C S euma aplicagao
f U — IR fazendo:

A~

ﬁz{wES:x—FwEU}, fw) = fz+w), welU;

temos que U é aberto em S (pois é a pre 1magem do aberto U C IR™ pela aplicacao
continua S 5 w — x +w € Rm) e 0 € U. E facil ver que f é diferenciavel no ponto x
na direcao de S se e somente se f é diferenciavel no ponto 0 € U nesse caso, a derivada
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direcional de f no ponto z na direcao de S coincide com a diferencial de f no ponto 0, i.e.,
5 .

g% (x) = df(0).

Observagdo. Quando S C IR™ é um subespago unidimensional (digamos, gerado por

um vetor v € IR™) entdo a existéncia de %(m) é equivalente a existéncia da derivada

direcional usual %(x); além do mais, a aplicacao linear %(m) definida em S satisfaz

%(az) v = %(w). Nesse sentido a defini¢ao de derivada na diregdo de um subespaco dada
nesta secao generaliza a nogao usual de derivada direcional.

Exemplo. Quando f: U — IR™ (U C IR™ aberto) é diferencidvel num ponto = € U entdo
f é diferenciavel no ponto z na direcao de qualquer subespaco S C IR™ e a derivada
direcional de f no ponto x na direcao de S é simplesmente a restricao da diferencial total
df(z) a S, ou seja:

of

(@) = df ()]s

Esse é o caso que de fato nos interessa.

Suponha agora que tenhamos escrito IR” como uma soma direta de subespacos
Viy..., Vi C IR™, ouseja, IR™ = @le V; (recorde que isso significa que todo vetor v € IR™
se escreve de modo unico na forma v = Zle v; com cada v; € V;; veja Exercicios 2—6,
aula numero 9 (03/04), para detalhes). Se U C IR™ é um aberto e f : U — IR™ é uma
funcao entao podemos pensar em f como uma funcao de k variaveis, identificando cada
k-upla (z1,...,z) € Hle V; com o vetor x = Zle x; € IR™. Para x € U, as derivadas

of

direcionais zi-(z) € Lin(V;, [R"), i = 1,...,k (se existirem) sdo chamadas as derivadas

o e . N .~ . k
parciais “gordas” de f com respeito & decomposicao em soma direta IR™ = @,_; V;; uma
. - k
vez subentendida a decomposicao IR™ = @,_, Vi escrevemos:

_of
= 5v

0; f(z) (z) € Lin(V;, R"), i=1,...,k.

E facil ver que a derivada parcial “gorda” 0;f(x) coincide com a diferencial no ponto
x; € V; da aplicagao v; — f(x1 + -+ xj—1 + v; + x;41 + - - + x) definida num aberto
de V;, i.e., 0;f(x) coincide com a diferencial no ponto z; € V; da aplicagao obtida de f
quando “deixamos livre” apenas a i-ésima variavel.

Se f ¢é diferenciavel no ponto x € U entao, como ja observamos:

_of
= 57

0 f(x) () = df(z)

Vis

para todo i = 1,..., k. Segue entdo da linearidade de df(z) que:
k
df(@)-h=>Y 0if(x)-hi,
i=1

onde h=3"F hiehieVi,i=1,... k.
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Observagdo. O nome “derivada parcial gorda” nao é oficial, apesar do fato que o conceito
em si é padrao (é comum usar apenas o termo “derivada parcial”, sem distingdo em relacao
ao nome usado para as derivadas parciais usuais).

Exemplo. Se IR™ = @f’zl Vi e cada V; é gerado por alguns dos vetores da base canonica
de IR™ entao a derivada parcial “gorda” 0;f(x) é a aplicagao linear de V; em IR™ cuja
representacao matricial com respeito as bases candnicas ¢ a matriz cujas colunas contém as
derivadas parciais de f correspondentes aos vetores da base canonica de IR™ que pertencem
a V;. Observe entao que a derivada parcial “gorda” 9;f(x) é simplesmente um aglomerado
de derivadas parciais comuns; se k = m e cada V; é gerado somente pelo i-ésimo vetor
da base canonica entao as derivadas parciais “gordas” podem ser identificadas com as

derivadas parciais usuais %(az).
T

Em certas situagoes é também interessante considerar decomposicoes em soma direta
do contra-dominio de uma fungao f : U C IR™ — IR™. Suponha entao que R" = @._, W;.
Denote por m; : IR® — W, a i-ésima aplicacao de projecao e por ¢; : W; — IR"™ a inclusao
de W; em IR™. A aplicacao f; : U — W, definida por f; = m; o f é chamada a i-ésima
coordenada de f com respeito & decomposigao R" = @;_, W;. Das igualdades:

-
f:ZLiofi; fi=miof, i=1,...r
=1

segue que f é diferenciavel num ponto x € U se e somente se cada f; é diferenciavel em x
e que f é de classe C* se e somente se cada f; é de classe C*; quando f é diferencidvel em
x segue da regra da cadeia que df;(z) = m; o df(x) (“a diferencial da i-ésima coordenada
é a i-ésima coordenada da diferencial”).

Observagdo. Em tudo que estudamos até agora com respeito a Célculo no IR™, pode-
se substituir os espacos Euclideanos IR™ por espacgos vetorais reais de dimensao finita
arbitrarios munidos de normas arbitrarias — em geral nos restringimos a IR™ na exposi¢ao
apenas por “razoes psicoldgicas”. Observamos que na discussao acima, as decomposicoes
em soma direta IR™ = @le Vi e R" = @._, W; nao estao em principio de forma alguma
relacionadas com as bases canonicas de IR™ e IR™; seria entao até mais simples visualizar
a teoria utlizando espacos vetoriais reais de dimensao finita arbitrarios no lugar de IR™ e
R".

Exemplo. (matrizes de blocos) Sejam V, W espagos vetoriais reais de dimensao finita e
suponha que sejam dadas decomposicoes em soma direta V' = @5:1 Vi, W =@,_, W,. Se
T :V — W é uma transformacao linear entao paracadai=1,...,r, 7 =1,..., k obtemos
uma transformacao linear T;; = m; o T\Vj € Lin(V;,W;), onde m; : W — W, denota a
aplicacao de projecao na i-ésima coordenada. Reciprocamente, se para cada i =1,...,7,
Jj = 1,...,k for dada uma transformacao linear T;; : V; — W; entao existe uma tinica
transformacao linear T : V. — W tal que m; o T'|y, = Tj; para todos i, j; explicitamente, T'
é dada por:

T(v) =) Ti(v)),

i=1 j=1
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onde v = 3°*

j=10j € v € Vi, j =1,...,k. As transformacoes lineares T;; € Lin(V;, W;)

sao chamadas as componentes de T' com respeito as decomposigoes V = @521 VieW =
@Zzl Wi.

Escolha agora uma base em cada espago V; e uma base em cada espago W;. Concate-
nando as bases dos espagos V; obtemos uma base de V' e concatenando as bases dos espacos
W; obtemos uma base de W. Se T' € Lin(V, W) é tal que m; 0 T'|y;, = T3; € Lin(V;, W;) e se
A;j ¢ a matriz que representa T;; com respeito as bases fixadas em V; e W; entao a matriz
A que representa 1" com respeito as bases fixadas em V e W é obtida por concatenacao
dos blocos A;;; escrevemos:

All A12 T Alkz
Arl Ar2 o Ark‘

A descricao dada acima para a matriz A é normalmente conhecida como uma descri¢ao
por matrizes de blocos (block-matrices); a idéia é que descrevemos a matriz A através de
submatrizes menores, sem individualizar suas entradas. A grande vantagem da notacao de
matriz de blocos é a sua compatibilidade com a regra usual de multiplicacao de matrizes;
de fato, dadas matrizes de blocos:

A A o Ak Bi1 B2 -+ DBis

Aor Agx - Agg By By -+ DBy
A= } . : , B= : : : ,

Arl ATQ e Arkz Bk:l Bk2 e Bk:s

entao o produto AB é dado por:

Cii Ci2 -+ Cig
Co1r C -+ (O
AB - . . . . ’ )
C’rl CT2 e Crs
onde Cj; = Zlf\zl Ai\Byj para todos i = 1,...,r, j = 1,...,s (note bem: nao se pode

confundir A;3By; com Bjy;A;x aqui!).

Se f é uma funcao definida num aberto de V = @?:1 Vj, tomando valores em W =
._, W, diferencidvel num ponto z de seu dominio, entdao df(z) : V' — W é uma aplicagao
linear e sua componente 7; o df(z)|y, ¢é exatamente a derivada parcial “gorda” 9; f;(z) da
i-ésima coordenada f; = m; o f de f. Fixando bases nos espacgos V;, W; e concatenando-as
para obter bases em V e W respectivamente, vemos entao que a matriz Jacobiana de f no
ponto = (com respeito as bases escolhidas) pode ser descrita como uma matriz de blocos
formada pelas matrizes que representam as derivadas parciais “gordas” 0; fi(z).
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(3) O teorema da funcao implicita.

O teorema da funcao implicita fornece condigoes suficientes para que seja possivel
resolver para y uma igualdade do tipo “f(z,y) = constante” obtendo (localmente) uma
funcao diferenciavel y = ¢(x).

Teorema. (da fungdo implicita) Seja f : U — IR™ uma funcao de classe C* (1 < k < c0)
definida num aberto U do produto IR™ x IR™ e seja (xo,yo) € U; escreva ¢ = f(x0, o).
Suponha que a derivada parcial “gorda” s f(xg,yo) : IR™ — IR™ é um isomorfismo. Entao
existem uma vizinhanca aberta V de xg em IR™, uma vizinhanca aberta W de yo em IR"
e uma funcao ¢ : V — IR™ de classe C* com ¢(V) C W,V x W C U e tal que para todos
(x,y) € V x W temos f(x,y) = ¢ se e somente se y = ¢(x). Além do mais, a diferencial
da func¢ao ¢ no ponto xq é dada por:

do(zo) = —0a.f(z0,y0) ™" 0 01 f (20, Yo)-

Demonstracao. Uma vez estabelecida a existéncia de ¢, a deducao da férmula para
de¢(xg) é simples: diferenciamos a igualdade f (:U, ¢(x)) = ¢ no ponto g usando a regra da
cadeia obtendo:

df(zo,y0) o (Id,dé(z0)) = 01f (0, ¥0) + D2 (x0,y0) © dé(zo) = 0,

ja que ¢(zg) = yo. A conclusdo segue.

Procedemos agora com a prova da existéncia de ¢. Defina G : U — IR™ x IR" fazendo
G(z,y) = (:c, f(x, y)), para todos (x,y) € U. Temos que G ¢ de classe C* e sua diferencial
no ponto (zg,y0) € U é dada por:

dG(zo,v0) - (h, k) = (h, O1f(xo,y0) - h + d2.f (z0, o) - k);

para todos h € IR™, k € IR™. Usando a férmula acima e o fato que 92 f(z0,y0) é um iso-
morfismo vé-se facilmente que dG(xg,yo) : IR™ X IR™ — IR™ x IR™ é um isomorfismo. Pelo
teorema da fungao inversa, existe uma vizinhanca aberta de (zg,yo) em U (que podemos
tomar como sendo um produto V3 x W de um aberto V; de IR™ por um aberto W de
R™) tal que G(V3 x W) é aberto em IR™ x IR"™ e Gly,xw : Vi x W — G(V; x W) é um
difeomorfismo (cujo inverso é de classe C*). Temos que G(x¢,vo) = (x¢,c) pertence ao
aberto G(V4 x W) C IR™ x IR™ e portanto, como a aplicacao x — (x,c¢) é continua, existe
uma vizinhanga aberta V' de zp em V; tal que (z,c¢) € G(Vi x W) para todo x € V. Defina
agora ¢ : V — IR" fazendo:

¢(@) = m2[(Glvixw) (2, 0)],

para todo z € V, onde my : IR™ x IR"™ — IR" denota a projecao na segunda coordenada.
Obviamente ¢ é de classe C*, (V) C W eV x W C Vi x W C U. Finalmente, para
zeV,yeW temos:

f(@,y) = c == G(z,y) = (z,0) == (Glvixw) ' (2,¢) = (2,y) <= ¢(z) = y. W
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Observagdo. A hipdtese que Osf(xp,y0) : IR" — IR™ seja um isomorfismo significa que
as tultimas n colunas da matriz Jacobiana de f no ponto (zo,yo) formam uma matriz
inversivel.

Observagdo. Obviamente o teorema da funcao implicita continua vélido (com a mesma
demonstragao) se tomarmos no lugar de IR™*" um espago vetorial real de dimensao finita
arbitrario Z, uma decomposicao em soma direta qualquer Z = Z; @ Z5 (em vez de Z; =
IR™, Zy = IR™). Em particular, podemos tomar Z = IR™*" e os subespagos Z1, Zy C Z
gerados por vetores da base canonica de IR, mas nao sendo Z5 necessariamente gerado
pelos n ultimos vetores! Do ponto de vista préatico, temos o seguinte: considere um sistema:

fl(zl7 ey Zm—|—n) = Cq,
f2(217 R zm—i—n) = C2,
fn(zla sy Zm—i—n) = Cn,
com n equagoes e m + n incégnitas zi,..., Zm+n, sendo cada f; uma funcao de classe

C* (1 < k < o0) definida num aberto de IR™*". Suponha que tenha sido encontrada
alguma solucao zgp € IR™*" do sistema e suponha que nesse ponto zg podemos encontrar

n colunas ji,...,J, da matriz Jacobiana de f = (f1,...,fn) que formam uma matriz
(n x n) inversivel. Aplicamos entdo o teorema da fungao implicita com Z = R™*",
Zy C Z o subespago gerado pelos vetores ej,, ..., e; da base candnica de R™'" e

Z1 C Z o subespaco gerado pelos demais vetores da base canonica de IR™T™ (de modo que
Z = Z1® Z3). Concluimos entao que, numa vizinhanga de 2, pode-se “resolver” o sistema
escrevendo as m incognitas zj,,...,%;, em funcao das restantes m incdgnitas, utilizando
funcoes de classe C*.

E interessante fazer agora uma comparagao com o caso de sistemas lineares: quando
as colunas ji,...,J, da matriz de coeficientes de um sistema linear (n equagoes, n + m
incognitas) formam uma matriz inversivel entdo podemos resolver o sistema (globalmente)
escrevendo a solu¢ao em forma paramétrica em termos das variaveis livres zj,,...,2;,. O

teorema da funcao implicita nos diz entao que o mesmo vale para sistemas nao lineares,
mas s6 localmente!

Dados conjuntos arbitrarios A, B e uma funcao ¢ : A — B, recorde que o grafico de
¢ é o conjunto:

Gr(¢) = {(z,¢(z)) :x € A} C Ax B.

Observagdo. Em geral, em cursos de teoria dos conjuntos, aquilo que definimos acima
como sendo o grafico de ¢ nao é nada mais do que a propria fungao ¢. Embora dentro
da teoria moderna dos conjuntos todos os objetos matematicos sejam conjuntos (até os
numeros naturais!), no dia a dia do trabalho matemadtico, raramente pensa-se em fungoes
como sendo conjuntos. Dai o nome “grafico de ¢” para a prépria funcao ¢.

Podemos agora enunciar o teorema da funcao implicita da seguinte maneira: se
f:U — IR™ é uma funcao de classe C* (1 < k < 0o) definida num aberto U C IR™ x IR",
(zo,y0) € U, f(xo,y0) =c € IR"™ e 02 f(x0,y0) : IR — IR™ é um isomorfismo entao existem
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uma vizinhanca aberta V de zg em IR™, uma vizinhanca aberta W de yy em IR"™ de modo
que VxW C U eque f~1(c)N(V x W) é o gréfico de uma funcao ¢ : V. — W de classe

C*k.
A (tinica) funcdo ¢ cujo grafico é f~1(c) N (V x W) é dita definida implicitamente

pela igualdade f(x,y) = ¢ em torno do ponto (zg,yo).
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Exercicios.
(nao é para entregar, mas é bom dar uma olhada e quem tiver problemas me procura).

Algebra Linear.

1. Mostre que uma transformacao linear 7" : IR — IR é um isomorfismo se e somente se

T(1) # 0. Nesse caso, mostre que T1(1) = ﬁ

Aplicacgdes abertas e difeomorfismos locais.

2. Sejam M, N espagos métricos e f : M — N uma funcao. Dizemos que f é um
homeomorfismo local quando todo ponto x € M possui uma vizinhanca aberta V' em
M tal que f(V) é aberto em N e f|y : V — f(V) é um homeomorfismo. Mostre que:

(a) todo homeomorfismo local é uma aplicacao aberta e continua,

(b) se f é um homeomorfismo local injetor entao f : M — f(M) é um homeomorfismo
(e f(M) é aberto em N);

(c) se f é localmente injetora (i.e., injetora numa vizinhanca de cada ponto), aberta
e continua entao f é um homeomorfismo local;

(d) se U C IR™ é um abertoe f : U — IR™ é um difeomorfismo local entao f também
¢ um homeomorfismo local.

3. Sejam M, N espacos métricos. Mostre que:

(a) se f: M — N é uma aplicagdo aberta e N’ C N contém a imagem de f entao
também f : M — N’ é uma aplicacao aberta;
se ¢ um aberto de N e f : — ¢ uma aplicacao aberta entao também
b N’ é berto de NV M — N’ é plicacao aberta entao també
f: M — N é uma aplicacao aberta;
c) se é um aberto de M e f : — N é uma aplicacdo aberta entdo também
M’ é berto de M M — N é licacdo aberta entao també
flar : M — N é uma aplicagao aberta;
repita os itens (a)—(c) trocando “f é uma aplicagao aberta” por “f é uma aplicacao
d it it t do “f é li berta” 1
fechada”, “M’ é aberto em M” por “M’ é fechado em M” e “N’ é aberto em N”
por “N’ é fechado em N”.

4. Dados espagos métricos M, N, P, considere o diagrama comutativo:
|\
q
N T> P

onde g é uma aplicacao continua e sobrejetora que é aberta ou fechada. Mostre que f
é continua se e somente se f é continua (a aplicacio f diz-se obtida de f por passagem
ao quociente).

[dica: para A C P observe que f~(A) = q(f~*(A))].

178



4

Derivadas parciais ‘‘gordas’’ e matrizes de blocos.

5. Sejam A uma matriz real n x n, B uma matriz real m x m e C' uma matriz real m x n;
considere a matriz real (n +m) x (n + m) definida em notagao de blocos por:

Y A 0
C B)
Mostre que X é inversivel se e somente se A e B o forem; em caso afirmativo, calcule
a inversa de X (dica: procure uma inversa da forma:

A D
(e »)

para X).
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Aula nimero 23 (31/05)

A aula numero 23 cobriu parte da demonstracao do teorema da funcao inversa e o
material das segoes (2) e (3) da aula nimero 22 — 29/05 (derivadas parciais “gordas” e o
teorema da funcao implicita).

Aula nimero 24 (05/06)

(1) Sistemas de coordenadas.

Esta secao funciona como uma preparacao psicolégica para a nocao de variedade
diferenciavel e para os enunciados das formas locais das imersoes, submersoes e para o
teorema do posto.

Comegamos com uma pergunta: qual deve ser a definicao correta para o conceito de
“sistema de coordenadas”? Bom, a idéia bésica é a seguinte: comegamos com um “mundo
abstrato” X onde temos uma certa quantidade de “habitantes”. Um certo habitante de
X deseja usar algum sistema de coordenadas para descrever (ao menos uma parte de) X.
Tal habitante deve entao associar a cada ponto de X uma n-upla (z1,...,x,) de nimeros
reais, que seriam as “coordenadas” desse ponto x. Um bom sistema de coordenadas deve
ter a propriedade que pontos diferentes possuem coordenadas diferentes (sendo seria uma
tremenda confusao!). Essa visao caricata do conceito de sistema de coordenadas motiva a
seguinte:

Definigao. Seja X um conjunto qualquer. Um sistema de coordenadas em X é uma
funcao bijetora ¢ : U — U, onde U é um subconjunto de X e U é um subconjunto aberto
de IR"™ para algum n.

A exigéncia de que U seja aberto em IR™ é feita por razoes técnicas e é importante na
teoria de variedades diferenciaveis. Num primeiro momento, seria razodvel exigir apenas
que U fosse um subconjunto arbitrario de IR™.

Exemplo. Seja X = IR". Fazendo U = U=IR"e @ igual a aplicacao identidade entao
o sistema de coordenadas ¢ : U — U em X = IR™ é chamado o sistema de coordenadas
cartesianas.

Exemplo. Escolha 0y € IR e seja U = Ay, C IR? o aberto de IR? cujo complementar é a
semi-reta fechada {(tcosfp,tsenfy) : t > 0}. Seja U = (0,+00) X (By,00 + 27) e defina
¢ : U — U fazendo o(z,y) = (p,0), onde p = /22 + y? e 6 é o0 unico angulo para (z,y)
em (0y,0p + 2m), i.e., 6 é o unico elemento de (6y, 6y + 27) tal que x = pcosf e y = psen 6.
E facil ver que a aplicacao ¢ : U — U é de fato bijetora e é portanto um sistema de

coordenadas em IR?; esse é chamado o sistema de coordenadas polares (relativo & escolha
de 6p) no plano IR?.
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Exemplo. Escolha 6y € IR e defina Ay, como no exemplo anterior. Considere os abertos
U= Ag, x R C R U = (0,400) x (0,00 + 27) x IR C IR® e defina ¢ : U — U
fazendo ¢(z,y,z) = (p,0,2), onde p = \/22 + y? e O é o0 tnico angulo para o ponto (z,y)
pertencente a (6p, 6y + 27). Temos que ¢ : U — U é um sistema de coordenadas no espagco
IR3 chamado o sistema de coordenadas cilindricas (relativo & escolha de ) no espago IR3.

Exemplo. Sejam U = IR®\ ( (—o0, 0] x {0} x IR), U = (0,4+00)x (—m, ) x(0,7) e o : U — U
a aplicacao definida por ¢(z,y,z) = (r,0,¢), onde r € (0,40), 0 € (—m,7) e ¢ € (0,7)
sao os Unicos escalares para os quais as relagoes:

r=rcosfsen¢p, y=rsenfsen¢, z=1cosq,

sao satisfeitas (note que r = /22 + y2 + 22). Temos que ¢ é um sistema de coordenadas
em IR? chamado o sistema de coordenadas esféricas do espaco IR3.

Exemplo. Seja B = (b;)]~; uma base arbitraria de IR". Seja ¢ : IR" — IR™ a tnica
transformagao linear tal que ¢(b;) é o i-ésimo vetor da base candnica de IR" para todo
i=1,...,n. Temos que ¢ é um isomorfismo e portanto um sistema de coordenadas (com
U=U= IR™) em IR". Note que para todo = € IR™ temos que () coincide precisamente
com a n-upla formada pelas coordenadas de x na base 8. Dizemos que ¢ é um sistema de
coordenadas linear em IR"™. Quando ‘B é a base canonica, temos que ¢ = Id, i.e., reobtemos
as coordenadas cartesianas. Em geral, o sistema de coordenadas ¢ corresponde a idéia de
usar “eixos de coordenadas obliquos” e “escalas de medida arbitrarias” em cada um dos
eixos. Mais geralmente, fixada uma base B em IR™ e um ponto O € IR" entao podemos
definir um sistema de coordenadas ¢ : IR" — IR™ fazendo ¢(x) igual as coordenadas de
x — O na base 8. Dizemos entao que ¢ ¢ um sistema de coordenadas afim com origem O.
Quando O = 0, estamos de volta ao caso de um sistema de coordenadas linear.

A definicao de sistema de coordenadas que demos no inicio da secao é um tanto
geral demais para nossos propoésitos imediatos. De fato, observe que todos os sistemas de
coordenadas mencionados nos exemplos acima se enquadram na seguinte definicao mais
restrita.

Definicao. Um sistema de coordenadas de classe C* (1 < k < o0) em IR" é um difeo-

morfismo ¢ : U — U de classe C*, onde tanto U como U sdo abertos em IR™. Por um
sistema de coordenadas de classe C° em IR™ entendemos simplesmente um homeomorfismo
p:U — U, onde U e U sao abertos em IR".

Observe que todos os exemplos mencionados acima sao sistemas de coordenadas de
classe C*° em IR".

Para finalizar, apresentamos alguns exemplos um pouco diferentes (que nao corres-
pondem a sistemas de coordenadas em IR™).
Exemplo. Denote por S? a esfera unitaria bidimensional, ou seja:

S% = {(z,y,2) € R? : 2? + 9% + 2% = 1}.
Seja U C S? o aberto (relativo a S?) definido por:

U= 5%\ ({0} x [0,+00) x R),
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i.e., U é o complementar em S? de um meridiano fechado. Definimos uma aplicacido
¢ : U — IR? fazendo ¢(x,y, z) = (0, $) onde 0 é a “longitude” de (z,vy, 2) e ¢ é a “latitude”

de (z,y, z); mais explicitamente, § € (—m,m), ¢ € (—%, %) sdo unicamente determinados
pelas relagoes:
xr=-cos¢sen), y= —cos¢pcos, 2z =sendo.

Temos que ¢ é uma bijecao sobre o aberto U= (—m,m) X (—%, %) em IR%. Portanto ¢ é
um sistema de coordenadas na esfera unitdria S2.

Exemplo. Seja V' um espaco vetorial real de dimensao n < 400 e seja B = (b;)I_; uma base
para V. Existe uma tnica aplicacao linear ¢ : V' — IR™ que leva o vetor b; sobre o i-ésimo
vetor e; da base canonica de IR™. A aplicagdo ¢ é um isomorfismo que leva cada vetor
v € V sobre a n-upla que contém as coordenadas de v na base ‘B. Temos que ¢ : V — IR"
¢ um sistema de coordenadas em V; diz-se que ¢ é um sistema de coordenadas linear no
espaco vetorial V. Na verdade, o presente exemplo é apenas uma pequena generalizacao
do exemplo onde mencionamos sistemas de coordenadas lineares em IR" (veja também o
Exercicio 2 para uma generalizagao dos sistemas de coordenadas afins). Observe no entanto
que se V' é um espaco vetorial real arbitrario de dimensao n entao nao ha um sistema de
coordenadas canénico em V (por isso um espaco vetorial real genérico de dimensao 3 é
um modelo mais adequado para o “espaco fisico” do que IR?, j4 que o “espaco fisico” nao
possui uma base canonica — na verdade, espacos afins de dimensao 3 sao um modelo ainda
melhor, ji que o “espago fisico” nao possui sequer uma origem canodnica).

Observagdo. Quem ja estudou um pouco de teoria de cardinais em cursos de teoria dos
conjuntos sabe que existe uma bijecdo ¢ : S? — IR da esfera unitéria S? sobre a reta real IR
(isso segue por exemplo do teorema de Schréder—Bernstein e do fato que IR tem a mesma
cardinalidade que IR). Tal bijecdo ¢ é a rigor um sistema de coordenadas em S? pela
nossa definicao geral, apesar do fato que esse sistema de coordenadas ¢ deve parecer “um
tanto estranho”. Quando estudarmos a nocao de variedade diferencidvel faremos algumas
restrigoes adicionais sobre a nocao de sistema de coordenadas que eliminam patologias
desagradéaveis como essa.

Definicao. Sejam X, Y conjuntose ¢ : U C X — UcC R™ .V CY — V c R"
sistemas de coordenadas para X eY respectivamente. Seja f : X — Y uma fungao tal que
f(U) C V e considere a funcao f : U — V dada pela composi¢ao f =)o fop~l. Dizemos
que f é a funcao que representa f com respeito aos sistemas de coordenadas ¢ e 1.

A relacio entre f e f é representada pelo seguinte diagrama comutativo:

U—>f V
IR
R
U 7 V

o simbolo 2 foi usado para indicar que ¢ e 1 sao bijecoes. No Exercicio 1 pedimos para
voceés relacionarem a nocao acima com a nocao usual da Algebra Linear de “matrizes que
representam aplicacoes lineares em bases”.
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(2) A versao linear do teorema do posto.

Em &lgebra linear é muito estudado o problema de diagonabilidade de operadores
lineares T': V' — V, onde V é um espaco vetorial de dimensao finita. O problema consiste
em achar uma base de V' de modo que a matriz que representa 1" nessa base seja diagonal.
Tal tarefa nao é sempre realizavel, i.e., existem operadores que nao sao diagonalizaveis.
A vantagem bésica de diagonalizar um operador linear é basicamente 6bvia: quer-se um
sistema de coordenadas no qual T seja descrito de maneira simples.

Vamos tratar aqui um problema muito mais simples do que o da diagonalizagao: dada
uma transformagao linear T': V- — W (com V', W espacos vetoriais possivelmente distintos,
de dimensao finita), queremos encontrar bases de V e W que tornem a representagao
matricial de 7" o mais “simples” possivel. Note que mesmo quando V = W tal problema
¢ mais simples do que o problema usual de diagonalizacao; de fato, permitimos aqui que
sejam usadas bases diferentes no dominio e no contra-dominio de 7'.

Temos o seguinte:

Teorema. Sejam V', W espacos vetoriais com dim(V') = m < +oo0 e dim(W) =n < 4o0.
Dada uma transformacao linear T : V. — W entao existem bases B e B’ para Ve W
respectivamente de modo que a matriz [T|ygos/ que representa T com respeito a tais bases
é dada (em notagao de blocos) por:

Iy Ok x (m—F) )
T)posr = ,
Tle (O(n—k)xk O(n—k)x (m—k)

onde I}, denota a matriz identidade k X k e Onxp denota a matriz nula o x 3. Além do
mais, o nimero k é precisamente o posto de T (i.e., a dimensao de Im(T)).

Demonstracao. Em primeiro lugar, se tais bases existirem entao k deve coincidir com o
posto de T pois o posto de T' deve ser igual ao posto da matriz [T]sn: (que é k). Vamos
agora mostrar a existéncia das bases B e B’. Escolha uma base qualquer de Ker(7)
e complete-a até uma base de V; obtemos entdo uma base B = (b;), de V tal que
(bi)i™ )41 ¢ uma base de Ker(T). Temos que (b;)F_; é uma base para um subespago S C V
tal que V =S @ Ker(T'). Dai T leva S isomorficamente sobre T'(V) = Im(T') C W (veja
Exercicio 3); concluimos entao que b, = T'(b;), i = 1, ..., k nos dd uma base para a imagem
de T. Escolha agora B’ = (b})"_; como sendo um completamento qualquer de (b})¥_; até
uma base de W. Segue agora facilmente que [T]yps/ assume a forma desejada. B

Observagdo. Usando o resultado do Exercicio 1, vemos que se B e B’ sdo bases como no
enunciado do teorema acima e se pg : V — IR™, ¢ : W — IR"™ sao os correspondentes
sistemas de coordenadas entao temos um diagrama comutativo:

Vv w

@%le El%’%/

R™ —— R"

183



onde F': R™ — IR™ é dada por:

F(zy,...,Tky .o xm) = (1,..., 2k, 0,...,0),
———

n—k zeros

para todo x = (z1,...,%,;,) € IR™. Encontramos entao sistemas de coordenadas (lineares)
em V e W que tornam a representagao de T' (ou seja, F') bem simples!

Observagdo. Se T : V — W ¢ injetora entao k = m < n e o teorema nos d4 sistemas de
coordenadas nos quais a representacao de 1" é dada por:

F(xy,...;2m) = (x1,...,Zm, 0,...,0).

——

n—m Zeros
Nesse caso, podemos fazer ainda uma pequena melhora no enunciado do teorema: é possivel
para toda base B de V encontrar uma base B’ de W na qual [T]ps/ tem a forma desejada.
De fato, se B = (b;)"; é uma base qualquer de V' entdo b, = T'(b;), i = 1,...,m é um
conjunto linearmente independente e portanto pode ser completado a uma base B’ para
W. Segue que [T]mss é dada por:

I
Tlpg = m .
Tl (Om—m)xm )

Observagdo. Se T': V — W é sobrejetora entao £ = n < m e o teorema nos da sistemas
de coordenadas nos quais a representacao de T' é dada por:

F(zy,...,2m) = (x1,...,2p).

Nesse caso, podemos também fazer uma pequena melhora no enunciado do teorema: é
possivel para toda base B’ de W encontrar uma base 8 de V na qual [T]xses/ tem a forma
desejada. De fato, se B’ = (b)7, é uma base qualquer para W, escolha um subespaco
SCVcomV =S5®Ker(T) (veja o Exercicio 0); dai T'|g : S — W é um isomorfismo e
portanto b; = (T|s)~'(b}), i = 1,...,n nos dé uma base de S. Seja (b;)-, ., uma base
qualquer de Ker(7'), de modo que B = (b;)!, é uma base de V. Segue que [T]nn’ ¢ dada
por:

[T]%’B’ = (In Onx(m—n) ) .

Observagdo. Uma aplicacao linear T': V' — W que é injetora ou sobrejetora é muitas
vezes chamada uma aplicacao linear de posto maximo. Isso se deve ao seguinte fato
simples: se dim(V) < dim(W) entdo o maior posto possivel para uma transformagao
linear T : V. — W é dim(V') e T tem posto dim(V') se e somente se for injetora; além do
mais, se dim(V) > dim(W) entdo o maior posto possivel para T : V. — W é dim(W) e T
tem posto dim(W) se e somente se for sobrejetora.

(3) A forma local das imersoes.

Nosso objetivo agora é generalizar os resultados da secao anterior para o caso de
transformagoes nao lineares (mas diferenciaveis). Comecamos com a generalizacdo do
teorema da secao anterior no caso de transformacoes lineares injetoras.
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Definicao. Seja f : U — IR™ uma funcao definida num aberto U C IR™. Se f é dife-
rencigvel num ponto x € U e se a transformagao linear df(x) : IR™ — IR™ é injetora entao
dizemos que f é uma imersao no ponto z. Se f é diferencidvel em U e se df(x) é injetora
para todo x € U entao dizemos simplesmente que f é uma imersao.

Obviamente s6 é possivel que f: U C IR™ — IR" seja uma imersao num ponto z € U
se m < n.

Teorema. (forma local das imersées) Suponha que f : U — IR"™ é uma fungao de classe
C* (1 < k < o) definida num aberto U C IR™ e suponha que f é uma imersao num ponto

xo € U. Entao existem abertos V. C IR™, W, W C R™ e um difeomorfismo po: W — W
de classe C* com xg € V C U, f(V) C W e de modo que:

(po a1, . yxm) = (1, T, 0,...,0),
para todo x = (x1,...,2,) € V.
Demonstragao. Seja S C IR™ um subespaco (de dimensao n —m) tal que:
R" = Im(df(z0)) @ 5.

Defina uma aplicacao G : U x S — IR™ fazendo:

G(z,y) = f(z) +v,
para todos z € U, y € S. Obviamente G é de classe C* e a diferencial:
dG(z0,0): R™ ¢ S — IR"
é dada por:
dG(z0,0) - (h,k) = df(zo) - h + k,

para todos h € IR™, k € S. Segue facilmente do fato que df(xg) é injetora e de IR" =
Im(df(z0)) ® S que dG(z¢,0) é um isomorfismo. Pelo teorema da fungdo inversa, G leva
uma vizinhanca aberta de (z¢,0) em U x S (que podemos escolher da forma V' x V', com
V Cc U eV’ C S abertos) difeomorficamente sobre uma vizinhanga aberta W = G(V x V')
de G(z0,0) = f(xop) em IR™. Escolha agora um isomorfismo qualquer Ty : S — R"™ ™ e
considere o isomorfismo T : R™ & S — IR"™ definido por T'(z,y) = (z,To(y)), z € R™,
y € S. Temos agora que a aplicacao ¢ : W — IR"™ definida por ¢ = T o (Gl|yxy/)~! é um
difeomorfismo de classe C* sobre o aberto W = T(V x V') = V x Ty(V') em R". Além
do mais, se x € V entao (z,0) € VxV'e

G(z,0) = f(z) e W =G(V x V');
finalmente, temos:

o(f(x)) = (To(Glvxv) ") (f(z)) =T(z,0) = (x,0) = (z1,...,Tm, 0,...,0),
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para todo x = (x1,...,2;,) € V. Isso completa a demonstracao. B

O teorema acima nos da sistemas de coordenadas nos quais uma imersao pode (num
aberto pequeno) ser representada de maneira mais simples (na verdade, s6 é necessario
escolher um sistema de coordenadas no contra-dominio da funcao — no dominio podemos
continuar usando as coordenadas cartesianas). Segue entdo que para demonstrar propri-
edades locais de imersoes é possivel supor sem perda de generalidade que a imersao em
questao é da forma (x1,...,%m,) — (1,...,Zm,0,...,0). Temos os seguintes corolarios
imediatos desse principio.

Corolario. Se uma funcao f : U C IR™ — IR" de classe C' é uma imersao num ponto
xg € U entao f € ainda uma imersao numa vizinhanca aberta de xg em U.

Demonstragao. Observe que (z1,...,%Zm,) — (21,...,2Zm,0,...,0) é uma imersao. B
Na verdade o corolario acima é também uma conseqiiéncia simples da continuidade
de df e do Exercicio 7.

Corolario. Uma imersao f : U C IR™ — IR™ de classe C'' é localmente injetora, i.e., todo
ponto de U possui uma vizinhanca onde f é injetora.

Demonstragao. Observe que (z1,...,2Zy) — (Z1,...,Zm,0,...,0) é injetora. W

Observacgdo. Intuitivamente, se f é uma imersao entao a imagem de f “possui a mesma
dimensao” (num sentido que serd feito preciso no futuro) que o dominio de f. A forma
local das imersoes confirma essa idéia intuitiva.

(4) A forma local das submersoes.

Definigao. Seja f : U — IR™ uma funcao definida num aberto U C IR™. Se f é dife-
renciavel num ponto x € U e se a transformacao linear df(x) : IR™ — IR™ é sobrejetora
entao dizemos que f é uma submersao no ponto z. Se f é diferenciavel em U e se df(x) é
sobrejetora para todo x € U entao dizemos simplesmente que f é uma submersao.

Obviamente s6 é possivel que f : U C IR™ — IR"™ seja uma submersao num ponto
z e U sem > n.

Teorema. (forma local das submersoes) Seja f : U — IR™ uma funcdo de classe C*
(1 < k < 00) definida num aberto U C IR™ e suponha que f é uma submersao num ponto

zo € U. Entao existem abertos V, V C R™ e um difeomorfismo p:V = V de classe C*
de modo que zo € V C U e:

(fogo_l)(vl,...,vm) = (v1,...,0p),

para todo v = (v1,...,Uy) € V.

Demonstragao. Seja S C IR™ um subespago (de dimenséao n) tal que:
R™ = Ker(df(20)) & S.
Defina uma aplicagdo G : U — IR"™ @ Ker(df(zo)) fazendo:
Gz, y) = (f(z,y),x),
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para todos z € Ker(df(z0)), y € S tais que (z,y) € U C Ker(df(z)) & S = R™.
Obviamente G é de classe C* e sua diferencial no ponto zy = (2o, o) € Ker(df(z0)) ® S
¢ dada por:

dG(zo, yo) - (h, k) = (81 f (w0, 0) - h+ B2 f (w0, y0) - k., h),

para todos h € Ker(df(zo)), k € S. Como O02f(zo,y0) = df(20)ls : S — R"™ é um
isomorfismo (veja o Exercicio 3), segue facilmente que:

dG(zo,y0) : R™ = Ker(df(20)) ® S — R"™ @ Ker(d f(z0)),

é um isomorfismo. Pelo teorema da fungao inversa, G leva uma vizinhanga aberta V de zg =
(x0,y0) em U difeomorficamente sobre uma vizinhanga aberta V' de G(zp) = ( f(20), o)
em IR"™ @ Ker(df(zo)). Escolha um isomorfismo qualquer Ty : Ker(df(zo)) — IR™ ™ e
considere o isomorfismo T : IR™ & Ker(df(29)) — IR™ definido por T(u,z) = (u, Tp(z)),
u € R", z € Ker(df(z0)). Temos agora que V = T(V') é um aberto de IR™ e que a

aplicagao ¢ : V' — V definida por:
p=ToG|y,

é um difeomorfismo de classe C*. Para finalizar, seja v = (vi,...,0n) € V. Temos
que T7'(v) = (u,z) € V/, onde u = (v1,...,v,) € R™ e x € Ker(df(z)) satisfaz
To(z) = (Vpt1,y ..., Up). Dal:

P~ (v) = (Glv) H(u,2) = (2,y),

onde y € S é caracterizado pelo fato que (z,y) € V e f(x,y) = u. A conclusdo agora é
obtida observando que:

(f0g0_1)<1}1,...,vm) = (fogo_l)(v) = f(z,y) =u=(v1,...,0,). W

O teorema acima nos d&a sistemas de coordenadas nos quais uma submersao pode
(num aberto pequeno) ser representada de maneira mais simples (na verdade, s6 é ne-
cessario escolher um sistema de coordenadas no dominio da fungao — no contra-dominio
podemos continuar usando as coordenadas cartesianas). Segue entdo que para demonstrar
propriedades locais de submersoes é possivel supor sem perda de generalidade que a sub-
mersao em questao é da forma (vq,...,v,) — (v1,...,v,). Temos os seguintes corolarios
imediatos desse principio.

Coroldrio. Se uma funcao f : U C IR™ — IR™ de classe C'* é uma submersao num ponto
zo € U entao f é ainda uma submersao numa vizinhanca aberta de zo em U.

Demonstragao. Observe que (vy,...,0y) — (v1,...,v,) é uma submersao. &
Na verdade o corolario acima é também uma conseqiiéncia simples da continuidade
de df e do Exercicio 7.
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Corolario. Uma submersao f : U C IR™ — IR" de classe C! é uma aplicacao aberta.

Demonstragao. Observe que a aplicagao (v1,...,vn) — (v1,...,v,) (e também sua res-
trigdo a um aberto qualquer de IR™) é uma aplicacao aberta (veja os Exercicios 11 e 12).
|

(5) O teorema do posto.

O proximo teorema generaliza tanto a forma local das imersoes quanto a forma local
das submersoes.

Teorema. (do posto) Seja f : U — IR™ uma funcao de classe C* (1 < k < oo) definida
num aberto U C IR™. Suponha que o posto de df(zx) é (constante e) igual a r para
todo x € U, para algum r = 0,... ,min{m,n}. Entao para todo zy € U existem abertos

V,V c R™, W,/I/Tv/ C IR™ e difeomorfismos ¢ : V. — V o : W — W de classe C* com
eV cU, f(V)CW e

1/}[f(gp_1(v1,...,vm))} = (v1,...,0p, 0,...,0),

n—7r Zeros

para todo v = (v1,...,Uy) € V.

Demonstragao. Seja S C IR™ um subespago (de dimensao n — r) tal que:
R" =Im(df(z)) & S. (1)

Segue entao da continuidade de df e do lema a seguir que Im (df(z)) + S = IR™ para todo
z em alguma vizinhanga aberta V) de zp em U; como Im (d f (z)) tem dimensao r, obtemos:

R" =Im(df(z)) & S, (2)

para todo z pertencente a V. Seja m : IR" — Im(df(zo)) a aplicagao de projecao cor-
respondente & soma direta (1). Segue de (2) e do Exercicio 4 que 7 leva Im(df(2))
isomorficamente sobre Im(df(z)). Concluimos entdo que a aplicagao:

e f|V0 : VO — Im(df(zo))

é uma submersdo (de classe C*), j& que d(m o f|y,)(2) = 7o df(z), para todo z € Vj.
Observe também que a injetividade da restricao de m a Im (d f (z)) implica que:

Ker(modf(z)) = Ker(df(z)), (3)

para todo z € Vj.
Escolha um isomorfismo qualquer T' : Im (d f (zo)) — IR"; obviamente T o o fly, é

ainda uma submersao. Pela forma local das submersoes, existem abertos V, V C R™ e um
difeomorfismo ¢ : V' — V de classe C* com zg € V C Vj e:

(ToWofogo_l)(vl,...,fum):(Ul,...,vr), (4)
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para todo v = (v1,...,0,) € XN/; podemos também supor que V é da forma V = V; x IN/Q,
onde V4 é um aberto de IR" e Vo é um aberto conexo de IR™~". Diferenciando (4) num
ponto v = ¢(z) € V e aplicando ao i-ésimo vetor e; da base canonica de IR™ obtemos:

[TOTFOdf(Z)OdQO(Z)_l} e, =0, i=r+1,...,m,
para todo z € V. Como T é um isomorfismo, usando (3) e a férmula acima concluimos
que dp(2)~t-e; € Ker(df(z)), i=r-+1,...,m e portanto:
d(f o go_l)(go(z)) ce; = [df(z) odgo(z)_l} e, =0, i=r+1,...,m,

para todo z € V. Segue que para todo u € Vi C IR", a funcdo f o ¢~ !(u,-) definida no
aberto conexo Y72 C IR™™7" possui diferencial identicamente nula e portanto é constante;
isso significa que f o ¢~ ! nao depende das tltimas m — r varidveis, i.e., existe uma funcao
a: Vi — R" de classe C* com:

foe ™ (uu') = alu), (5)
para todos u € Vi, v € Vs (para definir «, escolha qualquer uf, € Vs e ponha a(u) =

fop Y (u,up), u € V). Considere as coordenadas o : Vi — Im(df(20)) e oz : Vi = S de
o com respeito & decomposi¢ao IR" = Im(df(zp)) @ S. A igualdade (4) nos diz que:

T(a1 (u)) = u, (6)

para todo u € Vi. Definimos agora o difeomorfismo ¢ : W — W de classe C* fazendo
W=T"Vi) xS ClIm(df(z0)) ®S=R", W=V, x R"" C R" e:

P(w,w') = (T(w),T' [w' — ag(T(w))}), weT (W), v es,

onde T’ : S — IR™" é um isomorfismo qualquer. Segue agora de (5) e de (6) que f(V) C W
e que:

(Yo fop™)(uu) = (u,0),
para todos u € Vi C R", v/ € Vo C R™". W

Lema. Sejam V, W espacos vetoriais reais de dimensao finita e S C W um subespaco.
Entao o conjunto das aplicagoes lineares T : V. — W tais que Im(T') + S = W é aberto em
Lin(V, W).

Demonstragao. Considere a aplicacao A : Lin(V, W) — Lin(V & S, W) definida por:
XT)|v =T, XT)|s =inclusao de S em W,

para todo T' € Lin(V, W). Temos que A é continua (pois é afim) e que Im(7T") + S = W se
e somente se A\(T') é sobrejetora. A conclusao segue do fato que o conjunto das aplicagoes
lineares sobrejetoras de V @& S em W é aberto em Lin(V @& S, W) (veja Exercicio 7). B

O teorema do posto nos diz que toda aplicacao f cuja diferencial tem posto cons-
tante num aberto pode ser escrita de maneira mais simples em sistemas de coordenadas
apropriados (ao contrario das formas locais das imersoes e das submersoes, é possivel que
tenhamos que mudar as coordenadas tanto no dominio como no contra-dominio de f para
obter a representagao desejada para a funcao f).
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Exercicios.
(nao é para entregar, mas é bom dar uma olhada e quem tiver problemas me procura).

Conjuntos e fungdes.

-1. Sejam X, Y conjuntos e f: X — Y uma funcao.

(a) Se X é nao vazio, mostre que f é injetora se e somente se admite uma inversa a
esquerda, i.e., se e somente se existe uma funcao ¢g: Y — X tal que go f é igual
a identidade de X.

(b) Mostre que f é sobrejetora se e somente se admite uma inversa a direita, i.e., se
e somente se existe uma funcao g : Y — X tal que f o g é igual a identidade de

Y.

Algebra Linear.

0. Seja V um espaco vetorial de dimensao finita. Mostre que todo subespaco S C V
admite um subespaco complementar, i.e., um subespaco S’ C V com V = S @ 5’
(na verdade, esse resultado também vale para dim(V) = 400, mas a demonstracao
depende do Lema de Zorn).

1. Sejam V, W espacos vetoriais reais de dimensao finita e B = (b;)/~,, B’ = (b)),
bases para V' e para W respectivamente. Denote por:

(pg:VHRm, @g/iW—>Bn,

respectivamente os sistemas de coordenadas em V' e W associados a 8 e a B/, i.e., o
é o isomorfismo que leva B sobre a base canonica de IR™ e g/ é 0 isomorfismo que leva
B’ sobre a base canonica de IR". Dada uma transformacao linear 7' : V' — W, denote
por A a matriz real n x m que representa T com respeito as bases B e B’; denote
também por L, : IR™ — IR™ a aplicacao de multiplicacao por A, i.e., La(z) = Ax
para todo x € IR™, onde interpretamos x como uma matriz coluna m x 1. Mostre que
o seguinte diagrama:

V—w
@%l& mllp%/

comuta, i.e., mostre que wg: o T = L4 o wg. Isso significa que L4 é a funcao que
representa T’ com respeito aos sistemas de coordenadas g € pas/!

2. Sejam V um espaco vetorial real e P um conjunto; seja dada também uma aplicagao
p:V x P — P satisfazendo as seguinte propriedades:
(i) p(v,p(w,p)) = p(v 4+ w, p) para todos v,w € V, p € P;
(ii) p(0,p) = p para todo p € P;
(iii) se para algum v € V|, p € P temos p(v,p) = p entdo v = 0;
(iv) para todos p,q € P existe v € V com p(v,p) = q.
A trinca (P,V,p) é dita um espaco afim e V é dito o espaco vetorial paralelo a tal
espaco afim. Tipicamente pensa-se em P como um “conjunto de pontos” e, para p € P,
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v € V, escreve-se p+ v em vez de p(v, p), i.e., diz-se que p(v,p) é a soma do vetor v com o
ponto p. Mostre que dados O € P e B = (b;)_; uma base para V entdo para cada p € P
existe um unico x = (z1,...,2,) € R™ tal que p = O + >, a;b;; definindo ¢(p) = =,
mostre que obtém-se uma bijecao ¢ : P — IR™. Diz-se que ¢ é o sistema de coordenadas

afim em P com origem O e “eixos” (b;)I"_;.

Observagdo. Para quem ja estudou um pouco de teoria de acao de grupos: as condigoes
impostas acima sobre p: V x P — P dizem que p é uma acao livre e transitiva do grupo
abeliano aditivo (V,+) no conjunto P (livre = “sem pontos fixos”).

3. Sejam V', W espagos vetoriais e T' : V' — W uma transformacao linear. Mostre que
as seguintes condigoes sao equivalentes sobre um subespago S C V:

(i) V=Ker(T) & S;
(ii) T|s : S — Im(T) é um isomorfismo.

[dica: supondo (ii), para mostrar que V = Ker(T) + S, tome v € V e olhe para o vetor
(T)s) " (T(v)) € S].
4. Seja V um espago vetorial e sejam Vi, Vs, VJ subespagos de V' tais que:

V=VioV, V=Vael,.

Denote por m: V — V5 a projecao em V5 relativa a decomposicao V = V; @ V5 e por
7' .V — VJ a projecdo em Vi relativa a decomposigao V = Vi @ V. Mostre que:

Ty Vo —Vy e mly Vg — Vo

sao isomorfismos mutuamente inversos.

5. Se A € Myxn(IR) é uma matriz real m x n e se I = {iy,...,ix} C {1,...,m},
J=A{j,...,5} € {1,...,n} sdo subconjuntos ndo vazios entao denotamos por A;; a
submatriz k x [ de A que possui apenas as linhas i1, ...,i; de A e as colunas ji,...,J;

de A. Se k =1 entao dizemos que det(A;;) é um determinante menor de ordem k de
A. Mostre que A possui posto k se e somente se A possui um determinante menor nao
nulo de ordem k e todo determinante menor de ordem k + 1 é nulo [dica: Use o fato
que o “posto coluna” e o “posto linha” de uma matriz coincidem (veja Exercicio 5,
item (f), Aula nimero 18 — 15/05); o posto é por definigao igual ao “posto linha”
e ao “posto coluna”. Se A tem posto k escolha k colunas linearmente independentes
em A e use o fato que a submatriz de A constituida por essas k colunas possui “posto
linha” igual a k. Mostre também que se A possui um determinante menor nao nulo
de ordem k + 1 entdo o posto de A é maior ou igual a k + 1].

6. Mostre que se A € M,,«,([R) possui posto k entdo A possui uma vizinhanga em
M, x»(IR) formada s6 por matrizes de posto maior ou igual a k (diz-se entdao que o
posto é uma funcao semi-continua inferiormente).

[dica: pelo Exercicio 5, A possui um determinante menor nao nulo de ordem k. Use a
continuidade da fun¢ao determinante para concluir que numa vizinhanca pequena de A
em M,,x,(IR) toda matriz possuird também um determinante menor nao nulo de ordem

k).

191



7.

Dados espacos vetoriais reais de dimensao finita V', W, mostre que os conjuntos:
{T € Lin(V,W) : T é injetora} e {T € Lin(V,W):T é sobrejetora},

sao abertos em Lin(V, W) (dica: o posto de uma aplicagao linear coincide com o posto
de uma matriz que a representa numa base qualquer. Use o Exercicio 6).

Dados espacos vetoriais V', W, mostre que uma aplicacao linear T': V' — W ¢ injetora
se e somente se T" admite uma inversa linear a esquerda, i.e., se e somente se existe
uma aplicacao linear S : W — V com S o T igual a identidade de V' (dica: se T é
injetora entdao T': V' — Im(7T') é um isomorfismo. Defina S : W — V' como sendo uma
extensao linear arbitraria de T-! : Im(T') — V).

Dados espacos vetoriais V', W, mostre que uma aplicacao linear T : V' — W é sobre-
jetor se e somente se T admite um inverso linear a direita, i.e., se e somente se existe
uma aplicacao linear S : W — V com T o S igual a identidade de W (dica: se Z é
um subespaco de V com V = Ker(T') @ Z entao, pelo Exercicio 3, T'|z : Z — W é um
isomorfismo. Defina S = (T|z)™1).

Observagdo. O resultado dos Exercicios 8 e 9 produzem uma solugao interessante para
o Exercicio 7, usando também a continuidade das aplicagoes T'+— SoT, T — T oS e o
fato que o conjunto dos isomorfismos de um espago V' em si mesmo é aberto em Lin(V, V)
(para achar essa solucao, generalize os Exercicios 8 e 9, mostrando que:

T € Lin(V, W) injetora <= existe S € Lin(W, V) com S o T um isomorfismo,
T € Lin(V, W) sobrejetora <= existe S € Lin(W, V') com T o S um isomorfismo,

para todo T" € Lin(V, W)).

10.

Sejam V', W espagos vetoriais reais de dimensao finita e S C V um subespago. Mostre
que o conjunto das aplicagoes lineares T': V' — W tais que SNKer(T) = {0} é aberto
em Lin(V, W) (dica: S N Ker(T) = {0} se e somente se T'|s € Lin(S, W) é injetora;
use o Exercicio 7).

Aplicagbes abertas.

11.

12.

Sejam M, N espaco métricos e considere M x N munido da métrica produto. Mostre
que as projecoes M x N — M e M x N — N sao aplicagoes abertas (dica: use o
Exercicio 20, item (c), aula nimero 5 — 20/03).

Sejam M, N espaco métricos e f : M — N uma fungao. Suponha que todo ponto
x € M possui uma vizinhanca aberta V em M tal que f|y : V — N é uma aplicagao
aberta. Mostre que f é uma aplicacao aberta.
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Aula nimero 25 (07/06)

(1) Variedades diferenciaveis.

Uma variedade diferencidvel é um “mundo abstrato” onde pode-se estudar Calculo
Diferencial. O seguinte esquema é basicamente auto-explicativo:

Espacos vetoriais +— “mundo abstrato” onde se estuda transformacoes lineares
Espacos topoldgicos +— “mundo abstrato” onde se estuda limite e continuidade
Espagos de medida +— “mundo abstrato” onde se estuda integragao

Variedades diferencidveis <+— “mundo abstrato” onde se estuda Calculo Diferencial

A definigao geral de variedade diferenciavel é talvez um pouco abstrata demais para
um primeiro contato com o assunto — apresentaremos tal definicao mais tarde. Nesse
curso nos restringiremos a nocgao de subvariedades do espaco Fuclideano IR"™, que é mais
intuitiva. Subvariedades k-dimensionais de IR™ generalizam o conceito de superficie regular
em IR3 (o caso de superficies regulares de IR? é reobtido com k = 2, n = 3).

Existem varias definicoes equivalentes para o conceito de subvariedade k-dimensional
de IR™ e tais equivaléncias serao discutidas adiante. A seguir apresentamos a nossa de-
finicdo. No que segue, identificaremos IR¥ com o subespaco de IR™ gerado pelos k primeiros
vetores da base canonica, para k = 0,1,...,n; mais explicitamente, escrevemos:

Rk:{(xl,...,xk,ﬂ,...,())ER”:xl,...,xkeﬂi’}.

Definicao. Seja M C IR™ um subconjunto nao vazio. Dizemos que M é uma subvariedade
k-dimensional de IR™ de classe C" (1 < r < o) se para todo x € M existe um difeomorfismo

p:A— A de classe C" com A, A abertos em IR", x € A e:
©(ANM)=AnR".

A definicdo acima deve ser encarada da seguinte maneira: o subespaco IR¥ C IR™ é o
“modelo padrao” de subvariedade k-dimensional de IR". Um outro subconjunto M C IR"
é chamado uma subvariedade k-dimensional se em torno de cada ponto de M podemos
encontrar um sistema de coordenadas de classe C'" de modo que os “usuarios” desse sistema
de coordenadas “vejam” M como IR* C IR".

Exemplo. Seja M um subespaco vetorial de IR™ de dimensao k. E f4cil ver que existe um
isomorfismo linear T : IR"™ — IR™ tal que T(M) = IR* (escolha uma base de M, estende-a
a uma base de IR™ e defina T' mandando tal base sobre a base canoénica de IR™). Dai
A=A = R" sdo abertos em IR", ¢ =T ¢ um difeomorfismo de classe C'*°.
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