1. ToPOLOGIA DA ORDEM

Seja X um conjunto totalmente ordenado, i.e., X estd munido de uma
relacdo bindria < que é reflexiva, anti-simétrica, transitiva e total (i.e., para
todos z,y € X, temos x < y ou y < z). Para x,y € X, escrevemos x < y
quando z < y e © # y. Escrevemos também =z > y quando y <z ez > y
quando y < x. Dados a,b € X, definimos:

Ja,4oo[={z € X :2>a}, |-oo,b[={z€X:z<b},
Ja,b] =]a,+oo[N]—00,b[={z € X :a<zex<b}.

Escreveremos Ja, +0o[~, | =00, b[* e ]a,b[* quando for necessério explicitar
a dependéncia desses objetos em relacao a X. E féacil ver que a seguinte
colecao de subconjuntos de X:

{la,b[:a,be X} U{]a,+o0[:a€ X} U{]—00,b[:be X} U{X}

é uma cobertura de X fechada por intersecoes finitas. Ela constitui portanto
uma base de uma topologia em X, chamada a topologia da ordem.

1.1. Definicao. Sejam X um conjunto totalmente ordenado e S um subcon-
junto de X. Um ponto x € S é dito interior a direita em S relativamente a
X se x é o maior elemento de X ou se existe b € X tal que b > x e ]z, b] C S.
Similarmente, dizemos que = € S é interior a esquerda em S relativamente
a X se z é o menor elemento de X ou se existe a € X tal que a < x e
la,z[ C S.

1.2. Lema. Sejam X um conjunto totalmente ordenado, S um subconjunto
de X ex € §. Entdo x € um ponto interior de S com respeito a topologia
da ordem de X se e somente se x € ao mesmo tempo um ponto interior a
direita e um ponto interior a esquerda de S relativamente a X.

Demonstragdo. Note que x é um ponto interior de .S com respeito a topologia
da ordem de X se e somente se x pertence a um aberto basico da topologia
de ordem de X contido em S. A demonstracao do lema é obtida a partir
dessa observacao por uma andlise de casos. ([

Se X é um conjunto totalmente ordenado e Y é um subconjunto de X,
podemos considerar em Y duas topologias: a topologia da ordem de Y (i.e.,
a topologia definida a partir da ordem total em Y obtida por restrigao da
ordem total de X) e a topologia induzida por X (i.e., a topologia induzida em
Y pela topologia da ordem de X). Essas topologias em geral nao coincidem,
como se vé no seguinte exemplo.

1.3. Exemplo. Se X = R é munido da ordem usual, entdo a topologia da
ordem coincide com a topologia Euclideana. Se:

Y={0tu{l+1:n=1,2...}

entao Y é discreto na topologia induzida por X. Por outro lado, na topologia

da ordem de Y, o ponto 0 nao ¢ isolado e é limite da seqiiéncia (1 + %)n>1'
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1.4. Lema. Se X ¢ um conjunto totalmente ordenado e Y ¢ um subconjunto
de X entao a topologia induzida por X em'Y € mais fina que (i.e., contém
a) topologia da ordem de Y .

Demonstracao. Basta ver que:
Ja, 400" =]a, 400X NY, ]—o00,b]" =]—00,b[* NY,
Ja, b =]a,b[*NY, Y=XnNY,

para todos a,b € Y, i.e., os abertos basicos da topologia da ordem de Y sao
intersegoes de abertos basicos da topologia da ordem de X com Y. O

1.5. Definigao. Sejam X um conjunto totalmente ordenado e Y um sub-
conjunto de X. Dizemos que um ponto y € Y ¢é isolado a direita em Y
relativamente a X se existe b € X com b > y e Jy,b[NY = (. Similarmente,
dizemos que y € Y é isolado d esquerda em Y relativamente a X se existe
a€eXcoma<yelayNY =0.

1.6. Definicao. Sejam X um conjunto totalmente ordenado e x € X. Di-
zemos que = admite sucessor em X se o conjunto |x,+o0o[ possui minimo;
se existir, esse (automaticamente tinico) minimo é chamado o sucessor de x
em X. Similarmente, dizemos que x admite antecessor em X se o conjunto
|—00, [ possui méximo; se existir, esse (automaticamente inico) maximo é
chamado o antecessor de x em X.

1.7. Teorema. Sejam X um conjunto totalmente ordenado e Y um subcon-
junto de X. Para que a topologia da ordem de Y coincida com a topologia
induzida por X em Y € necessdrio e suficiente que as duas sequintes con-
di¢des sejam satisfeitas:
(a) dadoy €Y, sey € isolado a direita em Y relativamente a X entao
y € o maior elemento de Y ou y admite sucessor em Y ;
(b) dadoy €Y, sey € isolado a esquerda em Y relativamente a X entdo
y € o menor elemento de Y ou y admite antecessor em Y .

Demonstragao. Suponha que a topologia da ordem de Y coincida com a
topologia induzida por X em Y. Mostremos (a). A demonstragao de (b)
¢é analoga. Seja y € Y isolado a direita em Y relativamente a X. Por
definigao, existe b € X com b > y e |y, b[ disjunto de Y. Como |—o0,b[NY é
aberto em Y com respeito a topologia induzida por X em Y, temos que ele
também é aberto na topologia da ordem de Y. Em particular, y é um ponto
interior de |—o00,b[ N'Y com respeito a topologia da ordem de Y; assim, y é
também um ponto interior a direita de |—o0,b[NY relativamente a Y. Isso
significa que, ou y é o maior elemento de Y ou existe ' € Y tal que b’ > y e
Jy, b'[" =1y, b'[NY esteja contido em ]—o0,b[NY . Assumindo que ocorre a
segunda opgao, vamos verificar que y admite sucessor em Y. De fato, temos:

]y,b'[ﬁY: (]y,b’[ﬂY)ﬂ(]—oo,b[ﬂY) Cly,b[NY =1,

o que mostra que &’ é o sucessor de y em Y. Suponha agora que (a) e (b)
sejam satisfeitas e mostremos que as duas topologias em Y coincidem. Em
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vista do Lema 1.4, é suficiente mostrar que se U é aberto com respeito a
topologia da ordem de X entdao U NY ¢é aberto com respeito a topologia
da ordem de Y. Seja y € U NY. Devemos mostrar que y é ponto interior
de UNY com respeito a topologia da ordem de Y. Mostraremos que y é
ponto interior a direita de U NY relativamente a Y. A demonstragao de que
ele é também ponto interior a esquerda é andloga. Se y é o maior elemento
de Y, ndao hé o que fazer. Suponha que nao seja. Dai y também nao é o
maior elemento de X. Como y é um ponto interior de U com respeito a
topologia da ordem de X, temos também que y é ponto interior a direita de
U relativamente a X. Como y nao é o maior elemento de X, isso significa
que existe b € X, b >y com ]y, b[ C U. Ha dois casos: se |y, b[ corta Y, ou
se nao corta. No primeiro caso, seja b’ € Jy,b[NY. Dai b € Y,V >y e
Jy, 6" =y, ¥[NY Cy,b[NY C UNY. No segundo caso, y é isolado &
direita em Y relativamente a X. Por (a), j4 que y ndo é o maior elemento
de Y, temos que y admite sucessor em Y. Seja b’ o sucessor de y em Y. Dai
VeY,V>yely, b’[y =y, [NY =0 CcUNY. Em todo caso, mostramos
que y ¢ um ponto interior a direita de U N'Y relativamente a Y. ([

1.8. Definigao. Dado um conjunto totalmente ordenado X, dizemos que
um subconjunto I de X possui a propriedade do valor intermedidrio relati-
vamente a X se dados a,b € I entdo |a, b C I.

Note que ]a,b[ = () se a > b, de modo que a condigao Ja,b[ C I s6 é nao
trivial para a < b.

1.9. Exemplo. Dado um conjunto totalmente ordenado X, entao um inter-
valo de X é um conjunto que é de uma das seguintes formas:

Ja, o[,

def

la,b] = {z € X:a<zex<b},

]a,b]d:ef{:cEX:a<xeaz§b},
[a,b]d:ef{:UEX:agxefL‘gb},
Ja, +o0l,
[a,—i—oo[d:ef{meX:xZa},

] =00, [,
|—00, 0] d:ef{xEX:$§b},

]—OO,+OO[ d:efXa

com a,b € X. E facil ver que todo intervalo possui a propriedade do valor
intermediario. A reciproca nao é verdadeira: se X = @, munido da ordem

usual, entao I = {w €EQ:z>0ex?< 2} possui a propriedade do valor
intermediario, mas n&ao é um intervalo.
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1.10. Proposigao. Sejam X um conjunto totalmente ordenado e Y um sub-
conjunto de X que possui a propriedade do valor intermedidrio relativamente
a X. (O que ocorre, em particular, se Y for um intervalo de X.) Entdo a
topologia da ordem de Y e a topologia induzida por X em'Y coincidem.

Demonstragao. Basta verificar as condigoes (a) e (b) que aparecem no enun-
ciado do Teorema 1.7. Verificaremos (a); a verificacao de (b) é anédloga. Seja
y € Y isolado a direita em Y relativamente a X e suponha que y nao seja o
maior elemento de Y. Vamos verificar que y admite sucessor em Y. Temos
que existe b € X, b > y, tal que ]y, b] é disjunto de Y. Como y nao é o
maior elemento de Y, existe b’ € Y com b’ > y. Nao pode ser b’ < b, senao
b’ estaria em Jy,b[NY. Logo bt/ > b. Mas af temos y,b' € Y ey <b <1 e,
ja que Y tem a propriedade do valor intermediario, concluimos que b € Y.
Entao b€ Y, b >y ey, b] é disjunto de Y, o que mostra que b é o sucessor
deyemY. O

Recorde que se X é um conjunto totalmente ordenado e A é um subcon-
junto de X entdo o supremo de A (denotado sup A) relativamente a X é (se
existir) a menor cota superior de A, i.e., o menor elemento do conjunto:

{xeX:zZa,paratodoaGA}.

Similarmente, o infimo de A (denotado inf A) relativamente a X ¢é (se existir)
a maior cota inferior de A, i.e., o maior elemento do conjunto:

{xeX:mSa,paratodoaeA}.

Temos o seguinte:

1.11. Lema. Sejam X um conjunto totalmente ordenado e A um subconjunto
nao vazio de X. Se A admite supremo entdo o seu supremo pertence ao fecho
de A com respeito a topologia da ordem de X. Similarmente, se A admite
infimo entdo o seu infimo pertence ao fecho de A com respeito a topologia
da ordem de X.

Demonstracao. Basta observar que todo aberto béasico da topologia da or-
dem que contém sup A corta A. Similarmente para inf A. O

1.12. Definicao. Um conjunto totalmente ordenado X é dito completo se
todo subconjunto nao vazio limitado superiormente de X admite supremo e
tudo subconjunto nao vazio limitado inferiormente de X admite infimo.

1.13. Observacao. E facil ver que se X é um conjunto totalmente ordenado
completo entao todo subconjunto de X com a propriedade do valor inter-
medidrio é um intervalo.

1.14. Exemplo. Se X é bem ordenado (i.e., se todo subconjunto nao vazio
de X admite minimo) entdo X é completo. De fato, todo subconjunto nao
vazio de X admite minimo (que é, portanto, igual ao infimo) e, dado A C X
limitado superiormente, entdao o conjunto das cotas superiores de A é nao
vazio e portanto admite minimo (que é, entdo, o supremo de A).
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1.15. Exemplo. Se X é um conjunto totalmente ordenado completoe I C X
possui a propriedade do valor intermediario entao I é completo. De fato, seja
A C I nao vazio e limitado superiormente em I, i.e., existe € I que é cota
superior de A. Entdo A é néo vazio e limitado superiormente em X, donde
A possui um supremo s € X relativamente a X. Como x é cota superior de
A, temos s < z. Como A é nao vazio, existe a € A e dai a < s. Temos entao
a,x €I ea<s <z, donde s € I, pela propriedade do valor intermediério.
E f4cil ver que s é o supremo de A relativamente a I. De modo similar,
mostra-se que todo subconjunto nao vazio de I limitado inferiormente em [
admite infimo relativamente a I.

1.16. Exemplo. Se X é um conjunto totalmente ordenado completo e F' é
um subconjunto de X fechado na topologia da ordem entao F' é completo.
De fato, seja A C F néo vazio e limitado superiormente em F'. Entao A é
limitado superiormente em X e portanto possui um supremo s relativamente
a X. Pelo Lema 1.11, s estd em F' e é facil ver que s é entao o supremo
de A relativamente a F'. Similarmente, mostra-se que todo subconjunto nao
vazio de F' limitado inferiormente em F' admite infimo relativamente a F'.

1.17. Proposigao. Seja X um conjunto totalmente ordenado completo (esse
é o caso, por exemplo, se X for bem ordenado). Se' Y C X é fechado na
topologia da ordem de X entdao a topologia da ordem de Y coincide com a
topologia induzida por X em Y.

Demonstragao. Basta verificar as condigoes (a) e (b) que aparecem no enun-
ciado do Teorema 1.7. Verificaremos (a); a verificacao de (b) é andloga. Seja
y € Y isolado a direita em Y relativamente a X e suponha que y nao seja o
maior elemento de Y. Vamos verificar que y admite sucessor em Y. Temos
que existe b € X, b > y, tal que ]y, b] é disjunto de Y. Como y nao é o maior
elemento de Y, temos que |y, +00[NY é ndo vazio (e limitado inferiormente
em X, por y). Como X é completo, existe i = inf (]y, +oo[ N Y). Pelo
Lema 1.11, i pertence ao fecho de |y, +o0o[NY e portanto i € Y, j4 que Y
é fechado. Mas note que b é uma cota inferior de ]y, +o0o[NY e portanto
b <i. Vimos que i € Y, i > y (pois ¢ > b) e ndo had um elemento em Y’
maior do que y e menor do que i. Logo ¢ é o sucessor de y em Y. ([

1.18. Corolario. Seja X um conjunto totalmente ordenado completo e seja
Y um subconjunto de X. Se uma das duas condi¢oes abaizo é satisfeita,
entdo a topologia da ordem de Y coincide com a topologia induzida por X
emY:

(i) ewiste um subconjunto I de X com a propriedade do valor interme-
didrio* tal que Y C I eY € fechado em I (na topologia da ordem de
I ou na topologia induzida por X em I — tais topologias coincidem);

lyg que X é completo, isso é o mesmo que dizer que I é um intervalo de X (Obser-
vacao 1.13).
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(ii) ewiste um subconjunto fechado F de X (na topologia da ordem de
X) tal queY C F eY possui a propriedade do valor intermedidrio
relativamente a F'.

Demonstracao. Segue das Proposicoes 1.10 e 1.17 e do Exemplo 1.15. ([

Quando X é bem ordenado, é possivel dar ainda uma outra caracterizacao
de quais sao os subconjuntos Y de X em que a topologia da ordem coincide
com a topologia induzida por X.

1.19. Proposicao. Sejam X um conjunto bem ordenado e Y um subconjunto
de X . Para que a topologia da ordem deY coincida com a topologia induzida
por X em Y € necessdrio e suficiente que Y seja fechado em X ou que Y
admita supremo e que o fecho de'Y em X seja igual a Y U {supY}.

Demonstragao. Se 'Y é fechado em X entao as duas topologias em Y coin-
cidem, pela Proposicao 1.17. Se Y admite supremo e o fecho de Y ¢
Y U {supY} entdo (a menos que supY € Y, caso em que Y é fechado)
temos que Y é fechado relativamente ao intervalo |—oo, sup Y[ e portanto as
duas topologias em Y coincidem, pelo Corolario 1.18. Suponha agora que Y
seja um subconjunto de X para o qual as duas topologias coincidam. Dai Y
satisfaz as condigoes (a) e (b) do enunciado do Teorema 1.7. Para completar
a demonstracdo, é suficiente verificar que se z € Y \ Y entdo z é o supremo
de Y. Em primeiro lugar, verifiquemos que x é uma cota superior de Y.
Sendo, |z, 4+00[NY é nao vazio. Seja y o menor elemento de |z, +oo[NY.
Daiy €Y,z <yelx,y[ édisjunto de Y, donde y é isolado & esquerda em Y’
relativamente a X. Como |—oo, y[ é uma vizinhanga de z, temos que |—o0, y|
corta Y e portanto y nao é o menor elemento de Y. Temos entao que y ad-
mite um antecessor ' em Y. Como y é o menor elemento de |z, +oo[NY,
temos que ' < x e, como x ¢ Y, temos y' < z. Daf |/, y[ é uma vizinhanca
de x que nao corta Y, contradizendo o fato de que z estd no fecho de Y.
Assim, z é uma cota superior de Y. Note agora que se 2’ € X, 2’ < x entao
x’ ndo é uma cota superior de Y; de fato, |a’, 400 é uma vizinhanca de z e
portanto corta Y. Logo x =supY. O

2. ALGUNS FATOS SOBRE ORDINAIS

No que segue, denotamos por Ord a classe dos ordinais. Comecamos
recordando as defini¢cbes recursivas das operagoes com ordinais. A soma
a + B de ordinais «, § ¢ definida por recursao em 3, como segue:

a+0=a, a+s(B)=s(a+p), a+p =sup(a+y), para § ordinal limite,
v<B

onde s(f8) = S U{B} denota o sucessor de §. A multiplicagao (ou produto)
« - B é definida também por recursao em [3:

a-0=0, a-s(f)=a-f+a, «a-B=sup(a-v), para § ordinal limite.
v<p
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Nés escreveremos muitas vezes aff em vez de o - 8. A potenciacio o é
definida por recursao em [ para « # 0:
a =1, a*B) = b . a, o =sup a”, para 8 ordinal limite.
¥<p
Para a = 0 definimos? a potenciacdo fazendo a® =1 e a® = 0, para § # 0.
Note que:
at+l=a+s(0)=s(a+0)=s(a),

para todo ordinal o. Mostra-se facilmente por inducao que:

0O+a=a, 0-a=0, l-a=a, 1*=1.
Segue dai que:

a-l=a-5(0)=a-0+a=0+a=a

e que:

ol = 048(0) 0.

2.1. Lema. Seja F : Ord — Ord uma funcdo®. Suponha que:

(2.1) F(a) > sup F(B),

B<a
para todo ordinal limite a. Se F(a) < F(a+1) (resp., se F(a) < F(a+1))
para todo ordinal o entao, dados ordinais o, B com o < [ (resp., com
a < ) vale que F(a) < F(B) (resp., que F(a) < F(5)).

Demonstragcao. Mostremos primeiramente a versao do lema com as desigual-
dades nao estritas. Seja o um ordinal e suponha por absurdo que exista um
ordinal § > « tal que F() < F(«). Seja 8 > « o primeiro ordinal com essa
propriedade. Obviamente nao pode ser 8 = «, de modo que 8 > a. Se 3 é
um ordinal limite, entdo o + 1 < 8 e portanto, usando (2.1), obtemos:

F(B)>Fla+1)> F(a),

contradizendo F(f) < F(«). Se 8 é um ordinal sucessor, escreva § =y + 1.
Dai v > « e portanto, pela minimalidade de 3, temos F(vy) > F(«). Dali:

F(B)=F(y+1) 2 F(7) = F(a),

novamente contradizendo F(f) < F(«).
Para mostrar a versao do lema com as desigualdades estritas, sejam «,
ordinais com « < 8. Dai a + 1 < 8 e portanto, pelo que ja demonstramos,

F(a+1) < F(B). Daf
F(a) < F(a+1) < F(8). O

2Para o = 0 é verdade que o =1 e que @ = of . «, mas nao é verdade que
o’ = sup,.g @ para 8 ordinal limite, pois a” =0 e esse supremo ¢ igual a 1.
Mais precisamente, F' ndo é uma fungao, mas um simbolo de fung¢do (possivelmente
com parametros), introduzido por definigdo a partir de alguma férmula, j& que o “dominio”
de F' nao é um conjunto.



2.2. Corolario. Dados ordinais o, B e vy, temos:
b<y=a+<a+.

Demonstragao. Fixe um ordinal « e aplique o Lema 2.1 com F(8) = a+ 3,
tendo em mente que a definicao recursiva de soma de ordinais nos da:

F(B) =sup F(v), para f ordinal limite,
<8

e F(B+1)=F(B)+1> F(B), para todo ordinal 5. O
2.3. Corolario. Dados ordinais o, B, se a« >0 ou > 0 entdo o+ 5 > 0.
Demonstragao. Se 5 > 0, o Corolario 2.2 nos da:
B>0=a+>a+0=a>0.
Sef=0ea>0entao a+ g =a>0. O
2.4. Corolario. Dados ordinais o, B e 7y, temos:
b<vyv<==a+pf<a+y, a+f=at+y= [F=1.
Demonstragao. Segue diretamente do Corolério 2.2. (]
2.5. Corolario. Dados ordinais o, B e vy, temos:
a>0ef<y= af < ay.
Em particular:
f<y= af <.
Demonstragao. Fixe um ordinal o > 0 e aplique o Lema 2.1 com F(5) = af3,
tendo em mente que a definicdo recursiva de produto de ordinais nos da:

F(B) =sup F(v), para 8 ordinal limite,
<8

e F(B+1) = F(B) + a > F(B), para todo ordinal 5. (A desigualdade
F(B)4+a > F(B) pode ser obtida usando o Coroldrio 2.2 para somar F'(3) a
esquerda dos dois lados de a > 0.) A implicacdo com as desigualdades nao
estritas vale também com «a = 0, j4 que nesse caso af = ay = 0. ([

2.6. Corolario. Dados ordinais o, 3, se a« >0 e 5 > 0 entao aff > 0.
Demonstragdo. Como a > 0, o Corolério 2.5 nos da:
6>0=af>a-0=0. O

2.7. Corolario. Se « € um ordinal ndo nulo e 5 € um ordinal qualquer entao
a? ¢ um ordinal nao nulo.

Demonstracao. Segue do Corolario 2.6 por inducao em f. O
2.8. Corolario. Dados ordinais o, B, v com a > 0 entao:
b<y<=af<ay, af=ay= [B=71.

Demonstragao. Segue diretamente do Corolério 2.5. U



2.9. Corolario. Dados ordinais o, B e vy, temos:
a>lef<y=ad’ <a.

Em particular:
a>0 eﬂ§7:>a5§oﬂ.

Demonstragdo. Fixe um ordinal o > 1 e aplique o Lema 2.1 com F(f) = o,
tendo em mente que a defini¢ao recursiva de potenciacao de ordinais nos da:
F(B) =sup F(v), para 8 ordinal limite,

<8
e F(p+1) = F(B)a > F(p), para todo ordinal 5. (Para obter a desigualdade
F(B)a > F(B), use o Corolario 2.5 para multiplicar por F'(§) & esquerda
dos dois lados de o > 1, tendo em mente que F(3) > 0, pelo Corolério 2.7.)
A implicacido com as desigualdades nao estritas vale também com a = 1, j4
que nesse caso o = a? = 1. ([l

2.10. Corolario. Dados ordinais «, 8, v, se a > 1 entdo:
B<ye=ad’<a’, P =a"= pB=1.
Demonstragao. Segue diretamente do Corolério 2.9. U

2.11. Lema. Se A € um conjunto ndao vazio de ordinais que ndo possui ele-
mento mdzimo (equivalentemente, se sup A ¢ A) entdo sup A é um ordinal
limite.

Demonstragdo. Como sup A € A, temos que a < sup A, para todo o € A.
Dai sup A nao pode ser zero, pois isso implicaria que A é vazio. Além do
mais, se sup A = § + 1 para algum ordinal § entao a < 8+ 1 e portanto
a < 3, para todo a € A. Mas isso implica que sup A < § e contradiz o fato
que supA =5+ 1. O
2.12. Lema. Seja F': Ord — Ord uma funcdo tal que:
F(a) = sup F(3),
[B<a

para todo ordinal limite o e tal que F(a) < F(a+ 1), para todo ordinal c.
Se A € um conjunto ndo vazio de ordinais entdo:

sup F(a) = F(sup A).

acA
Demonstragdo. Para todo o € A temos a < sup A e segue entdao do Lema 2.1
que F(a) < F(sup A). Logo:

sup F'(a) < F(sup A).
acA

Para mostrar a desigualdade oposta, comecamos observando que se A possui
méaximo entdo sup A € A e portanto:

F(sup A) < sup F(«).
acA
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Se A nao possui maximo entao, pelo Lema 2.11, sup A é um ordinal limite
e portanto:

(2.2) F(supA) = sup F(p).
B<sup A

Agora, se § < sup A entdo existe ¥ € A com vy > [ e portanto:
F(B) < F(v) < sup F(a),
acA

donde concluimos que:

sup F(B) < sup F(a).
B<sup A a€A

Dessa ultima desigualdade e de (2.2) a conclusao segue. O
2.13. Corolario. Dado um ordinal a e um conjunto ndao vazio de ordinais
A entdo*:

sup (o + B) = a+sup A = a + sup 5,
BeA BeEA

sup (af) = a-sup A = « - sup S,
BeA BEA
e, se a > 0 entao:

sup of = aSPA = o(uPsea ).

BeA
Demonstragao. Basta aplicar o Lema 2.12 para as fungdes F(8) = a + 3,
F(B) =af e F(B) =a’. O

2.14. Lema. Dados ordinais o, 5 e vy entao’:

(1) a+(B+7) =(a+8)+;
(2) a(B+7) =af+ ay;

(3) a(By) = (ap)y;
( ) B B .

Demonstragao. Todos os itens sao demonstrados por indugao em ~, sendo
que no caso em que vy é limite usa-se o Corolario 2.13. (Nos itens 4 e 5 o
caso a = () é tratado separadamente, sem indugao, usando os Corolarios 2.3
e 2.6.) O

4Observamos que as igualdades Supgea (B+a) = (sup A) +a, supge 4 () = (sup A)a
e supge 4 (B%) = (sup A)” ndo valem em geral. Tomando A = w e a = 2 obtemos um
contra-exemplo para todas elas. (Em todas o lado esquerdo vale w e os lados direitos
valem w + 2, w - 2 e w?, respectivamente.)

5Algumas propriedades das operagoes com ordinais que parecem a primeira vista ra-
zodveis, ndo valem. A soma néo é comutativa, ja que 1+ w = w < w+ 1 e a multiplicagao
nao é comutativa, ja que 2 -w = w < w - 2. A propriedade distributiva nao vale quan-
do a soma estd no primeiro fator. Por exemplo, (1 + 1)w = 2w = w é diferente de
l-w+1 -w=w+w. Além do mais, a igualdade (¢f)” = 737 nao vale em geral. Por
exemplo, (w-2)? = (w-2)(w - 2) e, usando a associatividade da multiplicacio, obtemos
(w22 =w-2-w)-2=w?2<w? 4=0.22



11

2.15. Lema. Dados ordinais o, B e 7y, se o < 8 entao®:
aty< B4y, ay<pfy, o <p

Demonstragdo. As trés desigualdades sdo demonstradas por inducao em 7.
Para o caso em que v é limite, deve-se ter em mente o seguinte fato: se
(i)ier e (Bi)ier sao familias de ordinais e a; < [3;, para todo i € I entdo
sup;er @; < sup;er fi- (Na desigualdade o? < 7 o caso a = 0 deve ser
tratado separadamente, sem indugao.) [l

2.16. Lema. Sejam «, B ordinais. Se B € um ordinal sucessor entao o+
€ um ordinal sucessor e se B € um ordinal limite entdo o+ B € um ordinal
limite.

Demonstragdo. Se  é um ordinal sucessor, escrevemos 8 = v + 1 e dal
a+ B = (a+7v)+1. Se 8 é um ordinal limite, entdo o+ 3 = sup.,.g (@ +)
e, em vista do Corolario 2.2, esse supremo nao é um maximo. Logo o
Lema 2.11 nos diz que « + 8 é um ordinal limite. U

2.17. Lema. Dados ordinais ndao nulos «, 3, se um deles for um ordinal
limite entdo af € wm ordinal limite. Se ambos forem ordinais sucessores
entdao af € um ordinal sucessor.

Demonstragdo. Se 3 for um ordinal limite entdo a8 = sup, .z (ay) e, em
vista do Corolario 2.5, esse supremo nao é um maximo. Logo o Lema 2.11
nos diz que af é um ordinal limite. Se 8 é um ordinal sucessor, escrevemos
B=7+1edal af = ay+ . Segue do Lema 2.16 que af é limite se « for
limite e é sucessor se « for também sucessor. O

2.18. Lema. Dados ordinais o, 3, se a > 1 e B > w entio o® é um ordinal
limite. Se0 < n < w entdo a™ é um ordinal limite se o for um ordinal limite
e o é um ordinal sucessor se « for um ordinal sucessor. Em particular, o
€ sempre um ordinal limite se B > 0 e a for um ordinal limite.

Demonstragdo. Seja o > 1 e suponha por absurdo que exista § > w tal
que o néo seja um ordinal limite. Seja 8 > w o primeiro ordinal com essa
propriedade. Se 8 for um ordinal limite entdo o = Sup,< a7 e, em vista
do Corolario 2.9, esse supremo nao é um maximo. Segue do Lema 2.11 que
o? é um ordinal limite. Assim, 3 deve ser um ordinal sucessor, i.e., f = y+1
com 7y > w. Mas, pela minimalidade de 3, temos que «” é um ordinal limite
e portanto, em vista do Lema 2.17, o = a7 - o é um ordinal limite. Isso
nos d4 uma contradicdo e completa a demonstracio de que o® é um ordinal
limite sempre que o > 1 e § > w. Agora, usando-se o Lema 2.17, mostra-se
por indugao em n que, para todo n € w \ {0}, ™ é um ordinal limite se «
for um ordinal limite e que @™ é um ordinal sucessor se « for um ordinal
SUCESSOT. [l

6Nzo ¢ possivel aqui obter as desigualdades estritas caso @ < . De fato, note, por
exemplo, que w=04+w=14w,quew=1-w=2 wequew=2%=3%.
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2.19. Lema. Dados ordinais «, 3, temos que B > « se e somente se existe
um ordinal 7y tal que B = o+ 7. (Em vista do Coroldrio 2.4, o ordinal 7
com essa propriedade é automaticamente unico, se existir.)

Demonstragao. Se 5 = a + ~ entao, usando o Corolario 2.2, obtemos:
vy>0=pf=a+v>a+0=a.

Fixe agora um ordinal a e mostremos que, para todo 8 > «, existe um
ordinal v tal que 8 = a + ~. Suponha por absurdo que exista um ordinal
B > a que nao seja da forma « + v e seja § > a o menor ordinal com essa
propriedade. N&o pode ser 5 = a, pois a = a + 0. Assim, 8 > «. Pela
minimalidade de 3, para § € [o, 3], existe um (tnico) ordinal f(§) tal que
d = a+ f(0). Se [ fosse um ordinal sucessor teriamos § = d + 1, para algum
d € [, B]. Dai:

B=6+1=(a+ f(0)+1=a+ (f(6)+1),

e logo [ seria da forma o+ 7. Assim, 5 deve ser um ordinal limite. Usando
o Corolério 2.13, obtemos:

B=suplo,B[= sup (a+f(6)=a+ sup f(5),
d€[a,B] d€[a,B]

donde concluimos novamente que S é da forma « + v e obtemos uma con-
tradigao. O

2.20. Lema. Dados ordinais «, 3, se a > 1 entio o > f.

Demonstragdo. Usamos inducdo em (. Para B = 0, temos o’ =1 > 0 e
para 8 = 1 temos a! = a > 1. Se 8 > 1 e sabemos que &’ > 3 entdo,
usando o Lema 2.15 e os Coroldrios 2.5 e 2.2, obtemos:

A=l a>pa>p-2=8+8>5+1.
Finalmente, se 8 é um ordinal limite e a” > -y para todo v < 3 entao:
o =sup a7 > sup v = . O
¥<B v<B
2.21. Proposicao. Se a ¢ um ordinal nao nulo entdao existe um unico par
de ordinais (3,7) tal que v é um ordinal sucessor e a = WP - 7.

Demonstragdo. Vamos comecar demonstrando a unicidade. Sejam (3, 7),
(8',7) pares de ordinais, com ~, 7' ordinais sucessores e:

wﬁ-vzwﬁ/-'y’.
Digamos que 8 < . Pelo Lema 2.19, podemos escrever 3 = 3+ d e
portanto:
Wy =y = (W) = WP ().
O Corolario 2.8 nos dé entao v = w® - 4. Mas se 6 > 0 entdo o Lema 2.18
nos diz que w® é um ordinal limite e af o Lema 2.17 nos diz que w’ - 7' (e

portanto 7) é um ordinal limite. Devemos ter pontanto ¢ = 0, donde sai que
B = B e~ =~. Vamos agora demonstrar a existéncia do par (3,7). Para
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isso, vamos demonstrar por indugao em 0 a seguinte afirmacao P(): para
todo ordinal ndo nulo o < w’, existe um par de ordinais (3,7) tal que 7 é
um ordinal sucessor e a = w”? - 7. (Note que isso é suficiente para terminar
a demonstracao ja que, em vista do Lema 2.20, temos o < w® < w®*1) Se
§ =0 entdo w® = 1 e nao existe nenhum ordinal nao nulo o < w’, de modo
que P(0) é vaziamente satisfeita. Se 6 é um ordinal limite e P(p) vale para
todo p < §, temos que P(d) vale. De fato, como § é ordinal limite, temos:
W = sup w”,
p<é

e daf, se @ < w® é um ordinal ndo nulo, concluimos que a < w”, para

algum p < 6. Dai, por P(p), concluimos que o = w” -, para algum par
de ordinais (8,7), com v um ordinal sucessor. Finalmente, suponha valida
P(6) e demonstremos P(6+1). Seja a < w’T! = w’-w um ordinal nio nulo.

Como:

w? - w = sup (W’ - n),

n<w
existe n € w tal que a < w’ - n. Seja n o menor elemento de w com essa
propriedade. Nao pode ser n = 0, entao escreva n = m + 1, com m € w.
Dai:

Weom<a<wd(m+1)=w’ m+u’.

De a > w’ - m vem (Lema 2.19) que podemos escrever:

a:w‘s-m—i-ao,

e de a < w’-m+ w® vem (Coroldrio 2.4) que ap < w’. Se ag = 0 entdo
a=w’-mea demonstragao termina (note que, como « # 0, temos m # 0 e

portanto m é um ordinal sucessor). Se ag # 0, por P(d), podemos escrever:

aOZWB"%

com ~ um ordinal sucessor. Dai:
(2.3) a=uw-m+u’ 7.
Como:
wﬂzwﬂ~1§wﬁ-7:ao<w5,

segue (Coroldrio 2.10) que 8 < 0 e podemos portanto escrever § = [ + [
(Lema 2.19). Dai, usando (2.3), obtemos:

a=w m 4wy =W D) mr Py =P (W m ),
sendo que WP em+ ~ é um ordinal sucessor, pelo Lema 2.16. Isso completa

a demonstragao. O

2.22. Definicao. Dado um ordinal nao nulo «, entao o tnico ordinal 5 tal
que o = wP - v para algum ordinal sucessor v é chamado o grau de a e é
denotado por g(«).
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2.23. Lema. Seja o um ordinal ndo nulo. Entdo a € um ordinal sucessor
se e somente se g(a) = 0.

Demonstragdo. Se o é sucessor entdio o = w” - o, com « sucessor, donde

g(a) = 0. Reciprocamente, se g(a) = 0 entdo a = w® -y = 7 para algum
ordinal sucessor 7. O

2.24. Lema. Dados um ordinal 5 e um ordinal ndo nulo v entdo, definindo
o =wb -y, temos que (a # 0 e):

g(a) = B+ 9(v) > B.

Reciprocamente, se o é um ordinal nao nulo e B € um ordinal tal que:

gla) > B

entdo existe um ordinal (ndo nulo) v tal que o = w® - ~. (Em vista do
Coroldrio 2.8, o ordinal v com essa propriedade € automaticamente unico se
existir.) Em outras palavras, os ordinais ndo nulos de grau maior ou igual
a B sdo precisamente os ordinais da forma w? -~, com vy # 0.

Demonstra¢do. Se o = wP -y com 7 # 0 entdo podemos escrever v = w® - p,
com § = g(y) e p um ordinal sucessor. Datf:

a=w (W p)=uwtp,

donde, ja que p é um ordinal sucessor, temos que g(a) = 5+ 6 = S+ g().
Suponha agora que « seja um ordinal nao nulo e que 8 seja um ordinal tal
que g(a) > B. Podemos escrever entao (Lema 2.19) g(a) = 8+ ¢ e, pela
definicao de grau, existe um ordinal sucessor p tal que:

com vy = w® - p #0. ]

2.25. Corolario. Um ordinal o € um ordinal limite se e somente se a = w7y,
para algum (automaticamente tinico) ordinal nao nulo .

Demonstragao. Segue do Lema 2.24 e do fato que (para a # 0) a é limite
se e somente se g(a) > 1 (Lema 2.23). O

2.26. Lema. Dado um ordinal o, entdo o conjunto:
(2.4) {B€0,a]: B=0 ou B é limite}
POSsuL mdximo.

Demonstragao. O conjunto (2.4) é nao vazio, pois 0 pertence a ele. Seja [
o supremo de (2.4). Como « é cota superior de (2.4), temos que 5 < a. Se
B nao pertencesse a (2.4), o Lema 2.11 nos diria que 5 é um ordinal limite
e portanto [ pertenceria a (2.4), nos dando uma contradicao. O
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2.27. Corolario. Dado um ordinal o, entao existe um unico par (S,n), tal
quea=F4+n,n<wefB=0oupf éum ordinal limite.

Demonstragdo. Seja 5 o maior elemento de (2.4). Dai f = 0 ou § é um
ordinal limite e f < a. Como 8 + w é um ordinal limite (Lema 2.16)
maior do que (8, temos que S+ w > «, ja que S é o maior elemento de
(2.4). De o >  vem (Lema 2.19) que o« = 8 + n para algum ordinal n e
de « = B4+ n < 4+ w vem (Corolario 2.4) que n < w. Isso demonstra a
existéncia do par (8,n). Sejam agora (3,n), (8',n’) pares tais que n,n’ < w,
B e B sao nulos ou limites e:

B4+n=p4+n'
Digamos que 3 < . Dai 8/ = 8 + 7 e portanto:
B+n=p+(y+n),

donde n = ~v+n'. Dail vy <~v+n' =n < w, donde v = 0 ou v é um
sucessor. Mas v nao pode ser um sucessor, senao 3 = 3 + v seria sucessor
(Lema 2.16). Logo v =0, donde 8’ = 8 e n’ =n. O

2.28. Corolario. Dado um ordinal o entao existe um iunico par (y,n) com
n<weoa=wy+n.

Demonstragao. Segue dos Corolérios 2.27 e 2.25. U

Vimos no Corolario 2.25 que os ordinais limites sao precisamente os ordi-
nais da forma w-~y, com v # 0. Por outro lado, enquanto é verdade que yw é
um ordinal limite para v # 0 (Lema 2.17), nao é verdade que todo ordinal
limite é dessa forma. Na verdade, temos a seguinte:

2.29. Proposigao. Se v € um ordinal nao nulo entio yw = w®, para algum
ordinal sucessor o. (O ordinal « € automaticamente unico se existir, em
vista do Coroldrio 2.10.)

Demonstragdo. Pelo Lema 2.20, existe um ordinal « tal que v < w® (diga-
mos, &« =y + 1). Seja & 0 menor ordinal com essa propriedade. Temos que
a # 0, pois v # 0. Afirmamos que « nao pode ser um ordinal limite. De
fato, se fosse, terfamos w® = supg.,, wP e portanto terfamos que v < w?,
para algum S < a. Assim, o é um ordinal sucessor. Vamos mostrar que
yw = w®. Escreva a = f+ 1. Daf w? < ~, pela minimalidade de o. Além
do mais, temos:

’y<w0‘:w5+1:wﬁ'w:sup(wﬁ-n),
n<w

donde existe n < w tal que v < w? - n. Obviamente, n > 0. De:
w? < v < wh - n,

o Lema 2.15 nos da:

B B

Weow<qw < (Won)w=uw (n-w)=uw,

e daf yw = wP - w = WAt = wo. O
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3. DERIVADAS DE CANTOR—BENDIXSON DA CLASSE DOS ORDINAIS

Se X é um espaco topoldgico e o é um ordinal, entao a a-ésima derivada de
Cantor—Bendizson de X, denotada por X, é definida recursivamente assim:
Xo =X, Xa41 € o conjunto dos pontos de X, que nao sao isolados em X,
e, se a é um ordinal limite, entdo X, = ﬂﬂ <o Xpg. Algumas propriedades
das derivadas de Cantor—-Bendixson sao de fécil verificagao: todos os X, sao
fechados em X; se B > a entao Xg C X,; existe o tal que X, = Xoy1; se
Xo = Xoy1 entao Xg = X, para todo 8 > . Se a é o menor ordinal tal
que X, = Xo41 entao Xg é um subconjunto préprio de X, para v < f < «
(se X, é vazio entao X é dito disperso e o é chamada a altura de X). E
também de facil verificagdo o seguinte:

3.1. Lema. Se X ¢ um espaco topolégico e Y € um subespaco de X entao
Y, C Xa, para todo ordinal o. Além do mais, se Y € aberto em X entdo
Yo=X.NY. O

Nosso objetivo nesta secao é estudar as derivadas de Cantor-Bendixson
Ord,, da classe dos ordinais Ord, munida da topologia da ordem. Do ponto
de vista de formalizagdo em ZFC (ou NBG, KM) é problemético levar ao
pé-da-letra essa intencéao, ja que Ord é uma classe propria e portanto nao é
realmente um espaco topolégico’. A definicdo de Ord, serd dada de forma
um pouco indireta entao, considerando-se segmentos iniciais de Ord.

Como na Definicao 1.8, diremos que um conjunto de ordinais I tem a
propriedade do valor intermedidrio se dados «, 3 € I entao |a, B[ C I. E f4cil
ver que um conjunto de ordinais I tem a propriedade do valor intermediario
se e somente se I é vazio ou existem ordinais a, f com o < S e I = [o, (]
(Se I tem a propriedade do valor intermedidrio e nao é vazio, tome « como
sendo o menor elemento de I e S como sendo o menor ordinal que é maior
do que todo elemento de I.) Um conjunto de ordinais com a propriedade do
valor intermediario sera chamado entao um intervalo de ordinais. Note que
todo ordinal é também um intervalo de ordinais; de fato, se § é um ordinal
entao 6 = [0, 0. Todo intervalo de ordinais serd considerado como um espagco
topolégico, munido da topologia da ordem. Em vista da Proposi¢ao 1.10, se
I, J sao intervalos de ordinais e J C I entao a topologia de J coincide com a
topologia induzida por I (j& que J tem a propriedade do valor intermediério
relativamente a I).

Por um intervalo aberto de ordinais nds entenderemos um intervalo de
ordinais que é vazio ou cujo elemento minimo é 0 ou um ordinal sucessor.
Note, por exemplo, que um ordinal § = [0,0] é um intervalo aberto de
ordinais.

"Para considerar um espago topolégico X que seja uma classe propria, teriamos que
considerar uma topologia 7 a qual certas subclasses préprias de X — o préprio X, por
exemplo — pertencam, e isso nao é permitido.
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3.2. Lema. Se I é um intervalo de ordinais e J € um intervalo aberto de
ordinais com J C I entao J é aberto em I (na topologia da ordem de I).

Demonstragao. Se J é vazio, entao J é aberto em I. Senao, J = [«, 5[, com
a < 3, sendo @ = 0 ou a um ordinal sucessor. Seja § = [0,0] um ordinal
que contenha I e tal que 8 € 6 (de modo que também « € 6). Se a = 0
entdo (veja inicio da Segado 1 para notacao):

0
J = ]_OO) /B[ ’
e se a é um ordinal sucessor, digamos o = v + 1, entao:
0
J =18,

i.e., em todo caso J é um aberto basico da topologia da ordem de . Mas a
topologia da ordem de I coincide com a topologia induzida por 6 e portanto
J é aberto na topologia da ordem de I. O

A idéia para se definir Ord,, é que, se I é um intervalo aberto de ordinais,
entao I seria um subconjunto aberto de Ord (fazendo de conta que Ord é um
espago topoldgico, munido da topologia da ordem) e portanto deveriamos
ter I, = Ord, N I, pelo Lema 3.1. Dai, para decidir se 8 pertence a Ord,
deveriamos considerar um intervalo aberto de ordinais I tal que g € I e
definir que 8 € Ord, quando 8 € I,. Podemos, por exemplo, escolher
I =10, 3]. Isso motiva a seguinte:

3.3. Definicao. Se a é um ordinal, entdo Ord, é a classe® de ordinais defi-
nida assim:

(3.1) B € Ord, <= B € [0, Bla,

ou seja, Ord, ¢é a classe formada pelos ordinais 8 que pertencem a a-ésima
derivada de Cantor—Bendixson do intervalo [0, 3]. A classe Ord,, é chamada
a a-ésima derivada de Cantor—Bendizson da classe dos ordinais.

3.4. Lema. Se I ¢ um intervalo aberto de ordinais e o € um ordinal entdo:
I, =0Ord,N1I.

Demonstragao. E suficiente mostrar que se «, [ sao ordinais com 8 € [
entdo f € I, se e somente se f € Ord,. Seja 8 = [0,0] um ordinal que
contenha I (de modo que 6 contém [0, f] também). Em vista do Lema 3.2,
temos que I e [0, ] sdo abertos em 6 e portanto, pelo Lema 3.1:

Iazeaml7 [076]0429&0[0?5]‘

8Trabalhando em ZFC, nao se deve falar em classes, entdo o que estamos de fato
definindo aqui é um simbolo de predicado binario através da férmula que aparece do lado
direito do sinal de equivaléncia em (3.1). A notagéo “8 € Ord,” significa apenas que o par
(a, B) satisfaz esse predicado (uma notacao como Orda.(8) ou Ord(a, ), sem o simbolo €,
seria mais apropriada). No entanto, continuaremos escrevendo férmulas em que fazemos
de conta que Ord e Ord, sdo conjuntos. E muito fdcil traduzir essas férmulas para as
versoes precisas em que essas classes sao vistas como simbolos de predicado.
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Dai:
BE€Ord, <= p€0,fla <= L€, = [ E I,. O

3.5. Lema. Temos que Ordg = Ord e Ordg C Ord,, para 8 > a. Se a é
um ordinal limite entdo:

Ord, = (] Ords.
B<a

Demonstragao. Para todo ordinal vy, temos:
7 € Ordg <=7 € [0,7)o = [0,7],
o que mostra que Ordg = Ord. Se 8 > « e v é um ordinal, temos:

[077]6 - [OvW]CH
donde:
v €O0rdg <= v €[0,7]g = 7 €[0,7]a <= 7 € Ord,.

Agora, se « é um ordinal limite entao:

[077]04 = ﬂ [077]ﬁa

B<a

donde v € Ord,, se e somente se v € Ordg, para todo 8 < «. O

3.6. Lema. Se X ¢ um conjunto bem ordenado e S C X entao todo ponto
x € S € interior a direita em S relativamente a X. (Recorde Defini¢do 1.1).

Demonstracdo. Se x nao é o maior elemento de X, entdo o conjunto dos
elementos de X maiores do que x possui minimo, i.e., x admite um sucessor
s(z) em X. Daf s(z) >z e ]z,s(x)[=0 C S. O

3.7. Corolario. Se X € um conjunto bem ordenado munido da topologia da
ordem entdo um ponto x € X € isolado se e somente se x € 0 menor elemento
de X ou x admite antecessor em X (equivalentemente, x é o menor elemento
de X ou x € o sucessor de um elemento de X ).

Demonstracao. Temos que z € X é um ponto isolado se e somente se x é
um ponto interior de {x}. Como (pelo Lema 3.6) x é um ponto interior &
direita de {z}, temos que = é um ponto interior de {z} se e somente se for
um ponto interior a esquerda de {x} (recorde o Lema 1.2). Mas x é um
ponto interior & esquerda de {x} se e somente se z é o menor elemento de
X ou existe a € X, a < z, tal que Ja,z[ C {z}. Mas, para a < x, temos:

la,z[ C {z} <= ]a,z[ = 0 <= = é o sucessor de q,

o que completa a demonstracao. ([l
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3.8. Corolario. Dados um ordinal a e dado 8 € Ord,, entdo § € Ordgy1 se
e somente se 3 nao € o menor elemento de Ord, e B nao admite antecessor
em Ord, (equivalentemente, B nao é o menor elemento de Ord,, e 8 nao é
o sucessor, relativamente a Ord,, de um elemento de Ord, ).

Demonstragao. Seja B € Ord,, de modo que § € [0, f],. Dai g € Ord,41 se
e somente se € [0, 5]q+1. Por defini¢ao, [0, f]a+1 é 0 conjunto dos elemen-
tos de [0, 5] que ndo sao isolados em [0, 5]q, sendo [0, 8], munido da topolo-
gia induzida de [0, 8]. Mas, como [0, f], é fechado em [0, 5], temos que essa
topologia coincide com a topologia da ordem de [0, 8], (Proposigao 1.17).
Pelo Corolario 3.7, 5 é isolado em [0, 8], com respeito & topologia da ordem
se e somente [ é o menor elemento de [0, ], ou 5 admite antecessor em
[0, B]a- Como, pelo Lema 3.4, [0, 8], = Ord, N[0, #] temos que 5 é o menor
elemento de [0, 5], se e somente se 3 é o menor elemento de Ord, e que
admite antecessor em [0, 3], se e somente se 5 admite antecessor em Ord,.
Isso completa a demonstragao. ([

3.9. Corolario. A primeira derivada de Cantor-Bendizson Ordy da classe
dos ordinais coincide com a classe dos ordinais limites.

Demonstracao. Segue diretamente do Corolario 3.8, levando em conta que
Ordp = Ord (Lema 3.5). O

3.10. Coroléario. Para todo o > 1, temos que 0 & Ord,,.

Demonstragao. O Coroléario 3.9 nos dd que 0 ¢ Ord; e o Lema 3.5 nos diz
que Ord, C Ord; para o > 1. O

3.11. Teorema. Dados ordinais o, 5 com 3 # 0 entdo:
(3.2) B € Ordy <= g(p) > a.

Em outras palavras, em vista do fato que Ordg = Ord, do Coroldrio 3.10 e
do Lema 2.24, temos:

(3.3) Ordy = {w® v :v € Ord*},
onde Ord* = Ord no caso o =0 e Ord* = Ord \ {0} no caso a # 0.

Demonstragao. Provemos por indugao a afirmagao P(«) de que (3.2) vale
para todo ordinal 8 # 0. Se a = 0 entao ambos os lados de (3.2) valem
para todo ordinal S # 0, o que prova P(0). Seja a um ordinal limite e
suponha que P(9) vale para todo § < . Em vista do Lema 3.5, um ordinal
B pertence a Ord, se e somente se 5 € Ordg, para todo § < . Dados 8 # 0
e § < a entao P(§) nos diz que 5 € Ords se e somente se g(5) > ¢. Dai
B € Ord, se e somente se g(f8) > 0 para todo § < «, i.e., se e somente se:
g(B) > supd = a.
f<a

Isso prova P(a). Finalmente, assuma P(«) e vamos mostrar P(a + 1).
Temos entao que a igualdade (3.3) vale e, em vista do Corolario 2.8, temos
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que:
(3.4) Ord* 5 v +—— w® -y € Ord,

é um isomorfismo de classes ordenadas. Seja § € Ord,, 8 # 0. Tendo em
mente que Ordyi1 C Ord,, para completar a demonstragao, é suficiente
verificar que:

B & Ordyy1 <= g(B) = .

Escreva § = w®-7, com v € Ord*; como 3 # 0, temos v # 0. O Corolério 3.8
nos diz que 8 € Ord,+1 se e somente se 8 é o menor elemento de Ord,, ou
(B ¢é o sucessor, relativamente a Ord,, de um elemento de Ord,. Mas, em
vista do isomorfismo (3.4), concluimos que § ¢ Ord,41 se e somente se v é
o menor elemento de Ord* ou v é o sucessor, relativamente a Ord*, de um
elemento de Ord*. Como v # 0, temos que (tanto no caso a = 0 como no
caso a # 0), essa condigao sobre v é equivalente & condigao de que v seja
um ordinal sucessor. Para completar a demonstracao, observe que v é um
ordinal sucessor se e somente se g(f) = a. O

4. A TOPOLOGIA DA ORDEM E HEREDITARIAMENTE NORMAL

Seja X um conjunto totalmente ordenado. Temos que a topologia da
ordem em X é Hausdorff. De fato, dados x,y € X, com x # y, podemos
supor sem perda de generalidade que x < y. Se existe z € X com x < z < y
entao |—o0, z| e |z, +00] sao abertos que separam = de y. Por outro lado, se
Jz,y[ = 0 (i.e., se y é o sucessor de z em X) entdo |—oo,y[ e |z, +oo[ sdo
abertos que separam x de y.

Recordamos que um espaco topolégico X é dito hereditariamente normal
se todo subespaco de X’ é normal. Dizemos que dois subconjuntos A, B de
um espaco topolégico X sdo separados se ANB =0 e ANB = (. Temos
que X é hereditariamente normal se e somente se vale a seguinte condicao’:
dados A, B C X, se A e B sdo separados entdo A e B podem ser separados
por abertos (i.e., existem abertos disjuntos U, V em X tais que A C U e
B C V). Nosso objetivo nesta se¢ao é demonstrar o seguinte resultado.

4.1. Proposigao. Se X € um conjunto totalmente ordenado, entdo a topo-
logia da ordem em X ¢é hereditariamente normal.

No que segue, denotamos por X* o conjunto totalmente ordenado obtido
de X pelo acréscimo de dois pontos novos, +o0o, —oo; a ordem em X* é
definida de modo que +oo seja o maior elemento de X*, —oo seja o menor

99e X é hereditariamente normal e A, B C X séo separados, consideramos o subespago
aberto Y = X \ (AN B) de X. Temos que A,B C Y e A, B tém fechos disjuntos
relativamente a Y. Como Y é normal, A e B podem ser separados por abertos de Y,
que também sao abertos em X. Reciprocamente, suponha que subconjuntos separados de
X possam ser separados por abertos e seja Y um subespago arbitrdrio de X. Se A, B
sao fechados relativamente a Y e disjuntos, entdo A e B sdo separados em X e portanto
podem ser separados por abertos U, V em X. Dai A, B sdo separados pelos abertos UNY
eVNYdeY.
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elemento de X* e a ordem induzida por X* em X coincida com a ordem
original'®. A demonstracio da Proposicéo 4.1 serd obtida facilmente a partir
do seguinte lema.

4.2. Lema. Sejam A, B subconjuntos separados de X. Entdo existem fun-
¢oes R: A — X*, L: B — X* tais que:

(i) R(a) > a, para todo a € A e L(b) < b, para todo b € B;
(ii) dados a € A, b € B com a < b entio |L(b),R(a)[ = 0, i.e., ou
R(a) < L(b) ou R(a) € o sucessor de L(b) em X*.

Demonstragdo. Seja P o subconjunto de A x B definido por:
P={(a,b)e AxB:a<belabN(AUB)=0}.

Temos que P é o grafico de uma bijecdo entre um subconjunto de A e um
subconjunto de B, i.e., para todo a € A existe no maximo um b € B com
(a,b) € P e para todo b € B existe no maximo um a € A com (a,b) € P. De
fato, se a € A, b,b' € B, b# V' e (a,b),(a,b') € P entao b € Ja, '[N (AU B)
seb<bVelt €la,bN(AUB) seb <b. Similarmente, ndo podemos ter
(a,b),(a’,b) € P, com a,a’ € A distintos e b € B. Seja:

P'={(a,b) € P :]a,b[ # 0}

e considere uma fun¢ao ¢ : P’ — X que escolhe um elemento ¢(a,b) de
Ja, b], para todo (a,b) € P'.

Dado um elemento a € A, temos que as duas seguintes condigoes sao
mutuamente exclusivas:

(1A) existe a’ € A com @’ > a e |a,d' [N B = 0;
(2A) a estd no dominio de P, i.e., existe (um unico) b € B com (a,b) € P.

De fato, se a’ € A, b € B satisfazem a' > a, Ja,d’ [N B =0 e (a,b) € P entao
nao podemos ter a’ < b (senao a’ € Ja,b[N(AUB)), nem ' =b (pois A e B
sao disjuntos), nem a’ > b (senao b € |a,a’[ N B). Definimos entao a funcao
R: A — X* da seguinte forma:

e sea € Asatisfaz (1A), escolhemos R(a) € Acom R(a) > aela, R(a)|
disjunto de B.

e Se a € A satisfaz (2A), seja b € B com (a,b) € P. Se (a,b) € P/,
tomamos R(a) = ¢(a,b) e se (a,b) € P’ tomamos R(a) = b.

e Se a € A nao satisfaz nem (1A) nem (2A), escolhemos R(a) em
XU{+00} tal que R(a) > ae|a, R(a)[ é disjunto de B. (A existéncia
de um tal R(a) segue do fato que a ndo esta no fecho de B.)

E facil ver que, para todo a € A, R(a) > a e Ja, R(a)[N B = 0.

105 introdugéo do conjunto ordenado X™* é compativel com a notacgdo para intervalos
introduzida na Segdo 1: por exemplo, se a € X entdo, de acordo com a notacgdo da
Secdo 1, ]a, +oo[ denota o conjunto dos elementos de X maiores do que a, que coincide
com o conjunto dos elementos de X* maiores do que a e menores do que +oo.
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Para definir a funcao L procedemos de forma similar. Em primeiro lugar,
para b € B, as condigOes a seguir sao mutuamente exclusivas:

(1B) existe b’ € B com t/ <be |V/,b[NA = 0;
(2B) b estd na imagem de P, i.e., existe (um tnico) a € A com (a,b) € P.

Definimos entdao L : B — X* da seguinte forma:

e se b € B satisfaz (1B), escolhemos L(b) € B com L(b) < b e |L(b),b|
disjunto de A.

e Se b € B satisfaz (2B), seja a € A com (a,b) € P. Se (a,b) € P,
tomamos L(b) = ¢(a,b) e se (a,b) € P’ tomamos L(b) = a.

e Se b € B nao satisfaz nem (1B) nem (2B), escolhemos L(b) em
X U{—o0} tal que L(b) < b e ]L(b),b] ¢ disjunto de A. (A existéncia
de um tal L(b) segue do fato que b nao estd no fecho de A.)

Como antes, temos L(b) < b e |L(b),b[N A =0, para todo b € B.

Resta agora provar (ii). Sejam a € A, b € B com a < b. Como |a, R(a)[ é
disjunto de B, nao pode ser b € |a, R(a)[ e portanto R(a) < b. Similarmente,
a < L(b). Se a satisfaz a condi¢ao (1A) entdao R(a) € A, de modo que
nao pode ser R(a) € |L(b),b]. Como R(a) < b, temos necessariamente
R(a) < L(b). Isso completa a demonstragao de (ii) no caso em que a satisfaz
(1A). Similarmente, se b satisfaz (1B) obtemos R(a) < L(b) e completamos
a demonstracao de (ii). Assuma entdo que a nao satisfaz (1A) e b nao
satisfaz (1B). O fato que a nao satisfaz (1A) implica que |a, R(a)[ é disjunto
de A: de fato, se existisse a’ € Ja, R(a)[ N A, terfamos o’ € A, ' > a e
la,d’[ C Ja, R(a)[ disjunto de B. Similarmente, o fato que b nao satisfaz
(1B) implica que |L(b), b[ é disjunto de B. Assim, ambos |a, R(a)[ e |L(b), b]
sao disjuntos de AUB. Se R(a) < L(b), a demonstragao de (ii) estd completa.
Supomos entao L(b) < R(a). Nesse caso a < L(b) < R(a) < b e portanto:

]a7 b[ = ]a7 R(a)[ U ]L(b)7 b[

donde |a, b] é disjunto de AU B. Dai (a,b) € P (de modo que a satisfaz
(2A) e b satisfaz (2B)). Se fosse (a,b) € P', terfamos L(b) = R(a) = ¢(a,b).
Temos entao que (a,b) & P’, donde L(b) = a, R(a) =b e:

|L(b), R(a)[ = |a,b] = 0. O

Demonstracao da Proposicao 4.1. Sejam A, B subconjuntos separados de
X. O Lema 4.2 nos d& fungoes Ry : A — X*, L1 : B — X* com Rj(a) > a,
para todo a € A, Li(b) < b, para todo b € B e |L1(b), R1(a)[ = 0, para
todos a € A, b € B com a < b. Aplicando o Lema 4.2 com os papéis de A
e B trocados, obtemos fungoes Ry : B — X*, Ly : A — X* com Ry(b) > b,
para todo b € B, Ls(a) < a, para todo a € A e |La(a), Re(b)[ = 0, para
todos @ € A, b € Bcom b < a. Seja L : AUB — X* a fungdo que
estende L1, Lo e seja R: AU B — X* a funcdo que estende Ry, Ro. Dai
L(a) < a < R(a), para todo a € A, L(b) < b < R(b), para todo b € B e
|L(a), R(a)[N]L(b), R(b)[ = |L(b), R(a)[N]L(a), R(b)[ = 0, para todos a € A,



b € B. Temos entao que os abertos:
U=JIL@),R@)], V=JIL®),R0O),
acA beB
separam A de B.
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