SUPERFICIES REGULARES

DANIEL V. TAUSK

Uma superficie regular em R? é um subconjunto de R3 que pode ser co-
berto por (uma ou mais) parametrizagoes regulares. Tais parametrizagoes
fazem o papel de sistemas de coordenadas na superficie. Abaixo apresenta-
mos as defini¢es precisas.

Definigao 1. Seja S um subconjunto de R3. Uma parametrizacio regular
de classe C" (1 < r < o0) para S é uma funcio o : U — R? de classe C",
em que U é um subconjunto aberto de R?, tal que as seguintes condicdes

sao satisfeitas:

(1) as derivadas parciais g—Z(u, v) e 92 (u, v) sdo linearmente independen-

tes, para todo (u,v) € U; .

(2) 0 :U — o[U] é um homeomorfismo, isto é, o é injetora e a aplicagao
inversa 01 : o[U] — R? é continua;

(3) a imagem o[U] é um subconjunto de S e o[U] é um aberto relativa-
mente a S (veja Defini¢ao 2 a seguir).

Definigao 2. Seja S um subconjunto de R™. Um subconjunto A de .S é dito
aberto relativamente a S se para todo p € A existe r > 0 tal que B(p;r)NS
estd contido em A, em que B(p;r) denota a bola aberta em R™ de centro p
e raio 7.

Intuitivamente, A é aberto relativamente a S se para todo p € A hd uma
“margem de seguranga” dentro de S formada s6 por pontos de A; em outras
palavras, pontos proximos a p que estao em S também estdo em A. Por
exemplo, o intervalo [0, %[ nao é um subconjunto aberto de IR, mas é aberto
relativamente a [0,1]. Note que hé pontos tao préximos quanto se queira
de 0 que estao fora de [O, % [, mas pontos préximos a 0 que estao em [0, 1]
também estao em [0, % [

No que segue fazemos uma pequena discussao para motivar a Definicao 1.
Recorde que no inicio do curso nés definimos um sistema de coordenadas
em R™ como sendo um difeomorfismo ® entre dois subconjuntos abertos de
R™ (esse difeomorfismo é a fungao que a cada ponto associa as coordenadas
do ponto no sistema de coordenadas em questdo). A motivagdo para que
sistemas de coordenadas sejam definidos dessa forma é a seguinte: quando
consideramos a representacao de uma funcao f num sistema de coordendadas
® — tal representacdo nada mais é que a composicao f = fod ! —
queremos que seja verdade que a funcao f é diferencidvel se, e somente se,
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sua representacio f o for. Em outras palavras, ndo queremos que o ato de
representar a funcao num sistema de coordenadas distorca as propriedades
de diferenciabilidade da funcao.

Parametrizacoes regulares de uma superficie fazem o papel de sistemas
de coordenadas nessa superficie. Por exemplo, uma parametrizacao da su-
perficie da Terra em termos de latitude e longitude nos dé4 um sistema de
coordenadas na superficie da Terra. Espera-se entao que haja alguma si-
milaridade entre a nogao de sistema de coordenadas em R™ e a nocao de
parametrizacao regular de uma superficie. Poderiamos entao exigir que uma
parametrizagdo o de uma superficie S seja um difeomorfismo? Isso nao faria
sentido, pois a noc¢ao de diferenciabilidade que estudamos no curso é para
fungoes cujo dominio é um conjunto aberto de R™. O dominio da aplicagao
inversa o~! ndo é aberto em R3, entdo a nocao de diferenciabilidade para o—*
nao se aplica. No entanto, faz sentido considerar a continuidade da aplicagao
o1 e assim podemos exigir que o seja um homeomorfismo (condigio (2)).
Embora a imagem de ¢ ndo poderia ser um aberto de R? (j4 que uma su-
perficie ndo vai conter um aberto nao vazio), podemos pedir que a imagem
de o seja um aberto relativo a S (condicao (3)). A condigao (1) garante que
a superficie tenha um plano tangente bem definido em cada ponto: veremos
que as derivadas parciais da parametrizagdo o formarao justamente uma
base desse plano.

Definicao 3. Um subconjunto S de R? é uma superficie reqular de classe C”
(1 < r < o0) se S pode ser coberto por imagens de parametrizagoes regulares
de classe C" para S, isto é, se para todo p € S existe uma parametrizagao
regular o : U — R? de classe C" para S tal que p pertence & imagem de o.

Exemplo 1. Seja f : U — R uma fungao de classe C" (1 < r < o0), em
que U é um subconjunto aberto de R?. Temos que o grdfico de f

S={(z,y, f(z,y)) : (z,y) €U}

é uma superficie regular de classe C". Podemos cobrir S com uma tnica
parametrizacio o : U — R? definida por
o(z,y) = (z,y, f(z,y)),

para todo (z,y) € U. Afirmamos que o é uma parametrizacao regular. Em
primeiro lugar, temos que as derivadas parciais

0 0 0 0
@ = (10 @) o Fwn=(015 @)

s@o linearmente independentes, para todo (z,y) € U. A funcado inversa
o~!: S — R? é nada mais que a restricao a S da projecio
TR — R, w(x,y,2) = (1Y), (2,y,2) € R,

que é continua. Finalmente, a imagem o[U] é igual a S e portanto é aberta
relativamente a S.
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Exemplo 2. Seja R > 0 e considere a esfera
(1) S:{(:U,y,z)EIR3:J:2+y2+22:R2}
de centro na origem e raio R. Temos que a funcdo o : |0, 27| x |0, 7[ — R3
definida por
o(0,¢) = (Rcosfsen ¢, Rsenfsen ¢, Rcos ¢),

para todo 6 € ]0,27[ e todo ¢ € |0, 7] é uma parametrizacao regular de
classe C*° para S. De fato, como ja calculamos varias vezes, vale que

HZZ(G,(;S) A g;(aaﬁb)H = R*sen¢

e portanto os vetores %‘;(0, o) e %;(9, ¢) sao linearmente independentes para
¢ €10, 7. A imagem de o é o complementar em S do meridiano

(2) {(z,y,2) €S:y=0ex >0}

e é aberta relativamente a S. A verificagdo rigorosa de que a inversa de o é
continua pode ser feita, por exemplo, usando o Teorema da Funcao Inversa
para verificar que a fungao W : ]0, +oo[ x |0, 27[ x ]0,7[ — R? definida por

U (p,0,¢p) = (pcosfsen ¢, psend sen ¢, pcos ),
para todo (p, 0, ¢) € ]0,+o00[ x ]0, 27| x ]0, 7| é um difeomorfismo de classe
C*°; dai notamos que
\Il_l(,;(,', Y, Z) = (Ra 0'_1<.i12', Y, Z)):

para todo (z,y, z) na imagem de 0. Como ¥~! é continua, segue que o~
também é continua.

Nao é possivel cobrir a esfera com uma unica parametrizacao regular.
Precisamos uma segunda parametrizacdao que cubra os pontos do meridiano
(2) que foi excluido. Para isso, podemos considerar uma parametrizagao
similar a o, por exemplo 7 : |—7, 7| x ]0, 7[ — R? definida por

7(0, %) = (R cosfsen ¢, R cos ¢, Rsen fsen ¢),
para todo 0 € |—m, 7| e todo ¢ € ]0,7w[. A imagem de 7 exclui o meridiano
{(x,y,z)€R3:z:Oex§0}

que é disjunto de (2). Assim, S é igual & unido das imagens de o e 7. Isso
prova que a esfera S é uma superficie regular de classe C'*°.

1

Como vimos acima, pode ser um tanto trabalhoso mostrar que um sub-
conjunto de R3 é uma superficie regular descrevendo explicitamente as pa-
rametrizagoes. O seguinte teorema é util.
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Teorema 1. Seja f : A — R uma fungao de classe C™ (1 < r < o0) definida
num subconjunto aberto A de R®. Seja ¢ € R e considere a superficie de
nivel

S={(z,y,2) € A: f(z,y,2) =}
da funcgdao f. Se o gradiente V f(z,y, z) for ndo nulo para todo (x,y,z) € S,
entao S € uma superficie regular de classe C".

Demonstragao. Seja p = (p1,p2,p3) € S. Vamos mostrar que existe uma
parametrizacao regular de S cuja imagem contém p. Como V f(p) # 0, vale
que alguma das coordenadas de V f(p) é nao nula. Digamos, por exemplo,
que % (p) # 0. O Teorema da Fungao Implicita nos da entdo um subconjunto
aberto U de R? contendo (p1,p2), um subconjunto aberto V' de R contendo
p3 e uma funcao g : U — V de classe C" tais que, para todo (z,y) € U e
todo z € V, vale que

f@,y,2) =c= z=g(z,y).
Em outras palavras, a intersecao de S com U x V é o grafico de g. Obtemos

entdo uma parametriacio regular o : U — R? para S como no Exemplo 1
fazendo

o(z,y) = (z,y,9(z,y)),
para todo (z,y) € U. O

Exemplo 3. A esfera (1) é a superficie de nivel R? da funcio f: R3 — R
definida por

fla,y,2) =" + > + 22,
para todo (z,y,z) € R3. Como Vf(z,y,z) = (2x,2y,22) s6 é nulo para
(z,y,2) = 0 e a origem nao pertence a S, segue do Teorema 1 que S é uma
superficie regular de classe C°°.

Exemplo 4. O cilindro infinito
(3) S ={(z,y,2) € R?: 2 + y* = R?},

com R > 0, é uma superficie regular de classe C*°, ja que é a superficie de
nivel R? da funcdo f : R?® — R definida por

flz,y,2) =2 + 9%,

para todo (z,y,2) € R3. Note que Vf(z,y,2) = (2z,2y,0) s6 se anula no
eixo z, que nao intersecta S.
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Observagao 1. E verdade em geral que a intersecao de uma superficie regular
de classe C" em R? com um subconjunto aberto de R? é ainda uma superficie
regular de classe C" em R3. Assim, por exemplo, o pedaco do cilindro (3)
definido por

{(z,y,2) eR3: 22+ =R’eca<z< b}
= {(m,y,z) e R?: 2% + 42 =R2} N {(:U,y,z) ceR’:a<z< b}
também é uma superficie regular de classe C*® em R3, para R >0 e a < b.
No entanto, pode-se mostrar que o cilindro
{(m,y,z) eR?: 22+’ =R?’ca<z< b}

“com a beirada” (formada pelos circulos em z = a e z = b) néo é uma
superficie regular em R3.

Exemplo 5. Seja S C R? o toro obtido pela rotacido em torno do eixo z do
circulo de centro (R,0,0) e raio r no plano xz, em que 0 < r < R. Temos
que (x — R)? + 22 = r? é uma equacdo para esse circulo no plano xz e uma
equacao para o toro é obtida trocando x nessa equacao por y/x2 + y2 que é
a distancia do ponto (z,y, z) até o eixo z. Temos entao que o toro S é dado

por
§={(@,9,2) eR*: (Va2 + 2 — R)’ + 22 = 1%}
de modo que S é a superficie de nivel r? da fungio
Fily2) e R (z,y) # (0,00} — R

fl@,y,2) = (Va2 +y? — )

para todo (r,y, z) € R3 com (:1;, y) # (0,0). O gradlente de f é dado por

Vf(z,y,2) ((\/a:Q—l—y R)\/_ 2(V2?2 4+ y*—R) ———

Esse gradiente s6 é nulo nos pontos do circulo

{(z,y,2) ER*: 2 =0e 2’ +y* = R?*}
que nao corta o toro. Logo o toro é uma superficie regular de classe C'*°.
Evidentemente, poderiamos também mostrar que o toro (ou o cilindro) é

uma superficie regular construindo diretamente as parametrizagoes regulares
em vez de usar o Teorema 1.

definida por

)
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PLANO TANGENTE

Definigao 4. Seja S C R? uma superficie regular de classe C" (1 < r < o).
Dado p € S, entao o plano tangente 1,5 a S no ponto p é definido como
sendo o conjunto de todos os vetores tangentes +'(0), em que v : I — R3?
é uma curva derivavel com imagem contida em S, ¥(0) =pe I C R é um
intervalo aberto contendo 0.

O plano tangente 7,5 deve ser pensado como o conjunto dos vetores que
sao tangentes a S no ponto p e nao deve ser confundido com o conjunto dos
pontos daquele plano tangente a S que normalmente desenhamos e que passa
por p. O plano 7}, contém sempre o vetor nulo, pois podemos considerar
na definigdo acima a curva - que é constante e igual a p. Na verdade, pode-
se mostrar que 7,5 é sempre um subespago vetorial de dimensao 2 de R3.
Mais precisamente, se o : U — R? é uma parametrizacio regular para S
com o(u,v) = p para algum (u,v) € U, entdo mostra-se que as derivadas
parciais %(u,v) e %(u,v) formam uma base de T,S. Nas condicoes do
Teorema 1 vale também que 7,5 ¢é o plano ortogonal ao gradiente V f(p),
para qualquer p € S.

GENERALIZAGAO PARA DIMENSAO ARBITRARIA

Podemos generalizar facilmente as definicoes e os resultados anteriores
para dimensao arbitrdria e definir a nocao de superficie de dimensao k em
R"™ (para 0 < k < n). A palavra que normalmente se usa nesse contexto é
subvariedade de R™ (em inglés, submanifold) em vez de superficie.

Definicao 5. Seja .S um subconjunto de R"™. Uma parametrizacao reqular
de classe C" (1 < r < 00) e dimensao k (0 < k < n) para S é uma funcao
o : U — R™ de classe C", em que U é um subconjunto aberto de R¥, tal

que as seguintes condicoes sao satisfeitas:

. .+ o 9o ~ 1 .
(1) as derivadas parciais 5 (u), ..., g7 (u) sdo linearmente indepen-

dentes, para todo u € U;
(2) 0:U — o[U] é um homeomorfismo;

(3) a imagem o[U] é um subconjunto de S e o[U] é um aberto relativa-
mente a S.

Dizemos que S é uma subvariedade de classe C" e dimensao k de R" se S
pode ser coberta por imagens de parametrizacoes regulares de classe C” e
dimensao k para S, isto é, se para todo p € S existe uma parametrizagao
regular o : U — R” de classe C" e dimensao k para S tal que p pertence a
imagem de o.
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A generalizagdo do Teorema 1 para esse contexto é a seguinte.

Teorema 2. Seja f : A — R"* uma funcio de classe C" (1 < r < o)
definida num subconjunto aberto A de R™, em que 0 < k < n. Sejac € R**
e considere a superficie de nivel

S:{peA:f(p):c}

da funcao f. Se os gradientes

(4) vfl(p)v SRR an—k(p)

das funcdes coordenadas de f forem linearmente independentes para todo
p €S, entdo S é uma subvariedade de classe C" e dimensao k de R™.

Note que a igualdade f(p) = ¢ é um sistema com n — k equagoes. Cada
equacao “remove” uma dimensao do espago ambiente R™: se tivéssemos uma
unica equagao (mais a hipdtese de gradiente nao nulo), terfamos um conjunto
solugao com dimensdo n — 1 (a dimensao de R™ menos um). Com n — k
equagoes (mais a hipdtese de independéncia linear dos gradientes), temos
um conjunto solu¢do S com dimensao k = n — (n — k), como o teorema diz.

A Definicao 4 de plano tangente se generaliza diretamente para subvari-
edades S de dimensdo k de R™ (basta trocar R3 por R"). Nesse contexto,
para p € S, chamamos T,S de espaco tangente a S no ponto p. Temos
que 7,5 ¢ um subespaco vetorial de R" de dimensao k. Além do mais, se
o : U — R™ é uma parametrizacao regular para S com o(u) = p para algum
u € U, entao as derivadas parciais (987271(“)7 e %(u) formam uma base de
T,S. Nas condigoes do Teorema 2, os gradientes (4) formam uma base do
complemento ortogonal de T,S em R".

Observagao 2. A condigao (1) na Definigdo 5 nos diz que as colunas da
matriz Jacobiana de ¢ no ponto u € U sao linearmente independentes. Isso é
equivalente a dizer que a diferencial do(u) : R* — R™ (que é a transformacao
linear que é representada na base candnica pela matriz Jacobiana) é injetora.
De fato, vale que uma transformacao linear é injetora se, e somente se, a
matriz que a representa possui colunas linearmente independentes’.

Observagao 3. No Teorema 2, a hipétese de que os gradientes (4) sejam
linearmente independentes nos diz que as linhas da matriz Jacobiana de f
no ponto p € S sao linearmente independentes. Isso é equivalente a dizer que
a diferencial df(p) : R* — R™* é uma transformacao linear sobrejetora.
De fato, vale que uma transformacao linear é sobrejetora se, e somente se,
a matriz que a representa possui linhas linearmente independentes?.

Hsso segue do seguinte resultado de Algebra Linear: se V e W sao espagos vetoriais e
se {e1,...,en} é uma base de V, entdo uma transformacao linear T : V — W §é injetora
se, e somente se, os vetores T'(e1), ..., T(en) s@o linearmente independentes. Agora note
que tais vetores (representados numa base de W) aparecem justamente nas colunas da
matriz que representa 7' nessas bases.

2Iss0 pode ser mostrado, por exemplo, notando que uma transformacao linear é sobre-
jetora se, e somente se, sua transposta ¢ injetora.



