SUBESPACOS CICLICOS

DANIEL V. TAUSK

Ao longo de todo o texto, K denota um corpo, K[X] denota o anel de
polindémios com coeficientes nesse corpo, V' denota um espago vetorial sobre
K (nao necessariamente de dimensao finita) e 7' : V' — V denota um ope-
rador linear. Recordamos que um subespago W de V ¢ dito T-invariante
se T[W] C W; nesse caso, T'|y denota o operador linear em W obtido pela
restricao do dominio e do contra-dominio de T"a W. Se m > 1 é um intei-
ro, entao 1" denota a m-ésima poténcia de T com repeito a operacao de
composicio de operadores; T° denota o operador identidade I: V' — V.

Definigao 1. Dado um vetor v € V, entao o subespago T-ciclico de V' (ou
simplesmente subespaco ciclico, quando T' estiver subentendido) gerado por
v, denotado por Z(v;T), é o subespago de V' gerado pelo conjunto:

{T™(v) : m >0},
Quando V = Z(v; T), dizemos que v é um wvetor ciclico para o operador T'.

E f4cil ver que:
Z(v;T) = {p(T)(v) : p(X) € K[X]}.
Exercicio 2. Dado v € V, mostre que Z(v;T) é o menor subespago T-
invariante de V' contendo v, isto é:
(i) Z(v;T) é um subespago T-invariante de V e v € Z(v;T);
(ii) se W é um subespaco T-invariante de V' e v € W, entdo W contém
Z(v;T).
Note que v é sempre um vetor ciclico para o operador T'| z(,.7).

Exercicio 3. Dado v € V, mostre que o conjunto:

(1) {p(X) € K[X]: p(T)(v) = 0}
é um ideal de K[X].

Exercicio 4. Seja v € V e suponha que a seqiiéncia (Tm(v))m>0 seja li-

nearmente independente (de modo que ela é entdo uma base do subespago
ciclico Z(v;T)). Mostre que o ideal ¢ nulo.

Vejamos agora o que acontece quando a seqiiéncia (Tm(v))m>0 ¢ linear-
mente dependente. -

Date: 15 de junho de 2014.



SUBESPACOS CICLICOS 2

Proposigao 5. Seja v € V. Suponha que a seqiiéncia (Tm(v))m>0 seja
linearmente dependente (isso é necessariamente verdade, por exemplo, se
V' tiver dimensao finita). Nesse caso, existe um inteiro k > 0 tal que a
seqiiéncia (Tm(v))0<m<k € linearmente dependente. Denote por k o menor
nteiro nao negatz'vo_cm?t essa propriedade. Temos que existem (e sdo unicos)
escalares a; € K, 1=0,1,...,k — 1, tais que:

k—1
(2) TFw) =Y aT'(v).
=0

Além do mais, vale que:

(a) a segiiéncia (T™(v)) é uma base do subespago ciclico Z(v;T')

0<m<k—1
e portanto Z(v;T) tem dimensao k;

(b) o ideal é nao nulo e o polinémio:
k—1 '
(3) p(X)=X"-> ;X' € K[X]
=0

€ o gerador monico desse ideal.

Demonstragao. Se uma familia de vetores é linearmente dependente, entao
alguma subfamilia finita dela é linearmente dependente também; assim,
existe um inteiro £ > 0 tal que (T m(v)) v<m<p ¢ linearmente dependen-
te. Denotamos por k > 0 o menor inteiro com essa propriedade. Co-
mo (Tm(”))ogmgk—l é linearmente independente e (Tm(”))ogmgk é line-
armente dependente, temos que existem (e sdo tunicos) escalares a; € K,
1=0,1,...,k — 1, tais que vale. Dal, se p(X) é definido como em (3,
entdo p(T)(v) = 0. Do fato que (T (v)) ., ., ¢ linearmente independen-
te, segue imediatamente que o ideal nao contém polindémios nao nulos
de grau menor do que k. Isso completa a demonstracao do item (b). Para
demonstrar o item (a), resta ver que {1 (v) : 0 < m < k—1} gera Z(v; T).
Todo elemento de Z(v;T) é da forma p(T')(v), com p(X) € K[X]. Usando
o algoritmo de divisao de Euclides, obtemos ¢(X),r(X) € K[X] tais que:

(4) P(X) = q(X)p(X) +r(X),

sendo que 7(X) tem grau menor do que k. Avaliando os dois lados de
em T e depois em v, obtemos:

p(T)(v) = r(T)(v),
ja que p(T')(v) = 0. Do fato que r(X) tem grau menor do que k segue que
7(T)(v) pertence ao subespaco gerado por {T™(v) : 0 < m < k — 1}. Isso
completa a demonstracao. O

Definicao 6. Seja v € V. Se o ideal ¢ nao nulo, entdo o seu tnico
gerador moénico é denotado por Ann(v;T) e é chamado o T-aniquilador do
vetor v.
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A préxima proposi¢ao é um corolério simples do resultado do Exercicio [4]
e da Proposicao

Proposicao 7. Dado v € V, sdo equivalentes as sequintes condi¢oes:

(a) a segiéncia (T™(v)) é linearmente dependente;

m>0
(b) v possui um T-aniquilador (isto é, o ideal é ndo nulo);
(¢c) Z(v;T) tem dimensdo finita.
Além do mais, se v possui um T-aniquilador, entdo o grau de Ann(v;T) é
igual a dimensao de Z(v;T).

Demonstragdo. As implicagoes (a)=>(b) e (a)=(c) seguem da Proposi¢ao 5,
a implicagao (b)=-(a) segue do resultado do Exercicio [4| e a implicagao
(c)=(a) é ébvia. A ultima afirmagdo do enunciado também segue da Pro-
posicao 5 O
Exercicio 8. Mostre que se T' admite um polinémio minimal m7(X), entao

todo vetor v € V admite um T-aniquilador e esse T-aniquilador divide
mT(X )

Exercicio 9. Mostre que o vetor nulo 0 € V admite um T-aniquilador e
que esse T-aniquilador é o polinémio 1 € K[X]. Mostre que se um vetor nao
nulo v € V admite um T-aniquilador, entao esse T-aniquilador tem grau
positivo.

Exercicio 10. Seja v € V. Para um polinémio p(X) € K[X], mostre que
sao equivalentes as seguintes condicoes:

(a) p(T)(v) = 0;

() p(D)|zw:) = 0;

(C) p(T|Z(v;T)) = 0.
Conclua que v admite um T-aniquilador se e somente se T'| 7,7y admite um
polindmio minimal e que, quando ambos existem, o T-aniquilador de v e o
polinémio minimal de T'| (,.7) sao iguais. Em particular, se v é um vetor
ciclico para T', entao v admite um T-aniquilador se e somente se T admite
um polinémio minimal e m7(X) = Ann(v;T") quando ambos existem.

Definicao 11. Seja v € V. Se a seqiiéncia (Tm(v))m>0 for linearmente
independente, entdo ela é chamada a base T-ciclica do subespaco Z (v;T)
gerada por v; se ela for linearmente dependente e se k > 0 é o menor inteiro
tal que (Tm(v))o <m<i € linearmente dependente, entao a base T'-ciclica de

Z(v;T) gerada por v é (Tm(v)) veja Proposicao .

0<m<k—1 (
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Definigao 12. Seja p(X) = Xk—Zf:Ol a; X" € K[X] um polinémio ménico,
com ag,ai,...,ax—1 € K. A matriz companheira de p(X) é matriz k x k
com entradas em K definida por:

0 0 - 0 ag
1 0 - 0 al
C(p) = 01 -+ 0 a9
00 -+ 1 ag
Mais precisamente, temos:
1, sel<j<k—-1lei=j+1,
[C(P)ij = ai—1, sej=k,
0, em todos os outros casos.

Exercicio 13. Suponha que v € V admita um T-aniquilador e seja B a base
T-ciclica gerada por v do espago Z(v;T). Mostre que a matriz que repre-
senta 7| Z(v;T) N& base B é precisamente a matriz companheira do polinomio
Ann(v; T).

Exercicio 14. Suponha que V tenha dimensao finita e que B = (eq, ..., ex)
seja uma base de V tal que [T]p é a matriz companheira de um polindémio
monico p(X) € K[X]. Mostre que e; é um vetor ciclico para T', que B é a
base T-ciclica de V' = Z(e;;T) gerada por e; e que p(X) é o T-aniquilador
de e; e também o polindmio minimal de T'. (Sugestao: para ver que p(X) é
o polindémio minimal de 7', use o resultado do Exercicio )

Exercicio 15. Seja p(X) um polindmio monico de grau k > 0 e seja C'(p)
a sua matriz companheira. Considere a matriz XI — C(p) com entradas no
anel de polindémios K[X].
(a) Dado ¢ = 1,...,k, mostre que a matriz obtida de XTI — C(p) pela
remocao da i-ésima linha e da k-ésima coluna é da forma:

(5 B) € Mial),

onde A € M;_1(K) é uma matriz triangular inferior cujos elementos
da diagonal principal sdo todos iguais a X e B € My_;(K) é uma
matriz triangular superior cujos elementos da diagonal principal sao
todos iguais a —1.

(b) Usando expansao por cofatores na iltima coluna, mostre que:

det(XI - C(p)) = p(X).
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Proposicao 16. Suponha que dim(V) < 400 e que T admita um vetor
ciclico. Entao os polindomios minimal e caracteristico de T coincidem.

Demonstragao. Se v € V é um vetor ciclico, i.e., V. = Z(v;T), entao o
polinémio minimal my(X) é o T-aniquilador de v (Exercicio [L0)). Além do
mais, se B é a base T-ciclica de V' gerada por v, entdao a matriz [T]z é a
matriz companheira de mp(X) = Ann(v; T) (Exercicio[13). Daf o polinémio
caracteristico de T é:

det(XI — [T]g) = det(XI — C(mr)) = mp(X),
pelo resultado do item (b) do Exercicio O

Observacao 17. E um fato nao trivial (conseqiiéncia da forma canonica raci-
onal) que vale a reciproca da Proposicao isto é, supondo dim (V') < +o0,
se os polindémios caracteristico e minimal de T coincidem, entao T admite
um vetor ciclico.

Exercicio 18. Suponha que dim(V') < 400 e que W seja um subespacgo 7T-
invariante de V. Mostre que o polinémio caracteristico de T’y é um divisor
do polinémio caracteristico de T'. (Sugestao: seja B = (e;)1<i<, uma base
de V tal que B’ = (e;)1<i<k seja uma base de W. Note que o bloco superior
esquerdo de tamanho k x k de [T]|g é a matriz que representa 7’|y na base
B’ e que o bloco inferior esquerdo de tamanho (n — k) x k de [T']g é nulo.)

Teorema 19 (Cayley-Hamilton). Suponha que dim(V') < +o00 e seja pr(X)
o polinémio caracteristico de T. Entao pr(T) = 0. Em outras palavras, o
polinémio minimal mp(X) é um divisor de pp(X).

Demonstragao. Segue imediatamente da Proposicao [I6] que o teorema vale
se T admite um vetor ciclico. Em geral, seja v € V e vamos mostrar que
pr(T)(v) = 0. Seja W = Z(v;T) o subespaco T-ciclico gerado por v. Dai
T|w admite um vetor ciclico e portanto:

periw)(Tlw) =0,
donde:
Prw)(T)(v) =0,
jd que v € W. A conclusdo segue agora do resultado do Exercicio [T8] O

Exercicio 20. Suponha que 7" admita um polinémio minimal mz(X) e seja
p(X) € K[X] um divisor ménico irredutivel de mz(X). Nesse caso, p(T)
nao ¢ injetor (recorde Exercicio 19 do texto sobre decomposi¢ao primaria)).
Mostre que para todo v € Ker (p(T )) nao nulo, vale que o T-aniquilador de
v é p(X). Conclua que V admite um subespago T-invariante cuja dimensao
é o grau de p(X).

Exercicio 21. Suponha que K = R e que 1 < dim(V) < +o0. Mostre que
V' admite um subespaco T-invariante de dimensao 1 ou 2. (Sugestao: use o
resultado do Exercicio [20})
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