O TEOREMA DE REPRESENTACAO DE RIESZ PARA
MEDIDAS

DANIEL V. TAUSK

No que segue, X sempre denota um espago topoldgico localmente com-
pacto Hausdorff. Se f : X — R é uma funcdo, entdo supp f denota
o suporte (relativamente a X) de f, i.e., o fecho (em X) do conjunto
{z € X : f(z) # 0}. Denotamos por C¢(X) o espago vetorial real das
fungoes continuas f : X — R que tem suporte compacto. Comegamos com
um lema simples de topologia, que é conseqiiéncia da existéncia de particoes
da unidade subordinadas a coberturas abertas finitas de espagos compactos
Hausdorff. Denote por X U{oco} a compactificacao de X com um ponto adi-
cional oo: os abertos de X U {oo} sdo os abertos de X e os complementares
em X U {oo} dos compactos de X. Temos que X U {oo} é um compacto
Hausdorff que contém X como um subespaco aberto.

1. Lema. Sejam K wm subconjunto compacto de X e K C |J;_, Ui uma
cobertura finita de K por abertos de X. Entao existem funcoes f; € C.(X),
i=1,...,n, tais que, para todo i, supp f; C U;, f; toma valores em [0,1] e
Yoy fi €igual a 1 nos pontos de K.

Demonstragao. Seja V' o complementar de K em X U {co}. Entao:

XU{cc}=vVulJU
=1

é uma cobertura aberta do compacto Hausdorff X U {oo}, & qual podemos
subordinar uma particao da unidade: isto é, existem fungoes continuas:
€: X U{oo}—10,1], & : XU{oo} —[0,1], i=1,...,n,

tais que £ + > | & = 1, o suporte de & (relativamente a X U {oo}) esta
contido em U; e o suporte de £ (relativamente a X U {oco}) estd contido em
V. Tome f; = &|x. O fato que oo nao estd no suporte de &; (relativamente a
X U {oo}) implica que o suporte de f; (relativamente a X) é compacto. O

2. Corolario. Se K ¢ um subconjunto compacto de X contido num subcon-
gunto aberto U de X entao existe f € C.(X) tomando valores em [0,1] tal

que flg =1 esupp f C U.

Demonstracao. Basta aplicar o Lema 1 com n = 1. [l
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Um funcional linear o : Co(X) — R é dito positivo se a(f) > 0 sempre
que f € Co(X) satisfaz f > 0. Uma medida (o-aditiva, positiva, ndo neces-
sariamente finita) p definida na o-algebra de Borel de X serd dita regular
se satisfaz as seguintes condicoes:

(a) u(A) =inf {g(U) : U subconjunto aberto de X, A C U}, para todo
subconjunto Boreleano A de X;

(b) p(U) = sup {u(K) : K subconjunto compacto de X, K C U}, para
todo subconjunto aberto U de X;

(¢) p(K) < 400, para todo subconjunto compacto K de X.

3. Observagdo. Se p é uma medida regular definida na o-dlgebra de Borel
de X entao a igualdade:

1(A) = sup {u(K) : K subconjunto compacto de X, K C A},

vale para todo subconjunto Boreleano A de X tal que u(A) < +o00. De
fato, dado € > 0 podemos encontrar um aberto U D A com pu(U \ A) <ee
um subconjunto compacto K de U com u(U \ K) < e. Existe também um
aberto V' contendo U \ A com p(V) < e. Dai K1 = K\ V é um subconjunto
compacto de A e:

WKL) = u(K) = p(K N V) > p(K) — £ > p(U) - 22 > p(4) - 2.

Evidentemente, se p é uma medida regular definida na o-algebra de Borel
de X entdo f — [ fdp define um funcional positivo em C¢(X). No restante
desta secao, vamos demonstrar o seguinte resultado.

4. Teorema (de representacao de Riesz). Se a é um funcional linear positivo
em C.(X) entao existe uma inica medida regular p definida na o-dlgebra
de Borel de X tal que o(f) = [y fdu, para todo f € Co(X).

No que segue, a é um funcional linear positivo fixado em C¢(X). Se U é
um subconjunto aberto de X, definimos:

u(U) = sup{a(f) : f € Ce(X), f1X] € [0.1], supp f € U} € [0, +oq].

Obviamente, p é monotonica, i.e., u(U) < u(V) se U C V sdo subconjuntos
abertos de X. Além do mais, u(@) = 0.

5. Lema. A func¢do u € finitamente subaditiva, i.e.:
w(Ur U U2) < p(Uy) + p(Uz),
se Uy e Us sdo subconjuntos abertos de X.

Demonstragao. Seja f € C.(X) com f[X] C [0,1] e suppf C Uy U Us.
Pelo Lema 1, existem gq,g92 € C¢(X), tomando valores em [0, 1], tais que
suppgi C Ui, i=1,2,e g1 + g2 =1 em supp f. Dal f = fg1 + fgz e

a(f) = alfg1) + a(fge) < w(Ur) + u(Uz),

e a conclusao é obtida tomando o supremo com respeito a f. O
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6. Lema. Se (Uy,)n>1 € uma seqiiéncia crescente de subconjuntos abertos de
X eU=U,2,U, entio pu(U) = limy,_, 40 1(Up).

Demonstragao. Pela monotonicidade de p, temos:

lim pu(Un) = Sg}fu(Un) < w(U).

n—-+40o

Para demonstrar a desigualdade oposta, devemos verificar que se f € Ceo(X),
fIX] C[0,1] e supp f C U entdo sup,,>1 p(Un) > a(f). Mas, como supp f é
compacto, temos supp f C U, para algum n e dai u(U,) > «(f). O

7. Corolario. A fungdo p € o-subaditiva, i.e., se (Uy)n>1 € uma seqiéncia
de subconjuntos abertos de X e U = J,2 | Uy entao p(U) < >0 u(Up).

Demonstracdo. Definindo V,, = Uy U ... U U, e usando os Lemas 5 e 6,
obtemos:

n—-4o00 n—-4o00

pU) = lim p(Vo) < lim [u(@0) 4+ p(Un)] =Y p(Un). O

8. Lema. Se Uy, Us sao subconjuntos abertos disjuntos de X entao:
u(Ur UUz) = p(Ur) + p(Uz).

Demonstragcao. Uma desigualdade é dada pelo Lema 5. Para a outra, toma-
mos f; € Co(X) com f;[X] C [0,1], supp f; C U;, i = 1,2, e observamos que
f=fi+ f2 € Ce(X) satisfaz f[X] C [0,1] e supp f C Uy UU,. Daf:

(U UU2) = af) = a(fi) + alf2),
e a conclusao é obtida tomando o supremo com respeito a fi e a fo. O

9. Lema. Se f € C.(X) € uma fungdo nao negativa e U € um subconjunto
aberto de X tal que f > 1 em U entao p(U) < a(f).

Demonstragao. Se g € C.(X), g[X] C [0,1] e suppg C U entao g < f; segue
entdo da positividade de o que a(g) < a(f). A conclusio é obtida tomando
0 supremo com respeito a g. O

10. Corolario. Se U € um subconjunto aberto relativamente compacto de X
entao p(U) < +o0.

Demonstragao. Como U é relativamente compacto, existe (pelo Corolério 2)
uma funcao f € C.(X) tal que f > 0e f =1 no fecho de U. Dai:

u(U) < a(f) < +o. O
Se A é um subconjunto arbitrario de X, definimos:
p*(A) = inf {p(U) : U subconjunto aberto de X, A C U} € [0, +0o0].
Da monotonicidade de p segue imediatamente que:

w(U) = pu(U),
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se U é um subconjunto aberto de X. E também imediato que p* é mo-
notonica, i.e., u*(A) < p*(B) para quaisquer subconjuntos A, B de X com
A C B. Queremos mostrar que p* é uma medida exterior em X (De-
finigao 23). Resta mostrar que p* é o-subaditiva.

11. Lema. Seja A = |J,;2 | Apn, onde (An)n>1 € uma seqiéncia de subcon-

Juntos de X. Entdao p*(A) <Y >, p*(An).

Demonstracao. Dado € > 0, podemos encontrar para cada n > 1 um aberto
Un D A, com p(Uy) < p*(Ap) + 57 Seja U = U~ U,. Dai U é aberto e
A C U. Usando o Corolédrio 7 obtemos:

[e.e] oo
PHA) S p(U) <Y p(Un) e+ (An). O
n=1 n=1
12. Corolario. Vale que u* € uma medida exterior em X. O

O préximo passo serda mostrar que todo subconjunto aberto de X é u*-
mensuravel (Definicao 24).

13. Lema. Se Ay, Ay sdo subconjuntos de X com fechos disjuntos e se um
deles € relativamente compacto entdo p*(A1 U A2) = p* (A1) + p*(A2).

Demonstragdo. Se um subconjunto de X é relativamente compacto, entao
seu fecho em X coincide com seu fecho no compactificado X U {oco}. Assim,
Ay e Ay tem fechos disjuntos em X U {oo}, que é um espago normal. Segue
que existem abertos disjuntos Uy, Uy em X com A; C U;, i = 1,2. Se V
é um subconjunto aberto de X contendo A; U Ao, usamos o Lema 8 para
obter:

p(V) > p(V N (Ui Ula)) = p(V UL + p(V N U) > p(Ar) + ' (Az),

e tomando o infimo com respeito a V obtemos p*(A1UAs) > p*(A1)+p*(As).
A outra desigualdade segue do Lema 11. ([

14. Lema. Se U ¢é um subconjunto aberto de X entdo:
w(U) = sup {p*(K) : K um subconjunto compacto de X, K C U}.

Demonstragao. Basta mostrar que para toda funcao f € C.(X) tal que
f[X] € [0,1] e supp f C U existe um compacto K C U com:

p(K) = a(f).

Como supp f é um subconjunto compacto de U, usando a compacidade local
de X obtemos um aberto relativamente compacto V' contendo supp f tal que
K =V esta contido em U. Desupp f CV ede V C K vem:

p(K) = p(V) = w(V) = a(f). O

15. Lema. Se U é um subconjunto aberto de X eV € um subconjunto aberto

de U entdo p(U) = p(V)+p*(U\ V).
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Demonstragao. Em vista do Lema 11, é suficiente mostrar que:

w(U) z p(V) +p*(U\V).
Pelo Lema 14, essa desigualdade seguird se mostrarmos que, para todo sub-
conjunto compacto K de V, vale:

w(U) > @ (K) + 1" (U \ V).

Temos que o fecho de U \ V' estd contido no complementar de V' e portanto
é disjunto de K; segue do Lema 13 que:

p(U) = p'(U) 2 (KU (U\V)) = p*(K) + " (U\ V). O
16. Corolario. Se U e V sdo subconjuntos abertos de X entao:
u(U) =p@nV)+p~(U\V).
Demonstragao. Basta aplicar o Lema 15 com U NV no lugar de V. O
17. Lema. Todo subconjunto aberto de X € u*-mensurdvel.

Demonstragdo. Se V' é um subconjunto aberto de X e A é um subconjunto
arbitrario de X, devemos mostrar que:

p(A) 2 (ANV) + p (AN V),
ja que a outra desigualdade segue da subaditividade de p*. Se U é um
subconjunto aberto de X contendo A entao, usando o Corolario 16, obtemos:
u(U) = p(UNV)+p"(U\V) = p(UNV)+p* (U\V) = p* (ANV) +p* (A\V).
A conclusao é obtida tomando o infimo com respeito a U. U

18. Corolario. A restricao de p* a o-dlgebra de Borel de X € uma medida
(que estende ).

Demonstragdo. Segue do Teorema 25. ([

No que segue, denotaremos também por p a medida obtida pela restricao
de u* a o-algebra de Borel de X.

19. Lema. A medida i obtida pela restrigio de pu* a o-dlgebra de Borel de
X € regular.

Demonstragao. Que a condi¢ao (a) na definigdo de regularidade é satisfeita
segue diretamente da defini¢ao de p*. Do Lema 14 segue que a condigao (b) é
satisfeita. Finalmente, que a condigao (c) é satisfeita segue do Corolario 10,
tendo em mente que todo subconjunto compacto de X estda contido num
aberto relativamente compacto (em vista da compacidade local de X). O

Para completar a demonstracao da existéncia de p no Teorema 4, resta
mostrar que « coincide com o funcional definido por . Precisamos antes
do seguinte lema.

20. Lema. Seja f € Co(X) uma fung¢ao nao negativa. Se f > 1 nos pontos
de um subcongunto compacto K de X entdo p(K) < a(f).
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Demonstragao. Seja € € 10,1] e seja U, = {ZL‘ eX:flx)>1- 5}, de modo
que U é um subconjunto aberto de X contendo K. Temos que l—is f é uma
funcao nao negativa que é maior do que 1 nos pontos do subconjunto aberto
U.. Segue do Lema 9 que:

u(K) < p(Uc) <

donde a(f) > (1 — e)u(K) para todo € € |0, 1]. O
21. Lema. Se f € C¢(X) € uma fungdo nao negativa entao o f) < [y fdpu.

Demonstragao. Escreva K = supp f e seja ¢ > 0 com f[X] C [0,¢]. Seja
dado € > 0. Temos que o intervalo [0, ] pode ser coberto por uma uniao
finita disjunta de intervalos de comprimento menor do que €; as imagens
inversas por f|x desses intervalos definem uma particaio K = A1 U...U A4,
de K em Boreleanos A; tais que f[A;] C [a;,b], com 0 < a; < b; < a; +¢
e a; < c. O conjunto {x € X : f(z) <a + E} é um aberto contendo A;
e, usando a regularidade de p, obtemos um aberto U; contendo A; tal que
[ <ai+eemUje p(U;) < u(A;) +=. O Lema 1 nos da fungoes g; € Ce(X),
i=1,...,n, com g;[X] C [0,1], suppg; C U; e > - ;gi = 1 em K. Dai
f =201 fgi e fgi < (a; +¢€)gi; portanto:

n n

a(f) = Za(fgi) < Z(ai +e)a(gi) < Z(ai + &)u(Us)
=1 =1 =1

< (i +2) (a4 + £) = (D an(A) + = 3 ai) +epl(K) + <.
=1 i=1

i=1

Mas £3°" 1 a; <ece i aiu(A;) < [ fdp, donde:

a(f) < / fdu+ec+ep(K)+e*,
X
para todo € > 0. A conclusao segue. ([l
22. Lema. Se f € C.(X) entio o(f) = [y fdp.

Demonstragio. Basta mostrar que a(f) < [y fdu para toda funcao f em
C.(X), ja que a desigualdade oposta pode ser obtida trocando f por —f.
Seja ¢ > 0 grande o suficiente de modo que f > —c. Seja dado € > 0 e, da
regularidade de u, obtenha U aberto contendo supp f tal que:

w(U) < p(supp f) +&.

Seja g € Ce(X) com g[X] C [0,1], tal que g = 1 em supp f e suppg C U
(Corolario 2). Dai f 4+ cg > 0 e o Lema 21 nos da:

a(f +cg) < /X(f+cg) dp.
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f)é/xfdquC(/ngu—a(g))-

Temos [y gdu < u(U) e, do Lema 20, obtemos a(g) > pu(supp f). Dai:

/ngu —a(g) <pu(U) — p(supp f) < e

Logo:

donde:
a(f) < /X fdutee,

para todo € > 0. A conclusao segue. U

APENDICE A. A MEDIDA DETERMINADA POR UMA MEDIDA EXTERIOR

23. Definigao. Seja X um conjunto arbitrario. Uma medida exterior em X
é uma fungao p* : p(X) — [0, +oo] definida no conjunto p(X) de todas as
partes de X satisfazendo as seguintes condigoes:
o (D) =0;
e (monotonicidade) dados subconjuntos A, B C X com A C B entao
p(A) < p*(B);
o (o-subaditividade) dada uma seqiiéncia (Ay,),>1 de subconjuntos de

Xentéou*(Uml ) < a1 K (An).

24. Definicao. Se p* é uma medida exterior num conjunto X entdao um
subconjunto £ C X é dito p*-mensurdvel se para todo subconjunto A C X
vale a igualdade:

p(A) = p (AN E) + p" (AN EF).

Observe que, ja que p* é subaditiva, um subconjunto £ C X é pu*-
mensuravel se e somente se vale a desigualdade:

W (A) = 1 (AN B) + (AN E°),
para todo A C X.

25. Teorema. Se p* € uma medida exterior num conjunto X entdo a cole¢cao
M de todos os conjuntos p*-mensurdveis € uma o-dlgebra de partes de X e
a restricdo de p* a M € uma medida completa.

Demonstragao. O resultado segue das afirmagoes que serao demonstradas a
seguir.
Afirmacao 1. Se Fq, Es € MM entdo F1 U Ey € M.
Dado A C X, temos:
(A1) p"(A)=p"(ANE)+p (ANEY) =pu (AN E) 4+ p* (AN E{NE,)
+ W (ANESNES) > ' [AN (E1U(Ef N Ey))| + " (AN (B U E»)°)
= p (AN (Ey U Ep)) + pw* (AN (E1 U E»)°);



O TEOREMA DE REPRESENTACAO DE RIESZ PARA MEDIDAS

isso prova que Fy U Fy € 9.

Afirmacgao 2. Se E1,F, € M, AC X e By N Ey =0 entdo:
(A.2) (AN (EyUEy)) = (AN Ey) + p* (AN Ey).
Como p*(A) < p*(AN (Ey U Ep)) + p* (AN (B U Ey)°), segue de
(A.1) que:
(A.3) p(A) =p (AN E) + " (AN Ef N Ey) + p* (AN Ef N ES).
Substituindo A por AN (E; U Es) em (A.3) obtemos (A.2).
Afirmacgao 3. Se E1, Ey € M e E1 N Ey =) entdo:
P (B U Ep) = p*(Er) + p* (E).

Basta tomar A = E; U Ey em (A.2).

Afirmacao 4. Se E € I entdao E° € M.

Trivial.

Afirmacao 5. Se (Ey)p>1 € uma seqiéncia de conjuntos em 9 dois a
dois disjuntos entio a uniao | J,-, Ey estd em M.

Pela afirmacao 1, sabemos que Uﬁ:l E, € M, paratodo k > 1. Além
do mais, se A C X, a afirmacgao 2 nos da:

w* <Am O En> = zk:u*(/m E,).
n=1

Dai -
wi) = (an U B+ (an (U B))
n=1 n=1
s wtangy+a(an(UE)),
n=1 n=1
e portanto a monotonicidade de p* nos da:
(A4) p(A) > iu*(A NE,) + p* (A N ( G En)c)
n=1 n=1

Fazendo k — oo em (A.4) e usando a o-subaditividade de p* obtemos:

(a9 w)= Y a0 B+ (an (U 5))
n=1

2 (anU )+ (an (U m))

n=1
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Isso prova que | J,~; E, € M.

Afirmacao 6. Se (E,)n>1 € uma seqiéncia em M entao | J,- | E, € M.
Sejam Ff = FEy e El, = E,\ (E1U---UE,_1), paran > 2. Como
E.,=(EyU---UE,_1 UES)°,

segue das afirmagoes 1 e 4 que E!, € 9, para todo n > 1. Além do
mais, os conjuntos E}, sdo dois a dois disjuntos e ;- En = U, EJ,.
A conclusao segue da afirmacéo 5.

Afirmacao 7. Se (E,)p>1 € uma seqiiéncia de conjuntos em MM dois a
dois disjuntos e se A C X entdo:

(A.6) i (A N G En) - i W (AN Ey).
n=1 n=1
Como:
p(A) < ,u*(Aﬁ U En) —G—M*(Aﬁ ( U En>c>,
n=1 n=1

segue de (A.5) que:
(AT) p(A4) =S AN E) + (A (U Ea) ).
n=1 n=1
A conclusdo é obtida substituindo A por AN (U2, En) em (A.7).

Afirmacao 8. Se (E,)p>1 € uma seqiéncia de conjuntos em 9 dois a
dois disjuntos entdo:

u*( G En) = iu*(En)-

n=1

Basta fazer A = J;2 | E,, em (A.6).

Afirmacao 9. Se E C X e p*(E) =0 entao E € M.
Observe que:
WH(A) > p* (AN ES) = (AN ) + 1" (AN E9),
jadque p*(ANE)=0. O



