O TEOREMA DE RADON-NIKODYM

DANIEL V. TAUSK

Se (X, A, ) é um espago de medida e f : X — [0,400] é uma fungao
mensuravel nao negativa entao vimos que:

nB) = [ fan, Eea

define uma medida no espago mensuravel (X,.A). A medida p; é também
denotada por [ fdu e é chamada a integral indefinida de f com respeito a
u. Note que se E € Ae u(E) =0 entdo a restricao da medida p a o-dlgebra
Al|g ¢ identicamente nula e portanto [ fdu = 0, i.e., us(E) = 0 sempre
que pu(E) = 0.

1. Definicao. Dadas medidas p : A — [0, 4+00], v : A — [0, 4+00] definidas
na mesma o-algebra A entao dizemos que v é absolutamente continua com
respeito a p e escrevemos v < u se para todo E € A, temos que p(F) =0
implica v(E) = 0.

Temos entao que se f : X — [0,400] é uma funcdo mensuravel entao
pr << pe

FEzercicio 1. Sejam (X, .A) um espaco mensuravel tal que {z} € A, para todo
x € X. Sejam p : A — [0, +00] a medida de contagem e v : A — [0, +00]
uma medida ndo nula tal que v({z}) = 0, para todo z € X. (Por exemplo,
podemos tomar X = R e v igual & medida de Lebesgue.) Mostre que v < p,
mas que nao existe uma funcao mensuravel f : X — [0, +o0] tal que v = py.
(sugestdo: se v = py entdo v({z}) = ps({z}) = f(z), para todo z € X.)

Ezercicio 2. Seja (X, A, n) um espaco de medida e suponha que p seja o-
finita. Se f : X — [0,+o0[ é uma fungdo mensuravel ndo negativa finita,
mostre que a medida py também é o-finita. (sugestdao: se X = (Joo Xx
com ((Xy) < +00, considere os conjuntos da forma Xj N [f < nl.)

Ezercicio 3. Seja (X, A, 1) um espago de medida e seja f : X — [0, +00] uma
funcio mensuravel ndo negativa. Dada uma funcdo mensuravel g : X — R,
mostre que g é quase integrdvel com respeito a p ¢ se e somente se g f € quase
integravel com respeito a u e que, caso essas fungoes sejam de fato quase

integraveis, entao:
/ gdpy =/ gf dp.
X X
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(sugestao: considere primeiramente o caso em que g é simples, mensuravel
e nao negativa. Depois, considere o caso em que g é mensuravel nao ne-
gativa e escreva g, " g, sendo cada g, simples, mensurdvel, ndo negativa.
Finalmente, escreva g = g™ — g~.)

FEzercicio 4. Seja (X, A, u) um espaco de medida. Um bloco infinito para p
é um conjunto mensurdvel B € A tal que u(B) = 400 e tal que qualquer
subconjunto mensuravel de B tem medida infinita ou nula. A medida p é
dita livre de blocos se nao possui blocos infinitos. Mostre que toda medida
o-finita ¢ livre de blocos. (sugestao: se X = (Jpo; Xj com p(Xj) < +oo,
considere os conjuntos da forma X N B.)

Ezercicio 5. Seja (X, A, ) um espago de medida. Dadas fungoes quase
integraveis f : X — R, g : X — R, mostre que se f = g pu-quase sempre
entao:

(1) /Efduz/Egdu,

para todo E € A. Mostre também que se u é livre de blocos (o que ocorre,
por exemplo, se p for o-finita) entdo vale a reciproca: se (1) vale para todo
E € A entao f = g p-quase sempre. (sugestao para a reciproca: suponha
por absurdo que [f # g] tenha medida positiva. Trocando os papéis de f
e g, se necessario, podemos supor entao que [f > g] tem medida positiva.
Escreva esse conjunto como uniao dos conjuntos:

[f>gnllfl<nlnllgl <n], n=12,...
[f =+oo]N]lg| <n], n=1,2,...
[[fl<n]N[g=—-ox], n=1,2,...
[f = +oo] Mg = —oc].
Algum desses conjuntos tem medida positiva. Escolha um subconjunto men-

suravel E desse conjunto de medida positiva que tenha medida positiva e
finita. Mostre que fE fdu > ngd,u. Observe que no caso em que f e g sao

limitadas em E temos [ fdu— [pgdu= [o(f —g)dp.)

2. Teorema (Radon—Nikodym). Seja (X, A, i) um espago de medida e su-
ponha que p seja o-finita. Dada uma medidav : A — [0, +00] absolutamente
continua com respeito a p entao:
(a) se v € o-finita entdo existe uma fung¢ao mensurdvel nao negativa
finita f : X —[0,400] tal que v = py;
(b) existe uma fungdo mensurdvel nao negativa f : X — [0, +0o0] tal que
V= [if.

A demonstracao do Teorema 2 serd dada mais adiante.

3. Definicao. Uma fungao f como na tese do Teorema 2 é chamada uma

derivada de Radon—Nikodym de v com respeito a u e é denotada por S—Z.
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Em virtude do resultado do Exercicio 5, a derivada de Radon—Nikodym 3—;
é “quase” tUnica. Mais precisamente: consideramos o conjunto das fungoes
mensuraveis nao negativas f : X — [0, 4o00] munido da relagao de equi-
valéncia:

f ~ g <= f =g p-quase sempre.

As possiveis derivadas de Radon—Nikodym S—Z constituem precisamente uma

classe de equivaléncia de ~. Poderiamos entao definir S—Z como sendo a
classe de equivaléncia formada por todas as fungées mensurdaveis nao ne-
gativas f tais que v = puy. E usual, no entanto, confundir uma tal classe
de equivaléncia com algum de seus representantes e tratar a derivada de
Radon—Nikodym como se fosse uma funcao.

Note que, usando a nocao de derivada de Radon—Nikodym, o resultado

do Exercicio 3 nos diz que se g : X — R é uma funcao mensuravel entao:

d
/gdl/z/gydu,
X x du

sendo que o lado esquerdo da igualdade esta bem definido se e somente se o
lado direito estiver.

FEzercicio 6. Sejam (X,.A) um espaco mensuravel e sejam p : A — [0, +00],
v:A— [0,400] medidas. Suponha que p seja o-finita e que v < u. Dado
Y € A, denote por p a restricao de v a Aly e por v/ a restrigdo de v a Aly.
Mostre que y' é o-finita, que v/ < p’ e que a derivada de Radon—Nikodym
S—ZI é igual a restricao de g—z ay.

FEzercicio 7. Sejam (X, .A) um espaco mensuravel e sejam p : A — [0, +00],
v:A—[0,400], p: A— [0,+00] medidas tais que p < v e v < p. Mostre
que p < . Além do mais, se u e v sdo o-finitas, mostre que:

ao _ dpav
dp  dvdp’

ou, mais precisamente: se f é uma derivada de Radon—Nikodym de v com
respeito a p e g é uma derivada de Radon—Nikodym de p com respeito a v
entao fg é uma derivada de Radon—Nikodym de p com respeito a .

Ezercicio 8. Assuma que o item (a) do Teorema 2 ji tenha sido demons-
trado para medidas finitas p, v e demonstre o item (a) do Teorema 2. (su-
gestao: mostre que podemos escrever X como uma uniao disjunta UZO:1 Xn
de conjuntos mensuraveis X,, tais que u(X,) < +o0o e v(X,) < +o0o. De-
note por u', v", respectivamente, a restricio de p e de v a Alx,. Se
fo + Xn — [0,400[ é uma derivada de Radon-Nikodym de v™ com res-
peito a p”, defina f : X — [0, +oo[ tal que f|x, = fn, para todon > 1 e
mostre que f é uma derivada de Radon—Nikodym de v com respeito a pu.)

FEzercicio 9. Assuma que o item (b) do Teorema 2 ja tenha sido demonstra-
do no caso em que a medida p é finita e demonstre o item (b) do Teorema 2.
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(sugestdo: escreva X como uma unido disjunta |J;~; X, de conjuntos men-
surdveis X, tais que u(X,) < +oo e proceda da mesma forma que vocé o
fez no Exercicio 8.)

FEzercicio 10. Assuma que o item (a) do Teorema 2 ja tenha sido demonstra-
do e demonstre o item (b). (sugestao: em vista do resultado do Exercicio 9,
é suficiente considerar o caso em que a medida p é finita. Para cada inteiro
positivo k, seja (P, Ni) uma decomposicao de Hahn para a medida com
sinal v — kp. Sejam P = (go,; Pr e N = Jpe; Ni. Note que X = PUN
e PN N = (. Verifique que se E é um subconjunto mensurdvel de P entao
v(E) = 400 se u(E) > 0. Verifique também que a restricao de v a A|y é
o-finita. Seja f : N — [0,4o00[ uma derivada de Radon—Nikodym da res-
tricdo de v a A|xy com respeito a restrigao de u a A|y. Estenda f para X
colocando o valor +o0o em P e verifique que vocé obteve uma derivada de
Radon—Nikodym de v com respeito a p.)

4. Definicao. Seja (X, .A) um espago mensuravel e sejam p : A — [0, +0o0],
v: A — [0,400] medidas. Dizemos que p e v sdo mutuamente singulares
e escrevemos p | v se existem conjuntos mensuraveis A, B € A tais que

X=AUB,ANnB=0, u(A) =0ev(B)=0.
Ezercicio 11. Mostre que se 4 1. v e v < u entao v = 0.

5. Teorema (decomposicao de Lebesgue). Seja (X, A) um espago men-
surdvel e sejam p: A — [0, +00], v : A — [0,400] medidas o-finitas. Entdo
existe um unico par (Va, Vs) de medidas definidas em A tais que v = v, + g,
Vo < b evg L .

Observe que a o-finitude de v implica a o-finitude das medidas v, e vs.

6. Definigao. O par (v,,vs) cuja existéncia é garantida pelo Teorema 5 é
dito uma decomposi¢cao de Lebesgue de v com respeito a p.

A demonstracido do Teorema 5 serd dada mais adiante.

Ezercicio 12. Seja (X, A, ;) um espaco de medida. Sejam (va,vs), (V5,V))
pares de medidas definidas em A tais que:
Va + Vs :Vé—i—yé,

Vo K py V) < iy vs L e vl L p. Mostre que v, = V) e v = v, (sugestao:
sejam A, B, A’, B’ conjuntos mensuraveis tais que X = AUB = A’ U B/,
ANB = AnNB =0, p(Ad) = u(A') = 0e vs(B) = Vi(B') = 0. Se
Al =AUA e Bl =BNDB entao X = A1 UBy, AiNB; :(b, M(Al) =0
e vs(B1) = Vi(B1) = 0. Mostre que v,(E) = V,(E) e vs(E) = V.(E) para
qualquer subconjunto mensurdvel E de A; e para qualquer subconjunto
mensuravel E de Bj.)

Ezercicio 13. Suponha que a existéncia da decomposigao de Lebesgue (v, v5)
tenha sido demonstrada quando as medidas p e v sdo finitas e demonstre a
existéncia da decomposicao de Lebesgue para medidas o-finitas. (sugestao:
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escreva X como uma uniao disjunta [ ;- ; X,, de conjuntos mensurdveis X,
tais que pu(X,) < 400 e v(X,) < +o0o0. Sejam u", V", respectivamente, as
restrigoes de p e v a Alx,. Seja (v7,vl') a decomposicao de Lebesgue de v"
com respeito a u” e defina v, : A — [0, +00], vs : A — [0, +00] fazendo:

o0 o0
=Y HENX,), w(E)=> (ENX,),
n=1 n=1

para todo E € A.)

FEzercicio 14. Seja (X, A) um espaco mensurdvel e sejam p : A — [0, 00],
v:A—[0,+00] medidas. Seja F o conjunto de todas as fungoes mensurdveis
nao negativas f : X — [0, +o0] tais que:

/ fdu <v(E
E
para todo E € A.

(a) Mostre que se f,g € § entao a fungao f Vg : X — [0,+00] definida
por:

(fVg)(z) =max{f(z),9(z)}, =z€X,
pertence a §. (sugestdao: dado E € A, escreva E = F; U Es, onde:

Ei=En[f>g], Ex=EN[f<g).

Note que f V g coincide com f em FE; e coincide com g em Fj.)
(b) Seja:

c:sup{/)(fdu:fES}E[O,+oo].

(note que a funcdo nula estd em §, de modo que ¢ é o supremo de
um conjunto nao vazio.) Mostre que existe f € § tal que:

/fdu—c

(sugestao: seja (fn)n>1 uma seqiiéncia em § tal que:

lim / fondu =c.

n—-+00 X
Trocando f, por fi1 V...V f, e usando o resultado do item (a),
vemos que pode-se supor que a seqiiéncia (f,),>1 é pontualmente
crescente. Seja f tal que f,  f e use o Teorema da convergéncia
monotonica.)

(c) Se a medida v é finita, mostre que podemos encontrar uma fungao
f como no item (b) tomando valores em [0, +oo[. (sugestao: temos
c < V(X) < 400 e portanto f é finita u-quase sempre. Troque o
valor de f por zero no conjunto de medida nula [f = +00].)
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Demonstracao dos Teoremas 2 e 5. Note que a unicidade da decomposicao
de Lebesgue ja foi demonstrada no Exercicio 12. Além do mais, em vista
dos resultados dos Exercicios 8, 10 e 13, podemos supor que as medidas p
e v sao finitas. Sejam §, ¢ e f como no Exercicio 14. Como a medida v é
finita, note que ¢ < v(X) é finito e que podemos supor que f é finita. Seja
pr = [ fdu e para cada inteiro positivo k, considere uma decomposi¢ao de

Hahn (Pg, Ni) para a medida com sinal v — s — %,u. Vamos mostrar que
w(Py) = 0. Considere a funcao:
¢k:f+%X&-

Afirmamos que ¢ € §. De fato, dado E € A entéo:
/ opdp = pp(ENPy) + gu(ENBy) <v(EN B,
ENPy

ja que:
(v = ps = ) (BN P) > 0.

Além do mais:
| du=p (BN < v(ENN),
ENNg
ja que f € §. Entao:
[ovau= [ odur [ ondn<u(B0R) +u(EON) = (D)
E ENPy ENNg

J& que ¢ € §, temos que:
[ onan<e
X

pp(X) + gu(Pr) = ¢+ u(Py) < .

Como c é finito, concluimos que u(Py;) = 0. Sejam:

x [o@)
A:UPk, B:ﬂNk.
k=1 k=1

Dai X = AUB e ANB = (). Temos p(A) =0. Além do mais, como B C Ny,
temos:

ou seja:

v(B) < py(B) + zu(B),
para todo inteiro positivo k e portanto v(B) = pr(B). Sejam v, = uy e
vs = v — py. Temos que v, e v sao medidas (sem sinal) e v = v, + vs.
Obviamente, v, < . Como pu(A) = 0 e vs(B) = 0, temos que p L vg.
Isso completa a demonstracdo do Teorema 5. Agora, se assumimos que
v < g entdo (1,0) e (Va,vs) sdo ambas decomposigoes de Lebesgue de v
com respeito a p e portanto v = v, = uyf, completando a demonstragao do
Teorema 2. (|
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Ezercicio 15. Seja (X, A, ) um espago de medida e suponha que u seja
o-finita. Mostre que se (4;);cs é uma familia de conjuntos mensuraveis dois
a dois disjuntos entao o conjunto:

{iel:p4) >0}
é enumerdvel. (sugestao: escreva X = |Jpo | Xj, com pu(Xy) < 400 e note
que:

o0 o0
{iel:pn4)>0}= U U {iel:pAinXy) > 11
k=1n=1
Observe que pu(A; N Xx) > - para no maximo um numero finito de indices

iel)

1
n

Ezercicio 16. Mostre que o Teorema 5 vale também sem a hipdtese de que
a medida p seja o-finita, i.e., que se u e v sao medidas e v é o-finita entao
existe um (Unico) par de medidas (v,,v5) tal que v = vy + vy, Vo < L
e vs L p. (sugestdo: use o Lema de Zorn para mostrar que existe um
elemento maximal dentre os subconjuntos £ de A que satisfazem as trés
seguintes condigoes: (i) os elementos de £ sao dois a dois disjuntos, (ii)
u(E) = 0 para todo E € &, (iii) v(F) > 0 para todo F € £. Pelo resultado
do Exercicio 15, £ é enumeravel. Sejam A = |Jpce £ ¢ B = X \ A. Defina:

vo(E) =v(ENB), v(F)=v(ENA), FEcA

Note que p(A) = 0 e v5(B) = 0 e conclua que vs L pu. Para mostrar que
Va < 1, note que se existisse £ € A com p(F) =0 e v(EN B) > 0 entao
E U{E N B} seria uma extensao proépria de & satisfazendo (i), (ii) e (iii).)

Ezercicio 17. Seja (X,.A) um espago mensuravel tal que {z} € A para todo
x € X. Sejam v : A — [0, +00] a medida de contagem e p : A — [0, 400]
uma medida nao nula tal que ,u({:c}) = 0 para todo x € X. (Por exemplo,
podemos tomar X = R e p igual & medida de Lebesgue.) Mostre que nao
existe um par de medidas (v,,vs) tal que v = vy + 15, v < pe vs L p.
(sugestao: mostre que Vs({x}) = 1 para todo x € X. Se existisse uma
particaio AU B de X com u(A) = 0 e v5(B) = 0 entao B seria vazio e A
seria igual a X.)



