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Questao 1. Considere a funcio f : R? — R? definida por
fla,y) = (2% =y — 22, 2zy — 2y),
para todo (z,y) € R2.
(a) (valor 0,5 ponto) Determine a matriz Jacobiana de f num ponto
(z,y) € R2.
(b) (valor 1,0 ponto) Seja A C R? o conjunto dos pontos (x,y) € R?
que pertencem a algum aberto U C R? tal que f[U] seja aberto
e tal que a funcao fly : U — f[U] seja um difeomorfismo. Liste
explicitamente os pontos de R? que ndo estdo em A.
(¢) (valor 1,0 ponto) Seja U C R? um aberto contendo o ponto (0, 1) tal
que f[U] seja aberto e a fungao f|y : U — f[U] seja um difeomor-

fismo. Calcule a matriz Jacobiana da fungao inversa g = (f|y)~! no
ponto (—1,—2) = f(0,1).

Solucgao do item (a). Se f; e fo denotam as fungoes coordenadas de f,
entao

0fi o Oy

%(xvy) =2z 27 ay (‘Tay) - 2y7
fa = Ofa 0y —9p
ax (-'L',y) - 2y7 8:1/ (xvy) - 21’ 27

e portanto

0, 0
H(zy) GPay) 20— 2  —2y
Jf(fl:,y): dfs = 2y o —92)°
para todo (z,y) € R2.
Solugao do item (b). Como f é de classe C'!, segue do Teorema da Fungao
Inversa que (z,y) pertence a A se, e somente se, a matriz Jacobiana J f (z, y)
é inversivel. Portanto (x,y) € A se, e somente se, o determinante de J f(z, y)
é nao nulo. Temos:

det(Jf(z,y)) = (22 -2 +4y°=0<=22-2=0ey=0
= zrz=1ey=0.

Assim, o tinico ponto de R? que nio estd em A é o ponto (1,0).



Solugao do item (c). Como g o (f|y) é a aplicacao identidade de U, o
ponto (0,1) estd em U e f(0,1) = (—1,—2), a regra da cadeia nos da que
Jg(—1,—-2)J f(0,1) é a matriz identidade, donde segue que Jg(—1,—2) é a
matriz inversa de J f(0,1). Usando o resultado do item (a), obtemos

-2 =2
Jf(ovl)_(2 _2>7
e portanto:

11
Jg(—1,-2) = Jf(0,1)"" = é (:3 _22> - <_z N ) '



Questao 2. (valor 2,5 pontos) Seja D o semi-disco definido por

D={(z,y) eR*:2* +y*<ley>0}.
Cacule a integral dupla:
// 22y dzdy.
D

Solucao. Usando coordenadas polares
xr=rcosl, y=rsend, dxdy=rdrdd,
r€]0,+o0[, 0€]0,2n],

e o Teorema de Fubini, obtemos:

T 1 1 T
// x2ydxdy:/ (/ r4cos2c9$en9dr) d9:/ cos20 sen 6 df.
D 0 0 9 Jo

Usando a substituicdo u = cosf, du = —senfdf, calculamos a ltima
integral acima como segue:

T —1
/ cos208en9d0:—/ uzdu:g.
0 1 3

2
2
rz ydrdy = — -
//D 15

Assim:



Questao 3. (valor 2,5 pontos) Considere o pedago de esfera S definido por
S:{(x,y,z)EIR3:x2+y2+z2:1,x>0,y>0ez>0}

e o campo vetorial F:R3 = R3 dado por

—

F(z,y,2) = (y,2,0),
para todo (z,,2) € R3. Calcule o fluxo fs F-fidA, em que 71 é a normal

unitéria para S definida por 7i(z,y, 2) = (z,y, z), para todo (x,y,z) € S.

Solucao. Consideramos a parametrizacao injetiva o : }O, g[ X ]O, g[ — R?
de S definida por
o(0,¢) = (cos B sen ¢, sen b sen ¢, cos @),

para todo (0, ¢) € ]0, %[ X ]O, 5 [ Temos

%(9, @) = (—sen @ sen ¢, cos f sen ¢, 0),
oo
67;5(9’ @) = (cos B cos ¢, sen  cos ¢, — sen @),
e portanto
oo 0o 9 9
%(O,Qﬁ) A a—qb(ﬂ,qb) = (— cosfsen”¢p, —sen fsen¢, — sen ¢ cos @),

= —ii(c(0, ¢)) sen ¢,

para todo (6, ¢) € ]0, g[ X ]O, 5 [, donde segue que 7 tem o sentido oposto
da normal unitaria canonicamente associada a parametrizagao o, isto é, os

vetores ﬁ(a(@, ¢)) e g—g(@, ) N\ %(9? ¢) tem sentidos opostos. Dali:

_— 3 3. Oo do
/SF-ndA——/O (/O F(o(6,9)) - <%(9,¢)A%(9,¢)) d0> de.



ﬁ(a(@,qﬁ)) = (senfsen ¢, cos ¢, 0) e

0o 8—0(0, ¢)> = —senf cosfsenp — sen f sen’g cos @,

= </§ senﬁcos&dﬁ)(/g S€n3¢d¢>
0 0
+ (/Og sen@d@)(/og S€H2¢C08¢d¢)

em que usamos as substituigoes de varidvel u = senf, v = cos ¢ e w = sen ¢
para o célculo das integrais.



Questao 4. Considere o pedago de paraboldide definido por
S:{(x,y,z)€R3:z:1—x2—y2ez>0}

e o campo vetorial F :R3 — R3 dado por

F(z,y,2) = (2 — sen(y® + 2°),y + cos(2?2?), —x2),

para todo (z,y, z) € R3.

(a) (valor 0,5 ponto) Calcule o divergente de F.

(b) (valor 2,0 pontos) Use o Teorema de Gauss para calcular o fluxo
| Sﬁ -ndA, em que 77 é a normal unitdria para S que aponta para
fora de:

U={(z,y,2) ceR?:0<z< 1—x2—y2}.

Solugao do item (a). O divergente de F ¢é dado por
(V-F)(z,y,2) = %ﬁ;(m,y, z)+a;;2(x,y, z)—i-a;;g(:n, y,2) =2z+1—x = x+1,
para todo (z,y, z) € R?, em que Fy, F; e F3 denotam as funcoes coordenadas
de F.
Solucao do item (b). Considere o disco

D={(z,y,2) eER*:2* +y* <lez=0}
Temos que U é um aberto apropriado para o Teorema de Gauss e que a
fronteira de U é a uniao da superficie regular S U D com o circulo

{(z,y,2) eR3: 22 +9y%=1 ez=0}

que é imagem de uma curva de classe C' e portanto irrelevante para a
integral de superficie. Podemos entao aplicar o Teorema de Gauss obtendo

// ﬁﬁ:/ﬁ-ﬁdAJr/ﬁ-ﬁldA,
U S D

em que 717 € a normal unitdria para o disco D que aponta para fora de U.
Temos 71 (x,y,z) = (0,0, —1) e portanto

—

F(l‘,y,Z) : ﬁl(l’,y,Z) =Tz = 07
para todo (z,y,2) € D; daf:

/ﬁ-ﬁldA:().
D



Agora calculamos a integral tripla

///Uﬁ'ﬁ:///[](ml)dxdydz

usando coordenadas cilindricas
x=rcos, y=rsend, z=z,
dzdydz = rdrdfdz
r€]0,+o0][, 6€]0,2n[, z€R

e o Teorema de Fubini, obtendo:

///Uﬁ-ﬁ:/ol(/0%(/Ol_r(QTCOSG—I—l)rdz)dH)dr
:/01 (/OQW(TCOS¢9+1)T(1—T2)d9) dr
_ (/()1r2(1—rz)dr></027rc089d0) +27T/017“(1—r2)dr

! 1 1 T
= — 3 = —_ — = = —
—271/0 (r—r2)dr 277(2 4) 5

/ﬁ.ﬁdA:///ﬁ.ﬁ_/ﬁ.ﬁldAJ_oJ.
s U D 2 2

Assim:



