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Questao 1. (valor 2,5 pontos) Seja V' um espago vetorial sobre um corpo K
e seja W um subespaco de V. Mostre que os espagos vetoriais W* e V*/W°
sao isomorfos.

Solucao. Considere a aplicagao inclusao ¢ : W — V. Obviamente ¢ é linear.
Seja T'=14" : V* — W* a transposta da aplicagao i. Temos que T é linear,
sendo a transposta de uma aplicagao linear. Pelo resultado do Exercicio 3
da Segunda Lista, o ntcleo de T' = ¢* é o anulador em V' da imagem de ¢,
isto é
Ker(T) = (Im(i))® = W°.

Além do mais, pelo resultado do Exercicio 5 da Segunda Lista, a imagem de
T = i* é o anulador em W do niicleo de i; como Ker(i) = {0}, temos que
esse anulador é todo o espaco W*, isto é, T é sobrejetora. Segue agora do
resultado do Exercicio 3 da|Quarta Lista que V*/W® (isto é, o quociente do
dominio de T" pelo nicleo de T') é isomorfo a W* (isto é, a imagem de T').

Observacdo. A aplicaggo T : V* — W™ considerada na solugdo acima é
simplesmente a aplicacao definida por:
T(a) = a|w,

para todo o« € V*. Para resolver a questao, ndo é necessario observar que
T = i*. De fato, é facil ver que T é linear e é ébvio que o nucleo de T é
We. A sobrejetividade de T é conseqiiéncia do fato que toda transformagao
linear definida no subespaco W de V' admite uma extensao linear para todo
o espaco V. Esse fato pode ser mostrado facilmente usando uma base de V'
que contenha uma base de W, notando que uma transformacao linear fica
unicamente determinada pelo seu valor nos vetores de uma base do dominio.
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Questao 2. (valor 2,5 pontos) Seja V' um espago vetorial sobre um corpo
K esejaT : V — V um operador linear que admite um vetor ciclico.
Mostre que se S : V — V é um operador linear que comuta com 7' (isto é,
SoT =TolS), entao existe um polindémio p(X) € K[X] tal que S = p(T).

Solugao. Seja v € V um vetor ciclico para T, isto é, V = Z(v;T). Como
S(v) estd em V = Z(v;T), temos que existe um polinoémio p(X) € K[X]
tal que S(v) = p(T)(v). Afirmamos que S = p(7'). Para mostrar isso, seja
w € V e vamos verificar que S e p(T") tém o mesmo valor em w. Temos que
existe ¢(X) € K[X] com w = ¢(T)(v). Como S comuta com T, segue que
S comuta com ¢(T") (Exercicio 5 da Oitava Lista) e portanto:

S(w) = S(q(T)(v)) = q(T)(S(v)) = ¢(T) (p(T)(v)) = p(T)(q(T)(v))
= p(T)(w).


http://www.ime.usp.br/~tausk/texts/Lista8-MAT0222-2014.pdf

Questao 3. (valor 2,5 pontos) Seja V' um espago vetorial de dimensao finita
sobre um corpo K esejam T : V — V e S : V — V operadores lineares
diagonalizéveis. Suponha que T' e S comutam (isto é, SoT = T o S). Mostre
que T e S sao simultaneamente diagonalizdveis, isto é, que existe uma base
B de V tal que as matrizes [T|g e [S]p sdo ambas diagonais.

Solucao. Como T é diagonalizavel, temos:

(1) V=W,
AEA

onde A C K denota o conjunto dos autovalores de T e V) = Ker(T — AI)
denota o autoespaco de T correspondente ao autovalor A € A. Como S
comuta com T, temos que S comuta com T'—\I e portanto V), = Ker(T'—AI) é
um subespaco S-invariante, para todo A € A. Do fato que S é diagonalizdvel,
segue que S|y, : V) — V) também é diagonalizavel (Exercicio 12 do texto
sobre decomposicao priméria) e portanto existe uma base By de V) formada
por autovetores de S|y,. Mas autovetores de S|y, também sao autovetores
de S e portanto os elementos de B) sdo autovetores de S; os elementos de
B) também sao autovetores de T', ja que pertencem a V. De e do fato
que By é uma base de V), para todo A € A, segue que concatenando as bases
By, A € A, obtemos uma base B de V (item (b) do Exercicio 3 da Quinta
Lista). Mas os elementos de B sao autovetores de S e de T, e dai segue que
as matrizes [T e [S]p s@o ambas diagonais.


http://www.ime.usp.br/~tausk/texts/DecomposicaoPrimaria.pdf
http://www.ime.usp.br/~tausk/texts/Lista5-MAT0222-2014.pdf
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Questao 4. Seja V um espago vetorial sobre K = R ou K = C munido de
um produto interno (-,-). Um operador linear T': V' — V é dito positivo se
for auto-adjunto e se (T'(x),z) > 0, para todo x € V. Suponha que V tenha
dimensao finita e seja T : V' — V um operador linear positivo. Mostre que:

(a)
(b)

(valor 1,0 ponto) existe um operador auto-adjunto S : V' — V tal
que S? =T;
(valor 1,5 pontos) existe em wnico operador positivo S : V — V tal
que S2=T.

Solucao.

(a)

(b)

Como T é auto-adjunto, existe uma base ortonormal B = (eq,...,ey)
de V tal que cada e; é um autovetor de T" associado a um autovalor
Aj € R. A matriz [T]p é a matriz diagonal cujos elementos da

diagonal principal sao A;, j = 1,...,n. Note que:
(T(ej),ej> = <)‘j€jvej> :)\j, j = 1,...,71,
e como T' é positivo, segue que \; > 0, para todo j = 1,...,n.

Seja S : V. — V o operador linear tal que [S]g é a matriz diagonal
cujos elementos da diagonal principal sao as raizes quadradas \/E
j=1,...,n. Como a base B é ortonormal e a matriz [S]z é auto-
adjunta (ja que é real e simétrica), temos que o operador S é auto-

adjunto. Além do mais, como ([5}5)2 = [T)s, temos que S? =T.

Em primeiro lugar, notamos que o operador S construido na solugao
do item (a) é positivo. De fato, temos que S é auto-adjunto e para
todo x = Y%, wje; € V, vale que:

(S(z),z) = <Zx]~\/¥ej,zxkek> = > Vi@ T (ejrer)
j=1 k=1

=1 k=1
n
=> VAl =0
j=1

Resta agora mostrar a unicidade de S. Seja entao S’ : V. — V um
operador positivo tal que (S')?2 = T e vamos mostrar que S’ = S.
Como T é diagonalizdvel, temos:

V=W,

AEA
onde A C [0, +oo[ denota o conjunto dos autovalores de T' e, para
cada A € A, V), = Ker(T — AlI) denota o autoespago de T correspon-
dente ao autovalor X\. Nés vamos mostrar agora que 5’|y, = VAL
para todo A € A; 0 mesmo argumento (com S no lugar de S’) mos-
trard que S|y, = VA1, para todo A € A. Dai S|y, = S'|y,, para



todo A € A, e seguird de que S = S’, completando a solucao
do item (b). Seja entdo A € A e mostremos que S|y, = VAL De
(8")2 = T segue que S’ comuta com T'; dai S’ comuta com T — Al
e portanto V) = Ker(T — AI) é um subespaco S’-invariante. O ope-
rador S’|y, : V) — V) é auto-adjunto e portanto existe uma base
ortonormal C de V) tal que a matriz [S|y,]c é diagonal. Usando
a positividade de S” e argumentando como na solugao do item (a),
vemos que os elementos da diagonal principal de [S’|y,]¢ sdo nao
negativos. Como ()2 = T, vale que (S'|y,)? = T|y, = AL Assim,
[S’|v,]c é uma matriz diagonal cujos elementos da diagonal principal
sao nao negativos com quadrados iguais a A, isto é, [S’|v,]¢ é uma
matriz diagonal cujos elementos da diagonal principal sao iguais a
VA. Segue entdo que Sy, = VAL



