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Questao 1. (valor 2,5 pontos) Sejam (zp)n>1, (Yn)n>1 Seqiiéncias de nime-
ros reais. Se a € R é um valor de aderéncia de (xy,),>1 € se L € R é o limite
de (yn)n>1, mostre que a + L é um valor de aderéncia de (x,, + yn)n>1-

Solugao. Como a é um valor de aderéncia de (z),>1, existe uma sub-
seqiiéncia (zy, )g>1 de (T, )n>1 que converge para a. Como (ypn)n>1 conver-
ge para L, também (y,, )p>1 converge para L, sendo uma subseqiiéncia de
(Yn)n>1- Dal (zn, + Yn, )e>1 ¢ uma subseqiiéncia de (xy, + yn)n>1 que con-
verge para a + L. Concluimos entao que a + L é um valor de aderéncia de
(xn + yn)nZI-



Questao 2. (valor 2,5 pontos) Seja D C Resejam f: D —R,g: D — R
funcoes Lipschitzianas. Mostre que a funcao f + g é Lipschitziana.

Solucao. Como f é Lipschitziana, existe k; > 0 tal que:
[f(@) = f(y)| < kalz =yl

para todos z,y € D. Como g é Lipschitziana, existe ko > 0 tal que:
() = 9(y)| < Ko|z — yl,

para todos z,y € D. Dai:

(f+9) @) = (F+ 9w =1f(2) = fly) +g(z) — g(y)]
< |f(@) = FWl+ l9(x) — g(W)| < kalw =yl + kalz — y|
= (k1 + k2)|z —yl,
para todos x,y € D. Isso prova que k1 + k2 é uma constante de Lipschitz
para f+g.



Questao 3. (valor 2,5 pontos) Seja f : R — R uma fungao continua. Mostre
que o conjunto:
f~10) = {zeR: f(z) =0}

¢é fechado.

Solucao 1. Basta mostrar que se (z,),>1 é uma seqiiéncia em f~1(0) que
converge para algum L € R entdo L € f~1(0). Mas de z, — L e da
continuidade de f no ponto L vem f(z,) — f(L). Como f(x,) = 0 para
todo n € IN*, concluimos que f(L) = 0, ou seja, L € f~1(0).

Solucao 2. Como f é uma fungao continua com dominio aberto, o resultado
do Exercicio 4 da lista 10 nos diz que f~!(A) é aberto, para qualquer aberto
A C R. Dai, se S C R é fechado, entdo S¢ é aberto e portanto f~1(S°) é
aberto. Mas f~1(5¢) = f~1(9)¢, donde f~1(S) é fechado. Em particular,
como S = {0} é fechado, temos que f~1(S) = f~1(0) é fechado.


http://www.ime.usp.br/~tausk/texts/Lista10-MAT0206-2011.pdf

Questao 4. (valor 2,5 pontos) Seja D C R um subconjunto denso que
possui interior vazio. Mostre que 9D = R.

Solugao 1. Devemos mostrar que qualquer x € R estd em 0D. Sejax € Re
seja e > 0. Devemos verificar que |z — €,z + ¢[ tem pontos de D e pontos de
D¢. Como D é denso, z é aderente a D, donde |z — ¢,z + ¢[ tem pontos de
D. Finalmente, |x — ¢,z + €[ tem que ter pontos de D¢, sendo |z — e, 2 + ¢
estaria contido em D, o que implicaria que z € int(D) = 0.

Solucao 2. Pelo resultado do Exercicio 13 da lista 8, temos que:
R = int(D) U int(D) U dD.

Por hipétese, int(D) = (). Mas int(D°) é o complementar de D = R, logo
também int(D°) = (). Assim 0D = R.


http://www.ime.usp.br/~tausk/texts/Lista8-MAT0206-2011.pdf

