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Questao 1. (valor 2,5 pontos) Sejam M, (RR) o espaco vetorial das matri-
zes reais n X n e GL(n,R) o subconjunto aberto de M,,(R) formado pelas
matrizes invertiveis. Considere a fungdo F' : GL(n,R) — M,(R) definida
por:

F(A)=A'A"' A cGL(n,R),
onde A' denota a transposta da matriz A. Determine a diferencial de F.
Justifique a sua resposta.

Solugao. Temos F' = mo (7,7), onde as aplicagoes:

m: M,(R) x M,(R) — M,(R),

7:GL(n,R) — M,(R), J:GL(n,R) — M,(R),

sao definidas por:

m(A,B) = AB, A,Bec M,(R),

T(A)= A", J(A) =471  AcGL(n,R),
e (1,7) : GL(n,R) — M,(R) x M,(R) é a aplicacdo cujas fungdes coorde-
nadas sdo 7 e J. A aplicagdo m é bilinear e portanto:
dm(A,B)- (H,K)=m(A,K)+m(H,B) = AK + HB,
para todos A, B, H, K € M,(R). A aplicacao 7 é (a restrigdo a um aberto
de) uma aplicacao linear e portanto:
dr(A)-H = H',
para todos A € GL(n,R), H € M,(R). Como vimos em aula, a diferencial
de J é dada por:
dJy(A)-H=—-ATTHA™!,
para todos A € GL(n,R), H € M,(R). Usando a regra da cadeia e o
teorema da diferenciagao coordenada por coordenada, obtemos:
dF(A)-H = dm(T(A),j(A)) : (dT(A) - H,d3(A) H)
=—A"ATTHAT + H'ATY,

para quaisquer A € GL(n,R), H € M, (R).



Questao 2. Considere a funcio f : R? x R? — R? definida por:
flz,y) = (€y1+y2 +z1(yf + v3), sen(y1 + 2y2) + 21 + 1‘2),

para todos = = (x1,22) e y = (y1,y2) em R2.
(a) (valor 1,0 ponto) Determine a matriz que representa a transformagao
linear 9, f(0,0) : R? — R? na base canonica.

(b) (valor 1,5 pontos) Mostre que existem vizinhangas abertas U; e Us
da origem em R? e uma funcdo 1 : Uy — Us de classe C™ tais que,
para todos x € Uy, y € Us, vale que:

flzy) = (1,0) <=y = 9().
Determine a matriz Jacobiana de ¢ no ponto 0.

Solugao.

(a) Temos, por definicao, 9, f(0,0) = dg(0), onde g : R2 — R2 é definida
por:
9(y) = £(0,y) = ("2, sen(y1 + 2y2)),
para todo y = (y1,92) € R? A matriz que representa 9, f(0,0) na
base canonica é entao a matriz Jacobiana de g na origem, dada por:
le] le]
(351(0,0) 82;(0,0)> B <1 1)
0, 0, - ’
52(0,0)  52(0,0) L2
(b) O determinante de 9, f(0,0) é igual a 1 # 0 e portanto a aplicagao
linear 0, f(0,0) é um isomorfismo. Além do mais, a aplicacao f é de
classe C* e f(0,0) = (1,0). Segue do Teorema da Funcao Implicita
que existem vizinhancas abertas Uj, U da origem em R? e uma
aplicagao v : Uy — Uy de classe C™ tais que, para todos x € Uy,
y € Us, temos f(z,y) = (1,0) se e somente se y = 1(x). Temos que
¥(0) = 0 e que dy(0) = —[0,£(0,0)]71[0,£(0,0)]. Além do mais,
9:£(0,0) = dh(0), onde h : R? — R2? ¢ definida por:

h(x) = f(x,0) = (1,21 + 22),

para todo x = (x1,22) € R2. Assim, a matriz que representa
0. f(0,0) na base candnica é a matriz Jacobiana de h no ponto 0,

dada por:
(2’;1(0,0) gZ;(O,O)> B (0 0)
922(0,0) 522(0,0) L

Finalmente, a matriz Jacobiana de 1 no ponto 0 é igual a:

) G- (GE Y- )



Questao 3. (valor 2,5 pontos) Sejam fixadas normas arbitrarias em R™ e
R™, ambas denotadas por || - ||. Seja f: U — R™ uma fungao definida num
subconjunto aberto conero U de R™. Assuma que existam ¢ > 0e a > 1
tais que:

1 () = FW)Il < ellz =yl

para todos z,y € U. Mostre que f é constante.

Solucao. Em vista da conexidade de U e do resultado do Exercicio 4 da
Décima-Segunda Lista, é suficiente mostrar que df(x) = 0, para todo x € U.
Seja x € U fixado. Devemos mostrar que:

fl@+h) - f(x)

li — 0.
T 0
Por hipétese:
f(x+h)— |f(x+h)— f(z)]| _ clh]* ae
‘ B H_ B < = = el
IRl Il IRl

mas limy_sq ||h]|*1 =0, j& que o — 1 > 0. A conclusdo segue.
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Questao 4. (valor 2,5 pontos) Seja ¢ : U — R™ uma funcao de classe C*
(1 < k < 00) definida num subconjunto aberto convero U de R™. Assuma
que exista ¢ < 1 tal que ||[d¢(x)|| < ¢, para todo x € U, onde ||d¢(z)|| denota
a norma de operadores de d¢(z) associada a uma norma arbitraria fixada
em RR™. Mostre que a funcao f: U — R" definida por:

flx)=z+¢(x), ze€U,

é um difeomorfismo de classe C* sobre um aberto de R”.

Solugao. Vejamos em primeiro lugar que df(z) é um isomorfismo de R",
para todo x € U. Seja entao dado = € U. Temos:

df(z)-h=h+de¢(z) - h,

para todo h € R™, ja que a aplicacao identidade ¢é linear. Note que:

[df () - bl = [Ih + de(2) - bl = [|All = [[dg(x) - All = [[B] = [|do() ][]
> [[All = ellhll = (1 = c)|[A].

Como 1 —c¢ > 0, de df(z) - h = 0 segue h = 0, o que mostra que o nicleo
de df(z) é nulo. Assim df(x) é uma transformacao linear injetora de R"
em R™ e é portanto um isomorﬁsmﬂ Como f é de classe C*, o Teorema
da Funcao Inversa nos da entao que f é um difeomorfismo local de classe
C*. Para concluir agora que f é um difeomorfismo de classe C* sobre um
aberto, resta mostrar que f ¢é injetora. Em vista da convexidade de U e do
resultado do item (b) do Exercicio 1 da Décima-Segunda Lista, temos que ¢
é Lipschitziana com constante ¢ < 1, isto é, ¢ é uma contragao. Assim, segue
do Lema da Perturbacgao da Identidade que f € injetora. Mais diretamente:

sea,y € U e f(z) = f(y) entiio 2 — y = ¢(y) — () e
le = yll = () — é(@)]| < clle —y| = 0 < (1 - S)lje — y|| < 0;

comol—c>0,vem [z —y|[|=0ez=y.

L Alternativamente: vimos em aula que se H : R"* — R"™ é um operador linear com
|H| <1 entdo Id — H é um isomorfismo e (Id — H) ™' =322 H".
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