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Questao 1. (valor 2,5 pontos) Seja K um corpo e sejam p(X), ¢(X) € K[X]
polindmios tais que mde(p(X),q(X)) = 1. Mostre que se f(X) € K[X] ¢

tal que p(X)[f(X) e q(X)[f(X), entao p(X)q(X)|f(X).

Solugao. Como p(X)|f(X), temos que f(X) = p(X)g(X), para algum
g(X) € K[X]. Dai q(X)|p(X)g(X) e, como mdc(p(X),q(X)) = 1, segue
da Proposigao 1 do texto sobre decomposigao primaria que ¢(X)|g(X). Dai
9(X) = q(X)h(X), para algum h(X) € K[X], donde:

f(X) = p(X)q(X)h(X),
isto &, p(X)g(X)|f(X).


http://www.ime.usp.br/~tausk/texts/DecomposicaoPrimaria.pdf

Questao 2. (valor 2,5 pontos) Sejam V' um espaco vetorial real de dimensao
finitae T : V — V um operador linear. Suponha que T satisfaca a condigao:
T —-3T°+27T% =0

e que Ker(T') = Ker(T?). Mostre que T é diagonalizével.

Solucao. Tomando p(X) = X% —3X3 +2X?% € R[X], temos que p(T) = 0.
O polinémio p(X) pode ser fatorado da seguinte forma:
p(X) = X*(X — 1)(X - 2),
sendo:
mde(X? X — 1) =mde(X?, X —2) =mde(X —1,X —2) = 1.

Segue da Proposicao 9 do texto sobre decomposicao priméria que V' é soma
direta dos espagos Ker(T?), Ker(T —1I) e Ker(T —2I). Como Ker(T?) é igual
a Ker(T'), temos na verdade que V é soma direta de Ker(T), Ker(T' —1I) e
Ker(T'—2I). Assim, unindo uma base de Ker(7') com uma base de Ker(7T —1I)

e uma base de Ker(7T —2I), obtemos uma base de V' formada por autovetores
de T'. Isso mostra que 1" é diagonalizavel.

Observacdao. Se trocarmos R por um corpo K qualquer, entdo o mesmo
argumento mostra que 1" é diagonalizavel, desde que 2 # 0 em K. Se 2 =0
em K, entdo o polinomio p(X) se fatora como p(X) = X3(X — 1), sendo
mdc(X3, X — 1) = 1. Nesse caso, concluimos que:

V = Ker(T?) @ Ker(T —1);
de Ker(T) = Ker(T?), segue que Ker(T) = Ker(T?) (Exercicio 13 do texto

sobre decomposicao primaria), de modo que V = Ker(T') @ Ker(T — 1) e
concluimos também que T' é diagonalizavel.


http://www.ime.usp.br/~tausk/texts/DecomposicaoPrimaria.pdf
http://www.ime.usp.br/~tausk/texts/DecomposicaoPrimaria.pdf

Questao 3. (valor 2,5 pontos) Sejam K um corpo, V um espago vetorial
de dimensao finita sobre K e T : V — V um operador linear. Mostre que
se T' é um isomorfismo, entao existe um polinémio p(X) € K[X] tal que
T-! = p(T).

Solucao. Como 7' é um isomorfismo, segue do resultado do Exercicio 19
do texto sobre decomposicao priméria que o polinémio X € K[X] nao é
um divisor do polindémio minimal mp(X). (Na verdade, é ficil ver isso
diretamente: se fosse mp(X) = Xq(X), entao terfamos Tq(7) = 0; como
T ¢é um isomorfismo, seguiria que ¢(7") = 0, contradizendo a minimalidade
de mp(X).) Dai mde(X,mp(X)) = 1 e do Teorema de Bezout segue que
existem polinomios p(X), ¢(X) € K[X] tais que:

P(X)X + g(X)mr(X) = 1.
Avaliando ambos os lados em T', obtemos:
p(TT =1,
ja que mp(T) = 0. Daf T = p(T).


http://www.ime.usp.br/~tausk/texts/DecomposicaoPrimaria.pdf

Questao 4. (valor 2,5 pontos) Sejam K um corpo, V um espago vetorial
de dimensao finita sobre K e T : V — V um operador linear. Sejam
v, v € V tais que os polindmios T-aniquiladores pi(X) = Ann(vy;7T) e
p2(X) = Ann(ve; T') satisfacam:

de(pl(X),pQ(X)) =1.

Mostre que:
Z(vy +v9;T) = Z(v1;T) 4+ Z(ve; T).

Solugao. Como Z(v1;T) e Z(ve; T') sao T-invariantes, segue facilmente que
também Z(v1;T) + Z(vy; T) é T-invariante. Além do mais, como vy + vo
estd em Z(v1;T) + Z(ve;T) e como Z(vy + vg; T) é 0o menor subespago T-
invariante contendo v; + vo, temos:
Z(Ul + va; T) C Z(Ul; T) + Z(Q}Q; T).

Para mostrar a outra inclusao, é suficiente verificar que v1 e vy estao em
Z(v1 + vg;T); de fato, uma vez verificado isso, teremos que Z(vi;T) e
Z(v9; T) estao contidos em Z(vy + vo; T) (j4 que Z(v;; T) é o menor subes-
pago T-invariante contendo v;, i = 1,2) e portanto que Z(vy;T) + Z(vy; T)
estd contido em Z(v1 + vg;T'). Como mdc(p1(X),p2(X)) = 1, segue do
Teorema de Bezout que existem ¢1(X), g2(X) € K[X] tais que:

q1(X)p1(X) + g2(X)p2(X) = 1.
Avaliando ambos os lados em 1" e depois em vq, obtemos:
(q2(T) 0 po(T)) (v1) = v1,
ja que p1(T")(v1) = 0. Mas pa(T)(v2) = 0 e portanto:
(g2p2)(T)(v1 + v2) = (q2(T) 0 p2(T)) (v1 + v2) = (q2(T) 0 p2(T)) (v1) = v1,

donde segue que v; € Z(v1 + vg;T). Dai também vy = (v1 + v2) — v1 estd
em Z(vy + vy; T).



