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Questao 1. Considere o campo vetorial F:R3 — R3 definido por

F(z,y,2) = (2 +22y,y, 1),

para todo (z,y, z) € R3.
(a) (valor 1,5 pontos) Calcule a integral de linha

/ F . dF,

~

em que v : [0,1] — R3 é a curva parametrizada definida por
’Y(t) = (tv t2’ t3)’

para todo t € [0, 1].

(b) (valor 1,0 ponto) O campo F é conservativo? Justifique sua resposta.

Solugao do item (a). Temos

1
/ﬁ A7 = / F(y(1) -~ (t) dt,
¥ 0
em que
F(y(t) = F(t,£2,¢%) = (363, ¢2,1), 7/(t)=(1,2,3t%) e
F(y(t)) -+ (t) = 3t3 + 23 + 33 = 8t3,
para todo t € [0,1]. Dai:

Solugao do item (b). Se Fy, I, e F3 denotam as fungdes coordenadas de
F', entao

8F1 8FQ

aiy(xayaz) =2z e %(x,y,z) :07
para todo (z,y,z) € R3. Se z # 0, temos que aa—};l(x,y, z) # %(m,y, z) e
portanto a matriz Jacobiana de F' no ponto (z,y,z) nao é simétrica. Logo
F nao é conservativo.



Questao 2. (valor 2,5 pontos) Seja v a curva parametrizada em R? obtida
pela concatenacao de uma parametrizacao do segmento de reta que comeca
no ponto (0,1) e termina no ponto (0,0), com uma parametrizagao do seg-
mento de reta que comega no ponto (0,0) e termina no ponto (1,0), com
uma parametrizacao do arco de circulo

{(z,y) eR*: 2%+ =1, 2> 0cy >0}

no sentido do ponto (1,0) para o ponto (0,1). Use o Teorema de Green para
calcular a integral de linha
/ F.d7,
.

em que F:R2>R2¢o0 campo vetorial definido por
‘ﬁ(xay) = (y2 + eav’x - seny),
para todo (r,y) € R2.

Solucao. Temos que
U:{(x,y)€R2zx2+y2<1,x>0ey>0}

é um aberto apropriado para o Teorema de Green e v é uma curva fechada
simples que parametriza a fronteira de U no sentido positivo em relacao a
U. Assim, o Teorema de Green nos diz que

Aﬁ-df://{} (52G0) = 5 (@) dad,

em que P e () sao as funcgoes coordenadas de F. Temos
0Q oP
— - — =1-2
5 & Y) 3y (z,9) v,
para todo (z,y) € R%. Usamos agora coordenadas polares
xr=rcos, y=rsend, dxdy=rdrdd,
r€]0,+o0[, 0€]0,2n],

e o Teorema de Fubini para o cdlculo da integral dupla sobre U, como segue:

1 us
// (1—2y)dxdy:érea(U)—2/ (/2 T2sen9d9) dr
U 0o “Jo

Assim:



Questao 3. Considere a superficie parametrizada o : R?> — R? definida por

O'(CL‘,y) = (m,y, :E2 - y2),
para todo (z,y) € R?. Seja v uma parametrizacio da fronteira do quadrado
[0,1] %[0, 1] que d& uma tinica volta no quadrado e tal que o segmento ligando
os vértices (0,0) e (1,0) é percorrido no sentido do ponto (0, 0) para o ponto
(1,0). Seja = o oy a curva parametrizada em R?® dada pela composicio
de o com 7y e seja F:R3>R30 campo vetorial definido por

—

Flz,y,2) = (22 + W), 22 + 20ye®@) 4 4 22¢(7),
para todo (z,y, z) € R3.
(a) (valor 1,0 ponto) Calcule o rotacional de F.

(b) (valor 1,5 pontos) Use o Teorema de Stokes para calcular a integral
de linha qu -dr.

Solugao do item (a). Temos que o rotacional de F ¢ dado por
- (40500 005 on)
em que Fy, F» e F3 denotam as fungoes coordenadas de ﬁ; portanto
(6 A ﬁ)(az, Y,z) = (2y, 22,2z + 2ye(y2) — 2ye(y2)) = (2y,2z,2x),
para todo (z,y, z) € R3.

Solugao do item (b). Como o aberto U =)0, 1] x ]0, 1] é apropriado para
o Teorema de Green e v é uma curva fechada simples que parametriza a
fronteira de U no sentido positivo em relagao a U, temos que o Teorema de
Stokes nos diz que a integral de linha fu F.dré igual ao fluxo

(1) /| (VAF)-7dA

do rotacional de F sobre a superficie parametrizada |y, em que 7 é a nor-
mal unitdria canonicamente associada a parametrizacao o, isto é, a normal
unitéria 7 tal que 7i(x,y) possui 0 mesmo sentido que o produto vetorial
%(x,y) A g—‘;(az,y), para todo (z,y) € U.



O fluxo (1) é dado por
/UU(ﬁ AF)-idA = //U(ﬁ A ﬁ)(a(:p,y)) . <g;f(a:,y) A gZ(:c,y)> dzdy,

em que

oo oo
= —(1.0.2 il — (0.1, -2
ax(w,y) (1,0,2z), ay(ﬂc,y) (0,1, —2y),
oo oo
il = — (—22.2¢.1
agb,(»”U,y)Aay(ff:,y) (—2x,2y,1),
(VAF) (o(z,y) = (VAF)(z,y,2° — %) = (29,227 — 2%, 22) e
. oo oo
(VAF)(o(z,y)) - (%(w, y) A gy(w, y)) = —dzy + 42’y — 4y° + 2z,

para todo (z,y,z) € R3. Assim, usando o Teorema de Fubini, obtemos:

1 1
/ (ﬁAﬁ)-ﬁdA:/ (/ (—4xy+4x2y—4y3+2x)dx>dy
oly 0 0

1 4
:/ (—2y+fy—4y3+1>dy
0 3

2 1
=1+ -141=-2="
T3 3

Portanto:



Questao 4. Considere a superficie cilindrica S dada por
5’:{(:c,y,z)EIR3:J:2+y2:160<2<2}

e seja F:R}=>R3o0 campo vetorial definido por

—

F(w,y,2) = (2% +sen(yz),y* + e+, 22),
para todo (z,y, z) € R3.

(a) (valor 0,5 ponto) Calcule o divergente de F.
(b) (valor 2,0 pontos) Use o Teorema de Gauss para calcular o fluxo

/ﬁ-ﬁdA,
S

em que 77 é a normal unitdria para a superficie S que aponta para
fora da regiao cilindrica:

C:{(x,y,z)G]Rg:x2+y2<160<z<2}.

Solugéao do item (a). O divergente de F ¢ dado por
OF, OF OF

S F _o” ok Ok 3243249
(V-F)(z,y,2) o (z,y,2)+ 9y (z,y,2)+ 5, (z,y,2) = 3z” + 3y + 2z,

para todo (x,7, z) € R3, em que I, F, e 3 denotam as fungdes coordenadas
de F.
Solugao do item (b). Considere os discos
Dlz{(l‘,y,z)€]R3:x2—|—y2<1ez:0} e
Dy = {(z,y,2) eR3: 22 +9y% <1 ez =2}
Temos que a regiao cilindrica C' é um aberto apropriado para o Teorema de
Gauss e que a fronteira de C é a uniao da superficie regular S U Dy U Do
com os circulos
{(z,y,2) ER*: 2’ +y* =1ez=0} e
{(z,y,2) eR*: 2 +y* =1ez =2}

que sdo imagens de curvas de classe C'! e portanto irrelevantes para a integral
de superficie. Podemos entao aplicar o Teorema de Gauss obtendo

// 6-ﬁ:/ﬁ-ﬁdA+/ ﬁ.ﬁldA+/ F iy dA,
C S D1y Do

em que 71 € 7l sa0 as normais unitarias para os discos Dy e Do, respec-
tivamente, que apontam para fora de C. Temos 71 (z,y,2) = (0,0,—1) e
portanto

F(‘T?y’ Z) : ﬁl(:c,y,z) = 7’22 = Oa

para todo (z,y, z) € Dy; daf:



Similarmente, temos 7is(x,y, z) = (0,0, 1) e portanto
F(x,y,2) fia(x,y,2) = 22 = 22 = 4,
para todo (z,y, z) € Dy; daf:
/ F.itydA= | 4dA=4érea(Dy) = 4.
D2 D2

Agora calculamos a integral tripla

///C6 F = ///0(3:52 + 3y% + 22) dedydz

usando coordenadas cilindricas
x=rcos, y=rsend, z=z,
dzdydz = rdrdfdz
r€10,400[, 6€]0,2x], z€R

e o Teorema de Fubini, obtendo:

///cﬁ'ﬁ:/ol (/02W(/02(3T2+2z)rdz> d9) dr
_/01 (/0%(67“%4)7«(19) dr

1
= 27r/ (6r° + 4r) dr
0

= 2%(2 +2> = Tr.

/ﬁ-ﬁdA:///ﬁ-ﬁ—/ F.iydA— | F-fiodA="Tr—0—47 = 3.
S C D1 Do



