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Questão 1. (valor 2,5 pontos) Seja f : I → R uma função, onde I ⊂ R é
um intervalo. Mostre que se f é cont́ınua e f(I) ⊂ Q então f é constante.

Solução. Como f é cont́ınua e seu domı́nio é um intervalo, segue (do teore-
ma do valor intermediário ou, mais precisamente, do resultado do Exerćıcio 6
da lista 10) que sua imagem f(I) também é um intervalo. Mas um intervalo
contido em Q tem no máximo um ponto (já que R \ Q é denso em R) e
portanto f é constante.

http://www.ime.usp.br/~tausk/texts/Lista10-MAT0206-2011.pdf


Questão 2. (valor 2,5 pontos) Sejam f : D → R, g : E → R funções, com
D,E ⊂ R e f(D) ⊂ E. Mostre que se f e g são uniformemente cont́ınuas
então g ◦ f : D → R é uniformemente cont́ınua.

Solução. Seja dado ε > 0. Como g é uniformemente cont́ınua, existe η > 0
tal que, para quaisquer y1, y2 ∈ E:

|y1 − y2| < η =⇒ |g(y1)− g(y2)| < ε.

Como f é uniformemente cont́ınua, a partir de η > 0 obtemos δ > 0 tal que,
para quaisquer x2, x2 ∈ D:

|x1 − x2| < δ =⇒ |f(x1)− f(x2)| < η.

Dáı, para quaisquer x1, x2 ∈ D, temos:

|x1 − x2| < δ =⇒ |f(x1)− f(x2)| < η =⇒ |(g ◦ f)(x1)− (g ◦ f)(x2)| < ε.



Questão 3. Sejam D ⊂ R e f : D → R uma função. Seja a ∈ D′ um ponto
de acumulação de D e suponha que o limite limx→a f(x) exista e seja igual a
L ∈ R. Mostre que se F é um subconjunto fechado de R tal que f(D) ⊂ F
então L ∈ F .

Solução 1. Como a é um ponto de acumulação de D, existe uma seqüência
(xn)n≥1 em D \{a} que converge para a. Dáı, como limx→a f(x) = L, segue
que:

lim
n→+∞

f(xn) = L.

Mas f(xn) ∈ F para todo n ∈ N∗ e F é fechado, donde segue que L ∈ F .

Solução 2. Supondo por absurdo que L 6∈ F , então L não é ponto de
aderência de F e portanto existe ε > 0 tal que ]L− ε, L+ ε[ ∩ F = ∅. A
partir desse ε > 0, obtemos δ > 0 tal que, para todo x ∈ D, temos:

0 < |x− a| < δ =⇒ |f(x)− L| < ε.

Como a é ponto de acumulação de D, existe x ∈ D ∩ ]a− δ, a+ δ[ com
x 6= a. Dáı x ∈ D e 0 < |x − a| < δ, donde |f(x) − L| < ε, ou seja,
f(x) ∈ ]L− ε, L+ ε[. Mas isso implica que f(x) 6∈ F , contradizendo o fato
que f(D) ⊂ F .



Questão 4. (valor 2,5 pontos) Seja D um subconjunto discreto e fechado
de R. Mostre que todo subconjunto de D é fechado.

Solução. Seja S ⊂ D. Mostremos que S é fechado. Para isso, tomemos
x ∈ R com x 6∈ S e mostremos que x não é ponto de aderência de S,
ou seja, que existe ε > 0 tal que ]x− ε, x+ ε[ é disjunto de S. Temos
x ∈ D ou x 6∈ D. Se x 6∈ D então, como D é fechado, existe ε > 0 tal que
]x− ε, x+ ε[ é disjunto de D; mas S ⊂ D e portanto ]x− ε, x+ ε[ é disjunto
de S. Se x ∈ D então, como D é discreto, temos que x é isolado em D, ou
seja, existe ε > 0 tal que ]x− ε, x+ ε[ ∩ D = {x}. Como S ⊂ D, temos
]x− ε, x+ ε[ ∩ S ⊂ {x} e, como x 6∈ S, temos que ]x− ε, x+ ε[ ∩ S = ∅.


