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Questao 1. (valor 2,5 pontos) Seja f : I — R uma funcao, onde I C R é
um intervalo. Mostre que se f é continua e f(I) C Q entdao f é constante.

Solugao. Como f é continua e seu dominio é um intervalo, segue (do teore-
ma do valor intermediario ou, mais precisamente, do resultado do Exercicio 6
da lista 10) que sua imagem f(I) também é um intervalo. Mas um intervalo
contido em @ tem no méximo um ponto (ja que R\ Q é denso em R) e
portanto f é constante.


http://www.ime.usp.br/~tausk/texts/Lista10-MAT0206-2011.pdf

Questao 2. (valor 2,5 pontos) Sejam f: D — R, g : E — R fungoes, com
D,E C Re f(D) C E. Mostre que se f e g sdo uniformemente continuas
entao go f: D — R é uniformemente continua.

Solucao. Seja dado € > 0. Como g é uniformemente continua, existe n > 0
tal que, para quaisquer y1,y2 € E:

ly1 — 2| <n=19(y1) — g(y2)| <e.

Como f é uniformemente continua, a partir de n > 0 obtemos § > 0 tal que,
para quaisquer xa,xo € D:

|21 — 22| <6 = |f(z1) — fla2)| <.
Dal, para quaisquer x1,x2 € D, temos:

21 — x| <6 == |f(21) = fz2)| <= [(go f)(z1) = (g0 f)(x2)| <e.



Questao 3. Sejam D C Re f: D — R uma funcao. Seja a € D’ um ponto
de acumulacao de D e suponha que o limite lim,_,, f(z) exista e seja igual a
L € R. Mostre que se F' é um subconjunto fechado de R tal que f(D) C F
entao L € F.

Solucao 1. Como a é um ponto de acumulacao de D, existe uma seqiiéncia
(Zn)n>1 em D\ {a} que converge para a. Dali, como lim,_,, f(x) = L, segue
que:

lim f(z,)=L.

n—-+00

Mas f(x,) € F para todo n € IN* e F' é fechado, donde segue que L € F.

Solugao 2. Supondo por absurdo que L ¢ F, entdo L nao é ponto de
aderéncia de F' e portanto existe ¢ > 0 tal que |L —¢,L+e[NF = 0. A
partir desse € > 0, obtemos ¢ > 0 tal que, para todo = € D, temos:

O0<|z—a|<d=|f(z)—L|<e.
Como a é ponto de acumulacao de D, existe z € D N Ja —d,a + ] com
x #a Dalxz € De0 < |z —al <9, donde |f(x) — L| < €, ou seja,
f(z) € |L —e,L + ¢[. Mas isso implica que f(x) ¢ F, contradizendo o fato
que f(D) C F.



Questao 4. (valor 2,5 pontos) Seja D um subconjunto discreto e fechado
de R. Mostre que todo subconjunto de D é fechado.

Solucao. Seja S C D. Mostremos que S é fechado. Para isso, tomemos
z € R com z ¢ S e mostremos que x nao é ponto de aderéncia de S,
ou seja, que existe € > 0 tal que |x — e,z + ¢[ é disjunto de S. Temos
r€Doux¢&D. Sex ¢ D entdo, como D é fechado, existe ¢ > 0 tal que
|z — e,z + €[ é disjunto de D; mas S C D e portanto |z — €,z + ¢[ é disjunto
de S. Se x € D entao, como D é discreto, temos que x é isolado em D, ou
seja, existe ¢ > 0 tal que Jx —e,x +¢[ND = {z}. Como S C D, temos
Jt —e,x+e[NS C {z} e, como z &S, temos que |z —e,z+¢[NS =0.



