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Questao 1. (valor 2,0 pontos) Considere a superficie S em R? definida por:
S={(z,y,2) € R?: 23y + 23z 4+ 22 = 1}.

Encontre uma equacao geral para o plano tangente a S no ponto (1,0, 1).
Recorde que uma equacdo geral para um plano é uma equagao da forma
ar + by +cz =d.

Solugao. Considere a funcio f : R?® — R definida por

fla,y,2) = 2%y + 220 + 2,
para todo (z,y,2) € R3. Como f é uma funcdo de classe C' e S é uma
superficie de nivel de f, vale que o gradiente V f(x,y,z) de f num ponto

(x,1,2) € S, se for ndo nulo’, é um vetor normal ao plano tangente a S no
ponto (x,y, z). Temos

0 0 0
Vi 2) = (5.0, 5 @), 5 w.2)

= (32%y + 23,3y%2 + 23,322z + ),
para todo (z,y, z) € R? e em particular:
Vf(1,0,1) = (1,1,3).
Assim, o plano tangente a S no ponto (1,0,1) é o plano que passa por
(1,0,1) e que possui (1,1,3) como um vetor normal. Portanto, um ponto

(z,7,z) € R3 pertence a esse plano se, e somente se, o vetor (z,y, z)—(1,0,1)
for ortogonal a (1,1, 3), isto é, se e somente se:

((z,y,2) — (1,0,1)) - (1,1,3) =z — 1+ y +3(z — 1) = 0.
Segue que uma equacao geral para o plano tangente a S no ponto (1,0,1) é:

r+y+3z=4.

10 fato de f ser de classe C' e do gradiente de f ser nio nulo num ponto garante
que a superficie de nivel de f que contém esse ponto, intersectada com uma bola aberta
centrada nesse ponto, é de fato uma superficie com um plano tangente bem-definido, num
sentido que pode ser tornado preciso (mas que estd fora do escopo desse curso).



Questao 2. Scja f : R? = R uma funcao de classe C? e considere a funcao
g : R — R definida por
g(t) = f(t27t3)7
para todo t € R.
(a) (valor 1,0 ponto) Obtenha uma expressao para ¢'(t) em fungao das
derivadas parciais de primeira ordem de f no ponto (2, t3).
(b) (valor 2,0 pontos) Obtenha uma expressao para g”(t) em funcao das
derivadas parciais de primeira e segunda ordem de f no ponto (2, t3).

Solugao do item (a). Como f é diferencidvel, podemos usar a regra da
cadeia para obter:

of of
/ 2 3y L2 2 3,4 3
g (t) ax(t t )dtt 2y (t t )dtt

_ Qf 2,3 287f 2,3
=205 -(1%,4%) + 3t ay(t,t).

Solugao do item (b). Como as derivadas parciais de f s@o diferencidveis,
usamos a regra da cadeia, a regra do produto e o resultado do item (a) para
obter:

o - Ao ) A
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Como f é de classe C?, o Teorema de Schwarz nos d4 dax afy = aay 8]; e portanto:

Ox Ox?

82 f
92y

J'(t) = 28—f(1t2 t3) +6ta£(t2,t3) —|—4t28 f(t2,t3)

—2(2,13) +9t48 f(tz,t?’).
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Questao 3. (valor 3,0 pontos) Seja f : R? — R a funcdo definida por

f(z,y) =3z +y,

para todo (z,y) € R2. Determine os pontos de méximo e minimo global da
restricao de f ao conjunto C definido por:

C = {(z,y) € R*:22° + y* + 22y = 5}.

Vocé pode usar sem justificar que C' é compacto e nao vazio.

Solucao. Como C é compacto e nao vazio e f é continua, segue do Teo-

rema de Weierstrass que a restricdo de f a C' possui pontos de maximo e

minimo global. Vamos usar o método dos multiplicadores de Lagrange para

determinar uma lista de candidatos a méximo ou minimo da restricao de f

a C. Temos que C é a curva de nivel 5 da funcdo ¢ : R> — R definida por
g(x,y) = 22% + y* + 2zy,

para todo (z,y) € R2. Note que como f e g tem dominios abertos, f é
diferencidvel e g é de classe C!, estdo satisfeitas as hipSteses necessarias
para aplicacao do método dos multiplicadores de Lagrange. Os gradientes
de f e g sao dados por

Vi) = (o). @) = 3.1) e

_ (99 dg _
Vo(ay) = (5, (0.9), 5 (r.9)) = (b + 29,29 + 20),
para todo (z,y) € R2. Note que
Vg(z,y) = (0,0) <= (x,y) = (0,0)

e que ¢(0,0) # 5, donde segue que o vinculo g(x,y) = 5 ndo possui pontos
criticos. Portanto, todo ponto (z,y) de maximo ou minimo da restrigao de
f a C satisfaz as condicoes

g(@,y) =5 e Vf(z,y)=AVy(z,y),
para algum A € R. Devemos entdo determinar os pontos (z,y) € R? tais
que

222 + % + 22y = 5,
(1) 3= A4z + 2y),
1= A2y + 22),

para algum A € R. As duas ultimas equacoes em (1) sdo equivalentes a
A#£0Qe:

(2)

4o + 2y =
6z 4 6y =

>l >w



Note que (2) é satisfeito para algum \ # 0 se, e somente se:
6z 4+ 6y = 4x + 2y # 0.

Como
6+ 6y =4r +2y #0 <z = -2y # 0,
obtemos que (1) é satisfeito para algum A € R se, e somente se:

{23}2 + 9%+ 22y =5,

T = —2y.
Substituindo z = —2y na primeira equacio obtemos 2> = 1 e portanto
as solugoes desse sistema sao (z,y) = (—2,1) e (z,y) = (2,—1). Como

f(—=2,1) = =5 e f(2,—1) = 5, concluimos que (—2,1) é 6 tnico ponto de
minimo global da restrigao de f a C' e que (2, —1) é o tinico ponto de méximo
global da restricao de f a C.

Adendo. Vamos justificar rigorosamente que C é compacto e ndao vazio.
Para ver que C é ndo vazio notamos, por exemplo, que o ponto (0,/5) estd
em C (ou que os candidatos (2,—1) e (—2,1) que encontramos no final da
resolucdo acima estao em C'). O fato que C é fechado segue, por exemplo,
de um teorema que diz que uma curva de nivel de uma funcéo continua com
dominio fechado é um conjunto fechado. Para ver que C' é limitado, notamos
primeiro que:

C={(z,y) e R*:2* + (v +y)* = 5}.
Dai, se (z,y) € C, entdo 22 < 5e (z+y)? < 5, donde |x| < Vhe lz+y| < V5.
Mas

| =z +y) + (—2)| < |z +y|+ |af,
donde segue que |y| < 2+/5, para todo (z,y) € C. Portanto C ¢ limitado,
j4 que estd contido no retangulo [—v/5,v/5] x [-2v/5,2v/5]. Na verdade,
usando uma rotagao de eixos coordenados é possivel mostrar que C' é uma
elipse.



Questao 4. Considere a funcdo f : R? — R definida por
fla,y) =2 +ay +y°,
para todo (r,y) € R2.
(a) (valor 1,0 ponto) Determine os pontos criticos de f.

(b) (valor 1,0 ponto) Classifique cada um dos pontos criticos de f como
minimo local estrito, méximo local estrito ou ponto de sela.

Solugao do item (a). Temos:

of a2 of a2

para todo (x,y) € R%. Os pontos criticos de f sdo portanto as solucdes do
sistema:

322 + y =0,

3>+ =0.

A segunda equacio é equivalente a x = —3y? e, sob essa condicdo, a primeira
equacdo equivale a 27y* + y = 0. Temos:

1
27y4+y:0<:>y200u27y3:—1<:>y200uy:—§a
donde segue que os pontos criticos de f sao:
1 1
0,0) e (-3.-3)-
0,00 e (-3—3
Solugao do item (b). Temos

Of Of Of

e portanto a matriz Hessiana de f num ponto (z,y) € R? é:

6x 1
1 6y)°

Para (z,y) = (0,0) a matriz Hessiana fica

(1 o)

o determinante dessa matriz é igual a —1 (negativo) e portanto (0,0) é um

ponto de sela. Para (z,y) = (—3,—3) a matriz Hessiana fica

(7 5):

O determinante dessa matriz é igual a 3 (positivo) e os elementos na diagonal
principal sao negativos, donde segue que (—%, —%) é um ponto de maximo
local estrito.



