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Questao 1. (valor 2,0 pontos) Considere a curva C' em R? definida por:
C= {(w,y,z) eR3: 2242 +r=3eaxyz = 1}.

Encontre uma equacdo paramétrica para a reta tangente a C' no ponto
(1,1,1). Recorde que uma equag¢do paramétrica para uma reta tem a forma:

T =x0+ al,
Y =yo + bA, A€ R.
Z = zg + ¢,

Solucao. Considere as funcdes f : R? = R e g : R? — R definidas por
fle,y,2) =a*2+ 9" 42 e glx,y,2) = 2yz,

para todo (x,y,2) € R3. Como f e g sdo funcdes de classe C! e a curva

C ¢ igual a intersecao de uma superficie de nivel de f com uma superficie

de nivel de g, vale que os gradientes Vf(x,y,z) e Vg(x,y,2z) num ponto

(z,y,z) € C, se forem linearmente independentes!, serdo ortogonais a reta

tangente a C' no ponto (z,vy, z). Temos

0 0
Vi) = (G )

= (4232 + 1,2y2°, 2% + 2¢°2) e

0
(z,y,2), 8%(:8, Y, Z))

Vol ) = (520,02, 5o 0:2), 5 0,0 ))
= (yz, 2z, zy),
para todo (z,y, z) € R? e em particular:
VF(1,1,1) =(52,3) e Vg(1,1,1)=(1,1,1).

10 fato de f e g serem de classe C' e dos gradientes de f e de g num ponto serem
linearmente independentes garante que a intersecdo das superficies de nivel de f e de g
que contém esse ponto, intersectadas com uma bola aberta centrada nesse ponto, é de fato
uma curva com uma reta tangente bem-definida.



Assim, a reta tangente a C' no ponto (1,1,1) é a reta que passa pelo ponto
(1,1,1) e tem como um vetor diretor o produto vetorial:

Vfi(1,1,1) AVg(1,1,1) = (—1,-2,3).
Uma possivel equagao paramétrica para essa reta é:
r=1-—),
y=1-2\ A€ R.
z =143},



Questao 2. Scja f : R? = R uma funcao de classe C? e considere a funcao
g : R? = R definida por
g(t,s) = f(ts,t* + s°),
para todo (t,s) € R2.
(a) (valor 1,5 pontos) Obtenha uma expressao para %(t, s) e %(t, s)
em funcao das derivadas parciais de primeira ordem de f no ponto
(ts, t2 + s?).
(b) (valor 1,5 pontos) Obtenha uma expressao para %(t, s) em funcao

das derivadas parciais de primeira e segunda ordem de f no ponto
(ts, t* + s%).

Solugao do item (a). Como f é diferencidvel, podemos usar a regra da
cadeia para obter:

g of

9t5) = (15,17 + 57 )&(t o) + a—f(ts,t2+82)%(t2+sz)
af (ts, t* + 5%) +2tg‘;;(ts,t2 +s%) e

gi(t, 5) = a—f(t 2+ 32)%@3) + g;j(ts,tQ + 82)%@2 + 52)
a—f(t ,t2+52)+2sg£(ts,t2+s2).



Solugao do item (b). Como as derivadas parciais de f sao diferencidveis,
usamos a regra da cadeia, a regra do produto e o resultado do item (a) para

obter:

&g d/of 2 2 of 2 2
() = dt(ta—(t £+ %) 25 (15,8 4 s ))
_Of dof . - o
—aw(ts,t +s )+tdt(8 (ts,t” +s ))
d(df
+28&(8 (ts, 1+ 5%))
_of 2, 2 0 f 2 d
= Sh(ts,t + s )+t<8 J(ts, 2 + 5%) - (ts)
0 f 2, 24 o o
+ pon 5+ ) (s ))
>*f 2, 2 d >’f 2 d o 2
+25<8m8y(ts,t 87 gy (05) + 55 (s s )3 (P +s ))
_Of ., 2 o f 2 o f 2
= S (ts.t +s)+t<sﬁ(tst )+2t88 (15,2 + ))
2
+28<Saaxaf (ts, 2 + 52 )+2t— (ts, €2 + 52 )
Como f é de classe C?, o Teorema de Schwarz nos d4 ng aajgx e portanto:
&g of 2 O f 2, .2
%(t,s) —%(ts,t +s )+tsﬁ(ts,t + s5%)

2 2
ﬂ(ts,tz +5%) + 4tsa—f(ts 2+ 5%).
y?

2, .2
+2(t° + s )8x8y



Questao 3. (valor 3,0 pontos) Seja f : R? — R a funcdo definida por
f(@,y,2) =3z + 3y + z,

para todo (x,v,2) € R3. Determine os pontos de maximo e minimo global
da restricao de f ao conjunto S definido por:

S={(z,y,2) € R’ : 32® + 2y + 2% + day + 222 + 2yz = 5}.

Vocé pode usar sem justificar que S é compacto e nao vazio.

Solucao. Como S é compacto e nao vazio e f é continua, segue do Teorema

de Weierstrass que a restricao de f a S possui pontos de maximo e minimo

global. Vamos usar o método dos multiplicadores de Lagrange para deter-

minar uma lista de candidatos a maximo ou minimo da restricao de f a S.

Temos que S é a superficie de nivel 5 da funcéo g : R* — R definida por
g(z,y, 2) = 322 + 2% + 22 + dwy + 222 + 22,

para todo (z,y,2) € R3. Note que como f e g tem dominios abertos, f
é diferencidvel e g é de classe O, estdo satisfeitas as hipteses necessarias
para aplicacao do método dos multiplicadores de Lagrange. Os gradientes
de f e g sao dados por

VH2) = (w0 2) (00 2). S 2)) = (B3,1) e

Vol 2) = (5o, 2), G0 0:2), 5 0,0:))
= (6z + 4y + 22,4y + 4z + 22,2z + 2z + 2y),
para todo (z,y,2) € R®. O determinante da matriz de coeficientes do sis-
tema linear homogéneo
6z + 4y + 2z = 0,
dor + 4y + 2z = 0,
204+ 2y +22=0
é igual a 8 # 0 e portanto o sistema s6 possui a solugao trivial. Assim
Vyg(z,y,z) =(0,0,0) < (x,y,2) = (0,0,0)
e como ¢(0,0,0) # 5, segue que o vinculo g(x,y,z) = 5 nao possui pontos

criticos. Portanto, todo ponto (z,y,2) de maximo ou minimo da restri¢ao
de f a S satisfaz as condigoes

9(z,y,2) =5 e Vf(r,y,z2)=AVg(z,y,2),



para algum A € R. Devemos entdo determinar os pontos (z,y, z) € R? tais
que

322 + 2y2 + 22+ day + 222 + 2yz =5,
3= A6z + 4y + 22),
3= A4y + 4z + 22),
1= A2z 422 +2y),

(1)

para algum A € R. As trés dltimas equagdes em (1) sdo equivalentes a A # 0
e:
6z + 4y + 2z =
(2) dr +4y + 2z =
6x + 6y + 6z = .

e >lw >|w

Temos que (2) é satisfeito para algum A # 0 se, e somente se:
(3) 6x + 4y + 22 = 4w + 4y + 22 = 62 + 6y + 62 # 0.

Mas (3) é equivalente a = 0 e y = —2z # 0. Assim, (1) é satisfeito para
algum A € R se, e somente se:

322 + 2y% + 2% + 4wy + 222 + 2yz = 5,

z =0,

Yy = —2z.
Substituindo z = 0 e y = —2z na primeira equacido obtemos 52> = 5 e
portanto z = 1 ou z = —1. Assim, os possiveis ponto de maximo ou minimo

global da restricao de f a S sao:

(0,—2,1) e (0,2,-1).
Como f(0,-2,1) = —=5e f(0,2,—1) = 5, segue que (0, —2,1) é o inico ponto
de minimo global da restrigdo de f a S e que (0,2,—1) é o unico ponto de
méaximo global da restricao de f a S.

Adendo. Vamos justificar rigorosamente que S é compacto e nao vazio.
Para ver que S é nao vazio notamos, por exemplo, que o ponto (0,0, \/5)
estd em S (ou que os candidatos (0,—2,1) e (0,2,—1) que encontramos no
final da resolugao acima estdao em S). O fato que S é fechado segue, por
exemplo, de um teorema que diz que uma superficie de nivel de uma fungao
continua com dominio fechado é um conjunto fechado. Para ver que S é
limitado, notamos primeiro que:

S={(z,y,2) eR*:2? + (v +y)* + (v +y+2)* =5}.
Dai, se (z,y,2) € S, entdo 22 <5, (x+y)2 <5e (z +y + 2)? <5, donde
2| < V5, [z +yl < V5 elr+y+ 2 < V5. Mas
yl=1@+y)+(—2)| <[z tyl+]|z] e
el =1z +y+2)+(—z -yl <|z+y+zl+|z+yl



donde segue que |y| < 2v/5 e |z| < 2v/5, para todo (z,y, z) € S. Portanto S
¢ limitado, ja que esta contido no paralelepipedo:

[—V/5,V5] x [-2v/5,2V5] x [-2V/5,2V/5].

Na verdade, usando uma rotagéo de eixos coordenados é possivel mostrar
que S é um elipséide.



Questao 4. Considere a funcdo f : R? — R definida por
fla,y) =2t +y' + 20%y% + 227 — 2%,
para todo (r,y) € R2.
(a) (valor 1,0 ponto) Determine os pontos criticos de f.

(b) (valor 1,0 ponto) Classifique cada um dos pontos criticos de f como
minimo local estrito, méximo local estrito ou ponto de sela.

Solugao do item (a). Temos:

0

8—£(:€,y) =4z + day? + 4o = da(® + 42 + 1) e
of 3 2 2., .2
@(w,y)=4y +4a7y — dy = dy(y~ + 27 - 1),

para todo (x,y) € R2. Os pontos criticos de f sdo portanto as solucdes do
sistema:

4yt + 22 —1)=0.
A primeira equagao é equivalente a x = 0 e, sob essa condicao, a segunda
equacio equivale a y(y? — 1) = 0. Assim, os pontos criticos de f sdo:

(0,0), (0,1) e (0,-1).

{4:17(332 +y*+1) =0,

Solugao do item (b). Temos

0% f 0% f
@(x,y) = 1222 + 49° + 4, 8—y2(x,y) =12% +422 -4 e

0 f

=8
920y (z,y) = 8zy
e portanto a matriz Hessiana de f num ponto (z,y) € R? é:
1222 + 49> + 4 S8xy
Sxy 12y% + 422 — 4

Para (z,y) = (0,0) a matriz Hessiana fica

b 5):

o determinante dessa matriz é igual a —16 (negativo) e portanto (0,0) é um
ponto de sela. Para (z,y) = (0,1) e para (z,y) = (0,—1) a matriz Hessiana

fica
8 0
0 8)°

O determinante dessa matriz é igual a 64 (positivo) e os elementos na dia-
gonal principal sao positivos, donde segue que (0,1) e (0,—1) sao pontos de
minimo local estrito.



