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Questao 1. (valor 2,5 pontos) Seja (M,d) um espago métrico totalmente
limitado (i.e., para todo € > 0, vale que M pode ser coberto por um nimero
finito de subconjuntos de diametro menor do que ¢). Seja (X, .A) um espaco
mensuravel e suponha M munido da sua o-algebra de Borel. Mostre que se
f: X — M é uma funcao mensurdvel, entao para todo € > 0 existe uma
funcao simples e mensurdvel g : X — M tal que d(f(gv),g(:c)) < g, para
todo z € M.

Solugao. Dado ¢ > 0, escreva M = Ui?:l S;, com cada S; ndo vazio e
com didametro menor do que €. Para cada i = 1,...,k, escolha p; € S;
e seja B; a bola aberta de centro p; e raio €. Temos S; C B; e portanto
M = Ule B;. Defina B; = B;\U,; Bj, parai=1,..., k. Como cada B é
um aberto de M, temos que cada B; é um Boreleano de M e, além do mais,
M = Ule B!, sendo essa unido disjunta. Tomando X; = f~1[B!], segue da
mensurabilidade de f que X; € A. Além do mais, X = Ule X;, sendo essa
unido disjunta. Existe entdo uma unica funcao g : X — M tal que g|x, €
constante e igual a p;. A funcdo g é obviamente simples e é mensuravel, ja
que a restricao de g a cada X; é mensuravel e cada X; € A. Finalmente, dado
z € X, temos = € X; para algum i e dai d(f(z),g(z)) = d(f(z),pi) <e, jd
que f(x) € B} C B;.



Definigao. Sejam X um conjunto, ((Yi,.Ai))Z.GI uma familia de espagos
mensuraveis e (f;);c;y uma familia de fungdes f; : X — Y;. A o-dlgebra
induzida em X pela familia (f;);er é a o-dlgebra A de subconjuntos de X
gerada por

U{r Al Ae AL

i€l
Temos que A é a menor o-algebra de subconjuntos de X tal que a funcdo
fi + (X, A) — (Y;, A;) é mensurédvel, para todo ¢ € I. Além do mais, se
X estd munido de A e se g é uma funcdo definida num espago mensurével
tomando valores em X, entao g serd mensurdvel se, e somente se, f; o g for
mensuravel, para todo i € I.

Questao 2. (valor 2,5 pontos) Sejam X, Y, Z1, Z conjuntose f: X — Y,
g1:Y — Z1egy: Y — Zy fungbes. Suponha Z; munido de uma o-algebra
A; de subconjuntos de Z;, ¢ = 1,2. Denote por A a o-dlgebra induzida
em Y pela familia (g;)i=12, por B a o-dlgebra induzida em X pela familia
(gio f)i=1,2 € por B' a o-élgebra induzida em X por f: X — (Y, .A). Mostre
que B =5

Solugao. Como f : (X,B') — (Y, A) é mensuravel e g; : (Y, A) = (Z;, A;)
sdao mensuraveis, segue que g; o f : (X,B) — (Z;, A;) é mensurdvel, para
i = 1,2. Como B é a menor o-dlgebra de subconjuntos de X que torna
gi o f mensurdvel para i = 1,2, segue que B C B’. Agora, como a funcao
giof : (X,B) — (Zi,A;) é mensurdvel para i = 1,2 e como A é a o-
dlgebra induzida em Y pela familia (g;)i=1,2, segue que f : (X,B) — (Y, .A)
¢ mensurdvel. Mas B’ é a menor o-algebra de subconjuntos de X que torna
f mensuravel e portanto B’ C B.



Questao 3. (valor 2,5 pontos) Seja p : B(R) — [0, +0o[ uma medida finita
definida na o-dlgebra de Borel de R e seja f : (R,B(R)) — (R,B(R))
uma funcao mensuravel. Suponha que f seja continua na origem e limitada.

Mostre que:
T

Jm | r () dete) = FOm(R).

Solucao. Para cada n > 1, considere a funcao f, : R — R definida por
fn(z) = f(%£), para todo & € R. Temos que f, : (R,B(R)) = (R,B(R)) ¢
mensuravel, ja que f, é composicao de f com a funcao continua

x
Roz+— — R,
n

ambas mensuraveis com respeito a o-dlgebra de Borel de R. Fixado z € R,
temos que:

. ) T
Jm ale) = lim () = 0,
ja que lim,, 1o = = 0 e f é continua na origem. Assim, a sequéncia (f,)n>1
converge pontualmente para a fungao constante e igual a f(0). Como f é

limitada, existe ¢ € [0, +oo[ tal que |f(x)| < ¢, para todo = € R e portanto
| fn(x)| < ¢, para todo x € R e todo n > 1. Notando também que

/ cdp = cp(R) < o0,
R

vemos que estao satisfeitas as hipéteses do Teorema da Convergéncia Domi-
nada e portanto:

. X
lim f (—
n—-+oo R n

) dufa) = tim_ /R fodpt = /R F(0) d = F(0)u(R).



Questao 4. Sejam dados um espago mensuravel (X, A) e uma fun¢ao men-
surdvel f: (X, A) — (R, B(R)). Denote por
gr(f) = {(:c,f(x)) tx € X}
o grafico de f.
(a) (valor 1,5 pontos) Mostre que gr(f) € A® B(R).
(b) (valor 1,0 ponto) Se p : A — [0,+00] é uma medida o-finita e
m : B(R) — [0,+0cc] denota a medida de Lebesgue, mostre que

(nxm)(gr(f)) =0.

Solugao. Se w1 e my denotam as projecoes do produto cartesiano X x R,
entdo gr(f) = ¢ 1(0), em que ¢ : X x R — R ¢é definida por ¢ = fom — .
Como as fungoes
o (X X R,A@B(R)) — (X,A4), [:(X,A) — (R,B(R)) e
T (X xR, A® B(R)) — (R, B(R))

sao mensurdveis, segue que ¢ : (X xR, A®B(R)) — (R, B(R)) é mensurdvel
e portanto que gr(f) = ¢~ 1(0) € A® B(R). Isso completa a solugao do
item (a). Para o item (b), usando o fato que C' = gr(f) estd em A® B(R) e
que as medidas y e m sdo o-finitas, obtemos como consequéncia da aplicagao
do Teorema de Tonelli para a fun¢do caracteristica de C' que

(1 x m)(C) = /X m(Cy) dpu(z),

em que Cp = {y € R: (z,y) € C} = {f(z)}. Como m(C,) = 0 para todo
x € R, a concluséo segue.



Questao 5. (valor 2,5 pontos) Sejam (X, A, i) e (Y, B, v) espagos de medida
tais que as medidas p e v sejam o-finitas. Sejam dadas funcoes integraveis
f:X—>Reg:Y — R e considere a fungdo h : X x Y — R definida por
h(z,y) = f(z)g9(y), para todo (z,y) € X x Y. Mostre que h é integravel e

que:
/ hd(puxv)= /fd,u /gdu).
XxY

Solucao. Se m; e m denotam as projegoes do produto cartesiano X X Y,
entao h é o produto das funcoes f o m e g o mo, donde segue que a funcao
h:(X xY,A®B) — (R,B(R)) é mensurdvel. Como as medidas p1 e v sdo
o-finitas e a fungao |h| é mensurédvel e nao negativa, o Teorema de Tonelli
nos da:

/ny“L' Al xv) = / /|f vl dv(y) ) du(a)
= [ (@) [ lsw)lavts)) anta)
/'f )l dp(z /Ig )| dv(y

em que na segunda igualdade colocamos a constante |f(x)| para fora da
integral com respeito a y e na terceira igualdade colocamos a constante
fY lg(y)| dv(y) para fora da integral com respeito a . Como f e g sao
integréveis, temos que ( [y |f]du)( [y |g|dr) < +oo, donde segue que |h| e
portanto h é integravel. O fato que h é integravel nos permite agora usar
o Teorema de Fubini—Tonelli para a funcao h. Repetindo os cédlculos acima
com h no lugar de |h|, obtemos

[ panen= | rosnac) o
- [ (s@ | st du(y)) e

= ([ s@au@) ([ st av).

concluindo a solucgao.



Questao 6. (valor 2,5 pontos) Sejam dados um espago de medida (X, A, )
e uma sequéncia (fy,)n,>1 de funcdes mensuraveis f, : X — R. Mostre que
se (fn)n>1 converge em medida para uma funcdo mensuravel f : X — R
ese ¢ : R — R é uma fungao uniformemente continua, entdo (¢ o fn)n>1
converge em medida para ¢ o f.

Solucao. Note em primeiro lugar que a fungdo ¢ é continua e portanto
mensuravel com respeito a o-algebra de Borel de R; assim, as funcoes po f,
e @ o f sdo mensuraveis. Seja dado € > 0. Devemos mostrar que:

lim p({z€X:l(pofu)(@) ~ (po f)lx) = e}) =0.

n—-+00

Da continuidade uniforme de ¢, obtemos § > 0 tal que |t — s| < § implica
|p(t) — @(s)] < e, para todos t, s € R. Daf

{z€X:|ful@) = F@)| <3} C {w e X :|(po fu)l) = (9o @) < e}
e passando aos complementares obtemos:

{zeX |(pofa)a) = (pof)@)] 2 e} C{z € X |fulz) - fz)| =0}
Escrevendo

Ap={z e X :|(pofu)(@) —(po f)lx)| 2 ¢} e
B, ={z e X :|falz)— f(zx)| > 5}

concluimos que p(A,) < u(By) e, como (fp)n>1 converge em medida para

f, vale que limy,, oo u(By) = 0. Dai limy,—, o0 (A,) = 0, como queriamos
demonstrar.



