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Questao 1. (valor 2,5 pontos) Sejam (M, d) um espaco métrico compac-
to, (F})icr uma familia ndo vazia de subconjuntos fechados de M e U um
subconjunto aberto de M. Mostre que se [),c; F; C U entdo existe um
subconjunto finito nao vazio J de I tal que (;c; F; C U.

Solugao. Paracadai € I, seja U; = M\ F;. Temos que U; é um subconjunto
aberto de M. Além do mais, dado x € M, se v € U, entdo = & (;c; Fi
e portanto © ¢ F;, isto é, x € U;, para algum ¢ € I. Isso mostra que
M = U U|J;c; Ui é uma cobertura aberta de M. Pela compacidade de M,
essa cobertura possui uma subcobertura finita, isto é, existe um subconjunto
finito J de I (que pode ser escolhido nao vazio) de modo que:

M=vul U
ieJ
Dai, se x € (;c; F3, temos « & | J;; Ui e portanto x € U. Logo [, ; i C U.



Questao 2. (valor 2,5 pontos) Seja n > 2 um inteiro e considere R™ munido
da norma Fuclideana:

2

|zl = (23 +--- +22)7, x€R"

Mostre que a esfera:
S={zeR":|z| =1}

é conexa.

Solugao 1. Seja:

B = {y e R llyl| < 1}
a bola fechada unitdria de centro na origem de R"~! munido da sua norma
Euclideana. Temos que B é conexa, ja que é um subconjunto convexo de um

espaco vetorial normado (e é, portanto, conexo por caminhos). As fungoes
f+:B—R" f_:B — R" definidas por:

o) = (wv1i=1wl?), f~) =W —-vV1-1yl?), yeB,

sdo continuas, onde identificamos R™ com R™ ! x R. Temos:

S = f+[BIUf-[B].
Os conjuntos fi[B] e f_[B] sdo conexos, sendo imagens continuas de um
conjunto conexo. Além do mais:

feBIN f-[B) = {(y,0) :y e R", [ly[| = 1} # 0.
Segue entdo que S é conexo, ja que é a unido de dois conexos com ponto
comum.



Solugao 2. Vamos mostrar que se (V] - ||) é um espago vetorial normado
com dim(V') > 2 entao a esfera:

S={zeV:|z|=1}

é conexa. Temos que a funcao r : V' \ {0} — S definida por:
x
r(z) =+, ze€V\{0},
[l

¢ continua e sobrejetora. Basta entdo mostrar que V' \ {0} é conexo. Para
isso, vamos mostrar que V'\ {0} é conexo por caminhos. Dados z,y € V\{0},
se x e y sao linearmente independentes, entao o segmento de reta:

[,y ={(1 =)z +ty: t € [0,1]}

estd contido em V' \ {0} e portanto a aplicagao v : [0,1] — V '\ {0} definida
por:
V() =1 =tz +ty, tel0,1],

¢ uma curva continua em V' \ {0} ligando = a y. Se x e y sdo linearmente
dependentes, entao {z,y} gera um subespaco de V de dimensao 1; como
dim(V) > 2, existe z € V fora do subespago gerado por {z,y}. Dai z e 2z
sao linearmente independentes e z e y sao linearmente independentes. Pelo
que vimos acima, existe nesse caso uma curva continua em V'\ {0} ligando x
a z e uma curva continua em V' \ {0} ligando z a y. A concatenacao dessas
curvas continuas (veja Exercicio 5 da Sétima Lista) é uma curva continua
em V \ {0} ligando z a y.


http://www.ime.usp.br/~tausk/texts/Lista7-MAT0311-2013.pdf

Questao 3. (valor 2,5 pontos) Sejam (M,d) um espago métrico e A um
subconjunto de M. Dizemos que x € M é um ponto de condensacdo de A
se para toda vizinhanca V de z em M vale que V N A é nao enumeravel.
Mostre que se M é separavel e A é ndo enumerével entdo A possui um ponto
de condensagao.

Solugao. Suponha por absurdo que A nao possua um ponto de conden-
sacdo. Dai todo x € M possui uma vizinhanca V, tal que V, N A é enu-
meravel. Trocando V,, pelo seu interior, podemos supor que V,, é aberta. Dai
M = U,en Vi € uma cobertura aberta de M. Como M é um espago métrico
separavel, temos que ele satisfaz a propriedade de Lindelof e portanto essa
cobertura aberta possui uma subcobertura enumerdvel. Assim, existe um

subconjunto enumeravel £ de M tal que M = |J,cp V. Temos:
A=J@nw),
zelR

e portanto A é uma uniao enumeravel de conjuntos enumeraveis. Isso con-
tradiz a hipotese de que A nao é enumeravel.



Questao 4. (valor 2,5 pontos) Seja (V,|| - ||) um espago vetorial normado
de dimensao finita. Mostre que V é completo.

Solugao. Seja T : R"™ — V um isomorfismo linear e defina uma norma || - ||z
em R" fazendo:

[zl =T (@), = eR™
Temos que T' é uma isometria de (R"™, || - ||7) sobre (V,|| - ||); assim, para
mostrar que (V,|| - ||) é completo, basta mostrar que (R", || - ||7) é completo
(j& que, obviamente, se dois espagos métricos sao isométricos e um deles é
completo entdo o outro também é completo). Temos os seguintes fatos:

(i) R™ é completo, munido, por exemplo, da norma || - ||« (segue do
resultado do Exercicio 8 da Sétima Listal e do fato, mostrado em
aula, que R munido da métrica usual é completo);

(ii) quaisquer duas normas em R™ sdo Lipschitz (e portanto, uniforme-
mente) equivalentes (demonstrado em aula);

(iii) se duas métricas num conjunto sao uniformemente equivalentes e se
uma delas é completa entao a outra também é (resultado do item (b)
do Exercicio 7 da |Sétima Lista).

Segue entdo que (R™, || - |7) é completo.
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