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Questao 1. Denote por 7m; : R? — R, i = 1,2, as projecdes e seja A uma
o-algebra de partes de R2.
(a) (valor 1,0 ponto) Mostre que se A contém B(R?) entdo as projecoes
mi : (R?, A) = (R,B(R)) sdo mensurdveis.
(b) (valor 1,5 pontos) Reciprocamente, mostre que se as projecoes

T+ (R%:A) — (R,B(R))

sd30 mensuraveis entdo A contém B(RR?).

Solucao. Como as projecoes sao continuas entao elas sdo Borel mensuraveis,
i.e., se B é um Boreleano de R entao m, '(B) é um Boreleano de R?. Temos
entdo que, se A contém B(R?), entdo 7; '(B) € A para qualquer Boreleano B
de R. Isso completa a resolugao do item (a). Suponha agora que .4 seja uma
o-dlgebra de partes de R? que torna as projecoes m; : (R?, A) — (R, B(R))
mensuraveis. Segue que se I1, I sdo abertos de R entao:

I x Iy =77 (L) Ny Y1)

estd em A. Como todo aberto de R? é uma unido enumeravel de produtos
do tipo I; x Iy, com Iy, I abertos de R, vemos que todo aberto de R? est4
em A. Logo B(R?) C A, j& que B(R?) é a o-algebra gerada pelos abertos
de R?. (Solugdo alternativa para o item (b): a aplicacio identidade
Id : (R?, A) — (R? B(R?)) ¢ mensurdvel, j& que suas coordenadas — ou
seja, as projecoes m; : (R%, A) — (]R,B(R)) — sao mensuraveis. Mas isso
significa que B(R?) C A.)



Questao 2. (valor 2,5 pontos) Seja f : R — R uma fungao crescente (i.e.,
f(x) < f(y) sempre que x < y). Mostre que f é Borel mensuravel (i.e.,
mensuravel se seu dominio e contra-dominio estiverem munidos da o-algebra

de Borel).

Solucao. E suficiente mostrar que se ¢ € R entao o conjunto:
B={zeR: f(z) <c}

é um Boreleano de R. Como f é crescente, temos que se x € B entao
|—o00,x] C B. Se B nao for limitado superiormente entao B = R e portanto
B é um Boreleano de R. Também se B for vazio entao B é um Boreleano de
R. Suponha entao que B seja nao vazio e limitado superiormente, de modo
que B possui um supremo s = sup B € R. Dai, para todo y € |—o0, s[ existe
x € B com y < x e portanto y € B. Assim:

|—00,8] C B C ]—00,5],

donde B = ]—o00, s[ ou B =]—00, s]. Em qualquer caso, B é um Boreleano
de R.



Questao 3. (valor 2,5 pontos) Seja (X, A) um espago mensuravel e sejam
w:A—0,+o0], v: .,4 — [0, +00] medidas. Mostre que:

/fdu—i—z/ /fdu+/fdu

para qualquer fungado mensuravel néo negativa f : X — [0, +o0].

Solugao. Comegamos mostrando que o resultado vale se f : X — [0, 4+o0]
é uma funcao simples, mensuravel, nao negativa. Nesse caso escrevemos:

n
f = ZCiXAi’
i=1

com ¢; € [0,+0], A; € A,i=1,...,n. Dat:

n

/fdu—i—l/ ZCZM-FV ch,u —|—Zci1/(A
i=1

h :/deu—i-/xfdu.

Agora, se f : X — [0, +00] é uma funcao mensuravel nao negativa arbitraria,
escrevemos f, ' f, com cada f, : X — [0,+00] uma funcao simples,
mensuravel e nao negativa. Dai:

[ fudw) = [ fadus [ poan

para todo n > 1. Tomando o limite quando n — +oc e usando o teorema
da convergéncia monotoénica o resultado é obtido.



Questao 4. (valor 2,5 pontos) Denote por M(RR) a o-édlgebra de subcon-
juntos Lebesgue mensuraveis de R e por m : M(R) — [0, +o0] a medida de
Lebesgue. Dado um subconjunto (nao necessariamente mensuravel) A de
R cujo complementar em R tenha medida interior nula, mostre que existe
uma medida p: M(R)|4 — [0, +00] tal que:

W(E N A) = m(E),
para todo E € M(R), onde M(R)|4 ={ENA:E e M(R)}.

Solucao. Todo elemento de M(R)|4 ¢é da forma EN A, com E € M(R).
Definimos entao uma fungao u : M(R)|4 — [0, +o0] fazendo:

p(ENA) =m(E),

para todo E € M(R). Para verificar que p estd de fato bem definida,
devemos checar que se E1, Ey € M(R) e E1 N A= E>N A entao:
m(El) = m(EQ)

De E1 N A= EyN A segue que E; \ Ey e Es \ Ej estao contidos no comple-
mentar de A. Como o complementar de A tem medida interior nula e como
Eq\ Ey, Es\ E; sao mensuraveis, segue que:

m(E1 \EQ) = m(E2 \ El) =0.
Dai:
m(El) = m(E1 N Eg) + m(E1 \ EQ) = m(E1 N EQ),

m(Ey) = m(E; N E2) +m(Ey \ E1) = m(E N Ey),

donde m(Ey) = m(E; N E2) = m(Ey). Verifiquemos agora que p é uma
medida. Temos:

p(0) = (0N A) = m(@) = 0.

Agora, se (Ap)n>1 ¢ uma seqiiéncia em M(R)|4 de conjuntos dois a dois
disjuntos, escrevemos A, = E, N A, com E, € M(R), para todo n > 1.
Para cada n > 1, seja:

n—1

Fn:En\(UEi).

i=1
(A unido J!]' E; é vazia se n = 1.) Temos:

n—1

anA:(EnmA)\<U(EmA)) :An\<nOlAi> = A,,

=1



ja que A; é disjunto de A,, para i < n. Usando o fato que F,, € M(R) para
todo n > 1 e que os conjuntos F;, sao dois a dois disjuntos, obtemos:

() =n((052) 4) = (U ) = S

= Zﬂ(Fn N A) = ZM(An)
n=1 n=1



Questao 5. (valor 2,5 pontos) Sejam (X, .A), (X', A") espagos mensurdveis,
Y um conjunto, ¢ : X - Y e f: X xY — X’ fungoes. Assuma que para
todo y € Y a funcao:

fy: X2z+— f(z,y) € X’

seja mensurével, que a funcio ¢ tenha imagem enumerével e que ¢~ (y) € A,
para todo y € Y. Mostre que a funcao:
g: X3z +— f(z,0(x)) € X'

¢ mensuravel.

Solugao. Como ¢~ !(y) € A para todo y € Im(¢), Im(¢) é enumeravel e

x=J o),
y€lm(¢)
vemos que para mostrar que g é mensuravel é suficiente mostrar que a
restricdo de g a ¢~ !(y) é mensurdvel, para todo y € Im(¢). Mas, dado
y € Im(¢), temos que a restrigio de g a ¢~ 1(y) ¢é igual a restrigao de f, a
¢~1(y) e portanto é mensurdvel, j& que f, é mensurdvel.



Questao 6. Seja X um conjunto ndo enumerdvel munido da o-dlgebra A de
partes de X formada pelos subconjuntos enumeraveis e pelos subconjuntos
coenumeraveis de X. (Um subconjunto de X é coenumerdvel se seu com-
plementar em X for enumerdvel.) Seja f: X — R uma funcao mensuravel.
(a) (valor 1,5 pontos) Mostre que para todo inteiro positivo n existe um
subconjunto I,, de R, com diametro menor do que %, tal que f~1(1,)
é coenumeravel.
(b) (valor 1,0 ponto) Mostre que existe ¢ € R tal que f~'(c) é coenu-
meravel.

Solugao. Sejan > 1 e seja R = (Jr2, I* uma cobertura enumeravel de R
por intervalos I,lf de didmetro menor do que % Temos:

X = fj FHIR).
k=1

Como X ndo é enumerdvel, temos que f~ (%) é ndo enumeravel, para algum
k> 1. Como f~1(I¥) € A, temos que f~1(I¥) é coenumeravel. Tome entdo
I,, = I*. Tsso completa a resolucdo do item (a). Seja:

oo
I= ﬂ I,.
n=1

Como, para todo n > 1, I, tem didmetro menor do que %, temos que I tem
no maximo um ponto. Note que:

fﬁl(I) = m fﬁl(In%
n=1

assim:
oo

X\ = XN\ ).
n=1
Como X \ f~1(I,) é enumerdvel para todo n > 1, temos que X \ f~1(I) é
enumerdavel, i.e., f~1(I) é coenumerdvel. Em particular, f~1(I) nao é vazio
e I ndo é vazio. Daf I = {c} para algum ¢ € R e f~!(c) é coenumeravel.



