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Questao 1. (valor 2,5 pontos) Seja T C R? a regido triangular de vértices
(0,0), (1,0) e (1,1). Calcule a integral dupla [[.f da funcdo f: T — R
definida por f(z,y) = (x + y)3, para todo (z,y) € T.

Solugao. Temos
T:{(x,y)GRQ:OSJ:gleOgygx}

e portanto, usando o Teorema de Fubini, obtemos:

//Tf:/ol (/Ox(“y)?’dy) dz.

O Teorema de Fubini pode ser usado aqui, ja que f é continua, limitada e T'
¢é Jordan mensuréavel e limitado. Calculamos agora a integral iterada usando
o Teorema Fudamental do Calculo, como segue:
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Questao 2. (valor 2,5 pontos) Calcule a integral tripla:

/// [ 4y2422)3 ]dxdydz
R3

Solucao. Fazemos uma substituicao de varidveis usando coordenadas esfé-
ricas

x=pcosfseng, y=psenfsend, 2z = pcosdqo,
p €10,+c[, 0€]0,2n[, ¢€]0,n],
dzdydz = p?sen ¢ dpdfde,
obtendo:

3
/ / / e[ 5] 4o quds = / / / e’ p? sen ¢ dpdfdo,
R3 A

em que A = ]0,+o0[ x ]0,27[ x ]0,7[. Como A é Jordan mensurével e o
integrando é continuo e nao negativo, podemos usar o Teorema de Fubini
(para integrais impréprias), obtendo:

///A eip3p2 e dpdfdo = /()+OO </027r (/07T 67’)3/)2 sen ¢ d¢) d9> d

Temos
/ sen ¢ d¢ = — cos ¢ =2
0 $=0
e portanto:
+oo
400 4
/// 6_p3p286n¢5 dpdfde = 477/ e prdp = 2T _ 7
A 0 3 0 3
p:

Assim:

/// 6_[(x2+y2+z2)%] dxdydz = 4—71-
- 3



Questao 3. (valor 2,5 pontos) Considere a fungio ¥ : R? — R? definida
por
U(z,y) = (m +1 5 COSY, Y + 5 Sen:n)

para todo (z,7) € R2. Se A denota o retangulo [0, 2] [0, 7], calcule a drea
da imagem direta W[A] de A por W. Vocé pode usar sem justificar o fato
que a fungdo W é injetora.

Solucao. Temos que a funcao V¥ é de classe C™ e a sua matriz Jacobiana
num ponto (z,y) € R? é dada por:

1 Lseny
TU(z,y) = (; cos o 1 ) '
Temos
det(J¥(z,y)) =1+ Lsenycosz >1—1 =3,
j4 que senycosx > —1, para todo (z,y) € R%. Segue dai que
det(J\If(x,y)) £ 0,

para todo (z,y) € R?. Como V¥ ¢é injetora, o Teorema da Funcdo Inversa
implica que a imagem de ¥ é um subconjunto! aberto V de R? e que a
funcao ¥ : R? — V é um difeomorfismo. Podemos entdo usar a substituicao
de varidveis (2/,y’) = ¥(z,y) para calcular a integral

/ / 1dz’'dy/,
W[A]

cujo resultado nos dard a drea de W[A]. Temos:

érea // 1d2'dy —/ ‘det J\IJ:Uy)}dxdy
W[A]
:// (l—i-%senycosx)da:dy
A
:/Aldxdy+i</] senydy)(/ﬂzcosxdx>
= drea(A) + i(— cos T + cos0)(sen 5 — sen0)

1

INa verdade é possivel mostrar que a imagem de ¥ é todo o R2, mas isso néo é relevante
para a resolugao da questao. Uma forma de fazer isso é usar o chamado Teorema do Ponto
Fizo de Banach (ou, mais especificamente, uma consequéncia dele que é as vezes chamada
de Lema da Perturbagdo da Identidade).



Demonstracao de que ¥ é injetora. Considere a funcao ¢ : R? — R?
definida por

¢(x,y) = (cosy,senx),
para todo (z,y) € R?%. Temos que ¥(p) = p + %qﬁ(p), para todo p € R?.
Vamos primeiro mostrar que

(1) lo(p) — (@)l < llp— 4l
para todo p,q € R2. Se p = (,y), ¢ = (z',3/), entdo
#(p) — ¢(q) = (cosy — cosy’,senx — sena’),

e aplicando o Teorema do Valor Médio para as fungoes sen e cos, obtemos
as desigualdades:

lcosy —cosy/| < |ly—9/| e |senz—senz| < |z — 2|
Dai
l¢(p) — ¢(a)|* = (cosy — cosy)? + (sena —sena’)® < (y —y)* + (x — ')
= llp—qll?,
o que prova (1). Agora se p,q € R? sdo tais que ¥(p) = ¥(q), entdo

2

P+ 50 = 0+ 56(0) = p— g = 5 (9la) ~ 6(»))

1 1
= lp—ql| = §II¢(Q) —o(p)ll < §||p —q|

1
=>§HP—QH§0:>Hp—q\|=0=>p=q.



Questao 4. (valor 2,5 pontos) Calcule a drea do pedago de paraboldide
circular definido por:

S:{($7Q,Z)G]R3:Z=z2+y2ex2+y2§2}.

Solugao. Esse paraboléide circular pode ser parametrizado pela fungao in-
jetora o : R? — R3 de classe C! definida por

o(z,y) = (z,y,2% + y°),
para todo (z,y) € R2. Temos:

Oo 8£

— =(1,0,2
oy = (1L0.20). 7

oo oo
_— _ = — — = 2 2
Hax(:ﬂ,yMay(w,y)H (=22, =2y, 1)|| = /1 + 422 + 4y?,

para todo (z,y) € R% Se D = {(z,y) € R? : 2? + y* < 2} denota o disco
de centro na origem e raio v/2, entdo S = o[D] e portanto:

area(S) = // V14422 4+ 4y? dzdy.
D

Usando coordenadas polares

(z,y) = (0,1,2y)

x=rcos, y=rsenb,
r €]0,+oc[, 6€]0,2n],
dzdy = rdrdf

e o Teorema de Fubini, obtemos

\/§ 27
area(S) = // V14422 4+ 4y? dedy = / ( V14 4r? rd@) dr
D 0 0
V2
:271/ V1+4r2 rdr
0
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