Gabarito da Segunda Prova
MATO0121 — Calculo Diferencial e Integral 11

Prof. Daniel Victor Tausk
17/10/2018

Questao 1. Considere a curva parametrizada 7 : [1,7] — R3 definida por

1., 2v2 s
V(t)_<§t7 3 tQat)a

para todo t € [1,T], em que T > 1 é fixado.
(a) (valor 2,0 pontos) Escreva uma integral cujo resultado seja o com-
primento de .

(b) (valor 0,5 ponto) Calcule a integral que vocé escreveu no item (a).

Solugao do item (a). Temos

Y(t) = (t, V2Vt 1),
V()| = V2 +2t+1=t+1,

para todo ¢t € [1,T]. Assim o comprimento de 7 é igual a integral:
T T
/ v (1) dt = / (t+1)de.
1 1

Solugao do item (b). Temos:

e portanto:

T
1 T o1 1 3
f1)dt = —(t 12‘ — S(T4+12-2=-T2+T_-2.
[ asna=ges 07 = jrerp-z-grar-



Questao 2. (valor 2,0 pontos) Seja f : I — R uma fungao duas vezes
derivavel num intervalo I C R. Escreva uma férmula para a curvatura
do gréfico de f num ponto (ZL', f (:U)) em termos da primeira e da segunda
derivada de f no ponto x € I.

Solucao. Uma parametrizacao para o grafico de f é dada pela curva para-
metrizada v : I — R? definida por

y(x) = (, f(x)),

para todo « € I. A curvatura k(z) de v no ponto v(z) = (x, f(z)) ¢ dada
pela férmula

W@ A @)
o) = T P

em que o produto vetorial é calculado identificando elementos de R? com
elementos de R3 que possuem a terceira coordenada nula. Temos

V(@) = (1), (@@ =(0f"), 7@ ry"(@)=(0,0,f(z)),

para todo z € I e portanto:
1
17 (@) A" @) = 1" ()] e (1Y (@)= (1+ f(2)?)2.

/" ()| i
(l—i—f’(x)2)§

Assim

)

k(z) =

para todo z € I.



Questao 3. Calcule os limites abaixo, caso existam.
2, 02
(a) (valor 1,5 pontos)  lim Ty xy3;
(,y)=(0,0) (22 4 y2)2
2
) Zsen” x cosy
b) (valor 1,5 pontos lim
(b) { pontos) @y)—(00) 2> +y?

Solucao do item (a). Denote por f: R?\ {(0,0)} — R a fungdo definida
por

2y — xy?

f@y) = ———=

(22 +y?)2

para todo (z,y) € R?\ {(0,0)}. Considere as curvas

v :10, 400 — R?\ {(0,0)} e p:]0,400[ — R\ {(0,0)}

)

definidas por

V(t) = (£,0) e p(t)= (¢ 21),
para todo t > 0. Como lim;—,oy(¢t) = (0,0) e lim;—o p(t) = (0,0), teriamos:
lim f(y(t)) = lim £ (u(t))

lim z,y),
(z,y)—(0,0) flz.9)

caso o limite lim, ,y_,(0,0) f(7,y) existisse. Mas

213 — 413
fO@) =0 e f(ut)=—— 7
( ) ( ) (12 + 4¢?)
para todo t > 0 e portanto:

I
| o

lim 7 (4(1)) = 0 # — %

5
Isso mostra que o limite lim(, ) (0,0 f(, y) nao existe.



Solugao do item (b). Temos:

, xsen? x cosy , sen x\ 2 22
lim —————=lim [az( ) (cosy)—5—5 |-
(zy)—=(00) 27 +y (z,)—=(0,0) x =ty
Como )
lim [:c(senx) (cosy)} ~—0.12.1=0
(2,y)—(0,0) x
¢ 2
x
0<——=<1

para todo (x,y) # (0,0), segue que:
, rsen? z cosy
lm ————=
(z)=00) 2 +y?

Observagao. Na verdade, a solucao acima nao estd exatamente correta
porque nao podemos dividir por z quando x = 0 (podemos supor no célculo
do limite que (z,y) # (0,0), mas isso ndo implica x # 0). Uma solugao
rigorosa pode ser obtida assim: consideramos a funcao f : R — R definida
por f(xz) =2 sex #0e f(0) = 1. Dai senz = zf(x) para todo z € R e

portanto:

xsen’ x cosy 2

2 T
2+ ﬂf(f(x)) (COSZ/)W7
para todo (z,y) # (0,0). Como f é continua, temos:

lim f(x)= f(0) =1.

(z,5)—(0,0)

O resto do argumento é igual.



Questao 4. Considere a funcdo f : R? — R definida por:
w22

Fla,y) =4 22+ 9% se (z,y) # (0,0),

0, se (z,y) = (0,0).
(a) (valor 2,0 pontos) Decida se f é diferencidvel na origem.

(b) (valor 0,5 ponto) Calcule todas as derivadas direcionais de f na
origem, caso existam.

Solugao do item (a). Temos:

07 (0,0) = 1im TE O =IO _ 5090 o
Ox z—0 T z—0

91 (0,0) = 1im L0V SO0 _ 05—,
oy y—0 Y y—0

Segue entao que f sera diferencidvel na origem se, e somente se:
: f(z,y
hIIl ( U )

AR Va—
(z,y)=(0,0) \/22 + y?
Mas

T y2

f(z,y) .
Va4 2 2 +y?

lim 22— lim
(@9)—0.0) /72 + 32 (29)—(0,0)

Ja que lim; ) (0,002 = 0,

=0,

2
<2 <1 e 0< L <1,
V2 + 12 x2 + 2

para todo (z,y) # (0,0). Isso mostra que f é diferenciavel na origem.

Solugao do item (b). Como f é diferencidvel na origem, segue que para
todo ¥ € R? a derivada direcional %(O, 0) existe e é dada por

of L
%(an) - Vf(0,0) ‘U= 07

ja que o vetor gradiente V f(0,0) = (%(O, 0), %5(0, 0)) ¢ nulo.



