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Questao 1. (valor 2,5 pontos) Seja C uma classe compacta e seja C" a colegao
formada pelas intersecoes enumeraveis de elementos de C, i.e.:

oo
C' = { ﬂ Ch, : (Cp)p>1 uma sequéncia em C}.
n=1
Mostre que C’' é uma classe compacta.

Solugao. Seja (C},)n>1 uma sequéncia em C' com (o—; C}, = 0. Para cada
n > 1, escolha uma sequéncia (Cym)m>1 em C tal que:

Cp = ﬁ Coum.
m=1

Dai (Crm)n,m>1 ¢ uma familia enumerdvel em C com intersegao vazia. Como
C é uma classe compacta, essa familia possui uma subfamilia finita com in-
tersegao vazia, i.e., existem pares (ny,mq), ..., (ng, mg) de inteiros positivos

tais que:
k

i=1
/ . ~ k / , , .
Como C7,, C Cpm,, segue que a intersecdo [],_; Cy,, também é vazia, o que
completa a demonstragao.



Questao 2. Sejam A um o-anel, p: A — [0, +00] uma medida o-aditiva e
Y um conjunto. Suponha que u(A) = 0 para todo A € A tal que ANY = 0.
Denote por Aly o o-anel definido por:
Aly = {AﬂY:AGA}.
(a) (valor 1,0 ponto) Mostre que existe uma (automaticamente tnica)
funcao v : Aly — [0, +o0] tal que
VANY) = p(A),
para todo A € A.

(b) (valor 1,5 pontos) Mostre que a fungao v definida no item (a) é uma
medida o-aditiva.

Solugao. Para mostrar que a funcao v existe, devemos verificar que para
quaisquer Ay, Az € A, se AyNY = AaNY, entao u(A;) = pu(Az). Para ver
isso, note que A1 NY = A, NY implica que a diferenga simétrica A; A\ Ao
é disjunta de Y e portanto pu(A; A Ay) = 0. Segue entdo do resultado do
item (b) do Exercicio 3 da segunda lista que p1(A1) = pu(Asz). A unicidade de
v é 6bvia, ja que a condicao dada no enunciado dé o valor de v em qualquer
elemento do seu dominio. Isso completa a resolugao do item (a). Para o
item (b), note primeiro que:

v(@0) = v(NY) = p(d) = 0.

Seja agora dada uma sequéncia (Cy)n>1 em Aly de conjuntos dois a dois
disjuntos. Para cada n > 1, escolha A, € A com C), = A, NY e defina

By=A4,\ |J Ai€A,
1<i<n
para todo n > 1, de modo que os conjuntos (B, ),>1 s@o dois a dois disjuntos
e Ur?y Bn=U,2 Ay. Temos
B,NnY = (AnﬂY)\ U (AzﬂY):Cn\ U Ci = Cy,
1<i<n 1<i<n

para todo n > 1 e portanto:

(G ) =o((Uaar) = a2) = ) = S

n=1 n=1

=> v(B.NY) =) v(Cy).

n=1 n=1
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Questao 3. (valor 2,5 pontos) Sejam X um conjunto, A uma o-algebra de
subconjuntos de X e (X,),>1 uma sequéncia em A tal que X = 77| X,.
Para cada n > 1, seja u, : AN p(X,) = [0,+0c] uma medida o-aditiva e
suponha que
tin(A) = i (A),

para todo A € A com A C X, N X,, e para todos n,m > 1. Mostre que
existe uma unica medida o-aditiva p : A — [0, +00] tal que p(A) = pun(A),
para todo A € A com A C X, e para todo n > 1.

Solucao. Para cada n > 1, seja

Yo=X\ |J Xiea

1<i<n

de modo que os conjuntos (Y,),>1 sdo dois a dois disjuntos e X = |J;2 ;| ¥j,.
Note que se i : A — [0, +00] é uma medida o-aditiva que satisfaz a condl(;ao
dada no enunciado, entao:

=Y wANY,) =Y m(ANY,),
n=1 n=1

para todo A € A. Isso mostra que, se p existir, entdo é inica. Defina agora
w: A— [0, +o0] fazendo

= ZMn(A N Yn):
n=1

para todo A € A e vamos mostrar que p ¢ uma medida o-aditiva que satisfaz
a condicao dada no enunciado. Em primeiro lugar:

n(0) = Zﬂn@ nY,) = Zﬂn(m = 0.
n=1 n=1

Seja agora (Ag)r>1 uma sequéncia em A de conjuntos dois a dois disjuntos
e seja A = Jpo; Ag. Temos:

:ZMn(AﬁYn):ZMn<U (Ax N Yy) ) ZZ“n<Akan)
n=1 n=1 k=1 n=1k=1
= Z Zun(Ak NY.) = u(Ag),
k=1n=1 k=1

0 que mostra que p é uma medida o-aditiva. Finalmente, seja n > 1 fixado
e seja A € A contido em X,,. Vamos verificar que p(A) = i (A). Temos:

= Z m(ANY,) = Z pn (AN YY) = pun(A),

m=1 m=1

em que a segunda igualdade segue do fato que ANY;,, C X, N X..



Questao 4. (valor 2,5 pontos) Seja X um espaco topoldgico e denote por
F(X,R) o espago vetorial de todas as fungoes f : X — R munido das
operacoes usuais. Dado um subconjunto A de X, denote por x , € §(X,R)
a fungao caracteristica de A, i.e., a fungao que vale 1 em A e 0 em X\ A. Seja
S um subespaco vetorial de F(X,R) que seja fechado por limites pontuais,
i.e., se (fn)n>1 é uma sequéncia em S que converge pontualmente para uma
funcao f € F(X,R), entdo f € S. Se x,; € S para todo aberto U de X,
mostre que x5 € S, para todo Boreleano B de X.

Solugao. Comegamos mostrando que a colecao de conjuntos
C={Bep(X):xzges}

¢ uma classe o-aditiva. Obviamente () € C, ja que Xp ¢ a fungao nula, que
estd em S. Se B, By € C sao disjuntos, entao

XB,uB, = XB, T XB, €5
ja que XB,» XB, € S. Dai BiUBs; €C. Se B1,Bs € C e By C By, entao

XB1\32 =XB, ~ XB, €S,

jd que xp ,xp, € 5. Dal By \ B2 € C. Seja agora (Bj,)p>1 uma sequéncia
crescente em C e seja B = |Jo2 | B,. Temos que a sequéncia de fungoes
(XBn)nzl converge pontualmente para a funcao Xp- De fato, se © € B,
entdo xgz(z) =1 e xp () = 1, para todo n suficientemente grande. Por
outro lado, se x € X nao estd em B, entdo xz(xz) =0e Xz, (z) = 0, para
todo n > 1. Dado que xp € S para todo n > 1, concluimos entao que
Xp € S e portanto que B € C. Isso completa a demonstracao de que C é
uma classe o-aditiva. Como C contém a colecao 7 de todos os abertos de X
e 7 é fechada por intersecoes finitas, segue do Lema da Classe o-aditiva que
C contém o o-anel gerado por 7. Mas o o-anel gerado por 7 (que coincide
com a o-algebra gerada por 7, jd que X € 7) é precisamente a o-dlgebra de
Borel de X. Logo xp € S, para todo Boreleano B de X.



Questao 5. Seja p* : H — [0,400] uma medida exterior definida num
o-anel H e seja 9 C H o o-anel formado pelos conjuntos p*-mensuraveis.

(a) (valor 1,5 pontos) Seja R um subconjunto de #H tal que para todo

B e Hetodoe>0existaAe R com BC Ae pu*(A) <u*(B)+e.
Mostre que um conjunto E € H é p*-mensuravel se, e somente se

WH(A) = (AN E) + 5" (A\ B),

para todo A € R.

(b) (valor 1,0 ponto) Seja C uma cole¢ao de conjuntos com @) € C e seja
p: C — [0,400] uma funcao tal que p() = 0. Suponha que H seja
o c-anel hereditario gerado por C e que pu* seja a medida exterior
associada a p, i.e., para todo A € H, vale que p*(A4) é o infimo
das somas Y 7 | 1(Ay), em que (Ap)p>1 ¢ uma sequéncia em C com
A cC U2, An. Seja R C H um anel que contenha todas as unides

enumeraveis de elementos de C e tal que a restricao p*|g seja uma
medida finitamente aditiva. Mostre que R estd contido em 9.

Solugao. Por defini¢ao, temos que E € H é p*-mensuravel se, e somente se
(1) i*(B) = u*(BN E)+ 1 (B\ B),

para todo B € H. Para demonstrar o item (a), é suficiente entdao mostrar
que se vale para todo B € R, entao vale para todo B € H. Seja dado
B € H. Dado € > 0, temos por hipdtese que existe A € R com B C A e
w(A) < p*(B) 4+ e. Dai

p(B) < p(BNE)+p*(B\E) < p*(ANE)+p*(A\E) = p*(A) < p*(B) +e¢
e portanto
p'(B) < p*(BNE)+p*(B\ E) < p*(B) +e,

para todo € > 0, o que mostra que a igualdade vale. Isso completa a
resolucao do item (a). Para o item (b), mostramos primeiro que o anel R
satisfaz a hipdtese que aparece no item (a). Dado B € H e dado € > 0, da
definicao de p*(B) segue que existe uma sequéncia (Ay)p>1 em C tal que
Bc Uyl An e

> u(An) < p(B) +e.
n=1

Note que como (Ay,)p>1 € uma sequéncia em C cuja unido contém o conjunto
A=,2, Ay, segue da defini¢ao de p* que:

(A < S ulAn).
n=1

Portanto p*(A) < p*(B) +ec e A € R, ja que R contém todas as unides
enumeraveis de elementos de C.



Seja agora E € R e vamos mostrar que £ € 9. Pelo resultado do
item (a), basta verificar que vale para todo B € R. Mas para B € R, a
igualdade (1) segue da aditividade de p*|g, jd que B = (BNE)U(B\E) é
uma uniao disjunta e BNE, B\ E € R.



