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Questao 1. Sejam X, X’ conjuntos e ¢ : X — X’ uma fungao.

(a) (valor 1,25 pontos) Mostre que se A é uma o-dlgebra de partes de
X entao:

A ={EecpX): ¢ (E)ec A}
é uma o-dlgebra de partes de X'.

(b) (valor 1,25 pontos) Mostre que se .4 é uma o-algebra de partes de X
e u: A— [0,4+00] é uma medida entdo a fungao u' : A" — [0, +o0]
definida por:

W(E) = u(67\(E), EeA,

¢ uma medida, onde A’ é a o-dlgebra definida no item (a).

Solucao. Se (Ej)i>1 é uma seqiiéncia em A’ entdao ¢~!(Ey) € A para todo
k > 1 e portanto:

o (UB)=Ue (B e
k=1 k=1

jé4 que A é uma o-dlgebra. Logo |Jp—, Ex € A’. Além do mais, se E € A’
entdo ¢~1(F) € A e portanto, usando novamente que A é uma o-algebra,
obtemos:

o HX'\E)=X\¢ '(E) € A,
donde X'\ E € A’. Finalmente, note que A’ # (), j4 que ¢~ () =0 € A
e portanto ) € A’. Isso mostra que A’ é uma o-dlgebra de partes de X' e
completa a resolugao do item (a). Quanto ao item (b), note primeiramente

que:
W (@) = p(e~H(0)) = p(®) = 0.

Além do mais, se (Ej)r>1 é uma seqiiéncia em A" de conjuntos dois a dois

disjuntos entao ((Zfl(E/:))k>1 é uma seqiiéncia em A de conjuntos dois a

dois disjuntos e portanto:

ul(,QEk> = M<¢1(glEk)> = M<Q¢1(Ek)> - gﬂ@l(&))

= W(Ep),
k=1

o que prova que g’ é uma medida e completa a resolucao do item (b).



Questao 2.

(a) (valor 1,5 pontos) Mostre que se um subconjunto A de R"™ tem me-
dida de Lebesgue nula entao ele tem interior vazio.

(b) (valor 1,0 ponto) Dé um exemplo de um subconjunto mensuravel de
R que tenha interior vazio e medida de Lebesgue infinita. Justifique
a sua resposta.

Solugao. Se um subconjunto A de R™ nao tem interior vazio entado ele
contém uma bola aberta que por sua vez contém um bloco retangular B de
volume positivo. Dai m*(A) > m*(B) = |B| > 0. Logo, se m*(A4) = 0 entao
A deve ter interior vazio. Isso completa a resolugao do item (a). Afirmamos
que o conjunto R\ Q dos nimeros irracionais é um subconjunto mensuravel
de R de medida infinita e interior vazio. O fato que R\ Q tem interior vazio
segue do fato que todo intervalo aberto nao vazio contém nimeros racionais.
Agora temos que Q é enumeravel e portanto é mensuravel com medida de
Lebesgue nula. Dai R\ Q também é mensurével e:

m(R\Q) =m(R) —m(Q) = +o0 — 0 = +o0.



Questao 3. (valor 2,5 pontos) Seja A a o-dlgebra de partes de R gerada
pela colegao de todos os subconjuntos unitarios de R, i.e., A = o[C], onde:

C={{z}:zeR}.

Exiba um subconjunto de R que nao pertence a A e justifique a sua resposta.
(sugestao: para justificar, encontre uma descri¢ao para a o-algebra A.)

Solucao. Todo subconjunto enumeravel de R é uma unidao enumeravel de
subconjuntos unitarios de R e portanto estd em A. Segue dai que o com-
plementar em R de um subconjunto enumerédvel de R também estd em A.
Seja:

Ayg = {E € p(R) : E é enumerdvel ou R\ E é enumerével}.

Vimos que Ay C A. Como C C Ay, se verificarmos que Ag é uma o-algebra
concluiremos que A = o|C]| estd contida em Ap, donde A = Aj. Evidente-
mente Aj é ndo vazia e se F € Ay entao R\ E € Ay. (Se E é enumeravel
entdao R\ E tem complementar enumerével e se E tem complementar enu-
meravel entdo R\ E é enumeravel.) Seja (Ej)r>1 uma seqiiéncia em Ap. Se
E). for enumeravel para todo k > 1 entao a uniao Uiozl FE)), serd enumeravel
e portanto estard em Ag. Sendo, existe um indice ¢ > 1 tal que E; nao é
enumeravel e, ji que E; € Ay, temos que R\ E; é enumeravel. Mas af:

o0
R\ ( U Ek:) CR\E,
k=1
donde R\ (Up2; Ex) ¢ enumerdvel e também ;2| Ex, € Ag. Isso completa a
demonstragao de que Ay é uma o-dlgebra e de que A = Ay. Note agora que,
por exemplo, o intervalo [0, 1] ndo estd em A, ja que ele nao é enumeravel e
nao tem complementar enumeravel.



Questao 4. A medida exterior de Jordan de um subconjunto A de R",
denotada por j*(A), é definida por:

i*(A) = inf {22:1 | By| : t inteiro positivo, By, ..., B; blocos

retangulares n-dimensionais tais que A C UZZI Bk}.

(a) (valor 0,5 ponto) Mostre que m*(A) < j*(A), para qualquer subcon-
junto A de R™.

(b) (valor 2,0 pontos) Mostre que m*(K) = j*(K), para qualquer subcon-
junto compacto K de R". (sugestdao: note que um bloco retangular
B est4 contido no interior de um bloco retangular B’ cujo volume é
um pouquinho maior que o de B.)

Solucao. Se Bj, ..., B; sao blocos retangulares tais que A C U};:l By,
entao:
t t t
k=1 k=1 k=1

Dai m*(A) é uma cota inferior do conjunto cujo infimo é j*(A), o que mostra
que m*(A) < j*(A). Isso completa a resolugao do item (a). Seja agora K
um subconjunto compacto de R™. Resta mostrar que j*(K) < m*(K). Seja
(Br)r>1 uma seqiiéncia de blocos retangulares tal que K C |2, B,. Se
mostrarmos que:

o0

(1) i"(K) <> 1B,

r=1
concluiremos que j*(K) é uma cota inferior do conjunto cujo infimo é m*(K)
e portanto que j*(K) < m*(K). Seja dado € > 0 e seja, para cada r > 1, Bl
um bloco retangular cujo interior contém B, e tal que:

g
B < 1B+

Daf os interiores dos blocos B constituem uma cobertura aberta do com-
pacto K, da qual podemos extrair uma subcobertura finita. Existe portanto
t > 1 tal que K C |J._, B.. Segue daf que:

t t 00
o €
P <Y B Y (1Bl +5:) < (D 1B) +e.
r=1 r=1 r=1

Como ¢ > 0 é arbitrario, obtemos (1).



Questao 5. (valor 2,5 pontos) Mostre que existe um subconjunto denso de
R que seja de tipo G e que tenha medida nula.

Solucao. Vimos que todo subconjunto de R™ admite um envelope men-
suravel de tipo Gy, i.e., se A é um subconjunto arbitrdario de R"™ entao existe
um subconjunto £ de R™, de tipo Gs, tal que A C E e m*(4) = m(E).
Usando esse resultado com A = @, obtemos um subconjunto E de R de tipo
Gs tal que Q C F e m(E) = m*(Q) = 0. Mas E é denso em R, ji que E
contém Q.



Questao 6.

(a) (valor 1,0 ponto) Sejam A um subconjunto qualquer de R" e E um
subconjunto mensuravel de R™ tais que A C E e m(E) < +oc.
Mostre que se Z é um subconjunto mensurdvel de E \ A entao:

m(Z) <m(E) —m*(A).

(b) (valor 1,5 pontos) Dados um subconjunto qualquer A de R™ e € > 0,
mostre que existe um subconjunto aberto U de R™ contendo A com
a seguinte propriedade: para todo subconjunto mensuravel Z de
U\ A, vale que m(Z) < e. (sugestao: considere primeiramente o caso
em que m*(A) < 400 e use o item (a). Depois trate o caso geral
escrevendo A como uma uniao enumerdvel de conjuntos limitados.)

Solugao. Para o item (a), note que Z ¢é disjunto de A e, como A C E,
temos A C £\ Z. Como E, Z sdo mensuraveis, Z C E e m(Z) < +oo,
temos:
m*(4) < m*(E\ Z) = m(E\ Z) = m(E) - m(Z),

donde segue que m(Z) < m(E) — m*(A). Isso completa a resolucao do
item (a). Passemos agora ao item (b). Seja Ay = AN[—k, k|, de modo que
A=p2, A e Ay é limitado (e, em particular, tem medida exterior finita).
Para cada k > 1, seja U, um subconjunto aberto de R™ que contém Ay e
tal que:

. €
m(Ug) < m*(Ag) + ok

Seja U = |Jp2; Ug. Dai U é um subconjunto aberto de R" e

A:GAkCGUk:U
k=1 k=1

Seja Z um subconjunto mensuravel de U \ A. Defina Z, = Z N Uy, para
todo k > 1. Como Z C U = J,2 U, temos que:

o0
7 = U 7.
k=1

Além do mais, Z é disjunto de A e, a fortiori, de Ay, donde Z C Uy \ Ag.
Como Zj, e U, sdo mensurdveis e m(Uy) < m*(Ay) + 57 < +00, o item (a)
nos da: .
De Z = J,—| Z, obtemos entao que:

(o0

m(Z) < » m(Zk) SZ%
k=1



