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Questao 1. (valor 2,5 pontos) Seja K um corpo e considere o subespago
W de K™ definido por:

W:{(«le...,l’n)6K”;x1+...+zn:0}'

Se B denota a base canonica de K™ e B* denota a base dual a B, mostre
que o anulador de W em K™ é dado por:

We = {(C,C,...,C)B* :cEK}.

Solugao 1. Seja a = (1,1,...,1)p~, isto é, a: K™ — K é o funcional linear
dado por:
a(r1,...,xp) =21+ F+ xpn, (T1,...,2,) € K™
Obviamente W = Ker(«), de modo que o € W°. Além do mais, o # 0,
donde Im(a) = K e portanto:
dim(W) = dim(Ker(a)) = dim(K"™) — dim(Im(a)) =n — 1.
Foi mostrado em aula que dim(W°) = dim(K") — dim(W) e portanto
dim(W°) = 1. Como um elemento nao nulo de um espago de dimensao
1 é necessariamente um gerador desse espago, segue que W*° é o subespaco
gerado por «, isto é:
We° = {ca:cEK} = {(c,c,...,c)g* :cGK},

como queriamos demonstrar.

Solugao 2. Seja a € K™* definido como na Solugao 1 e seja A o subespago
gerado por «. Queremos mostrar que W° = A. Obviamente, temos:
Ao = Ker(a) = W.

Como A tem dimensao finita, o resultado do item (b) do Exercicio 7 da
Segunda Listal nos da:

W = (A)° = A,
que é o que queriamos demonstrar.
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Solugao 3. Dado c € K, se 8= (¢,¢,...,c)p, entao o funcional linear 3 é
dado por:

B(x1, .. xp) =cx1+ -+ crp=clxy+ - +x,), (r1,...,2,) € K",
donde segue que 5 € W°. Reciprocamente, dado 8 € W°, devemos mostrar

que 8 = (¢,¢,...,c)p+, para algum ¢ € K. Se B = (ey,...,e,) denota a base
canonica de K", entao e; —e; € W, para todos 4,5 = 1,...,n. Daf:

Ble:) — Blej) = Blei —e;) =0,
isto é, (e;) = B(ej), para todos i,j = 1,...,n. Mas B(e1), ..., B(en) sao

precisamente as coordenadas de 8 na base dual B*, donde 8 = (¢, ¢, ..., c)p=,
para algum c € K.



Questao 2. (valor 2,5 pontos) Sejam V e W espagos vetoriais sobre um
corpo K e seja B : V x W — K uma aplicagao bilinear. Considere as
aplicacoes lineares T : V — W*, TV : W — V* definidas por:

T(v)(w) = B(v,w), T'(w)(v)= B(v,w),
para todos v € V, w € W. Se J : W — W** denota a aplicacao linear
natural, mostre que:

T =T"oJ.

Solugao. Seja dado w € W. Devemos verificar que:
T'(w) = T*(J (w)).
Como ambos os lados da igualdade acima sao elementos de V*, para de-

monstrar essa igualdade devemos tomar um elemento arbitrario v € V e
verificar que:

(1) T (w)(v) = [T* (J(w))](v)
Temos, pela definicao de T”, que:
T (w)(v) = B(v,w).
Agora, a definicao de T nos da:
T"(J(w)) = J(w) o T,

donde segue que:

[T (J(w))](v) = [J(w) o T](v) = J(w)(T(v));
usando agora a definigao de J(w

J(w)(T(v)) = T(v)(w) = B(v,w).

Concluimos entao que ambos os lados de sao iguais a B(v,w), o que
demonstra a igualdade .

) e depois a definigao de T obtemos:



Questao 3. (valor 2,5 pontos) Seja V' um espago vetorial sobre um corpo
K e sejam dados ag,...,a, € V*. Considere a aplicagao linear T : V — K™
definida por:

T(v) = (al(v), .. ,an(v)),
para todo v € V. Mostre que T é sobrejetora se e somente se a seqiiéncia
(a1, ...,ay) é linearmente independente.

Solugao. Vamos primeiro mostrar que a seqiiéncia («aq,...,a,) é linear-
mente independente se e somente se Ker(T*) = {0} e depois nés vamos
mostrar que Ker(7*) = {0} se e somente se T' é sobrejetora. Se B denota
a base canonica de K" e B* = (my,...,m,) denota a sua base dual, entao
T*(m;) = mijoT = «;, paratodoi = 1,...,n. Segue que, para cy,...,c, € K,

T*((c1,. .. cn)pe) =T (1T + -+ + cpTn) = C1oy + - -+ + Cpin,
donde vemos que:
Ker(T*) = {(c1,...,cn)B € K™ :croq + -+ + cpoy = 0},

Assim, Ker(7™) = {0} se e somente se a seqiiéncia (o, .. ., a,) € linearmente
independente. Agora vamos mostrar que Ker(7™) = {0} se e somente se T" é
sobrejetora. Em vista do resultado do Exercicio 3 da Segunda Listal temos:

Ker(T*) = (Im(T))°.
Assim, se T' é sobrejetora, entao Im(7") = K", donde:
Ker(T*) = (K™)° = {0}.
Reciprocamente, se Ker(7T*) = {0}, entdo (Im(7))° = {0} e portanto:
Im(T) = [(Im(T))°], = {0}, = K™,

isto é, T' é sobrejetora.
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Questao 4. Seja V um espago vetorial sobre um corpo K e sejam Wi e Wy
subespacos de V.

(a) (valor 1,0 ponto) Mostre que (W 4+ W2)° = WP N 3.
(b) (valor 1,5 pontos) Se dim(V') < 400, mostre queﬂ
(Wl N Wz)o = Wlo + WQO.

Solugao.

(a) Seja dado ao € V*. Se a € (W 4+ W>)°, entdo a anula os vetores de
W1 e os vetores de W, ja que W7 e Wy estao contidos em Wy + Wh.
Logo oo € WPNW3. Reciprocamente, se « € WPNW3, entao a anula
os vetores de Wy e os vetores de W5 donde, por linearidade, o anula
as somas wp + we, com wy € Wi, wy € Wa. Assim a € (W7 + Wh)°.

(b) Se aw € V* anula Wy, entao o anula Wy N Wa. Isso mostra que W7
estd contido em (W;NW>2)°. Similarmente, Wy C (W3NW3)°. Como
(W1 N W2)° é um subespago, segue que:

Wf + WQO C (W1 N WQ)O.

Estamos trabalhando com espacos de dimensao finita e portanto,
para mostrar a igualdade desejada, resta verificar que:

(2) dim(WP + W3) = dim ((Wy N W)°).
Temos:
dim (W1 N W2)°) = dim(V) — dim(W; N Wa).
Além do mais:
dim(Wy + Wy) = dim(W7) + dim(Wy) — dim(WP N W3).
Usando o resultado do item (a), obtemos:
dim(WP NW9) = dim (Wi + W2)°) = dim(V) — dim(W; + Wa)
= dim(V) — dim(W;) — dim(W2) + dim(W; N Wa).
Assim:
dim(Wy + W) = dim(V) — dim(W7) + dim(V) — dim(W5)
— dim(V') + dim(W1) + dim(Ws) — dim (W7 N Wa)
= dim(V) — dim(W; N Wy).

Isso prova e completa a demonstragao.

1O resultado também vale sem a hipétese de que a dimensdo de V seja finita, mas a
demonstragdo no caso geral é mais dificil.



Solugao alternativa para o item (b). A igualdade:
(W1 N Wo)° =WP + W3

pode ser demonstrada sem usar a hipétese de que a dimensao de V seja
finita. Vamos apresentar uma tal demonstracao. Para i = 1,2, sejam Z;
um espaco vetorial sobre K e T; : V. — Z; uma aplicagao linear tal que
Ker(T;) = W;. A existéncia de Z; e T; pode ser demonstradaﬂ da seguinte
forma: consideramos um subespaco Z; de V' tal que V = W; ® Z; e tomamos
T; : V — Z; como sendo a projecao sobre Z; associada a decomposicao em
soma direta V = W;® Z;. (A existéncia de Z; com V = W,; @ Z;, por sua vez,
é demonstrada assim: tomamos uma base de W;, completamos essa base até
uma base de V e definimos Z; como sendo o subespaco gerado pelos vetores
dessa base de V' que nao estao na base de W;.) Seja T : V — Z; X Zy a
aplicacao linear definida por:

T(v) = (T1(v), T2(v)),
para todo v € V. Obviamente:
Ker(T') = Ker(T1) N Ker(T2) = Wy N Wa.
Em vista do resultado do Exercicio 5 da Segunda Lista, temos entao:
(W1 N W2)° = (Ker(T))® = Im(T*).

Para determinar a imagem de 7™ e completar a demonstracao, usaremos o
seguinte lema a respeito do espaco dual de um produto cartesiano.

Lema. Se Zy, Zy sdo espacos vetoriais sobre um corpo K e
T 141 X g — 241, To: L1 X Lo — Lo
denotam as projecoes, entao:
(Z1 x Z)* = {Oq om +agomy:ay € Z], ag € Z;}

Demonstragao. Obviamente, se a1 € Z7 e ag € Z3 entao aq o m + g 0 Ty
estd em (Z1 X Z2)*. Reciprocamente, dado « € (Z; x Z3)*, definimos:

ai1(z1) = a(21,0), 2z € 7y,

as(z2) = (0, 22), 22 € Zo,
donde oy € Z7, ap € ZJ e:
az1,22) = a(z1,0) + (0, 2z2) = a1(21) + a2(z2) = (1 o + agom) (21, 22),
para todo (z1,22) € Z1 X Za. O

2A maneira mais elegante de demonstrar a existéncia de Z; e T; é usando espagos
quocientes: toma-se Z; = V/W; e T; : V. — Z; como sendo a aplicagdo quociente.


http://www.ime.usp.br/~tausk/texts/Lista2-MAT0222-2014.pdf

Usando o Lema, nés vamos verificar que Im(7™) = Wy + Wg. Temos:
Im(T*) = {T*(e) : « € (Z1 x Z3)*}
= {T*(alom +agom)ia; €Z7, ag € Z;}
= {T{(a1) + T5(a2) : o € Z7, g € Z5},
ja que T*(ajom;) = asomioT = ajoT; =T (), i = 1,2. Segue entao que:
Im(7*) = Im(T7) + Im(T%) = (Ker(T3))® + (Ker(13))® = Wy + Ws.



